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Pref�a
ioA dis
iplina de T�opi
os de F��si
a fun
ionou pela primeira vez, no Depar-tamento de F��si
a da Universidade do Porto, no ano le
tivo de 1994/95.O Departamento pretendeu introduzir uma 
adeira de F��si
a, no primeirosemestre do primeiro ano, que 
umprisse 
ertos obje
tivos:� N~ao fosse vista pelos alunos 
omo uma repeti�
~ao dos 
onte�udos do 12oano, ainda que respeitasse os seus n��veis de 
onhe
imentos matem�ati
os,que n~ao in
luem o 
�al
ulo in�nitesimal.� Fosse su�
ientemente motivadora para despertar a 
uriosidade e o in-teresse dos alunos pela f��si
a;� Contribuisse para desenvolver nos alunos uma maior disponibilidadepara abordar quest~oes novas, en
orajando-os a ra
io
inar sobre quest~oes
on
retas e tentando mostrar que os 
onhe
imentos que j�a têm lhes per-mitem abordar problemas de interesse real e n~ao meramente a
ad�emi
o.Estes obje
tivos �xam uma �loso�a de abordagem mas n~ao um 
onte�udoparti
ular. Permitem a 
onstru�
~ao de um programa que n~ao se integra emnenhuma das dis
iplinas tradi
ionais do ensino da F��si
a. Isso �e uma van-tagem apre
i�avel, pois as quest~oes realmente interessantes, s~ao, frequente-mente, horizontais atravessando v�arias dis
iplinas.O Departamento 
on�ou-me a regên
ia desta dis
iplina desde a sua 
ria�
~aoe propôs-me um programa 
om quatro �areas:� Estimativas dimensionais� Modelos determin��sti
os� Modelos probabil��sti
os� Modelos fenomenol�ogi
osEstas notas (e as aulas) s�o 
ontemplam as três primeiras. A dis
iplinas�o 
onta 
om duas horas te�ori
as semanais e n~ao tem sido poss��vel abordara �ultima. i



ii Esta vers~ao das notas tem ainda um 
ara
ter provis�orio, as ideias s~aomuitas para as melhorar e 
r��ti
as e sugest~oes s~ao mais do que bem vin-das. Estas notas s~ao a
ompanhadas de uma 
ole
�
~ao de problemas, que �eabsolutamente essen
ial ao 
umprimento dos obje
tivos atr�as expostos. Aosalunos (e restantes leitores) 
ompetit�a de
idir se estes est~ao de fa
to a ser
umpridos.



Agrade
imentosOs agrade
imentos devidos s~ao muitos e de diferentes tipos. Aqui �
amapenas os que se rela
ionam dire
tamente 
om esta dis
iplina:� Aos alunos de T�opi
os de F��si
a, por terem suportado esta experiên
iae pela ades~ao que têm mostrado a esta ideia, apesar das di�
uldadesque muitos têm en
ontrado em adaptar-se ao estilo desta dis
plina:� Ao Departamento de F��si
a da U.P. por me ter 
on�ado um proje
tode ensino t~ao estimulante;� Ao Centro de F��si
a do Porto pela fa
ilidades inform�ati
as que permi-tiram a produ�
~ao destas notas;� Aos 
olegas que 
olaboraram 
omigo nesta dis
iplina (F�atima Mota,Jos�e Fernando Mendes, Jorge Reis Lima, Maria Augusta Santos eMaria do C�eu Marques);� Ao Nuno Peres pelo entusiamo e apre�
o que mostrou por esta �loso�ade ensino;� Um agrade
imento espe
ial para a F�atima Mota, pelo interesse (maiorque o meu) que mostrou em transformar os meus manus
ritos nestaforma apresent�avel, indo ao ponto de 
olaborar a
tivamente nessatarefa.

iii



iv



�Indi
e Geral
1 Dimens~oes. Estimativas Dimensionais 1Dimens~oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1Introdu�
~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1Con
eito de Dimens~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2Unidades Fundamentais em Me
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Cap��tulo 1Dimens~oes. EstimativasDimensionaisDimens~oesIntrodu�
~aoO pro
esso de medi�
~ao mais simples �e a 
ontagem. N~ao �e frequente pensar-mos numa 
ontagem 
omo uma medi�
~ao. Mas na realidade trata-se de umpro
edimento atrav�es do qual asso
iamos um n�umero a uma entidade queem muitos 
asos podemos 
lassi�
ar 
omo um grandeza f��si
a. Claro que s�opodemos 
ontar 
onjuntos. . . 
ont�aveis, tamb�em designados por numer�aveis.Este pro
edimento n~ao �e su�
iente para medir, por exemplo, uma distân-
ia. Sen~ao vejamos. Para medir uma distân
ia entre dois pontos, tomamosum obje
to r��gido, uma r�egua, 
olo
amo-la ao longo de uma linha que una osdois pontos e 
ontamos o n�umero de vezes que a r�egua 
abe entre eles. Mas,s�o muito ex
ep
ionalmente o 
omprimento ser�a expresso 
omo um n�umerointeiro de r�eguas e vemo-nos obrigados a subdividi-la. Somos, pois, levadosa 
on
eber uma distân
ia 
omo expressa por uma expans~ao de
imal (se assubdivis~oes su
essivas forem em dez partes). Uma expans~ao de
imal que,pelo menos poten
ialmente, pode ser in�nita. Da�� que representemos 
om-primentos por n�umeros reais. N~ao iremos dis
utir at�e que ponto �e que aestrutura matem�ati
a dos n�umeros reais �e realmente tornada ne
ess�aria pelanossa experiên
ia do mundo f��si
o. Alguns 
ientistas têm mesmo espe
uladoque a representa�
~ao do tempo e espa�
o pelo 
ont��nuo de n�umeros reais es-taria na base de algumas di�
uldades profundas da f��si
a 
ontemporânea.Mas o aparato matem�ati
o 
onstru��do 
om base nesta estrutura �e de talmodo poderoso e e�
iente que n~ao ser�a f�a
il destron�a-lo.O que nos interessa aqui salientar �e um aspe
to que o pro
edimento demedida destas grandezas 
ont��nuas, referido a
ima, torna bem 
laro. �E que1



2 CAP��TULO 1. DIMENS ~OES. ESTIMATIVAS DIMENSIONAISpara asso
iar um n�umero real a uma grandeza deste tipo temos que es
olherum padr~ao, uma unidade. No 
aso em dis
uss~ao uma determinada r�egua.O ponto fundamental �e que o padr~ao �e puramente 
onven
ional. Emboratenha que ser espe
i�
ado, para que o valor de uma grandeza possa ser ex-presso por um n�umero real, ele pode ser mudado sem qualquer preju��zo paraa des
ri�
~ao dos fen�omenos. Mas, numa tal mudan�
a, os valores num�eri
osque representam as grandezas transformam-se. Torna-se pois 
laro que umarela�
~ao entre os valores de duas grandezas f��si
as s�o ter�a signi�
ado se forpreservada (invariante) em qualquer mudan�
a de unidades. De outro modon~ao exprime uma rela�
~ao entre grandezas mas sim uma 
oin
idên
ia de va-lores resultante de uma es
olha parti
ular de unidades. Esta invariân
iadas rela�
~oes envolvendo valores de grandezas f��si
as debaixo de uma de-terminada transforma�
~ao desses valores �e um exemplo de uma simetria. Nade�ni�
~ao 
l�assi
a de Herman Weyl, um obje
to �e sim�etri
o se �
ar invariantedebaixo de uma dada transforma�
~ao. A existên
ia desta simetria impli
a 
er-tas restri�
~oes �a forma das equa�
~oes da f��si
a. S~ao esta restri�
~oes que tornamposs��veis os argumentos dimensionais. Para os explorarmos teremos que es-tudar 
om algum detalhe a natureza destas transforma�
~oes de unidades (oude es
ala).Con
eito de Dimens~aoComo se transforma o valor de uma grandeza f��si
a numa mudan�
a deunidades? Trata-se do mal amado problema de 
onvers~ao de unidades, quevamos retomar aqui formulado de um modo um pou
o mais abstra
to doque o habitual.Seja, por exemplo, l o valor real que representa um 
omprimento 
om aunidademetro. Se passarmos para uma outra unidade (
m) que novo n�umeroreal l0 representa o mesmo 
omprimento? Como bem sabemosm! 
m = 10�2m (1.1)impli
a que l! l0 = 102l (1.2)De um modo geral designando por u o padr~ao (unidade) de uma dadagrandeza, numa mudan�
a para um novo padr~ao u0 dado poru! u0 = u� (1.3)os valores dessa grandeza transformam-se 
omol! l0 = �l (1.4)



DIMENS ~OES 3Mas 
omo se transformam os valores de outras grandezas 
omo uma massaou uma �area? O padr~ao de 
omprimentos n~ao serve para medir massas. N~aopodemos determinar uma massa vendo quantas vezes nela 
abe uma r�eguade 15 
m. Pela mesma raz~ao tamb�em n~ao podemos medir �areas 
om umar�egua, pelo menos n~ao por 
ompara�
~ao dire
ta. Para 
lari�
ar este ponto esimultâneamente entender melhor o que �e um sistema de unidades, vamosgastar algum tempo 
om o 
aso trivial da es
olha de unidade de �area.Para medir uma �area temos que es
olher um padr~ao: uma �gura geom�e-tri
a 
onvenientemente de�nida de que possamos 
onstruir v�arias unidades,
om as quais podemos pavimentar a �area a medir reduzindo deste modo amedi�
~ao a uma 
ontagem. Para �xar ideia 
onsideremos a �area de um 
��r
ulode raio r e designemo-la por C(r). N~ao seria dif��
il 
on
luir, emp��ri
a oute�ori
amente, que independentemente do padr~ao, uma dupli
a�
~ao do raioimpli
a uma quadrupli
a�
~ao da �area. Isto �e, gen�eri
amente, para qualquervalor real b C(br) = b2C(r) (1.5)As fun�
~oes C(r) que satizfazem esta 
ondi�
~ao para qualquer b real têm aforma C(r) = �r2: (1.6)Isso pode-se ver 
om fa
ilidade rees
revendo a eq.(1.5) na formaC(r) = b�2C(br) (1.7)e usando o fa
to que, se esta equa�
~ao �e v�alida para qualquer b, o �e emparti
ular para b = 1=r e por issoC(r) = C(1)r2 (1.8)em que C(1) � � �e uma 
onstante independente de r. Toda a gente sabe queesta 
onstante �e igual a �. Ou ser�a? Na realidade o seu valor �e determinadopela es
olha da unidade de �area. Consideremos, 
omo exemplos as seguintesposs��veis es
olhas:a) A unidade de �area �e a �area de um 
��r
ulo de raio igual a uma unidade de
omprimento.b) A unidade de �area �e a area de um quadrado de lado igual a uma unidadede 
omprimento
) A unidade de �area �e a �area de uma moeda de 100$.No 
aso a) a 
onstante � vale 
laramente 1, pois a de�ni�
~ao signi�
a queC(1) � 1. No 
aso b), a de�ni�
~ao 
orrente, vale �. Com efeito o argumento



4 CAP��TULO 1. DIMENS ~OES. ESTIMATIVAS DIMENSIONAISque nos 
onduziu �a eq.(1.6) apli
ado �a �area de um quadrado de lado r, Q(r)leva-nos a a�rmar que Q(r) = �r2 (1.9)O que a geometria (ou a experiên
ia) nos diz �e que �=� = �. �E apenas istoo que estamos a a�rmar quando dizemos que a �area de um 
��r
ulo �e �r2. Aes
olha a) equivale a fazer � = 1, logo � = 1=�. A es
olha b) 
orrespondea ter � = 1, logo � = �. Mas, e isto �e o mais importante, o padr~ao de�area est�a ligado ao de 
omprimento. Se a unidade de 
omprimento mudauL ! u0L = uL=� a de �area muda de um modo determinado pelas rela�
~oesdas eqs(1.6) e (1.9), uA ! u0A = uA=�2. Repare-se que esta dependên
iada transforma�
~ao de �areas na de 
omprimentos s�o existe porque o padr~aode �area foi es
olhido de um modo dependente do de 
omprimento. No 
asoda es
ollha 
) a
ima referida isso n~ao a
onte
e. Nessa situa�
~ao o valor queexprime a �area (o n�umero de vezes que l�a 
abe uma moeda de 100$00) �e omesmo quer os 
omprimentos sejam medidos em metros ou em 
ent��metros.Nos 
asos das de�ni�
~oes a) e b) a unidade de �area �e derivada da de
omprimento. A rela�
~ao entre as transforma�
~oes de �area e 
omprimentol ! l0 = �l (1.10)a ! a0 = �2a (1.11)�e habitualmente expressa dizendo que uma �area tem dimens~ao 2 (ou ex-poente dimensional 2) no 
omprimento. �E usual a nota�
~ao[�area℄ = L2 (1.12)Note-se que no 
aso da de�ni�
~ao 
) as �areas têm dimens~ao zero no 
ompri-mento, isto �e, os valores que exprimem �areas s~ao invariantes numa mudan�
ade unidade de 
omprimento. Neste �ultimo sistema de unidades a �area de um
��r
ulo pode ser expressa 
omo C(r) = k
r2 (1.13)Mas a 
onstante de propor
ionalidade, ao 
ontr�ario dos sistema a) e b) varianuma mudan�
a de unidades. Com efeito uma vez que C(r) n~ao varia numamudan�
a de unidade de 
omprimento, mas r ! r0 = �r, temos que terk
 ! k0
 = ��2k
. k
 tem dimens~ao �2 no 
omprimento.Este exemplo, ainda que trivial, tem o m�erito de pôr em evidên
ia algunspontos relativamente a unidades:a) Rela�
~oes entre grandezas f��si
as de natureza diferente envolvem, em geral
onstantes multipli
ativas 
ujos valores (e dimens~oes) s�o s~ao determi-nados pelas 
onven�
~oes de es
olha de unidades.



DIMENS ~OES 5b) Em 
ertos 
asos �e poss��vel (e 
onveniente) rela
ionar a es
olha de padr~oesdessas grandezas de tal modo que essas 
onstantes sejam independentesdas unidades es
olhidas (desde que n~ao se altere a rela�
~ao entre ospadr~oes). Essa 
onstantes dizem-se adimensionais.
) Estas es
olhas permitem reduzir o n�umero de padr~oes independentes|unidades fundamentais|sendo os restantes de�nidos a partir destes|unidades derivadas. As leis de transforma�
~ao das unidades derivadass~ao determinadas a partir das das unidades fundamentais.Unidades Fundamentais em Me
âni
aEm Me
âni
a Cl�assi
a �e poss��vel es
olher as 
onstantes arbitr�arias que po-dem surgir nas leis e de�ni�
~oes de modo ter apenas 3 unidades fundamentais,quase universalmente es
olhidas 
omo massa (M), 
omprimento (L) e tempo(T ). Para que n~ao 
aiamos na tenta�
~ao de atribuir um signi�
ado profundoa este fa
to 
onv�em saber que em relatividade, por exemplo, �e usual usar umsistema de unidades em que apenas h�a duas grandezas fundamentais, massae tempo, ou massa e 
omprimento. Nesses sistema tempo e 
omprimentotêm as mesmas dimens~oes. Os f��si
os de part��
ulas usam 
orrentemente umsistema 
om uma unidade fundamental. Como vimos atr�as, �e a pr�opria redede leis e rela�
~oes entre grandezas, que 
onstituem uma teoria, que determinaas possibilidades de rela
ionamento de padr~oes e 
onsequente redu�
~ao don�umero de unidades fundamentais.Mas, para j�a, �quemos na Me
âni
a Cl�assi
a. Vejamos atrav�es de al-guns exemplos 
omo obtemos as dimens~oes de 
ada grandeza nas unidadesfundamentais:� velo
idade: uma qualquer 
omponente de velo
idade �e de�nida poruma equa�
~ao v = lim�t!0 �x�t (1.14)Numa mudan�
a de unidades de 
omprimentos e tempos L! �1L, T !�2T (daqui em diante passaremos sempre a indi
ar as transforma�
~oesdos valores das grandezas) 
omo varia v? Claramente�x�t ! �1�2 �x�t (1.15)e portanto v ! v0 = �1��12 v (1.16)Isto �e, v tem dimens~ao 1 no 
omprimento e �1 no tempo. Na nota�
~aohabitual [velo
idade℄ = LT�1 (1.17)



6 CAP��TULO 1. DIMENS ~OES. ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS� outras grandezas: o leitor poder�a fa
ilmente veri�
ar por pro
essossemelhantes as seguintes equa�
~oes de dimens~oes:[quantidade de movimento℄ = [mv℄ =MLT�1 (1.18)[momento 
in�eti
o℄ = [mvr℄ =ML2T�1 (1.19)[for�
a℄ = [ma℄ =MLT�2 (1.20)[energia℄ = [mv2℄ =ML2T�2: (1.21)Nota: n~ao ter�a es
apado ao leitor atento que todas as grandezas que referi-mos a
ima s~ao de�nidas 
omo produtos de potên
ias (positivas ou negativas) degrandezas fundamentais. Isso �e uma 
ondi�
~ao ne
ess�aria para que a respe
tiva mu-dan�
a de unidades 
orresponda a uma transforma�
~ao de es
ala (multipli
a�
~ao porum fa
tor de es
ala) e possamos de�nir os respe
tivos expoentes dimensionais. Paragrandezas 
omo 
omprimento, massa e tempo que se medem por 
ompara�
~ao dire
ta
om padr~oes, n~ao se vê 
omo pudesse ser de outra maneira. Mas a generalidade dasgrandezas f��si
as n~ao se pode medir por 
ompara�
~ao dire
ta. N~ao existe um padr~aode velo
idades que se possa sobrepor a uma dada velo
idade para ver quantas vezesl�a 
abe. Portanto poder-se-ia pôr a quest~ao de saber se n~ao seria poss��vel de�nirgrandezas f��si
as, �uteis, que tivessem uma lei de transforma�
~ao mais 
ompli
ada.No entanto, 
ertos requesitos gerais (linearidade, 
omposi�
~ao de transforma�
~oes dees
ala), 
uja dis
uss~ao seria um pou
o avan�
ada demais para este 
urso, reduzemas possibilidades aquelas que n�os 
onsider�amos.Prin
��pio de Homogeneidade DimensionalEstamos agora em posi�
~ao de formular, de um modo mais pre
iso, o requesitoexposto atr�as, de que uma rela�
~ao 
om signi�
ado f��si
o entre duas grandezastem que ser preservada numa mudan�
a de unidades.Tomemos uma rela�
~ao gen�eri
a entre duas grandezas que designaremospor A e B. A = B (1.22)Numa mudan�
a gen�eri
a de unidadesL ! �1L (1.23)T ! �2T (1.24)M ! �3M (1.25)A e B transformam-se de a
ordo 
om as suas dimens~oes nas unidades fun-damentais A ! A0 = ��11 ��22 ��33 A (1.26)B ! B0 = ��11 ��22 ��33 B (1.27)



ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS 7Para que a rela�
~ao seja preservada no novo sistema de unidades deveremoster A0 = B0 (1.28)isto �e ��11 ��22 ��33 = ��11 ��22 ��33 ) ��1��11 ��2��22 ��3��33 = 1 (1.29)Como os fa
tores de es
ala s~ao arbitr�arios a igualdade s�o se veri�
ar�a, paraqualquer es
olha das unidades fundamentais, se�1 = �1; �2 = �2; �3 = �3 (1.30)Em 
on
lus~ao, �e 
ondi�
~ao ne
ess�aria e su�
iente para que uma equa�
~ao sejainvariante numa mudan�
a de unidades que todos os seus termos tenham asmesmas dimens~oes nas unidades fundamentais|Prin
��pio de Homogenei-dade Dimensional.Este requesito, invariân
ia debaixo de uma determinada transforma�
~ao�e, b�asi
amente, um prin
��pio de simetria. Uma tal exigên
ia 
olo
a 
ertarestri�
~oes �as rela�
~oes poss��veis entre determinadas grandezas. �E este aspe
todo problema que ser�a dis
utido na pr�oximas se
�
~oes.Estimativas DimensionaisO PênduloConsideremos a quest~ao de determinar o per��odo de os
ila�
~ao de um pêndulo.Do nosso 
onhe
imento das leis da f��si
a poder��amos intuir que que os seguintes
l θ0

mFigura 1.1:o pêndulo grav��ti
oparâmetros poder~ao ser importantes:� g, a a
elera�
~ao da gravidade;� m, a massa do pêndulo;� l, o 
omprimento do �o;� �0, o valor do ângulo ini
ial.Teremos ent~ao, de um modo inteiramente geral, uma rela�
~ao,T = f(g; l;m; �0) (1.31)em que f designa uma fun�
~ao des
onhe
ida. Como vamos ver o prin
��piode homogeneidade dimensional vai permitir determinar 
ompletamente a de-pendên
ia de f nos primeiros três parâmetros. Es
revamos, para referên
ia,
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~oes de dimens~oes destas grandezas:[g℄ = LT�2 (1.32)[l℄ = L (1.33)[m℄ = M (1.34)[�0℄ = 1 (1.35)[T ℄ = T (1.36)Note-se que o ângulo � �e medido em radianos. Como tal �e a raz~ao de dois
omprimentos e adimensional (dimens~oes L0T 0M0), isto �e, tem um valorindependente das unidades es
olhidas.Vejamos o que a
onte
e a estas grandezas numa mudan�
a de unidadesde massa, M ! �3M . Todas s~ao invariantes ex
epto m. No novo sistemade unidades a rela�
~ao da eq.(1.31) deve ser mantida, isto �e,T 0 = f(g0; l0;m0; �00) (1.37)em que X 0 representa o valor da grandeza X no novo sistema de unidades.Um ponto importante a notar: se a rela�
~ao �e de fa
to universal a fun�
~ao f�e a mesma nas eqs(1.31) e (1.37); mas, para isso, �e 
ru
ial que seja expli
itadaa dependên
ia em todos os parâmetros f��si
os 
om dimens~oes. Imaginemos,por um momento que nos esque
��amos da dependên
ia em g, j�a que estapou
o varia se n~ao sairmos da superf��
ie da Terra. Nesse 
aso ao mudar deunidades a fun�
~ao T = f(l;m; �0) variaria porque a de�ni�
~ao de f envolveriao parâmetro g que mudaria 
om a mudan�
a de unidades. �E fundamental
ompreender bem este ponto para poder apli
ar 
orre
tamente os m�etodosque estamos a dis
utir.Das equa�
~oes de dimens~oes sabemos que T 0 = T; g0 = g; l0 = l; �0 = �00 em0 = �3M . Logo f(g; l;�3m; �0) = f(g; l;m; �0) (1.38)Esta rela�
~ao s�o pode ser v�alida para qualquer valor de �3 se f n~ao dependerde m. O per��odo n~ao pode depender da massa do pêndulo!T = f(g; l; �0) (1.39)Podemos agora prosseguir a explorar as 
onsequên
ias de outras mu-dan�
as de unidades. Para a unidade de 
omprimentol ! �1l (1.40)g ! �1g (1.41)�0 ! �0 (1.42)T ! T (1.43)



ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS 9de onde de
orre, f(�1g;�1l; �0) = f(g; l; �0) (1.44)Es
olhendo �1 = l�1 obtemosf(g; l; �0) = f(gl ; 1; �0) (1.45)O per��odo �e fun�
~ao da raz~ao g=l e de �0. Finalmente numa mudan�
a deunidade de tempo l ! l (1.46)g ! ��22 g (1.47)�0 ! �0 (1.48)T ! �2T (1.49)O que d�a T 0 = �2T = f(��22 gl ; �0) (1.50)isto �e f(gl ; �0) = ��12 f(��22 gl ; �0) (1.51)Usando a mesma t�e
ni
a que anteriormente, es
olhendo �2 de modo a que��22 g=l = 1 
on
lu��mos queT = f(gl ; �0) = s lg f(1; �0): (1.52)Em resumo a an�alise dimensional, determina toda a dependên
ia em l eg, T = s lg f(�0): (1.53)A fun�
~ao f(�0) �
a indeterminda por esta an�alise. O regime de pequenasos
ila�
~oes 
orresponde a �0 � 1 (re
orde-se que um ângulo re
to s~ao �=2radianos, isto �e 
er
a de 1:57). Corresponde ao limiteT � s lg f(0) = ks lg (1.54)Neste limite a nossa an�alise determina o valor de T a menos de um 
onstantemultipli
ativa (a an�alise 
ompleta das equa�
~oes de movimento mostra quek = 2�).O m�etodo seguido na dedu�
~ao do resultado da eq.(1.54) �e algo longo mastem a vantagem de tornar bem expl��
ito o 
onte�udo de uma an�alise dimen-sional e o prin
��pio de invariân
ia que lhe est�a subja
ente. Mas �e habitual
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eder de um modo mais expedito. A fun�
~ao f(g; l;m; �0) da eq.(1.31)tem 
laramente as dimens~oes de um tempo. Olhando para as equa�
~oes dedimens~oes dos parâmetros (eqs(1.32) a (1.36)) n~ao �e dif��
il ver que podemosde�nir um tempo 
om l e g nomeadamente pl=g. Assim podemos desdelogo es
rever, sem perda de generalidadeT = s lgh(g; l;m; �0) (1.55)em que a fun�
~ao h �e adimensional, isto �e tem um valor invariante em qual-quer mudan�
a de unidades. Mas ent~ao �e 
laro que ela s�o pode dependerde parâmetros adimensionais, igualmente invariantes. Uma inspe
�
~ao dasequa�
~oes de dimens~oes mostra que 
om g; l;m; �0 a �uni
a 
ombina�
~ao adi-mensional poss��vel �e o pr�oprio �0. Basta reparar, por exemplo, que s�o mtem dimens~ao de massa n~ao nula. Logo n~ao pode formar 
om g e l umparâmetro adimensional. Por outro lado n~ao �e poss��vel anular a dimens~aotemporal entre g e l. Logo 
on
lu��mos dire
tamente que h s�o depende de �0e T tem a forma da eq.(1.54).Antes de abandonar este exemplo, 
onv�em re
e
tir um pou
o sobre o que�zemos. Ao �m ao 
abo a
abamos de deduzir uma lei f��si
a, sem fazer uma�uni
a experiên
ia. Ser�a que podemos de fa
to re
ostar-nos num sof�a e, us-ando as nossas 
�elulas 
inzentas, des
obrir 
omo se 
omporta o mundo? Naverdade, a ausên
ia de um 
onte�udo emp��ri
o no nosso ra
io
��nio �e apenasaparente. A nossa suposi�
~ao ini
ial sobre as vari�aveis de que pode dependero per��odo do pêndulo resume observa�
~oes muito importantes. O per��odo dopêndulo poderia, �a partida, depender de muito mais vari�aveis 
omo, o tipode material que o 
onstitui, o lo
al onde os
ila (latitude e/ou longitude), odiâmetro do �o de suspens~ao et
, et
. N~ao deixa no entanto de ser interes-sante que tendo assim limitado o n�umero de parâmetros, foi depois poss��vel
hegar t~ao longe 
om base no prin
��pio de homogeneidade dimensional.Velo
idade do SomSuponhamos que apli
amos duas for�
as iguais e opostas no extremo de umamola. Sabemos que a deforma�
~ao �e propor
ional �a for�
al

l+∆l

F- FFigura 1.2:o elongamento da mola �epropor
ional a F F = k�l (k, 
onstante da mola) (1.56)(Uma quest~ao: �e mais usual de�nir a 
onstante da mola supondo uma dasextremidades �xas e apli
ando a for�
a na outra. As duas de�ni�
~oes s~aoequivalentes?)Suponhamos agora que, em vez da mola temos uma barra s�olida. Sea for�
a n~ao ultrapassar o limite de elasti
idade da barra temos de novo arela�
~ao da eq.(1.56) entre a varia�
~ao de 
omprimento da barra e a for�
a.



ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS 11Mas 
omo depende k do material e da geometria da barra? Se dupli
ar-mos o seu 
omprimento k varia? E se variarmos a se
�
~ao? Imaginemos abarra 
onstitu��da por duas partes do mesmo 
omprimento 
olo
adas topo atopo. �E �obvio que a barra A, estando em equil��brio tem uma resultante das F- F

B AFigura 1.3:
ada metade da barra est�asujeitas �as mesmas for�
as que a barra
ompletafor�
as apli
adas nula. Isto �e a barra B exer
e sobre A uma for�
a F 0 = �F .Mas ent~ao, designando por k0 a 
onstante de for�
a relativa a uma barra de
omprimento l=2, �lA = Fk0 (1.57)As for�
as nas extremidades de B s~ao tamb�em F e �F . Logo�lB = Fk0 (1.58)em que k0 �e a 
ontante de for�
a relativa a uma barra de metade do 
ompri-mento. Mas �l = �lA +�lB = F ( 1k0 + 1k0 ) = F 2k0 (1.59)Isto signi�
a que k = k02 (1.60)Por outras palavras a 
onstante k �e inversamente propor
ional ao 
ompri-mento da barra. Em rela�
~ao �as dimens~oes transversais podemos ra
io
inarde modo semelhante. Supomos a barra dividida longitudinalmente em duas.As for�
as apli
adas a 
ada uma nas extremidades tem agora m�odulo F=2.Mas, 
omo �e �obvio, 
ada uma das duas partes sofre o mesmo elongamentoque a barra 
ompleta. Assim k0�l = F2 (1.61)ou seja k0 = k=2. A 
onstante k �e propor
ional �a �area da se
�
~ao da barra.Em resumo, k = EAl (1.62)em que E deve ser independente das dimens~oes da barra, 
ara
ter��sti
o domaterial de que �e feita. �E 
onhe
ido 
omo m�odulo de Young. Assim temospara a rela�
~ao entre o elongamento da barra e a for�
a de estiramentoFA = E�ll (1.63)As dimens~oes de E s~ao exa
tamente as de uma press~ao. No SI a respe
tivaunidade �e o Pa (Pas
al). Valores t��pi
os para s�olidos[4℄, andam na gama dasdezenas a 
entenas de GPa (1 GPa = 109 Pa).



12 CAP��TULO 1. DIMENS ~OES. ESTIMATIVAS DIMENSIONAISAgora que sabemos 
ara
terizar as for�
as el�asti
as que se exer
em nums�olido vejamos o que podemos aprender sobre a propaga�
~ao do som nosmesmos. Como o som impli
a a propaga�
~ao de uma deforma�
~ao el�asti
a,pare
e 
laro que a sua velo
idade vai depender do m�odulo de Young. Estedetermina as for�
as que 
ada parte do s�olido exer
e sobre as vizinhas. Masse pensarmos nas leis de Newton, sabemos que o movimento �e determinado,n~ao apenas pelas for�
as que a
tuam sobre os 
orpos, mas tamb�em pelasrepe
tivas massas. Por outro lado �e um dado adquirido que a velo
idade depropaga�
~ao do som �e uma 
ara
ter��sti
a de 
ada material e n~ao depende dageometria dos 
orpos onde se propaga. Assim sendo, deve depender, n~ao damassa do 
orpo, mas da massa vol�umi
a do material que o 
onstitui. Semmais informa�
~oes arrisquemos vsom = f(E; �) (1.64)Olhemos para as dimens~oes[E℄ = [Press~ao ℄ =ML�1T�2 (1.65)[�℄ = ML�3 (1.66)Ora [E� ℄ = L2T�2 (1.67)as dimens~oes do quadrado de uma velo
idade. Logovsom = sE� h(E; �) (1.68)em que h(E; �) �e adimensional. Mas n~ao �e poss��vel formar um parâmetroadimensional de E e �, pelo que h n~ao pode depender de quaisquer destesparâmetros e ter�a que ser uma 
onstante adimensional.vsom = �sE� (1.69)Como exemplo 
al
ulemospE=� para o alum��nio , E = 71GPa; � = 2:7 g 
m�3[4℄, o que d�a vsom(Al) = 5:13 � 103m s�1 (1.70)A velo
idade do som no alum��nio �e, 5100 m s�1 [4℄. Uma an�alise mais
ompleta mostra que � = 1.
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a de Stokes e N�umero de ReynoldsDentro da mesma �loso�a 
onsideremos agora um exemplo no 
ampo daf��si
a de 
uidos. �E uma �area onde a an�alise dimensional �e parti
ularmente�util.Consideremos um 
orpo de forma esf�eri
a imerso num 
uido. Se estese mover exer
er�a sobre o 
orpo uma for�
a na dire
�
~ao do seu movimento.Note-se que poderemos tamb�em 
onsiderar que �e o 
orpo que se move no
uido em repouso. O importante �e o movimento relativo s�olido { 
uido. Deque poder�a depender tal for�
a? Certamente da velo
idade relativa s�olido {
uido, U e das dimens~oes do 
orpo. Poderemos tamb�em pensar que podedepender da massa vol�umi
a do 
uido. Um 
uido muito rarefeito n~ao devearrastar 
om muita for�
a o s�olido. Vejamos ent~ao as dimens~oes[R℄ = L; (raio) (1.71)[�℄ = ML�3; (massa vol�umi
a) (1.72)[U ℄ = LT�1; (velo
idade) (1.73)[F ℄ = MLT�2; (for�
a) (1.74)Vemos, por inspe
�
~ao que F / � (dimens~ao 1 na massa); por outro ladoF / U2( para a
ertar as dimens~oes de T ). Portanto[�U2R2℄ =MLT�2 = [F ℄ (1.75)ou seja F = �U2R2h(�; U;R) (1.76)A fun�
~ao h deve ser adimensional. Mas 
omo n~ao �e poss��vel, 
om os seusargumentos, formar um parâmetro adimensional, h deve reduzir-se a uma
onstante: F = k�U2R2 (1.77)e toda a dependên
ia de F nos parâmetros do problema �
a determinada.Nesta altura podemos tentar impressionar um experimentalista 
om estalei f��si
a deduzida por ra
io
��nio puro! Ele poderia argumentar, 
om justeza,que de fa
to o nosso ponto de partida (a sele
�
~ao dos parâmetros de que 
re-mos que F possa depender) resulta de uma experiên
ia pr�evia, tem pois umforte 
onte�udo emp��ri
o. Mas, mais prov�avelmente, limitar-se-�a a apontarque o nosso resultado est�a errado pois, �e bem 
onhe
ido experimentalmente,que a baixas velo
idades, a for�
a �e propor
ional a U , n~ao a U2. Trata-se dafor�
a de atrito de Stokes. Como �e poss��vel?Com efeito a nossa suposi�
~ao de partida �e demasiado restritiva, poisignora uma 
ara
ter��sti
a do 
uido, a vis
osidade. Para expli
ar o que �eteremos que fazer um longo parêntesis.
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osidade de StokesConsideremos um re
ipiente 
heio de l��quido, por exemplo �agua. A por�
~ao
Figura 1.4:o peso da 
amada sombreadade l��quido �e suportado pela presss~ao dol��quido que est�a em baixo.

de l��quido sombreada na �g(1.2) �e a
tuada pela for�
a de gravidade. O re-spe
tivo peso vale �p = �g�V (1.78)(�, massa vol�umi
a, �V , volume)O que sustenta esta por�
~ao de l��quido e o impede de 
air? Naturalmenteas for�
as de press~ao exer
idas pelo l��quido que est�a por baixo. Este l��quido�e 
omprimido pelo peso do l��quido a
ima dele (e da 
oluna de ar por 
imadeste). Deforma-se (muito pou
o, pois os l��quidos, 
omo os s�olidos, s~ao pou
o
ompress��veis) e da�� resultam for�
as de press~ao que se exer
em normalmente�a fronteira entre as duas por�
~oes de l��quido. Naturalmente essas for�
as s~aopropor
ionais �a �area da superf��
ie e por isso �e bem de�nida a for�
a porunidade de �area, a press~ao. O ponto �e que os l��quidos se 
omportam de modomuito semelhante aos s�olidos sob a
�
~ao de tens~oes 
ompressivas (normais �assuperf��
ies atrav�es das quais se exer
em).Figura 1.5:s�olido sujeito a tens~oes de
orte. Mas 
onsideremos agora uma situa�
~ao um pou
o diferente. Uma 
amadade l��quido est�a 
ontida entre duas pla
as horizontais, s�olidas. O l��quido,normalmente, adere ao s�olido. Isto �e, se arrastarmos uma das pla
as hor-izontalmente o l��quido que est�a em 
onta
to 
om ela move-se tamb�em. Seentre as pla
as estivesse um s�olido o deslo
amento horizontal induziria umadeforma�
~ao no mesmo. Surgiria uma for�
a el�asti
a que se oporia ao deslo
a-mento. Seria ne
ess�ario manter apli
ada uma for�
a externa para manter apla
a deslo
ada da sua posi�
~ao ini
ial. Se imaginarmos uma superf��
ie a sep-arar o s�olido em duas 
amadas vemos 
laramente que a 
ondi�
~ao de equil��brioda parte superior impli
a que a inferior exer�
a sobre ela uma for�
a paralela�a superf��
ie atrav�es da qual ela se exer
e . Estas tens~oes s~ao designadas portens~oes de 
orte.Um l��quido responde a tens~oes de 
orte de um modo muito diferente deum s�olido. As 
amadas de l��quido podem deslizar umas sobre as outras. Apla
a superior pode estar em equil��brio, sem for�
as externas, em qualquerposi�
~ao. Em equil��brio, num l��quido, n~ao h�a tens~oes de 
orte. Mas porexperiên
ia sabemos que enquanto a pla
a e o l��quido est~ao em movimentosurgem de fa
to tens~oes de 
orte que se lhe op~oem { as for�
as de vis
osidade.Para uma 
lasse vasta de l��quidos (n~ao todos) veri�
a-se que para umavelo
idade da pla
a superior U e uma 
amada de espessura l de l��quido,a for�
a por unidade de �area que �e ne
ess�ario exer
er externamente sobre apla
a para a manter em velo
idade uniforme valeFA = �Ul (1.79)
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oe�
iente � �e a vis
osidade. Note-se que, 
omo a pla
a se deslo
a a umavelo
idade uniforme, a resultante das for�
as que nela a
tuam �e nula. Logoesta express~ao determina tamb�em o valor da for�
a que o l��quido exer
e sobrea pla
a. U

lFigura 1.6:para mover a pla
a a ve-lo
idade uniforme �e ne
ess�ario manteruma for�
a apli
ada. O deslizamento de
amadas de l��quido origina tens~oes de
orte.�A primeira vista esta de�ni�
~ao pare
eria indi
ar que a vis
osidade �e umapropriedade da interfa
e l��quido|s�olido, mais do que do l��quido em si. Defa
to n~ao �e assim. O que na realidade se veri�
a na situa�
~ao 
onsiderada �eque a velo
idade no seio do l��quido varia de um valor nulo na pla
a inferiorat�e U , na superior, de um modo linear. Isto �evx(y) = U yl (1.80)Se imaginarmos uma superf��
ie paralela �as pla
as a separar duas partes dol��quido vemos que a for�
a que 
ada uma destas partes exer
e sobre a outra�e ainda dada pela eq.(1.80) uma vez que n~ao h�a a
elera�
~oes no sistema. Oque estamos a dizer, portanto, �e que a for�
a exer
ida atrav�es da superf��
iede separa�
~ao entre as partes A e B do l��quido valeFA = �Ul = �dvx(y)dy (No sentido negativo do eixo xx) (1.81)Em 
on
lus~ao, um deslizamento de uma 
amada de l��quido sobre outra,(varia�
~oes de 
omponentes da velo
idade segundo um dado eixo numa di-re
�
~ao perpendi
ular ao mesmo, dvx=dy 6= 0) d�a origem a tens~oes de 
ortepropor
ionais �a vis
osidade do l��quido.A For�
a de StokesEstamos agora em 
ondi�
~oes de voltar �a dis
uss~ao da for�
a sobre um s�olidoem torno do qual se move um 
uido. Pare
e 
laro que a vis
osidade dol��quido �e relevante. Com efeito se o l��quido adere �a superf��
ie do s�olido ter�aque haver varia�
~oes de velo
idade no seio do 
uido e surgir~ao tens~oes de
orte determinadas pela vis
osidade. Analisando dimensionalmente �[�℄ = (MLT�2)(L�2)(L)(LT�1)�1 =ML�1T�1 (1.82)Levemos em 
onta a informa�
~ao do nosso amigo experimentalista, F / U .Temos F = Uf(�;R; �) (1.83)As dimens~oes da fun�
~ao f s~ao f�a
eis de determinar[f ℄ = [FU ℄ =MT�1 (1.84)



16 CAP��TULO 1. DIMENS ~OES. ESTIMATIVAS DIMENSIONAISO produto �R tem pre
isamente estas dimens~oes pelo queF = �UR� h(�;R; �) (1.85)em que a fun�
~ao h �e agora adimensional. Mas n~ao h�a nenhum parâmetroadimensional que se possa formar a partir de produtos de potên
ias de �, Re �. Sen~ao vejamos [��R��
 ℄ =M�+
L�3�+��
T�
 (1.86)Para termos um produto adimensional�+ 
 = 0�3�+ � � 
 = 0
 = 0 (1.87)que s�o tem a solu�
~ao � = � = 
 = 0. Em 
on
lus~ao a fun�
~ao h reduz-se auma 
onstante adimensional F = ks�UR (1.88)Neste regime, de F / U , a dependên
ia no raio da esfera �e linear e a for�
an~ao depende da massa vol�umi
a do l��quido.Finalmente, e para en
errar esta dis
uss~ao sobre 
uidos, podemos 
olo-
ar o problema 
om toda a generalidade, sem fazer suposi�
~oes sobre a de-pendên
ia da for�
a na velo
idade.F = f(�; �;R; U) (1.89)que podemos sempre es
rever na formaF = �UR� h(�; �;R; U) (1.90)em que, de novo, h �e adimensional. Mas 
om estes quatro parâmetros j�a �eposs��vel formar um produto adimensional. De fa
to, o trabalho j�a est�a feito.Como �UR e �U2R2 tem as mesmas dimens~oes (as de uma for�
a) a raz~aoentre eles �e adimensional R = �U2R2�UR = �UR� (1.91)Este parâmetro �e designado por n�umero de Reynolds.A an�alise dimensional 
onduz ent~ao ao resultadoF = �UR � h(R) (1.92)



LEITURAS RECOMENDADAS 17Repare-se que, na medida em que in
lu��mos na dis
uss~ao todos os parâmetrosrelevantes, a fun�
~ao h(R) �e universal, a mesma para todos os 
uidos (desdeque 
ara
terizados por uma vis
osidade do tipo a
ima de�nido) e esferass�olidas (para outras formas geom�etri
as a fun�
~ao ser�a diferente).O n�umero de Reynolds 
ara
teriza o regime de varia�
~ao de F 
om U .Para R � 1 ser�a de esperar que h(R) � h(0) e teremos um regime emque F / U . Mas para R � 1 ou superior esse regime pode ser modi�
ado.Com efeito as 
ara
ter��sti
as do es
oamento variam substan
ialmente 
omR. Para R pequeno o es
oamento �e ordenado e esta
ion�ario. A velo
idadedo 
uido em 
ada ponto n~ao varia no tempo. Para R � 20 desenvolvem-seturbilh~oes na parte de tr�as do 
orpo s�olido, que para R � 100, a
abam pordes
olar dando origem a varia�
~oes temporais na velo
idade do 
uido em 
adaponto. Para R muito elevado a esteira do s�olido tem um 
omportamentodesordenado (turbulento) (ver �g.(1.7)).Conv�em notar o poder da an�alise dimensional. A des
ri�
~ao que a
abamosde fazer apli
a-se a in�umeras situa�
~oes. Dois quaisquer es
oamentos 
om�'s, R's, U 's e �'s totalmente diferentes ter~ao as mesmas 
ara
ter��sti
as seos respe
tivos n�umeros de Reynolds forem idênti
os. Uma das 
onsequên
iaspr�ati
as destas ideias �e que �e poss��vel estudar o 
omportamento de grandesmassas l��quidas (por exemplo, uma albufeira) 
om modelos de dimens~oesreduzidas, se a massa vol�umi
a e a vis
osidade do l��quido do modelo foremes
olhidas de modo a 
onduzir ao mesmo n�umero de Reynolds. O n�umerode Reynolds �e apenas um de muitos parâmetros adimensionais que surgemno estudo da me
âni
a de 
uidos.Leituras Re
omendadas� Classi
al and Modern Physi
s, K. Ford, Vol I Cap. 2. Uma boa obra,na tradi�
~ao ameri
ana de 
urso introdut�orio 
om 
obertura global detodas as �areas da F��si
a. Tem alguns anos e tem sido suplantado porobras mais re
entes, 
om apresenta�
~oes gr�a�
as ex
ep
ionais, mas nemsempre 
om lu
idez 
ompar�avel.� For
es and Parti
les, B. Pippard, Cap. 7 Um livro relativamenteavan�
ado, que 
ont�em uma dis
uss~ao 
uidada de alguns dos t�opio
sdeste 
ap��tulo.� Sistema Interna
ional Guilherme de Almeida Cap. 3 A ênfase �e maisem sistemas de unidades mas no 
ap��tulo 3 trata alguns exemplos dean�alise dimensional.
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Figura 1.7: es
oamentos de um 
uido em torno de uma esfera para v�ariosvalores do n�umero de Reynolds [5℄



Cap��tulo 2Dimens~oes at�omi
asO tamanho dos �atomosDe que tamanho s~ao os �atomos? A investiga�
~ao experimental desta quest~ao
onstitui uma hist�oria fas
inante, plena de inven�
~ao e 
riatividade. Umaex
elente introdu�
~ao pode ser en
ontrada nas notas de J. Bessa de SousaIntrodu�
~ao �a F��si
a da Mat�eria[1℄. A inven�
~ao do mi
ros
�opio de efeito det�unel veio 
oroar esta hist�oria 
om imagens extraordin�arias, que permitemresolver individualmente os �atomos de um dado material[2℄.No presente 
ap��tulo tomaremos 
omo um dado adquirido a a
tual pos-sibilidade de a 
iên
ia determinar 
om pre
is~ao as 
ara
ter��sti
as individu-ais de �atomos (dimens~oes, energias, et
), numa variedade de 
ir
unstân
ias(isolados, em mol�e
ulas, em �atomos). Tentaremos, 
om ideias simples, 
om-preender o que determina as es
alas 
ara
ter��sti
as de 
ertas propriedades.Vejamos alguns exemplos.Uma 
onsulta a um quadro peri�odi
o revelar�a que os raios at�omi
osvariam entre 0.49 �A (H�elio) e 3.34 �A (C�esio). Se levarmos em 
onta queas massas dos �atomos variam de um fa
tor de 200 temos que re
onhe
er queos raios s~ao razo�avelmente 
onstantes.Na tabela 1 [3℄ des
obrimos algo semelhante para os 
omprimentos deliga�
~ao qu��mi
a (distân
ias internu
leares) em v�arias mol�e
ulas. A distân
iaH{H no H2 �e a mais 
urta da lista, 0.7 �A, sendo a mais longa inferior a3 �A. N~ao h�a liga�
~oes qu��mi
as 
om distân
ias internu
leares de 10 ou 100 �A.Veremos mais �a frente que nos s�olidos e l��quidos as distân
ias interat�omi
ass~ao tamb�em desta ordem de grandeza. Considera�
~oes semelhantes se podemfazer a respeito de energias.Poder-se-ia, 
ertamente, fazer um 
urso de um semestre inteiro sobrem�etodos de 
�al
ulo de distân
ias internu
leares em mol�e
ulas. O 
�al
ulo deenergias de 
oes~ao de s�olidos poderia o
upar um 
urso de p�os-gradua�
~ao.Mas, enquanto estes 
�al
ulos detalhados s~ao realmente tarefas 
omplexas,19



20 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASa 
ompreens~ao das ordens de grandeza, das es
alas 
ara
ter��sti
as, n~ao ex-ige 
onhe
imentos t~ao aprofundados. N~ao h�a raz~ao, pois, para que, nestaperspe
tiva limitada, nos 
o��bamos de abordar, desde j�a, estas quest~oes.Na base da nossa 
ompreens~ao destas 
ara
ter��sti
as est�a o modelo at�omi
odes
oberto por Rutherford em 1911, mas 
uja f��si
a s�o seria 
orre
tamente
ompreendida em 1926, 
om o advento da me
âni
a quânti
a.O �atomo de Rutherford-BohrA experiên
ia de RutherfordA experiên
ia de Rutherford, em 1911, foi a primeira in
urs~ao dire
ta da
iên
ia na estrutura interna do �atomo e 
ulminou 
om a des
oberta do n�u
leoat�omi
o. A ideia de base era extremamente simples. Consistia em dirigirpart��
ulas � de alta velo
idade 
ontra uma �na folha de material (Rutherfordusou ouro) e observar, em detalhe, os desvios que sofrem. Naturalmente,estes desvios dependem das for�
as de intera
�
~ao entre as part��
ulas � e os�atomos do material. Na altura desta experiên
ia eram 
onhe
idos algunsF

Au
D

αFigura 2.1:Esquema da experiên
ia deRutherford. F, fonte; Au, folha de ouro;D, dete
tor. fa
tos sobre os �atomos. As suas dimens~oes s~ao da ordem de 1 �A. Sabia-seque existiam ele
tr~oes, part��
ulas 
om massa quase 2000 vezes inferiores �ado �atomo mais leve (o de hidrog�enio), que fa
ilmente se desprendiam dos�atomos. A natureza das part��
ulas �, �atomos de h�elio sem dois ele
tr~oes,tinha sido estabele
ida pelo pr�oprio Rutherford em experiên
ias anteriores.Rutherford observou que quase todas as part��
ulas � atravessavam a folhade ouro quase sem desvio nenhum. A folha era realmente extremamente �na,do tipo usado para \dourar" metais. Quantos �atomos de ouro atravessava
ada part��
ula? Cada metro quadrado da lâmina tinha uma massa de 
er
ade 2 g. Como a massa vol�umi
a do ouro �e 19.3 g 
m�3 a espessura ser�at = 2� 10�4=19:3 � 10�5 
m. Supondo um raio at�omi
o da ordem de 1 �A adistân
ia entre �atomos seria 
er
a de 2 �A, 2� 10�8
m; a espessura referida
orresponde a 
er
a de 500 
amadas at�omi
as. Por outro lado, 
om estasdimens~oes os �atomos est~ao en
ostados uns aos outros. A massa at�omi
a doouro �e de 197 u.m.a. (unidades de massa at�omi
a), isto �e, uma mole de�atomos de ouro tem uma massa de 197 g. A massa de um �atomo pode poisser 
al
ulada 
onhe
ido o n�umero de Avogadro e obt�em-se m = 3:3� 10�22g. Um 
ent��metro 
�ubi
o de ouro tem uma massa de 19:3 g e, portanto,5:8 � 1022 �atomos. O volume por �atomo �e 1:7 � 10�23 
m3. Um �atomode raio 1�A o
upa um volume de (4�=3)(10�8)3 = 0:4 � 10�23 
m3, umafra
�
~ao apre
i�avel do volume dispon��vel por �atomo. Em 
on
lus~ao, se os�atomos fossem esferas duras, impenetr�aveis pelas part��
ulas �, estas n~ao seria
apazes de atravessar o ouro. No entanto Rutherford tamb�em observou queuma pequena fra
�
~ao de part��
ulas sofriam grandes desvios, algumas eram



O �ATOMO DE RUTHERFORD-BOHR 21
Bond D, k
al/mole re, A k, 105 dynes/
mHydrogen HH 103.24 0.7417 5.733Halogen a
ids HF 134 0.917 9.655HCl 102.2 1.275 5.157HBr 86.5 1.414 4.116HI 70.5 1.604 3.141Hydrides LiH �58 1.595 1.026BeH �53 1.343 2.263BH �70 1.233 3.03CH (diatomi
) 80 1.130 4.484NH �85 1.038 6.0OH 103 0.971 7.791NaH 47 1.887 0.781MgH 46 1.731 1.275AlH 67 1.646 1.620SiH (in SiH4) �76 1.456 2.77PH (in PH3) �77 1.42 3.2SH 85 1.34 4.20KH 43 2.244 0.561CaH 39 2.002 0.977RbH 39 2.367 0.515SrH 38 2.145 0.854CsH 42 2.494 0.467BaH 42 2.232 0.809First row elements Li2 25 2.672 0.255LiF 137BeO 124 1.331? 7.510?BeF 92? 1.361 5.767B2 69? 1.589 3.583BC (in B(CH3)3) (66) 1.56BN 92? 1.281 8.328BO �185 1.205 13.65BF 195? 1.262 8.045CC 137? 1.312 9.52CN 129? 1.172 16.29CO 224�3? 1.128 19.02CF �106N2 170.2 1.094 22.96NO 122? 1.151 15.94NF (in NF3) (56) 1.37O2 117.2 1.207 11.765OF (in F2O) (45.3) 1.41 5.27 or 4.26Carbon bonds CH 80 1.120 4.484(CH)H �92(CH2)H �87(CH3)H 101 1.094 5.394CH av 90.5 1.08(C6H5)H 77.5(CCl3)H 90C�C av 66.2 1.54 4.5C=C av 112.9 1.35 9.6C�C av 150.3 1.21 15.6(CH)�(CH) 166? 1.20 17.2(CH2)=(CH2) 125? 1.353 10.90(CH3)�(CH3) 83 1.54 4.57(CN)�(CN) 112 1.37 6.75 or 5.22(CH3)�(CN) 103 1.460 5.2 or 4.94(CH2)=(CO) �80 1.30 9.8(CH3)�(CO) �17(CF3)�(CF3) 124 1.52 5.45(CH3)�(CF3) 117 1.53C�N av (55.5) (1.47)C=N av �112C�N av (160.6) (17.7)Tabela 2.1: Tabela de energias de disso
ia�
~ao, 
omprimentos de liga�
~ao e
onstantes de for�
a para v�arias liga�
~oes qu��mi
as[3℄.



22 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASmesmo re
e
tidas.O modelo at�omi
o mais em voga, devido a Thompson, a quem �e atribu��daa des
oberta do ele
tr~ao, 
onsiderava o �atomo 
omo uma esfera de 
argapositiva de raio da ordem de 1 �A 
ontendo quase toda a massa do �atomoe na qual estariam embebidos os ele
tr~oes. Com base nos seus resultadosRutherford ra
io
ionou que estas esferas deveriam, por um lado, ser quasetransparentes �as part��
ulas �; mas se assim fosse, n~ao se vislumbrava nomodelo de Thompson algo que pudesse expli
ar os grandes desvios que porvezes se observavam. Em alternativa a este modelo Rutherford propôs queno interior do �atomo existiria uma regi~ao de dimens~oes extremamente re-duzidas (muito menores que as do �atomo) onde estaria 
on
entrada toda amassa e 
arga positiva|o n�u
leo. O tamanho do �atomo, sendo muito supe-rior ao do n�u
leo, seria determinado pelo movimento dos ele
tr~oes. Sendoa distân
ia a que estes orbitam o n�u
leo muito superior �as dimens~oes domesmo, era natural supor que a intera�
~ao entre ele
tr~oes e n�u
leo fosse dotipo de Coulomb, tal 
omo entre n�u
leo e part��
ulas �. Experiên
ias poste-riores de 
olaboradores de Rutherford, Geiger e Marsden, em 1913, vieram
on�rmar, de um modo inequ��vo
o, a vis~ao de Rutherford. Mas, 
omo ire-mos ver, este modelo 
olo
ou problemas insol�uveis �a f��si
a 
l�assi
a, algunsdos quais poderemos dis
utir do ponto de vista de an�alise dimensional. Masantes disso iremos analisar 
om um pou
o mais de detalhe os argumentos deRutherford, aproveitando a oportunidade para apresentar alguns 
on
eitosgerais que nos ser~ao �uteis em v�arios 
ontextos.Energia de intera
�
~ao entre duas 
argasAs for�
as que duas 
argas exer
em uma sobre a outra s~ao iguais em m�odulo,têm a dire
�
~ao da linha que as une e opostas em sentido. Sendo F 12 a for�
ade q1 sobre q2 F 12(r) = kq1q2r2 ê12 (2.1)em que ê12 �e o versor (ve
tor de m�odulo unit�ario) da dire
�
~ao de r12 �r2 � r1; r �e a distân
ia entre as 
argas r = jr12j. A 
onstante k no SI �er

F12
q1 q2- F12Figura 2.2:Lei de Coulomb dada por k � 1=(4��0). A for�
a de Coulomb �e um exemplo de uma for�
a
entral 
uja forma gen�eri
a �e,F 12(r) = F (r)ê12: (2.2)Para for�
as repulsivas F (r) > 0 e para for�
as atra
tivas F (r) < 0. Provar-se-�a mais tarde, no estudo da me
âni
a, que, para sistemas de part��
ulas
om intera
�
~oes deste tipo se pode formular um prin
��pio de 
onserva�
~ao deenergia. No 
aso de duas part��
ulas, a�rma que, na ausên
ia for�
as exer
idaspor outros 
orpos (sistema isolado), a energia total das duas part��
ulas, soma
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in�eti
as 
om uma energia poten
ial U(r), mant�em-se 
onstante,n~ao variando durante o movimento das part��
ulas:12m1v21 + 12m2v22 + U(r) = 
onst: (2.3)Para �xar ideias, imaginemos a for�
a repulsiva. Suponhamos as part��
ulasini
ialmente em repouso, a uma distân
ia r. Se as largarmos afastar-se-~aosob a
�
~ao da for�
a repulsiva. A energia 
in�eti
a das part��
ulas aumentar�a. r

F12
q1 q2- F12

r+∆r1+∆r2

F12
q1 q2- F12Figura 2.3:Duas 
argas em instantespr�oximos.Logo, U(r) deve diminuir 
om o aumento da distân
ia r. Consideremos umasegundo instante em que uma das part��
ulas se deslo
ou de �r1 e a outra�r2, ambas na dire
�
~ao radial. Por 
onserva�
~ao de energiaU(r) = U(r +�r1 +�r2) + 12m1v21 + 12m2v22 (2.4)uma vez que, ini
ialmente, a energia 
in�eti
a era nula. Mas por outro lado,sabemos que a varia�
~ao de energia 
in�eti
a de 
ada part��
ula �e igual aotrabalho realizado pela for�
a que a outra exer
e. �E 
erto que essa for�
a varia�a medida que a distân
ia entre as part��
ulas aumenta. Mas podemos sempreimaginar deslo
amentos �r1 e �r2 muito mais pequenos que r, a distân
iaini
ial. Nesse 
aso F (r) ser�a prati
amente 
onstante no deslo
amento e otrabalho realizado sobre 
ada part��
ula valeW1 = F (r)�r1 (2.5)W2 = F (r)�r2 (2.6)(note-se que as for�
as têm a dire
�
~oes dos deslo
amentos). AssimW1 +W2 = F (r)�r = 12m1v21 + 12m2v22 (2.7)Tendo em 
onta a eq.(2.4) obtemosF (r) = U(r)� U(r +�r)�r (2.8)Como as express~oes da eqs.(2.5-2.6), para W1 e W2 s�o s~ao v�alidas para�r ! 0 
on
lu��mos queF (r) = lim�r!0 U(r)� U(r +�r)�r = �dU(r)dr (2.9)Obtivemos assim a rela�
~ao geral entre a lei de for�
a e a energia de intera
�
~ao.Se reexaminarmos este argumento vemos que ele tamb�em �e v�alido para for�
asatra
tivas. Nesse 
aso F (r) �e negativo. Largadas do repouso, as part��
ulasaproximam-se. �r1 e �r2 s~ao negativos. Todas as equa�
~oes que es
revemos
ontinuam v�alidas.



24 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASPara for�
as repulsivas (F (r) > 0), a derivada dU=dr �e negativa, o quesigni�
a que U(r) de
res
e 
om a distân
ia. De fa
to as for�
as s~ao de moldea aumentar a energia 
in�eti
a quando as part��
ulas se afastam, logo a energiapoten
ial deve diminuir. Para for�
as atra
tivas passa-se o oposto: F (r) < 0e U(r) 
res
e 
om a distân
ia r.Como exemplo, 
onsideremos o 
aso da lei de Coulomb. Como F (r) =�=r2 (� � kq1q2) vem U(r) = �r + 
onst (2.10)Repare-se que adi
ionar um valor 
onstante a U(r) n~ao tem qualquer 
on-sequên
ia no prin
��pio de 
onserva�
~ao de energia. No 
aso da lei de Coulomb,
omo em muitas outras situa�
~oes de interesse, quando o afastamento daspart��
ulas aumenta a for�
a diminui. Para afastamentos muito grandes,r ! 1, F (r) ! 0. Pela eq.(2.9) a energia de intera
�
~ao tende para umvalor 
onstante (derivada nula). Nesse limite o prin
��pio de 
onserva�
~aode energia traduz-se na 
onstân
ia da energia 
in�eti
a apenas, j�a que aspart��
ulas s~ao livres. �E usual de�nir o valor 
onstante de U(r ! 1) 
omozero. Esta es
olha de zero de energia 
orresponde es
olher a 
onstante daeq.(2.10) igual a zero. Assim, U(r) = kq1q2r : (2.11)Para for�
as repulsivas (q1q2 > 0) U(r) �e positivo e para for�
as atra
tivas(q1q2 < 0), negativo. Este resultado 
ompreende-se, fa
ilmente, 
omparan-
r

U(r)

r

U(r)

Figura 2.4:Energia poten
ial de duas
argas, nos 
asos repulsivo, q1q2 > 0,e atra
tivo, q1q2 < 0 do a energia de duas part��
ulas paradas �a distân
ia r (energia total iguala U(r)) 
om as mesmas part��
ulas paradas a distân
ia in�nita, um estadoque pela nossa 
onven�
~ao tem energia nula. Se as part��
ulas se repelemo primeiro estado �e de energia superior. Ao largarmos as part��
ulas elasafastam-se e a
abar~ao muito distantes 
om alguma energia 
in�eti
a. Por
onserva�
~ao de energia a soma das suas energias 
in�eti
as ser�a exa
tamenteU(r). No 
aso de for�
as atra
tivas, para 
hegarmos ao estado de energia zero,temos que exer
er for�
as externas para afastar as part��
ulas. Essas for�
asrealizam trabalho positivo sobre o sistema de part��
ulas. Ou seja, aumentama energia do sistema. Logo a energia ini
ial U(r) �e negativa. Em 
on
lus~ao,para for�
as atra
tivas a energia total pode ser negativa (inferior �a energia doestado de energia 
in�eti
a nula, 
om afastamento in�nito). Os estados 
orre-spondentes 
hamam-se estados ligados. Nestes estados a distân
ia m�aximaentre part��
ulas �e limitada. A energia de intera
�
~ao 
res
e 
om a distân
iaentre as part��
ulas. Se a energia total �e negativa existir�a um valor de r parao qual U(r) �e igual �a energia total. A distân
ia entre as part��
ulas n~ao podeultrapassar esse valor. Isto porque a energia total da part��
ula n~ao pode serinferior ao valor da sua energia poten
ial, pois a energia 
in�eti
a �e semprepositiva.r

U(r)

b

Figura 2.5:Duas part��
ulas 
om energiaE, n~ao podem afastar-se mais do que b



O �ATOMO DE RUTHERFORD-BOHR 25Poten
ial de uma distribui�
~ao esf�eri
a de 
argaNo modelo de Thompson a 
arga positiva do �atomo distribui-se numa esferade raio d em que d �e da ordem de 1 �A. Para 
ompreendermos a intera
�
~ao deum �atomo e a part��
ula � (de a
ordo 
om este modelo) iremos generalizar oestudo da se
�
~ao anterior para o 
aso de uma distribui�
~ao esf�eri
a de 
argae uma 
arga pontual. Para isso pre
isamos de dois resultados importantesdo ele
tromagnetismo que iremos apresentar sem demonstra�
~ao: P

E

QFigura 2.6:O 
ampo em P o de uma
arga pontual.
+

+

E = 0

Figura 2.7:O 
ampo �e nulo dentro da
avidade.

� O 
ampo el�e
tri
o 
riado por uma distribui�
~ao esf�eri
a de 
arga, de
arga total Q, no seu exterior �e o mesmo que o de uma 
arga pontualQ situada no seu 
entro.� O 
ampo el�e
tri
o de uma distribui�
~ao esf�eri
a de 
arga ô
a, na 
avi-dade interior, �e nulo.Estes resultados apli
am-se a todas as intera
�
~oes �a distân
ia que têm amesma forma da Lei de Coulomb, F (r) / 1=r2. Nomeadamente, �a intera
�
~aograv��ti
a. Com efeito, usamos este resultado para es
rever para o peso deum obje
to de massa m �a superf��
ie da TerraP = mGMTR2 � mg (2.12)em queMT e R s~ao a massa e o raio da Terra. Esta for�
a �e a que uma massaMT 
olo
ada no 
entro da Terra exer
e sobre o 
orpo de massa m.Como 
onsequên
ia deste resultado, a for�
a entre uma 
arga pontual ea distribui�
~ao esf�eri
a de 
arga de raio a �e dada pela express~ao da eq.(2.1)enquanto a 
arga pontual estiver no exterior dessa distribui�
~ao (r > a).F (r) = kqQr2 (r > a) (2.13)e a energia de intera
�
~ao �e dada porU(r) = kqQr (r > a) (2.14)Para uma distân
ia r < a podemos imaginar a nossa esfera de 
argadividida em duas partes, uma interior �a nossa 
arga e outra exterior. O
ampo 
riado pela parte interior �e o de uma 
arga pontual. O da 
amadaexterior �e nulo. Se a nossa 
arga estiver a uma distân
ia r < a do 
entroda distribui�
~ao a 
arga da parte interior ser�a Q(r) = � � 4�r3=3 em que ��e a 
arga por unidade de volume da esfera. Sendo Q a 
arga total, temosQ = �4�a3=3. Conjugando este dois resultados, podemos es
reverQ(r) = Qr3a3 (2.15)
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a exer
ida sobre a 
arga pontual qF (r) = kqQ(r)r2 = kqQ ra3 (2.16)Usando a eq.(2.9) obtemosU(r) = �kqQ r22a3 + 
onst (r < a) (2.17)Temos pois duas express~oes para a energia de intera
�
~ao, uma v�alida parar > a (eq.(2.14)) e a outra para r < a (eq.(2.17)). As duas express~oester~ao que dar o mesmo valor em r = a. Esta 
ondi�
~ao determina o valor da
onstante que surge na eq.(2.17). Obt�em-seU(r) = ( k qQr r > ak �32 qQa � qQr22a3 � r < a (2.18)O aspe
to mais importante desta express~ao 
omparada 
om a de duas
argas pontuais �e o valor �nito (e m�aximo) em r = 0. A energia 
res
e
omo 1=r at�e r = a mas depois satura para um valor �nito para r = 0,U(0) = (3=2)kqQ=a. Na pr�oxima se
�
~ao exploraremos as 
onsequên
iasdeste resultado no 
ontexto da experiên
ia da Rutherford.r

U(r)

aFigura 2.8:energia poten
ial de uma
arga no 
ampo de uma 
arga pontual(linha s�olida ) e de uma esfera de raioa, (linha a tra
ejado).Os valores 
oin
i-dem para r > a. Des
oberta do n�u
leo at�omi
oAs part��
ulas � usadas na experiên
ia tinham energias 
in�eti
as da ordemdos 5 MeV. 1Podemos agora apre
iar melhor o dilema 
olo
ado pelos resultados daexperiên
ia. A maior parte das part��
ulas � atravessa a folha de ouro.Vimosatr�as que n~ao �e 
r��vel pensar que os �atomos sejam esferas duras 
om for�
asque impe�
am a penetra�
~ao das part��
ulas �. Se assim fosse a folha se-ria prati
amente impenetr�avel. Mas existe sempre a repuls~ao ele
trost�ati
aentre as esferas de 
arga positiva e as part��
ulas �. Ser�a que esta pode ex-pli
ar os desvios destas? Imaginemos uma part��
ula � que se dirige parao 
entro de um �atomo. �A medida que se aproxima a sua energia 
in�eti
adiminuir�a devido ao aumento de energia poten
ial U(r). Poderemos ent~aoter uma situa�
~ao em que a part��
ula p�ara a uma distân
ia r do 
entro �aqual a sua energia poten
ial U(r) �e igual �a sua energia 
in�eti
a ini
ial. Essapart��
ula seria re
e
tida e voltaria para tr�as repelida pelo �atomo. Part��
ulas
uja dire
�
~ao fosse pr�oxima do 
entro de um �atomo poderiam sofrer desviosapre
i�aveis.1Re
orde-se que 1 eV �e a energia que um ele
tr~ao adquire ao passar entre dois pontos
om 1 Volt de diferen�
a de poten
ial. Assim uma energia de V ele
tr~oes -volt 
orrespondea e� V Joule, em que �e �e a 
arga de um ele
tr~ao.
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a�
~ao n~ao leva em 
onta os valores das energias envolvidas.O ouro tem um n�umero at�omi
o de 79. A esfera de 
arga positiva tem uma
arga de 79� e. O m�aximo de energia poten
ial da part��
ula � ser�a deU(0) = 32kqQd = 32k2� 79e2d (2.19)Cal
ulando este valor para um d de 1�A obtemos um valor da ordem de 1000eV. Ora, as part��
ulas � tinham energias da ordem de 5 milh~oes de eV!Quer dizer, o efeito das esferas at�omi
as no movimento das part��
ulas � �em��nimo. Uma part��
ula dirigida dire
tamente para o 
entro de um �atomosofrer�a uma ligeir��ssima diminui�
~ao de velo
idade na aproxima�
~ao. Mas�
ar�a muito longe de parar. Numa dire
�
~ao pr�oxima desta ter�a um desviomuito pequeno da sua dire
�
~ao original. Uma esfera de 
arga 
om estasdimens~oes nun
a poder�a re
e
tir uma part��
ula 
om energia de 5 MeV!Repare-se que �e poss��vel relaxar as nossas hip�oteses sem alterar esta
on
lus~ao. Por exemplo, de a
ordo 
om o modelo de Thompson, a pr�opriapart��
ula � ser�a uma esfera. Mas isso s�o pode diminuir ainda mais a energiade intera
�
~ao. A 
arga da part��
ula nun
a poder�a estar 
on
entrada no
entro do �atomo onde U(r) �e m�aximo. Por outro lado a distribui�
~ao de
arga do modelo n~ao tem que ser uniforme. Mas n~ao �e dif��
il ver, por an�alisedimensional, que se o �atomo tiver uma dimens~ao 
ara
ter��sti
a d a energiade intera
�
~ao m�axima 
om uma 
arga q tem que ser da formaUmax = �kqQd (2.20)(note-se que a energia de intera
�
~ao deve ser sempre propor
ional aos valoresdas duas 
argas, porque as for�
as el�e
tri
as s~ao propor
ionais �as 
argas) emque � �e uma 
onstante adimensional, que no 
aso da distribui�
~ao uniformevale 3=2 . Mas em geral ser�a da ordem de 1 e n~ao alterar�a a estimativa daordem de grandeza de Umax. Tamb�em n~ao levamos em 
onta o efeito dosele
tr~oes do �atomo de ouro. Mas a sua presen�
a diminui a 
arga efe
tivado �atomo e, de novo, s�o pode baixar U(r). Em resumo, a intera
�
~ao 
omuma distribui�
~ao de 
arga positiva de dimens~oes da ordem 1 �A �e in
apaz deexpli
ar os grandes desvios de algumas das part��
ula �.Rutherford teve a inspira�
~ao de propor que uma redu�
~ao de v�arias or-dens de grandeza do valor da dimens~ao da esfera de 
arga positiva do �atomopoderia expli
ar os resultados. Com efeito se a 
arga positiva estiver 
on-
entrada numa regi~ao muito mais pequena que o �atomo em si a intera
�
~aoentre a part��
ula � e o �atomo ser�a extremamente forte para part��
ulas quese aproximem desse n�u
leo. O valor de Umax 
res
e propor
ionalmente a1=d. Com base nessa hip�otese Rutherford e seus 
olaboradores 
al
ularama distribui�
~ao de desvios que seriam de esperar se 
ada part��
ula � fosse



28 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASdesviada por um s�o n�u
leo, 
om um intera
�
~ao 
orrespondente �a de duas
argas pontuais. Esse 
�al
ulo 
orrespondeu perfeitamente (sem parâmetrosajust�aveis) aos resultados das experiên
ias de Geiger e Marsden.Podemos at�e, a partir destes resultados, obter uma estimativa para umlimite superior do tamanho do n�u
leo de ouro. Olhando para o sistema
onstitu��do por uma part��
ula � e o �atomo de ouro que 
om que ela 
olidevemos que a energia total �e de 5 MeV. �E a energia 
in�eti
a ini
ial da part��
ula�. A energia de intera
�
~ao 
res
e �a medida que distân
ia diminui. Existir�aum valor de r para o qual U(r) valer�a exa
tamente 5 MeV. A distân
iaentre a part��
ula � e o n�u
leo n~ao pode ser menor que esse valor, pois issoimpli
aria uma energia 
in�eti
a negativa. Isto �eU(rmin) � k Ze2rmin = E
 (2.21)Usando os valores k = 9�109, e = 1:6�10�19 e E
 = 5�106�1:67�10�19 =8� 10�13 Joule obtemosrmin = 2:3� 10�14m = 2:3� 10�4 �A (2.22)A experiên
ia de Geiger e Marsden veri�
ou que, at�e distân
ias destaordem de grandeza, a intera
�
~ao entre a part��
ula � e o n�u
leo de ouro
orrespondia a uma intera
�
~ao entre duas 
argas pontuais. Em 
on
lus~ao asoma dos raios do n�u
leo de ouro e part��
ula � deve ser inferior a este valor,que, note-se, �e dez mil vezes inferior ao tamanho de um �atomo.Estando a 
arga positiva e a massa do �atomo 
on
entrada no n�u
leo,as dimens~oes dos �atomos ser~ao determinadas pelo movimento dos ele
tr~oesem torno do mesmo. At�e distân
ias v�arias ordens de grandeza inferiores�a distân
ia dos ele
tr~oes ao n�u
leo a intera
�
~ao entre este e as part��
ulas� �e do tipo de Coulomb, 
omo resulta da an�alise anterior. Pare
e ent~aonatural supor que o movimento dos ele
tr~oes ser�a determinado pela mesmaintera
�
~ao. Como vamos ver isso 
olo
a muitos problemas ao modelo deRutherford.O �atomo de hidrog�enioA 
onstante que faltaConsideremos, para �xar ideias, o 
aso do �atomo mais simples, o de hidrog�enio.A for�
a entre o ele
tr~ao e o n�u
leo tem a formaF (r) = ke2r2 = e02r2 (2.23)A lei de for�
a introduz pois uma 
onstante na teoria deste �atomo, e02, 
ujasdimens~oes s~ao [e02℄ = [F � r2℄ =ML3T�2 (2.24)
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ujo valor no SI �e e02 = 2:3 � 10�28N m2. Por outro lado, temos as mas-sas do n�u
leo e do ele
tr~ao 
omo parâmetros relevantes para determinar osmovimentos dentro do �atomo. Sabemos tamb�em que me � mn. Isto im-pli
a que as a
elera�
~oes do n�u
leo s~ao muito pequenas 
omparadas 
om as doele
tr~ao (as for�
as sobre 
ada uma das part��
ulas s~ao iguais em m�odulo, peloprin
��pio de a
�
~ao e rea
�
~ao). Podemos, em primeira aproxima�
~ao, desprezaras a
elera�
~oes do n�u
leo e supô-lo im�ovel. Formalmente isso 
orresponde atomar o limite mn ! 1 (ou, de outro modo, supor me=mn ! 0). Nestaaproxima�
~ao a massa do n�u
leo desapare
e 
omo parâmetro. Fi
amos 
ommais um parâmetro apenas, a massa do ele
tr~ao.O �atomo de hidrog�enio �e uma estrutura est�avel 
om propriedades bemde�nidas:� O tamanho: Embora o raio do �atomo n~ao possa ser de�nido do mesmomodo que para uma esfera ma
ros
�opi
a o �atomo de hidrog�enio temdimens~oes bem de�nidas. O ele
tr~ao orbita o n�u
leo a distân
ias daordem de 1 �A.� A energia de ioniza�
~ao: Para afastar o ele
tr~ao para uma distân
iagrande do n�u
leo �e ne
ess�ario forne
er energia ao �atomo. Para um�atomo no seu estado de mais baixa energia essa energia �e de 13:6 eV.Como vimos atr�as, isso signi�
a que o ele
tr~ao e o n�u
leo formam umestado ligado de energia �13:6 eV. Se o ele
tr~ao estiver a uma distân
iar do �atomo e tiver uma velo
idade v a sua energia, soma da 
in�eti
amais poten
ial, ser�a: E = 12mv2 � e02r (2.25)Estamos pois a dizer que existe um estado em que E toma o valor(m��nimo) de �13:6 eV.� As frequên
ias do espe
tro de radia�
~ao: �E poss��vel fazer um �atomoemitir luz forne
endo-lhe energia (por exemplo atrav�es da passagemde uma 
orrente el�e
tri
a 
omo nas lâmpadas de 
uores
ên
ia). J�a notempo de Rutherford se sabia que a luz emitida por 
ada tipo de �atomotinha um 
onjunto de frequên
ias bem determinado, que se manifestanos espe
tros de ris
as. De a
ordo 
om a teoria 
l�assi
a da radia�
~aouma 
arga 
om movimento de per��odo T emite radia�
~ao 
om frequên
iaf = 1=T ( e, eventualmente 
om harm�oni
os 2f , 3f; : : :). Neste
ontexto o espe
tro de ris
as signi�
a que os movimentos poss��veisdo ele
tr~ao têm frequên
ias bem determinadas f0; f1; : : :, iguais �asfrequên
ias observadas no espe
tro de ris
as do �atomo.O �atomo imaginado por Rutherford tem as suas propriedades determi-nadas por dois parâmetros e02 e me. Assim, por exemplo, o seu raio deve ser



30 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASdeterminado por eles r0 = f(e02;me) (2.26)tal 
omo a energia de ioniza�
~aoE1 = g(e02;me) (2.27)e as frequên
ias espe
trais fn = hn(e02;me) (2.28)a fun�
~ao f tem que ter as dimens~oes de um 
omprimento. Como n~ao h�a
ombina�
~oes adimensionais de e02 e me ter�a que ter a formaf(e02;me) = 
onst� (e02)�m�e (2.29)Dadas as dimens~oes destes dois parâmetros, n~ao demora 10 segundos a ve-ri�
ar que n~ao existe es
olha poss��vel de � e � que fa�
a 
om que f tenhadimens~oes de um 
omprimento. Do mesmo modo se poderia veri�
ar a im-possibilidade de de�nir uma energia ou frequên
ia a partir destes parâmetros.O �atomo de Rutherford n~ao pode ter um tamanho, energia ou per��odo 
ar-a
ter��sti
os. Uma des
ri�
~ao do �atomo que envolva apenas os parâmetros e02e me, n~ao pode dar origem a uma estrutura 
om propriedades est�aveis. Estaindetermina�
~ao re
e
te o fa
to de que �e poss��vel uma �orbita ele
tr�oni
a aqualquer distân
ia do n�u
leo. N~ao �e dif��
il ao leitor 
onven
er-se disso 
on-siderando, por exemplo, �orbitas 
ir
ulares 
om velo
idade uniforme. Como afor�
a �e dirigida para o n�u
leo e tem um valor 
onstante, para distân
ia 
on-stante, existem movimentos desse tipo, que têm uma a
elera�
~ao 
entr��petatamb�em dirigida para o 
entro da �orbita e de m�odulo 
onstante. S�o que umatal �orbita pode existir 
om qualquer raio. O respe
tivo per��odo e a energiada �orbita variam 
ontinuamente 
om o raio da mesma. Com efeito, da leide Newton F (r) = mea
 ) e02r2 = me v2r (2.30)em que a
 = v2=r �e a a
elera�
~ao 
entr��peta, tira-se a seguinte rela�
~ao entrea velo
idade e o raio de �orbita: v2 = e02mer : (2.31)O per��odo (T = 2�r=v ) �e dado porT 2 = 4�2mee02 r3 (2.32)e a energia pode ser obtida substituindo a eq.(2.31) na eq.(2.25)E = �12 e02r (2.33)



O �ATOMO DE RUTHERFORD-BOHR 31Podemos obter qualquer per��odo ou energia, dependendo de r. E n~ao h�aqualquer pro
esso de de�nir um raio de �orbita 
ara
ter��sti
o 
om as 
on-stantes e02 e me.Para introduzir uma 
onstante extra na des
ri�
~ao do �atomo teremos quemodi�
ar ou a lei de intera
�
~ao ou a dinâmi
a. Como iremos ver, foi a se-gunda hip�otese que vingou. Em 1911 j�a existia uma modi�
a�
~ao importantedas leis da dinâmi
a|a teoria da relatividade de Einstein. As leis de New-ton s~ao modi�
adas para velo
idades pr�oximas da luz. Por outras palavras�e introduzida a velo
idade da luz 
omo 
onstante universal na formula�
~aodas leis da me
âni
a. Ser�a 
 a 
onstante que falta? Ser�a o movimento doele
tr~ao relativista?Com esta 
onstante adi
ional n~ao h�a qualquer di�
uldade em de�niruma energia, E = me
2, ou uma distân
ia, r0 = e02=me
2. Os respe
tivosvalores s~ao E = 0:5MeV = 0:5 � 106 eV e r0 = 2:8 � 10�15 m. Estases
alas diferem v�arias ordens de grandeza das que s~ao 
ara
ter��sti
as do�atomo de hidrog�enio (13.6 eV e 10�10m). Se o raio do �atomo fosse dado poruma express~ao do tipo a0 = �r0 a 
onstante adimensional teria que ser daordem de 105 o que n~ao �e usual para 
onstantes adimensionais. Mas, mais
onvin
entemente, �e poss��vel fazer uma estimativa da velo
idade do ele
tr~aono �atomo de hidrog�enio e 
on
luir que ela �e bastante inferior �a da luz. O�atomo de hidrog�enio tem v�arias ris
as espe
trais na zona do espe
tro vis��vel
ujos 
omprimento de onda � andam entre 4000 �A e 7000 �A. As frequên
ias
orrespondentes s~ao dadas por �f = �T = 
 (2.34)o que d�a, para a zona do vis��vel:f � 0:4� 1015 � 0:75 � 1015 s�1 (2.35)O per��odo de movimento do ele
tr~ao �e ent~ao da ordem T � 10�15 s. Sendod a dimens~ao 
ara
ter��sti
a do �atomo a velo
idade pode ser estimada emv � dt � 105m s�1 (2.36)isto �e v=
 � 10�3. Estamos no limite n~ao relativista e a velo
idade da luzn~ao deve ser um parâmetro relevante.Bohr e a 
onstante de Plan
kFoi Niels Bohr que, em 1913, introduziu uma nova 
onstante universal nateoria do �atomo. Mas esta 
onstante j�a existia num 
ontexto diferente.Plan
k tinha-a introduzido em 1900 numa tentativa (bem su
edida) de ex-pli
ar a distribui�
~ao em frequên
ia da energia radiada por um 
orpo a uma
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o anos mais tarde Einstein desenvolveu as ideias dePlan
k ao propor que radia�
~ao de frequên
ia f est�a quanti�
ada em pa
otesde energia (quanta de luz, ou fot~oes) dados porE = hf (2.37)em que h �e a 
onstante de Plan
k. N~ao era de modo nenhum 
laro queesta 
onstante, que 
ara
terizava propriedades da radia�
~ao ele
tromagn�eti
a,tivesse algo a ver 
om a dinâmi
a do �atomo. Bohr teve a ousadia de proporque sim. Claro que uma nova 
onstante impli
a uma nova lei. Bohr fez doispostulados surpreendentes. No primeiro, propôs que, de todas as �orbitas
lassi
amente permitidas, s�o algumas s~ao poss��veis e est�aveis; mais pre
isa-mente, aquelas em que o momento angular do ele
tr~ao (�orbita 
ir
ular) valemvr = n h2� = n�h (2.38)(�h � h=2� �e a 
onstante de Plan
k reduzida, ou 
omo �e universalmente
onhe
ida \h 
ortado") e n �e um inteiro. No segundo postulado defendeu queo �atomo s�o emite radia�
~ao quando um ele
tr~ao transita entre duas �orbitaspermitidas, emitindo um quantum de luz, de energia igual �a diferen�
a deenergia das �orbitas �nal e ini
ial e 
om frequên
ia dada pela rela�
~ao deEinstein (eq.(2.37)).A hip�otese de Bohr �e absolutamente in
ompreens��vel no 
ontexto da f��si
a
l�assi
a no âmbito da qual �e formulada. Durante 13 anos os f��si
os tiveram
ondi�
~oes semelhantes a esta enxertadas em teorias 
l�assi
as 
om as quais
ontinuavam a 
al
ular as �orbitas.Mas o seu su
esso na previs~ao do espe
tro do �atomo de hidrog�enio eraimposs��vel de ignorar. Com efeito, 
ombinando o seu postulado relativo aomomento 
in�eti
o, eq.(2.38), 
om a eq.(2.31) obtemos um 
onjunto dis
retode �orbitas poss��veis 
om raios rn = n2a0 (2.39)em que a0 = �h2mee02 (2.40)�e o raio de Bohr e tem o valor de 0.53 �A. As energias 
orrespondentes s~aoEn = �12 e02rn = � 1n2R (2.41)em que R � 12mee04�h2 (2.42)
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isamente 13.6 eV. Pelo segundo postulado, numa transi�
~ao entreduas �orbitas, ni ! nf �e emitido um fot~ao de energia E = Eni � Enf efrequên
ia dada pela equa�
~ao de Einstein, eq.(2.37)fif = R2��h  1n2f � 1n2i ! (2.43)Esta f�ormula des
reve 
om ex
elente grau de pre
is~ao o espe
tro de radia�
~aodo �atomo de hidrog�enio2. Note-se que n~ao 
ont�em qualquer parâmetroajust�avel. Apenas 
onstantes fundamentais 
ujos valores j�a eram 
onhe
idosna altura.Apesar deste su
esso, o pr�oprio Bohr tinha plena 
ons
iên
ia da pre
ari-dade da sua teoria e do seu mais que question�avel enxerto de 
ondi�
~oes dequanti�
a�
~ao 
omo a eq.(2.38) na teoria 
l�assi
a. Foi imposs��vel de gen-eralizar para �atomos mais 
omplexos (por exemplo, o de h�elio). Algunsaspe
tos do postulado de Bohr sobreviveram na nova me
âni
a (me
âni
aquânti
a) que veio substituir a 
l�assi
a e que foi inventada em 1926 porS
hr�odinger e Heisenberg. Mas o aspe
to fundamental �e que a me
âni
aquânti
a introduz tamb�em, para al�em das 
onstantes que 
ara
terizam asintera
�
~oes e das massas, a 
onstante �h. Assim a teoria de Bohr tem pelomenos o 
onjunto 
orre
to de 
onstantes para des
rever o �atomo.Re
ordemos as dimens~oes[m2℄ = M[e02℄ = ML3T�2[�h℄ = ML2T�1 (2.44)Com estes parâmetros n~ao �e dif��
il ver que existe uma �uni
a es
ala de 
om-primentos, pre
isamente �h=mee02, o raio de Bohr. A partir da�� obtêm-se ases
alas de energia e frequên
ia que Bohr en
ontrou a partir dos seus postu-lados. No que se segue exploraremos sobretudo este aspe
to da teoria emsitua�
~oes mais 
omplexas. A teoria de Bohr tem todas as 
onstantes funda-mentais ne
ess�arias para a 
ara
teriza�
~ao do �atomo. Ainda que n~ao possaser generalizada 
om fa
ilidade para �atomos 
om mais do que um ele
tr~ao,ou para mol�e
ulas, esse fa
to �e su�
iente para podermos tirar algumas 
on-
lus~oes sobre algumas das suas 
ara
ter��sti
as.2A 
onstante R de�ne uma es
ala de energia, o Rydberg. A substitui�
~ao das 
on-stantes pelos seus valores SI na eq(2.38) d�a o valor de R em Joule. As tabelas indi
amnormalmente o valor de R em m�1. A raz~ao �e a seguinte: um fot~ao de energia E temum 
omprimento de onda dado por 1=� = f=
 = E=h
. O valor de R em m�1 �e ovalor do inverso do 
omprimento de onda de um fot~ao 
om energia mee04=2�h2, isto �e,R(m�1) = mee04=(4��h3
) = 1:097 � 10�7 m�1.



34 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASRaios e energias em �atomos poliele
tr�oni
osConsideremos agora um �atomo de n�umero at�omi
o Z. O seu n�u
leo tem
arga Ze. A for�
a 
om que atrai 
ada ele
tr~ao �e dada porF (r) = �Ze02r2 : (2.45)Comparando 
om o �atomo de hidrog�enio (Z = 1) vemos que na lei de in-tera
�
~ao temos a substitui�
~ao e02 ! Ze02. Para um tal n�u
leo o raio de Bohrseria a00 = �h2meZe02 = a0Z (2.46)Querer�a isto dizer que um �atomo de Z = 50 (estanho), por exemplo, �e50 vezes menor que o de hidrog�enio? J�a men
ionamos atr�as que os raiosat�omi
os variam entre 0.5 �A e 3 �A, enquanto que Z tem uma varia�
~ao deum fa
tor de 100 ao longo do quadro peri�odi
o.Na verdade estamos a esque
er-nos que um �atomo de 
arga nu
lear Zetem . . .Z ele
tr~oes. Estes repelem-se mutuamente e essa repuls~ao 
ompensalargamente o aumento de 
arga do n�u
leo. Do jogo destes dois fa
toresresulta um raio at�omi
o razoavelmente 
onstante em ordem de grandeza.Um ele
tr~ao �e atra��do pela 
arga Ze do n�u
leo mas repelido por Z�1 outrosele
tr~oes. O raio at�omi
o �e determinado pelo movimento dos ele
tr~oes maisexteriores. Re
ordemos que uma distribui�
~ao esf�eri
a de 
arga 
ria no seuexterior um 
ampo idênti
o ao que 
riaria se estivesse 
on
entrada no seu
entro. Se Z�1 ele
tr~oes se distribu��ssem 
om simetria esf�eri
a em torno don�u
leo o 
ampo no exterior desta distribui�
~ao seria o de uma 
arga pontualZe+ (Z � 1)(�e) = e, exa
tamente o do n�u
leo de hidrog�enio.Naturalmente a situa�
~ao real �e muito mais 
omplexa e s�o 
om um trata-mento quânti
o 
ompleto da estrutura do �atomo �e poss��vel 
ompreenderas varia�
~oes 
ara
ter��sti
as do raio at�omi
o ao longo do quadro peri�odi
o.Mas este argumento permite 
ompreender porque �e que uma �uni
a es
ala dedistân
ia 
ara
teriza o tamanho de todos os �atomos.A situa�
~ao para as energias ele
tr�oni
as �e um pou
o mais 
ompli
ada.J�a referimos atr�as que a energia de ioniza�
~ao do �atomo de hidrog�enio �e de13.6 eV. Num �atomo 
om muitos ele
tr~oes h�a v�arios estados energ�eti
oso
upados, 
om diferentes energias de liga�
~ao. O argumento dado atr�as parao raio sugere que os ele
tr~oes mais fra
amente ligados (que mais fa
ilmentepodem ser afastados do resto do �atomo) devem ter energias semelhantes �aenergia de ioniza�
~ao do �atomo de hidrog�enio. Esta suposi�
~ao �e 
on�rmadapela 
onsulta ao quadro peri�odi
o (ver Tabela 2.2)Elemento Z E1 (eV)H 1 13.59O 8 13.62K 19 4.34Cu 29 7.73Pb 82 7.42U 92 6.05Tabela 2.2:energia de ioniza�
~ao maisbaixa para v�arios elementos. Mas h�a ele
tr~oes muito mais fortemente ligados ao n�u
leo. Os ele
tr~oesque se movem em �orbitas mais interiores n~ao sentir~ao repuls~ao de ele
tr~oes



MOL�ECULAS E S �OLIDOS 35mais exteriores, pois 
omo vimos na dis
uss~ao do modelo de Thompson,uma 
amada esf�eri
a de 
arga tem no seu interior (ô
o) um 
ampo nulo.Ignorando 
ompletamente o efeito dos restantes Z � 1 ele
tr~oes devemosobter um limite superior para energia de liga�
~ao. A 
onstante de Rydbergpara um �atomo 
om 
arga nu
lear Z e apenas um ele
tr~ao �e obtida da do�atomo de hidrog�enio apenas pela substitui�
~ao e02 ! Ze02,R0 = m(Ze02)22�h2 = Z2R: (2.47)Como Z atinge valores da ordem de 100 isto 
orresponde a energias daordem de 105 eV. Esta estimativa revela-se um pou
o exagerada. O efeitode repuls~ao entre ele
tr~oes reduz este valor de quase uma ordem de grandeza.As energias de liga�
~ao variam entre valores da ordem de alguns eV at�e 
er
ade 104 eV. Numa transi�
~ao entre dois n��veis 
om uma diferen�
a de energiade 1 eV teremos radia�
~ao de 
omprimento de onda1� = �E2��h
 = e2��h
 = = 1:6 � 10�192�(1:05 � 10�34)(3 � 108)= 0:08 � 10�7m�1 (2.48)o que d�a � � 12000�A na regi~ao de infravermelho do espe
tro. Para ener-gias da ordem de 104 eV teremos 
omprimentos de onda 104 vezes inferiores� � 1:2�A. Radia�
~ao deste 
omprimento de onda 
orresponde �a regi~ao deraios X do espe
tro ele
tromagn�eti
o. Em 
on
lus~ao devemos esperar osespe
tros at�omi
os, asso
iados a transi�
~oes ele
tr�oni
as, a abranger desde oinfravermelho at�e os raios X para os �atomos mais pesados.Mol�e
ulas e s�olidosComprimentos de Liga�
~ao e Energias de Disso
ia�
~aoNa tabela 2.1 retirada do Handbook of Physi
s [3℄ apresentam-se valoresdas energias de disso
ia�
~ao e distân
ias internu
leares para v�arios tipo deliga�
~ao qu��mi
a em diferentes mol�e
ulas. Para uma mol�e
ula diat�omi
a, aenergia de disso
ia�
~ao �e, basi
amente, a energia de liga�
~ao dos dois �atomos,isto �e, a energia ne
ess�aria para separar os dois �atomos at�e uma distân
iasu�
ientemente grande para que a sua intera
�
~ao possa ser desprezada (verse
�
~ao 2.2.1. Mesmo em mol�e
ulas poliat�omi
as �e poss��vel, analisando 
ertasrea
�
~oes, determinar a energia ne
ess�aria para \partir" uma dada liga�
~ao.Por vezes a energia asso
iada a uma determinada liga�
~ao entre dois tipos de�atomo (C � C, C � N , et
) �e aproxidamente 
onstante, de mol�e
ula paramol�e
ula, e �e poss��vel asso
iar-lhe uma energia de liga�
~ao m�edia.



36 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASA primeira observa�
~ao �e que as distân
ia internu
leares variam entre
er
a de 1 � 2�A. N~ao h�a liga�
~oes qu��mi
as 
om distân
ias internu
learesde 10 ou 100 �A. As energias de disso
ia�
~ao est~ao nas unidades favoritas dosqu��mi
os, k
al/mole. Re
ordemos que uma 
aloria vale 4.18 Joule. Desig-nando por N0 o n�umero de Avogadro vemos que1 k
al/mole = 4:18 � 103N0 J/mol�e
ula= 4:18 � 103N0e eV/mol�e
ula = 0:043 eV/mol�e
ula(2.49)Assim 100 k
al/mole s~ao 4.35 eV/mol�e
ula. A 
onsulta da tabela mostraque as energia de disso
ia�
~ao s~ao tipi
amente da ordem de 2 � 6 eV porliga�
~ao. Quer a es
ala de distân
ias quer a de energias s~ao as mesmas quepara os �atomos.A raz~ao �e que a liga�
~ao qu��mi
a �e um fen�omeno de natureza essen
ial-mente ele
tr�oni
a e dominado pelo 
omportamento dos ele
tr~oes mais fra
a-mente ligados|os ele
tr~oes de valên
ia. Os n�u
leos, 
om os ele
tr~oes maisfortemente ligados, formam uma unidade relativamente inalterada pela in-tera
�
~ao entre os diferentes �atomos. A liga�
~ao qu��mi
a envolve sobretudo osele
tr~oes mais fra
amente ligados, os ele
tr~oes de valên
ia. Estes vêem ent~aouma 
arga nu
lear efe
tiva da ordem de e devido ao efeito de blindagem dosoutros ele
tr~oes. Temos ent~ao as seguintes intera
�
~oes envolvidas na liga�
~aoqu��mi
a:� Atra
�
~ao entre os ele
tr~oes de valên
ia e os n�u
leos rodeados dos ele
tr~oesfortemente ligados. Fel�n � e02r2el�n (2.50)� A repuls~ao entre as unidades 
onstitu��das pelos n�u
leos e ele
tr~oesfortemente ligados Fn�n � e02r2n�n (2.51)� A repuls~ao entre ele
tr~oes de valên
iaFel�el � e02r2el�el (2.52)Como vemos estas intera
�
~oes introduzem apenas uma 
onstante dimen-sional e02. Al�em deste parâmetro teremos a massa do ele
tr~ao me e a 
on-stante de Plan
k �h que traduz a natureza quânti
a do fen�omeno. As massasnu
leares n~ao devem ser parâmetros relevantes, em primeira aproxima�
~ao,



MOL�ECULAS E S �OLIDOS 37por serem muito superiores �a do ele
tr~ao. O argumento �e semelhante aoque usamos na dis
uss~ao do �atomo de hidrog�enio. O movimento dos n�u
leosdeve ser muito mais lento que o dos ele
tr~oes devido �a diferen�
a de massa.Em primeira aproxima�
~ao s~ao 
onsiderados im�oveis e o estado ele
tr�oni
o�e 
al
ulado para uma dada posi�
~ao dos n�u
leos. A energia total ser�a, na-turalmente, fun�
~ao dessa posi�
~ao. A 
on�gura�
~ao de equil��brio da mol�e
ula
orresponde �a distân
ia internu
lear para a qual essa energia �e m��nima. Em
on
lus~ao , temos exa
tamente os mesmos parâmetros dimensionais que no
aso do �atomo de hidrog�enio, e02, me e �h. N~ao surpreende, ent~ao que tenha-mos a mesma es
ala de distân
iasd � �h2mee02 (2.53)e de energias � = mee042�h2 (2.54)e, portanto distân
ias internu
leares da ordem de pou
os �A e energias dedisso
ia�
~ao de alguns eV. Re
ordemos a prop�osito que uma rea
�
~ao qu��mi
a�e fundamentalmente uma rearranjo de liga�
~oes. O que a
abamos de dizerpermite-nos 
on
luir que n~ao devemos esperar mais do que uma varia�
~aode energia de alguns eV por liga�
~ao (absorvidos ou libertados 
onforme area
�
~ao for endot�ermi
a ou exot�ermi
a).Como ilustra�
~ao desta ideia re
ordemos que os explosivos 
onven
ionaisderivam a energia que libertam de rea
�
~oes qu��mi
as, n~ao podendo por issolibertar mais do que alguns N0 eV por mole de material (N0, n�umero daAvogadro); mas os explosivos nu
leares resultam de rea
�
~oes nu
leares, quealteram a estrutura dos pr�oprios n�u
leos. Isso envolve intera
�
~oes mais fortesque as ele
trmagn�eti
as, intera
�
~oes nu
leares, 
om uma es
ala de energia,tipi
amente um milh~ao de vezes superior �a das intera
�
~oes ele
tromagn�eti
asnos �atomos. Por exemplo a energia m�edia de liga�
~ao por nu
le~ao nos n�u
leos�e de 
er
a de 8 MeV (106 eV)Constantes de For�
a e Frequên
ias de Vibra�
~ao Mole
ularA tabela referida tem uma ter
eira 
oluna relativa a 
onstantes de for�
a. Vi-mos a
ima que, para efeito de determina�
~ao de movimentos ele
tr�oni
os, osn�u
leos de uma mol�e
ula podem ser 
onsiderados em repouso, devido �a suaelevada massa. Mas, naturalmente a energia ele
tr�oni
a e portanto a energiatotal do agregado mole
ular depender�a da posi�
~ao dos n�u
leos. Esquemati-
amente a dependên
ia da energia na distân
ia internu
lear ser�a do tipo rep-resentado na �g.(2.8). Para grandes distân
ias temos o estado de �atomos r

U(r)

dFigura 2.9:energia de uma mol�e
ula emfun�
~ao da distân
ia internu
lear.separados (zero de energia, por 
onven�
~ao ). A mol�e
ula s�o se poder�a formar



38 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASse a energia for negativa, para distân
ias �nitas. A distân
ia de equi��brio
orresponder�a ao m��nimo de energia3. A intera
�
~ao repulsiva entre n�u
leos�e a dominante a muito pequenas distân
ia e a energia torna-se positiva parar muito pequeno. Se afastarmos os n�u
leos da posi�
~ao de equil��brio (o quepode a
onte
er, por exemplo, numa 
olis~ao entre duas mol�e
ulas) surgemfor�
as que tendem a fazê-las voltar �a distân
ia de equil��brio. Para pequenosdeslo
amentos a for�
a �e propor
ional a esse deslo
amentoF (r0 +�r) = �k�r (2.55)(se �r > 0 a for�
a deve ser atra
tiva, se �r < 0 repulsiva). Tal 
omo umamola, uma liga�
~ao qu��mi
a pode ser 
ara
terizada por uma 
onstante defor�
a. �E 
laro da dis
uss~ao anterior que estas 
onstantes devem ser determi-nadas, mais uma vez, por e02, �h e me. Atentando �as respe
tivas dimens~oes[k℄ = [for�
a� distân
ia�1℄ = [energia� distân
ia�2℄ (2.56)obtemos 
omo estimativa k � Ra20 � 48 eV �A�2 (2.57)A tabela apresenta os valores de k em dyne 
m�1 que vale 6:25�10�5 eV �A�2.Por exemplo, k(H �H) = 35:6 eV �A�2, k(C � C) = 28:2 eV �A�2.As for�
as referidas na eq.(2.55) fazem 
om que as mol�e
ulas vibrem seos n�u
leos se afastarem das posi�
~oes de equil��brio. Esta os
ila�
~ao ter�a umper��odo determinado pela 
onstante k e pela massa nu
lear (agora sim ela�e importante pois s~ao os n�u
leos que se movem). Por an�alise dimensional,as frequên
ias de vibra�
~ao ser~ao da ordem de (para n�u
leos de n�umero demassa A � 1) fvib � s kmp (2.58)em que mp a massa do prot~ao. Usando a nossa estimativa de kfvib � s Ra20mp (2.59)Usando �h2=2ma20 = R e ignorando fa
tores num�eri
os adimensionais, 
heg-amos a fvib � smempfel (2.60)3No m��nimo, dU=dr � F (r) = 0, ver se
�
~ao 2.2.1. O anulamento da for�
a entre os doisn�u
leos 
ara
teriza a situa�
~ao de equil��brio



MOL�ECULAS E S �OLIDOS 39em que fel = R=h �e da ordem de grandeza das frequên
ias que 
orrespondema mudan�
as de estado dos ele
tr~oes (eq(2.43)). Comome=mp � 1=2000 
om-
lu��mos que fvib � 10�2fel. Na teoria quânti
a os estados de vibra�
~ao dasmol�e
ulas tamb�em 
onstituem um 
onjunto de n��veis dis
retos. As transi�
~oesentre eles tamb�em podem ser a
ompanhadas da emiss~ao de radia�
~ao. Mas,
omo vemos, as frequên
ias dos fot~oes respe
tivos s~ao muito mais baixasdo que em transi�
~oes ele
tr�oni
as e 
orrespondem a radia�
~ao na zona doinfravermelho.S�olidosA massa vol�umi
a de um s�olido �e dada pela raz~ao entre a sua massa e o seuvolume, � = m=V . Se a distân
ia entre �atomos vizinhos for designada pord o volume por �atomo pode ser estimado 
omo sendo da ordem de vat � d3.A massa num tal volume �e a massa de um �atomo. Logo num s�olido 
om um�uni
o tipo de �atomo podemos es
rever para a massa vol�umi
a� � matd3 (2.61)o que nos permite estimar a distân
ia interat�omi
a a partir de � e da massamolar do elemento (massa de uma mole em gramas)d � � MN0�� 13 (2.62)(N0 �e o n�umero de Avogadro). A tabela (2.3) 
ontêm dados retirados doSDB[4℄, mas a
ess��veis em qualquer bom quadro peri�odi
o, e na �ultima 
olu-na mostra os valores de d em �A estimados pela f�ormula anterior. �E de notarque tal 
omo nas mol�e
ulas as distân
ias interat�omi
as est~ao entre 2 � 3�A. O argumento que demos para as distân
ias internu
leares nas mol�e
ulasapli
a-se tamb�em aqui.No 
aso de redes 
ristalinas 
�ubi
as �e poss��vel um 
�al
ulo mais rigoroso ded. O alum��nio, por exemplo tem uma estrutura 
ristalina do tipo 
�ubi
a defa
es 
entradas. Isto signi�
a que �e 
onstitu��do por repeti�
~ao de uma 
�elula
�ubi
a em que os �atomos de alum��nio o
upam os v�erti
es e o 
entro das fa
es.Cada �atomo de um v�erti
e �e partilhado por oito 
�elulas; 
ada �atomo de umafa
e por duas. Isto signi�
a que h�a um total de 8�1=8+6�1=2 = 4 �atomospor 
�elula unit�aria. Logo a massa vol�umi
a �e� = 4mata3 (2.63)em que a �e a aresta do 
ubo. En
ontra-se para o Al a = 4 �A. A menordistân
ia entre �atomos �e meia diagonal de uma fa
e, isto �e d = a=p2 = 2:86�A.



40 CAP��TULO 2. DIMENS ~OES AT�OMICASElemento � g 
m�3) M d (�A)Al 2.7 27 2.55Cr 7.2 52 2.29Cu 8.9 63 2.27Ga 7.9 157 2.11Pb 11 207 3.2Ir 22.4 192 2.44Au 19.3 197 2.57Pt 21.4 195 2.47Tabela 2.3: estimativa de distân
ias interat�omi
as em alguns s�olidos.En
oraja-se o leitor a pegar num quadro peri�odi
o e 
on�rmar 
om maisgeneralidade que as varia�
~oes de massa vol�umi
a da mat�eria s�olida s~ao maisdevidas �as diferen�
as de massa dos �atomos que das distân
ias entre eles.Leituras Re
omendadas� Physi
s for the Inquiring Mind, E. M. Rogers Cap 40. Uma obra muitooriginal que mere
e bem uma vista de olhos.� Introdu�
~ao �a F��si
a da Mat�eria, J. Bessa de Sousa. Estas notas podemser en
ontradas na Bibliote
a do Departamento de F��si
a da Universi-dade do Porto e 
onstituem uma ex
elente alternativa e 
omplementoda perspe
tiva que foi aqui adoptada.



Cap��tulo 3Modelos Determin��sti
osEqua�
~oes de Movimento na Dinâmi
a de NewtonA Realidade e os ModelosUma massa presa �a extremidade de uma mola. �E dif��
il imaginar um sistemaf��si
o mais simples. Mas, se pensarmos bem na quantidade de fen�omenosque podemos testemunhar num tal sistema, a nossa impress~ao pode sairmodi�
ada. Vejamos: Figura 3.1:Um sistema f��si
o simples?� Deforma�
~ao el�asti
a da mola e movimento da massa.� Altera�
~oes de temperatura do sistema e do ambiente 
ir
undante.� Varia�
~ao da massa por desgaste na mesa.� Altera�
~oes f��si
as (fadiga) das propriedades el�asti
as da mola.� Altera�
~oes qu��mi
as (
orros~ao).� Flutua�
~oes de pequena amplitude da posi�
~ao da massa, mesmo quandoma
ros
opi
amente em repouso.Tudo isto s~ao pro
essos que podem e est~ao a o
orrer neste sistema. Como�e poss��vel 
hegar a uma des
ri�
~ao 
onsistente de um fen�omeno quando on�umero de pro
essos simultâneos, num sistema t~ao simples, �e j�a t~ao elevado?A des
ri�
~ao 
ient���
a envolve, de um modo geral, a 
onstru�
~ao de ummodelo, uma representa�
~ao simpli�
ada da realidade que pretende apenas
aptar uma pequena parte do que se poderia �a partida des
rever. Nesta
onstru�
~ao do modelo entram muitas suposi�
~oes, muitas opera�
~oes que, amaior parte das vezes, nem sequer s~ao expli
itadas. Assim por exemplo:� Limitando as \janelas" temporais (espa
iais) de observa�
~ao pode tornar-se poss��vel ignorar fen�omenos que o
orrem em es
alas muito r�apidas ou41



42 CAP��TULO 3. MODELOS DETERMIN��STICOSmuito lentas. Por exemplo, fen�omenos 
omo a fadiga do metal da mola,a sua 
orros~ao, o desgaste da massa, o
orrem em es
alas de tempo deobserva�
~ao de meses ou mesmo de anos. As os
ila�
~oes da massa po-dem ter per��odos de alguns segundos. Um tempo de observa�
~ao dealguns minutos �e mais do que su�
iente para medir per��odos de os-
ila�
~ao, mas nesta es
ala de tempo os fen�omenos mais lentos n~ao semanifestam. Considera�
~oes semelhantes se apli
am a es
alas espa
iais.Por exemplo, estando a mola presa a uma das fa
es da massa, estapode deformar-se quando se move. Mas, enquanto que o deslo
amentodo 
entro da massa pode ser de alguns 
ent��metros, a varia�
~ao das di-mens~oes da massa pode n~ao ultrapassar alguns d�e
imos ou 
ent�esimosde mm.� Limitando a gama de observa�
~oes de vari�aveis f��si
as podemos, fre-quentemente, simpli�
ar a des
ri�
~ao. Por exemplo podemos usar r�eguase 
ron�ometros para medir tempos e posi�
~oes mas ignorar varia�
~oes detemperatura, 
ampos ele
tromagn�eti
os, et
.� Podemos es
olher as 
ondi�
~oes das experiên
ias de modo a manter �xas
ertas grandezas f��si
as estudando apenas as varia�
~oes das outras.Seria poss��vel 
ontinuar esta lista. Um momento de re
ex~ao 
on�rmaque a des
ri�
~ao de um fen�omeno, envolve, em geral, a 
onstru�
~ao do modeloe que esta passa por uma sele
�
~ao de observ�aveis poss��veis x(t); y(t); : : : 
ujosvalores e varia�
~oes temporais pretendemos 
ompreender.O que �e de 
erto modo not�avel (mas que por outro lado �e quase uma pr�e-
ondi�
~ao de existên
ia de uma des
ri�
~ao 
ient���
a) �e que, das simpli�
a�
~oesreferidas, possa resultar um 
onjunto de grandezas f��si
as \
ompleto", nosentido em que o seu 
omportamento e evolu�
~ao possa ser estudado sem re-ferên
ia �as in�umeras grandezas que, embora presentes no sistema real, forameliminadas no pro
esso de 
onstru�
~ao do modelo. Con
retamente, referindo-nos ao exemplo da massa e mola �e poss��vel uma des
ri�
~ao do movimentousando uma �uni
a vari�avel x(t) que 
ara
teriza o deslo
amento relativo �aposi�
~ao de equil��brio. Para des
rever a evolu�
~ao temporal de x(t) n~ao �ene
ess�aria qualquer referên
ia �a m��riade de fen�omenos f��si
os e qu��mi
os quea
ompanham esse movimento.A Dinâmi
a de NewtonA dinâmi
a de Newton �e o primeiro 
onjunto de leis gerais que permitea 
onstru�
~ao sistem�ati
a de leis de evolu�
~ao para uma grande n�umero desistemas f��si
os. Este \esquema" newtoniano assenta em duas vertentes:a) As leis da dinâmi
a: a segunda lei, em parti
ular, determina a a
elera�
~aode um 
orpo em termos da resultante das for�
as sobre ele exer
idas.
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omponentes da a
elera�
~ao est~ao rela
ionadas 
om o modo
omo variam no tempo as 
oordenadas do 
orpo. Estas podem ser de-terminadas atrav�es da observa�
~ao do seu movimento. Veremos tamb�emque o movimento pode ser re
onstru��do a partir do 
onhe
imento dessaa
elera�
~ao. A segunda lei reduzir-se-ia a uma de�ni�
~ao de for�
a, se n~aofosse 
omplementada por uma espe
i�
a�
~ao independente que permita
al
ular as for�
as e da�� inferir as a
elera�
~oes. �E aqui que surge a se-gunda vertente do esquema newtoniano.b) As leis de for�
a: no esquema newtoniano as for�
as sobre um 
orpo s~aoatribu��das �a presen�
a (pr�oxima ou distante) de outros 
orpos. As leisde for�
a espe
i�
am estas intera
�
~oes, determinando o valor das for�
asem termos da 
on�gura�
~ao dos 
orpos.�E a 
ombina�
~ao destes dois aspe
tos que 
onfere �a me
âni
a newtoniana oseu 
ar�a
ter de des
ri�
~ao 
ompleta do movimento. A 
on�gura�
~ao dos 
orposdetermina os valores das for�
as. Essa for�
as, pela segunda lei, determinamas a
elera�
~oes e, portanto, a varia�
~ao temporal dessa 
on�gura�
~ao. Neste
ap��tulo vamos 
on
retizar este programa em alguns exemplos. Teremosoportunidade de apresentar algumas ideias 
uja importân
ia e apli
abilidadetrans
ende largamente o âmbito de me
âni
a.Velo
idade e A
elera�
~aoConsideremos uma 
oordenada de posi�
~ao de um 
orpo x(t). Queremos 
on-siderar o problema de determinar a velo
idade, vx(t), e a
elera�
~ao, ax(t),
orrespondentes, a partir de x(t) e tamb�em o problema inverso, de re
on-struir x(t) a partir do 
onhe
imento da a
elera�
~ao.Considerando um intervalo de tempo �t, de�nimos a velo
idade m�ediado 
orpo nesse intervalovm = x(t+�t)� x(t)�t (velo
idade m�edia em [t; t+�t℄) (3.1)que podemos rees
rever 
omox(t+�t) = x(t) + vm�t (3.2)Esta equa�
~ao �e exa
ta pois, no fundo, �e a de�ni�
~ao de velo
idade m�edia nointervalo [t; t+�t℄. Mas suponhamos que queremos 
ara
terizar o movimentopara todos os instantes do intervalo [t; t+�t℄. N~ao podemos, por exemplo,es
rever x(t+ h) = x(t) + vmh (0 � h � �t) (3.3)porque a velo
idade m�edia num intervalo mais pequeno que �t n~ao �e emgeral a mesma que em �t. S�o seria se o movimento fosse uniforme (a mesma
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idade m�edia em qualquer intervalo). O 
on
eito de velo
idade m�ediaest�a asso
iado n~ao a um instante, mas a um intervalo de tempo �nito. Noentanto, 
onsiderando intervalos su
essivamente mais pequenos, podemos
hegar a um 
on
eito de 
on
eito de velo
idade instantânea, isto �e, asso
iadaa 
ada instante vx(t) = lim�t!0 x(t+�t)� x(t)�t = dx(t)dt : (3.4)Se re
ordarmos a no�
~ao matem�ati
a de limite vemos que por mais pequenoque seja um n�umero real � > 0 podemos sempre es
olher um �t su�
iente-mente pequeno tal que jx(t+�t)� x(t)�t � vx(t)j < � (3.5)Designando por �0 a diferen�
a que surge no primeiro membro, isto signi�
aque x(t+�t) = x(t) + vx(t)�t+ �0�t = x(t) + (vx(t) + �0)�t (3.6)em que j�0j < �. A velo
idade m�edia num intervalo �a volta de t �e vx(t) + �0,a velo
idade instantânea em t mais uma 
orre
�
~ao, que pode ser tornadat~ao pequena quanto queiramos se tomarmos �t su�
ientemente pequeno.A velo
idade instantânea em t 
ara
teriza o movimento num intervalo detempo in�nitesimal �a volta de t.A rela�
~ao entre a
elera�
~ao e velo
idade �e idênti
a �a rela�
~ao que a
abamosde dis
utir, entre vx(t) e x(t). Do mesmo modo que vx(t) 
ara
teriza avaria�
~ao de x(t) assim ax(t) 
ara
teriza a varia�
~ao de vx(t). De�nimos umaa
elera�
~ao m�edia,am = vx(t+�t)� vx(t)�t (a
elera�
~ao m�edia em [t; t+�t℄) (3.7)e instantânea ax(t) = lim�t!1 vx(t+�t)� vx(t)�t = dvx(t)dt (3.8)Dizemos que vx(t) �e a primeira derivada de x(t) em ordem a t. Logo ax(t) �ea primeira derivada de vx(t) em ordem a t e a segunda derivada de x(t):ax(t) = dvx(t)dt = ddt(dxdt ) � d2xdt2 (3.9)Como na eq.(3.6) podemos es
revervx(t+�t) = vx(t) + ax(t)�t+ �00�t = vx(t) + (ax(t) + �00)�t: (3.10)
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elera�
~ao instantânea, ax(t) 
ara
teriza a varia�
~ao de velo
idade numintervalo de tempo in�nitesimal em torno de t.Voltemos ao nosso exemplo ini
ial da massa na mola. Designemos porx(t) o deslo
amento da massa relativamente �a sua posi�
~ao de equil��brio.A for�
a sobre a massa �e devida �a mola. E a for�
a que esta exer
e podeexprimir-se �a 
usta da sua varia�
~ao de 
omprimentoF = �k�l (3.11)Mas �l = x(t), o deslo
amento da massa da posi�
~ao de equil��brio. O resul-tado �e uma lei de for�
a F = �kx (3.12)que exprime a for�
a em termos da posi�
~ao da massa. A segunda lei tomaent~ao a forma ax(t) � d2xdt2 = � kmx(t): (3.13)Vimos a
ima 
omo a partir de x(t) se poderia obter ax(t) � d2x=dt2. Onosso problema de dinâmi
a �
ou resumido a esta equa�
~ao de movimento,isto �e, �a pro
ura de movimentos x(t) 
uja ax(t) satisfa�
a a eq.(3.13).Estas de�ni�
~oes generalizam-se fa
ilmente para sistemas mais 
omplexos.Por exemplo, �e simples in
luir for�
as de atrito que dependem em geral davelo
idade do 
orpo. Se a massa estiver sujeita a um atrito do tipo deCoulomb, no seu deslizamento sobre uma mesa, temos uma for�
a adi
ional
om sinal oposto �a velo
idade (mg �e a rea
�
~ao normal da mesa sobre a massa)Fa = ��mgsgn(vx) (3.14)em que: sgn(vx) = ( +1 vx > 0�1 vx < 0A equa�
~ao de movimento teria a forma:d2xdt2 = � kmx(t)� �gsgn(v) (3.15)De um modo inteiramente geral, para um sistema 
ara
terizado por uma
oordenada x(t), a equa�
~ao de movimento ter�a uma formad2xdt2 = f ((x(t); v(t)) (3.16)em que a fun�
~ao f(x; v) ser�a determinada pelas leis de for�
a.Na maior parte das situa�
~oes, a espe
i�
a�
~ao da 
on�gura�
~ao de umasistema requer mais do que uma �uni
a 
oordenada. Por exemplo, para uma
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ula material em movimento a 3 dimens~oes ter��amos 3 
oordenadasx(t); y(t); z(t), das quais poder��amos de�nir três velo
idadesvx(t) = dxdt (3.17)vy(t) = dydt (3.18)vz(t) = dzdt (3.19)e 3 a
elera�
~oes. ax(t) = dvxdt = d2xdt2 (3.20)ay(t) = dvydt = d2ydt2 (3.21)az(t) = dvzdt = d2zdt2 (3.22)A segunda lei �e v�alida para 
ada uma destas 
omponentes,d2xdt2 = Fx=md2ydt2 = Fy=md2zdt2 = Fz=m (3.23)As equa�
~oes de movimento �
ariam 
ompletas, por exemplo, se soub�essemosa dependên
ia das 
omponentes da for�
a nas 
oordenadas de posi�
~ao dapart��
ula. d2xdt2 = fx(x; y; z)d2ydt2 = fy(x; y; z)d2zdt2 = fz(x; y; z) (3.24)Obtemos assim um sistema de equa�
~oes de natureza semelhante �a eq.(3.16)O 
onte�udo de uma equa�
~ao de movimentoConsideremos ent~ao uma equa�
~ao de movimento gen�eri
a 
om a formad2xdt2 = f(x(t); v(t)) (3.25)
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~ao f(x; v) 
onhe
ida. Como estamos a lidar 
om uma�uni
a 
oordenada usaremos o s��mbolo v para identi�
ar a respe
tiva 
ompo-nente de velo
idade. Que informa�
~ao 
ont�em esta equa�
~ao de movimento e
omo obtê-la?Re
ordemos a de�ni�
~ao de a
elera�
~aoa(t) = d2xd2t = dvdt = lim�t!0 v(t+�t)� v(t)�t (3.26)Isto signi�
a que para �t su�
ientemente pequenov(t+�t)� v(t)�t = a(t) + � (3.27)em que � �e t~ao pequeno quanto se queira. Isto �e:v(t+�t) = v(t) + a(t)�t+ ��t (3.28)e de modo semelhantex(t+�t) = x(t) + v(t)�t+ �0�t: (3.29)Usando a equa�
~ao de movimentox(t+�t) = x(t) + v(t)�t+ �0�t (3.30)v(t+�t) = v(t) + f(x(t); v(t))�t + ��t (3.31)Usando um �t su�
ientemente pequeno as 
orre
�
~oes �0�t e ��t podemfazer-se desprez�aveis em 
ompara�
~ao 
om os termos anteriores pois �; �0 ! 0se �t! 0. Isto �e, 
om uma pre
is~ao t~ao boa quanto queiramosx(t+�t) = x(t) + v(t)�t (3.32)v(t+�t) = v(t) + a(t)�t = v(t) + f(x(t); v(t))�t (3.33)Estas equa�
~oes, f�ormulas de Euler, permitem-nos 
al
ular x e v num in-stante t + �t se os 
onhe
ermos no instante t. Mas �t �e in�nitesimal, ouseja, as f�ormulas s�o s~ao v�alidas no limite �t ! 0. Suponhamos ent~ao que
onhe
emos num dado instante t = t0 os valores de x(t0) � x0 e v(t0) � v0.Como podemos determinar x(t) e v(t) para um t qualquer? Podemos dividiro intervalo [t0; t℄ em N intervalos de dura�
~ao �t. Para N grande �t ser�apequeno. Usando as f�ormulas de Euler, partindo de t = t0x1 � x(t0 +�t) = x0 + v0�t (3.34)v1 � v(t0 +�t) = v0 + f(x0; v0)�t: (3.35)
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~oes podem ser iteradasx2 � x(t0 + 2�t) = x1 + v1�t (3.36)v2 � v(t0 + 2�t) = v1 + f(x1; v1)�t (3.37)Ou, gen�eri
amente, 
om as designa�
~oes xn � x(t0+n�t) e vn � v(t0+n�t),xn = xn�1 + vn�1�t (3.38)vn = vn�1 + f(xn�1; vn�1)�t (3.39)Estas f�ormulas, 
omo dissemos, s�o s~ao v�alidas para �t ! 0. Em rigorter��amos pois que 
al
ular x(t) = x(t0 +N�t), v(t) = v(t0 +N�t) por estepro
esso e depois 
al
ular o limite N ! 1 e �t ! 0 
om N�t = t � t0.Ao usar a f�ormulas de Euler 
ometemos, em 
ada passo, erros ��t em que� ! 0 se �t ! 0. Em N passos teremos um erro majorado por N�0�t emque �0 �e o majorante dos erros da 
ada passo. Como, em 
ada passo, �! 0,se �t! 0, podemos esperar o mesmo do majorante �0 em muitas situa�
~oes.Desse modo o erro em N passos, N�0�t, tende para zero quando N ! 1,�t! 0 e N�t = t� t0. Se o erro em x(t) e v(t) tende para zero neste limite,�t! 0 (N !1), ele dever�a ser pequeno quando �t �e pequeno. Esta ideia
onstitui a base da utiliza�
~ao das equa�
~oes de Euler para en
ontrar solu�
~oesnum�eri
as das equa�
~oes de movimento. Nesta apli
a�
~ao n~ao tomamos olimite matem�ati
o �t ! 0 (que obrigaria a iterar as equa�
~oes um n�umeroin�nito de vezes), mas usamos um �t �nito, mas su�
ientemente pequenopara que o erro seja toler�avel.Antes de prosseguir 
om exemplos 
on
retos, importa salientar algunsaspe
tos de
orrentes desta 
onstru�
~ao.As equa�
~oes de movimento, que a
abamos de reduzir �as rela�
~oes dere
orrên
ia das eqs(3.38,3.39), permitem-nos a 
onstru�
~ao das solu�
~oes x(t),v(t) se 
onhe
ermos num dado instante, t0, os valores de x (x0) e de v (v0).No fundo algo que j�a sab��amos da nossa experiên
ia. O movimento de um
orpo sujeito a determinadas for�
as pode ser ini
iado em qualquer posi�
~ao e
om qualquer velo
idade. As equa�
~oes de movimento �xam univo
amente omovimento 
onhe
idos esses valores.O intervalo �t tanto pode ser negativo 
omo positivo. Na de�ni�
~ao develo
idade ou a
elera�
~ao o limite �t ! 0 in
lui valores de �t positivos enegativos. As 
ondi�
~oes \ini
iais" podem ser �nais. As equa�
~oes de movi-mento podem ser usadas para en
ontrar os valores de x(t) e v(t) para t < t0(no passado) para os quais, em t = t0, o sistema tem x(t0) = x0 e v(t0) = v0.Finalmente gostar��amos de 
hamar a aten�
~ao para a rela�
~ao estreita queexiste entre estas ideias e o 
on
eito de integral.
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amento 
omo integral da velo
idadeComo subproduto da nossa dis
uss~ao podemos formular a quest~ao de obtera 
oordenada x(t) se for 
onhe
ida a velo
idade vx(t) � dx=dt e o valor de xnum dado ponto x(a) � x0. Note-se que no 
aso das equa�
~oes de movimento,n~ao 
onhe
emos v(t) nem sequer a(t), para todo o t �a partida. Apenas
onhe
emos a maneira 
omo a a
elera�
~ao depende da posi�
~ao e velo
idade.Dividindo o intervalo [a; t℄ em N intervalos, [a; a+ h℄, [a+ h; a+2h℄ : : : [a+(N � 1)h; t℄, (t = a+Nh) podemos es
reverx(a+ h) = x0 + vx(a)hx(a+ 2h) = x(a+ h) + vx(a+ h)h = x0 + vx(a)h+ vx(a+ h)h...x(t) = x0 + vx(a)h + vx(a+ h)h+vx(a+ 2h)h + : : :+ vx(a+ (N � 1)h)h (3.40)Se for de fa
to 
onhe
ida a velo
idade vx no intervalo [a; t℄, as somas dosegundo membro destas equa�
~oes podem, em prin
��pio, ser 
al
uladas. Noentanto este resultado s�o �e v�alido para h! 0; N !1; Nh = t� a, isto �ex(t)� x(a) = limN!1N�1Xn=0 vx(a+ nh)h (3.41)A express~ao do segundo membro �e de�nida 
omo sendo o integral da fun�
~aov(t) entre a e t. O deslo
amento �e o integral da velo
idade.x(t)� x(a) = Z ta vx(t0)dt0 (3.42)De um modo semelhante poder��amos mostrarvx(t)� vx(a) = Z ta ax(t0)dt0: (3.43)O M�etodo de Euler para Integra�
~ao num�eri
aAs equa�
~oes de Eulerx(t+�t) = x(t) + v(t)�t (3.44)v(t+�t) = v(t) + f(x(t); v(t))�t (3.45)s~ao, 
omo vimos, 
orre
tas no limite �t! 0. Mas se estivermos dispostos atolerar um erro dentro de uma determinada margem podemos us�a-las 
om



50 CAP��TULO 3. MODELOS DETERMIN��STICOSum �t �nito. Nesse 
aso permitem-nos formular um m�etodo aproximadode resolu�
~ao das equa�
~oes de movimento. A melhor maneira de o ilustrar�e atrav�es de um exemplo. Voltemos �a equa�
~ao de movimento da mola 
ommassa d2xdt2 = � kmx(t) (3.46)Come
emos por notar que o �uni
o parâmetro dimensional k=m tem as di-mens~oes do quadrado de uma frequên
ia:[k℄ = [F ℄L�1 =MT�2 (3.47)[m℄ = M (3.48)Este problema tem pois um tempo 
ara
ter��sti
o � = pm=k. Para 
on-
retizar um m�etodo num�eri
o temos que �xar o valor de � e das 
ondi�
~oesini
iais. Suponhamos � = 1 e usemosx(0) = 1 (3.49)v(0) = 0 (3.50)Mais tarde veremos que estas 
ondi�
~oes n~ao s~ao t~ao parti
ulares 
omo pode-riam pare
er �a primeira vista.As equa�
~oes de re
orrên
ia do m�etodo de Euler s~ao, neste 
aso,xn � x(n�t) = xn�1 + vn�1�t (3.51)vn � v(n�t) = vn�1 + (�xn�1)�t (3.52)j�a que a equa�
~ao de movimento �e:d2xdt2 = �x(t) (3.53)Para 
al
ular os valores de x e v pre
isamos de espe
i�
ar um passo �t.Pela natureza do m�etodo o valor de �t deve ser pequeno, pois as equa�
~oess�o s~ao exa
tas no limite �t ! 0 . Mas o que quer dizer pequeno? Menorque 1, que 0.1 ? Um momento de re
ex~ao mostra que a resposta n~ao podeser dada deste modo. Com efeito o n�umero real que exprime o valor de �tdepende do sistema de unidades. Como veremos este sistema tem um movi-mento peri�odi
o e o per��odo �e da ordem de grandeza de � . Mas, mesmo semesse 
onhe
imento �a posteriori podemos ante
ipar que as solu�
~oes x(t), v(t)ou a(t), tenham um tempo 
ara
ter��sti
o � , ou seja devem ter varia�
~oes pe-quenas (�x=x;�vx=vx;�ax=ax � 1 em intervalos �t� � . Ora as f�ormulasde Euler (eqs.(3.44) e (3.45) s~ao exa
tas se a a
elera�
~ao e a velo
idade n~aovariarem num passo de integra�
~ao. Por outras palavras �t! 0 
orresponde



EQUAC� ~OES DE MOVIMENTO NA DINÂMICA DE NEWTON 51t x v a(= �x)0 1:000 0:000 �1:0000:2 1:000 �0:200 �1:0000:4 0:960 �0:400 �0:9600:6 0:880 �0:592 �0:8800:8 0:760 �0:768 �0:7621:0 0:608 �0:920 �0:6081:2 0:424 �1:042 �0:4241:4 0:216 �1:127 �0:2161:6 �0:010 �1:170 +0:010Tabela 3.1: Integra�
~ao da equa�
~ao d2x=dt2 = �x(t) pelo m�etodo de Euler.ao limite f��si
o t� � no 
aso presente. Podemos agora es
olher um valor de�t por exemplo �t = 0:2 (�t=� = 0:2) e 
al
ular expli
itamente xn e vn.x0 = x(0) = 1v0 = v(0) = 0x1 = x(0) + v0�t = x0 = 1v1 = v(0) + (�x0)�t = �0:2x2 = x1 + v1�t = 1 + (�0:2)(0:2) = 0:96v2 = v1 + (�x1)�t = �0:4... (3.54)Sugere-se que o leitor tente veri�
ar por este pro
esso os valores daTabela 1. O trabalho envolvido numa apli
a�
~ao t~ao simples do m�etodo
onven
ê-lo-�a rapidamente que estes m�etodos num�eri
os s�o podem ser dealguma utilidade 
om re
urso a meios de 
�al
ulo autom�ati
o (ou ent~ao 
ommuita pa
iên
ia!).Nas se
�
~oes que se seguem apresentam-se v�arios exemplos de apli
a�
~aodestes m�etodos a alguns problemas, 
onstru��dos numa folha de 
�al
ulo.Deixaremos tamb�em para essa altura uma dis
uss~ao (muito sum�aria) doserros envolvidos nas aproxima�
~oes que �zemos. Este exemplo �
a apenas
omo uma ilustra�
~ao do m�etodo. Terminamos esta se
�
~ao 
om um resumodos prin
ipais resultados. Para uma equa�
~ao de movimentod2xdt2 = f(x(t); v(t)) (3.55)
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om 
ondi�
~oes ini
iais x(t0) = x0 (3.56)v(t0) = v0 (3.57)obtemos as seguintes equa�
~oes de re
orrên
ia para a determina�
~ao de x(t) ev(t). xn � x(t0 + n�t) = xn�1 + vn�t (3.58)vn � v(t0 + n�t) = vn�1 + f(xn�1; vn�1)�t (3.59)O leitor poder�a fa
ilmente adaptar estas ideias ao 
�al
ulo aproximado deintegrais tendo em 
onta a se
�
~ao anterior.Solu�
~ao Num�eri
a do Os
ilador Harm�oni
oO M�etodo de Euler numa folha de 
�al
uloA apli
a�
~ao dos m�etodos a
ima dis
utidos s�o �e vi�avel 
om re
urso a meiosautom�ati
os de 
�al
ulo. Para a
ompanhar estas notas foram preparadosv�arios exemplos numa folha de 
�al
ulo. A folha de 
�al
ulo n~ao �e, 
erta-mente, o tipo de software mais adequado para apli
a�
~oes 
ient���
as s�erias.Mas existe uma em quase todos os 
omputadores pessoais, �e de muito f�a
ilutiliza�
~ao e perfeitamente adequada para as apli
a�
~oes que podemos fazera este n��vel. Estas notas n~ao pretendem ensinar a usar este software. Ire-mos 
on
entrar-nos nos resultados invo
ando 
�al
ulos em que as equa�
~oesde Euler s~ao iteradas v�arias dezenas (ou 
entenas) de vezes, sem qualquerdi�
uldade, uma vez que as 
ontas s~ao feitas pelo 
omputador. Creio que ades
ri�
~ao dos algoritmos �e su�
ientemente detalhada para permitir ao leitorreproduzir estes exemplos no seu software favorito, 
aso isso lhe seja poss��vel.Come�
amos por reproduzir (�g.2) um gr�a�
o relativo ao problema damassa e mola( movimento harm�oni
o simples), assim 
omo alguns dos pri-meiros valores de x e v (
omparem-se 
om os da Tabela 1).O gr�a�
o mostra resultados pou
o abonat�orios da qualidade da aprox-ima�
~ao. �E patente o aumento da amplitude de os
ila�
~ao, o que, 
laramente,n~ao a
onte
e no 
aso real da massa e mola. Poder��amos nesta altura pergun-tar o que a
onte
e se es
olhermos um �t mais pequeno. Na �g.3 reduzimos�t para metade, �t = 0:1. A altera�
~ao nos resultados do 
�al
ulo �e evidente e
onstitui uma indi
a�
~ao 
lara de que dever��amos pro
urar usar valores aindamais pequenos para �t.Na realidade o m�etodo de Euler raramente �e utilizado em exemplos 
on-
retos. Embora extremamente �util para expli
ar a natureza do m�etodo deresolu�
~ao num�eri
a de equa�
~oes, na pr�ati
a, ele �e suplantado por m�etodos
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Figura 3.2: O m�etodo de Euler para a massa e mola. �t = 0:2; k=m = 1.muito mais e�
ientes, que para pou
o mais esfor�
o de 
�al
ulo, 
onduzem aresultados 
om muito menor erro.Na �g.4 mostramos uma 
ompara�
~ao entre o m�etodo de Euler, um se-gundo m�etodo que vamos utilizar a seguir, Runge-Kutta de segunda ordeme tamb�em o resultado anal��ti
o para este problema. Este �ultimo n~ao �e dif��
ilde obter. Re
ordemos a equa�
~ao de movimento (k=m = 1)d2x(t)dt2 = �x(t) (3.60)A derivada da fun�
~ao 
os(t) �e � sin(t) e de sin(t) �e 
os(t). Isto signi�
a quese derivarmos duas vezes qualquer uma destas fun�
~oes obtemos a mesmafun�
~ao multipli
ada por �1. Isto �e, sin(t) e 
os(t) s~ao solu�
~oes da equa�
~aode movimento. Esta equa�
~ao �e linear, isto �e se somarmos duas solu�
~oes,ou multipli
armos uma solu�
~ao por uma 
onstante, obtemos uma solu�
~ao.Assim A sin(t) + B 
os(t) (A e B, quaisquer) tamb�em satisfaz a equa�
~aode movimento. Qual ser�a ent~ao a solu�
~ao 
om as 
ondi�
~oes ini
iais x(0) =x0; v(0) = v0? �E poss��vel a
omodar estas 
ondi�
~oes mediante a es
olha de A
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Figura 3.3: O m�etodo de Euler para a massa e mola. �t = 0:1; k=m = 1.e B. Com efeito x(t) = x0 
os(t) + v0 sin(t) (3.61)tem x(0) = x0 e v(0) = v0 al�em de satizfazer a equa�
~ao de movimento. Logo�e a solu�
~ao, pois 
omo vimos atr�as, s�o h�a uma nestas 
ondi�
~oes.
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Figura 3.4: Compara�
~ao entre os m�etodos de Euler, Runge-Kutta e o resul-tado exa
to.
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o �m de motivar a introdu�
~ao do m�etodo de Runge-Kutta vamosfazer uma dis
uss~ao heur��sti
a de alguns problemas do m�etodo de Euler.Deixaremos uma an�alise mais 
uidada dos erros para outras dis
iplinas.Para ilustrar as limita�
~oes do m�etodo de Euler �e �util 
onsiderar umaequa�
~ao de primeira ordem envolvendo apenas x(t) e a sua primeira derivadadx(t)dt = f(x(t)) (3.62)A fun�
~ao f(x) �e suposta 
onhe
ida. Pretendemos 
onstruir a solu�
~ao 
om
ondi�
~ao ini
ial x(t0) = x0. Imaginemos por um momento que poder��amostra�
ar o gr�a�
o da solu�
~ao real da equa�
~ao. A equa�
~ao de movimento permite
al
ular f(x0) a derivada da solu�
~ao real em x = x0. Mas para x(t0 +�t)es
revemos x(�)(t0 +�t) = x(t0) + f(x0)�t (3.63)o que 
orresponde a substituir a verdadeira fun�
~ao x(t) no intervalo [t0; t0+�t℄ por uma re
ta de de
live f(x0). O erro x(�)(t0 +�t) � x(t0 +�t) ser�apor ex
esso se a 
urvatura de x(t) for negativa neste intervalo, isto �e, se asua derivada diminuir de t0 para t0 +�t. Se a 
urvatura for positiva o erroser�a por defeito. Ora o m�etodo de Euler aproxima a velo
idade m�edia nointervalo sempre pelo valor ini
ial da velo
idade. Ao dar um novo passo deintegra�
~ao, se a 
urvatura de x(t) n~ao tiver mudado de sinal o erro ser�a nomesmo sentido. Pela natureza do m�etodo �t deve ser pequeno. Isto �e, �e deesperar que, entre pontos onde a 
urvatura da fun�
~ao muda de sinal, hajaum grande n�umero de passos de integra�
~ao. Os erros ter~ao todos o mesmosinal e a
umular-se-~ao.Esta ideia est�a ilustrada na �g.5. A linha 
arregada 
orresponde �a solu�
~aoreal da equa�
~ao de movimento. A linha a tra
ejado �e a aproxima�
~ao deEuler. Como se vê ao �m de um passo o valor de x(t) foi 
al
ulado pordefeito. Representam-se tamb�em as solu�
~oes da equa�
~ao de movimento quepassam por 
ada um dos pontos (t1; x1); (t2; x2) : : : 
al
ulados pelo m�etodode Euler. Como se vê, em 
ada passo o m�etodo de Euler transporta-nos parauma solu�
~ao 
ada vez mais afastada da original.Este problema poderia ser 
orrigido se substitu��ssemos na f�ormula deEuler f(x(t0)) por f(x(t0+�t=2)), a velo
idade no ponto m�edio do intervalo.Claro que essa velo
idade n~ao �e, ne
ess�ariamente igual �a velo
idade m�ediano intervalo �t. Mas �as vezes ser�a superior, outras vezes inferior, e os errospoder~ao 
ompensar-se de um modo mais e�
az que no 
aso anterior. Maso problema �e pre
isamente que x(t0 + �t=2), tal 
omo x(t0 + �t), n~ao �e
onhe
ido. �E pre
isamente o que pretendemos 
al
ular, os valores de x(t)em instantes diferentes de t0 (futuros ou passados). O m�etodo de Runge-Kutta de segunda ordem 
onsiste pre
isamente em usar o m�etodo de Euler
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Figura 3.5: Ilustra�
~ao da instabilidade do m�etodo de Euler.para estimar x(t0 +�t=2). De�nindo:k = f(x0)�t � �x(�) (3.64)o in
remento de x pelo m�etodo de Euler, pomosx(t0 +�t) = x(t0) + f(x0 + k2 )�t (3.65)= x(t0) + f(x0 + �x(�)2 )�t (3.66)Seria deslo
ado fazer aqui uma an�alise dos erros envolvidos nesta aprox-ima�
~ao. Limitar-nos-emos a referir que a estimativa que fazemos da velo
i-dade m�edia vm � f(x0 + �x(�)2 ) (3.67)n~ao �e ne
essariamente por ex
esso num intervalo de 
urvatura positiva, nempor defeito num intervalo de 
urvatura negativa.Para ilustrar as possibilidades deste m�etodo podemos apli
�a-lo ao prob-lema do os
ilador relativamente ao qual 
onhe
emos a solu�
~ao anal��ti
a. Es-
revamos as equa�
~oes do m�etodo para equa�
~oes de segunda ordem. Consid-eremos um problema de dinâmi
a inteiramente geral 
om um for�
a F (x; v)(1 dimens~ao ) d2xdt2 = 1mF (x; v) � f(x; v): (3.68)
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revermos dxdt = v (3.69)a equa�
~ao de movimento �e dvdt = f(x; v) (3.70)Por esta via reduzimos o problema a duas equa�
~oes de primeira ordem nasvari�aveis independentes x e vdx(t)dt = v(t) (3.71)dv(t)dt = f(x(t); v(t)) (3.72)Uma solu�
~ao deste sistema de equa�
~oes (x(t); v(t)), na medida em que �esolu�
~ao da primeira, garante que a fun�
~ao v(t) �e de fa
to a derivada de x(t),a velo
idade.Es
rever agora as equa�
~oes do m�etodo de Runge-Kutta �e relativamentesimples. Come�
amos por 
al
ular os in
rementos pelo m�etodo de Euler paraambas as vari�aveis: �x(�) = v(t)�t (3.73)�v(�) = f(x(t); v(t))�t (3.74)As varia�
~oes de x e v , no intervalo �t s~ao 
al
uladas supondo que a velo
i-dade m�edia neste intervalo �e v(t) + �v(�)=2 e que a a
elera�
~ao �e f(x(t0) +�x(�)=2; v(t) + �v(�)=2:�x =  v(t) + �v(�)2 !�t (3.75)�v = f  x(t) + �x(�)2 ; v + �v(�)2 !�t: (3.76)Usando a mesma nota�
~ao que anteriormentexn = x(t0 + n�t) (3.77)vn = v(t0 + n�t) (3.78)e de�nindo kn = vn�t (3.79)k0n = f(xn; vn)�t (3.80)
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rementos pelo m�etodo de Euler), obtemos as rela�
~oes de re
orrên
iaxn+1 = xn + (vn + k0n2 )�t (3.81)vn+1 = vn + f �xn + kn2 ; vn + k0n2 ��t (3.82)No gr�a�
o da �g.4 o resultado desta aproxima�
~ao para o movimento harm�oni
osimples (f(x; v) = �(k=m)x), 
om k=m = 1 e �t = :1, n~ao se 
onsegue dis-tinguir da solu�
~ao exa
ta. No mesmo gr�a�
o est�a tamb�em o resultado dom�etodo de Euler.�Orbitas planet�ariasAs Equa�
~oes de Movimento na Gravita�
~ao NewtonianaAgora que dispomos de um modelo num�eri
o minimamente utiliz�avel, vamosapli
�a-lo a um problema de grande interesse f��si
o: o movimento de umplaneta sob a a
�
~ao do 
ampo grav��ti
o de uma estrela.Falamos em planeta e estrela por uma �uni
a raz~ao: a massa de umaestrela, M , �e em geral v�arias ordens de grandeza superior �a de um planeta,m. Pelo prin
��pio da a
�
~ao e rea
�
~ao as for�
as sobre o planeta e a estrelas~ao iguais em m�odulo:jaej = FM (a
elera�
~ao da estrela) (3.83)japj = Fm (a
elera�
~ao do planeta) (3.84)e jaej � japj (3.85)Em primeira aproxima�
~ao podemos 
onsiderar ae � 0. Num referen
ialligado �a estrela ela estar�a em repouso. No que se segue a estrela o
upa,im�ovel, a origem dos eixos de referên
ia.Uma segunda simpli�
a�
~ao torna-se poss��vel a partir da observa�
~ao queas �orbitas s~ao planas. Imaginemos uma dada posi�
~ao e velo
idade ini
ialpara o planeta. O ve
tor de posi�
~ao r e a velo
idade v de�nem um plano. Afor�
a da estrela sobre o planeta tem a dire
�
~ao de r; a a
elera�
~ao est�a, pois,neste plano. Ao �m de um pequeno intervalo �t, �r = v�t, �v = a�test~ao ainda no mesmo plano. A �orbita permane
e no plano de�nido numdado instante por r e v. Es
olhendo esse plano 
omo o plano xy a posi�
~aodo planeta pode ser espe
i�
ada por duas 
oordenadas apenas, x(t) e y(t).Pela lei da gravita�
~ao universal, temosF = �GMmr2 êr (3.86)



60 CAP��TULO 3. MODELOS DETERMIN��STICOSem que êr = r=jrj, �e o ve
tor de m�odulo unit�ario 
om a dire
�
~ao e sentidode r. Como r tem 
omponentes (x; y) temosêr = 1jrj(x; y) = (xr ; yr ) (3.87)e as 
omponentes x e y da for�
aFx = �GMm xr3 (3.88)Fy = �GMm yr3 (3.89)em que r2 = x2 + y2. As equa�
~oes de movimento s~ao:d2xdt2 = �GM xr3 (3.90)d2ydt2 = �GM yr3 (3.91)Temos agora duas 
omponentes de posi�
~ao e n~ao apenas uma 
omo no 
asodo os
ilador. A velo
idade tem tamb�em duas 
omponentes vx e vy e asequa�
~oes de movimento podem ser rees
ritas 
omodxdt = vx (3.92)dydt = vy (3.93)dvxdt = �GM xr3 (3.94)dvydt = �GM yr3 (3.95)Nesta forma �e bem 
laro o modo de integrar estas equa�
~oes. Temos quatrovari�aveis (x; y; vx; vy) e as equa�
~oes de movimento �xam as derivadas tempo-rais destas grandezas. Conhe
ido o respe
tivo valor no instante t o m�etodode Euler d�a os in
rementos num intervalo �t�x(�) = vx(t)�t (3.96)�y(�) = vy(t)�t (3.97)�v(�)x = �GM x(t)r(t)3�t (3.98)�v(�)y = �GM y(t)r(t)3�t (3.99)(r(t) � px(t)2 + y(t)2). No m�etodo de Euler os valores de de x; y; vx evy em t + �t seriam 
al
ulados somando o respe
tivo in
remento ao valor
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orrespondente em t. Nos 
�al
ulos que a seguir se apresentam utilizou-se om�etodo de Runge Kutta de segunda ordem e por uma quest~ao de referên
iaes
revemos agora as equa�
~oes de re
orrên
ia:x(t+�t) = x(t) + (vx(t) + �v(�)x2 )�t (3.100)y(t+�t) = y(t) + (vy(t) + �v(�)y2 )�t (3.101)vx(t+�t) = vx(t)�GM x+�x(�)=2�(x+�x(�)=2)2 + (y +�y(�)=2)2�3=2�t (3.102)vy(t+�t) = vy(t)�GM y +�y(�)=2�(x+�x(�)=2)2 + (y +�y(�)=2)2�3=2�t (3.103)Os in
rementos �x(�);�y(�);�v(�)x e �v(�)y s~ao de�nidos pelas eqs.(3.96-3.99).S~ao equa�
~oes 
om um aspe
to algo aterrorizador. Uma �uni
a itera�
~ao feitamanualmente seria su�
iente para fazer perder a pa
iên
ia. Mas uma vezprogramados num 
omputador o trabalho deixa de ser nossso. Fixamos as
ondi�
~oes ini
iais x(0); y(0); vx(0); vy(0) e apli
amos as rela�
~oes de re
orrên
iadas eqs.(3.100-3.103) para 
al
ular x; y; vx; vy em �t, 2�t; : : :. Deste modo
onseguimos re
onstruir uma �orbita a partir do 
onhe
imento de quatro
ondi�
~oes ini
iais, duas 
oordenadas e duas 
omponentes de velo
idade doplaneta.Nas p�aginas seguintes (�gs.(3.6-3.9)) mostram-se v�arias �orbitas, 
al
u-ladas usando as eqs(3.100-3.103), 
om as respe
tivas 
ondi�
~oes ini
iais. Ire-mos seguidamente dis
utir alguns aspe
tos dessas �orbitas. Mas algumasperguntas surgem imediatamente: em que unidades est~ao expressos os val-ores das 
oordenadas e dos tempos? Qual a massa da estrela? Na pr�oximase
�
~ao abordamos esta quest~ao. Veremos que o mesmo 
�al
ulo pode de-terminar �orbitas em torno de um 
orpo de qualquer massa, mediante umamudan�
a adequada das es
alas de tempo e distân
ia.Rees
alonamento das equa�
~oesQualquer problema f��si
o tem, normalmente um 
onjunto de es
alas de dis-tân
ia, tempo, energia, 
ara
ter��sti
os. �E 
onveniente trabalhar em unidadesapropriadas a essa es
alas. Nem os astr�onomos medem distân
ias em angs-trom, nem os f��si
os nu
leares em anos-luz. Numa apli
a�
~ao num�eri
a umaes
olha adequada de unidades pode ser mais do que uma 
onveniên
ia pr�ati
a.
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Figura 3.6: Esta �orbita �e 
ir
ular. N~ao pare
e, porque os eixos xx e yy têmes
alas diferentes. Mas note-se que a energia poten
ial,que s�o depende de r�e 
onstante.
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ar�a
ter dis
reto e �nito da representa�
~ao de n�umeros num 
omputa-dor digital impli
a uma gama de representa�
~ao limitada. Se tivermos que
al
ular 
om n�umeros demasiado pequenos ou demasiado grandes podemosin
orrer em erros de arredondamento ou de over
ow. Mas existe uma outraraz~ao importante para um estudo pr�evio das es
alas envolvidas num dadoproblema. A melhor maneira de a expli
ar �e atrav�es do nosso exemplo.Nas equa�
~oes de movimento apare
e um �uni
o parâmetro, GM . Al�emdeste, poderemos tamb�em variar as 
ondi�
~oes ini
iais, que, 
omo vimos,
orrespondem as duas 
omponentes de posi�
~ao e duas de velo
idade. �Apartida, ter��amos 
in
o parâmetros que poder��amos variar para estudar asdiferentes �orbitas poss��veis. Por exemplo, se quisessemos estudar �orbitas emtorno do Sol ou da Terra ter��amos que resolver as equa�
~oes de movimentoduas vezes pois o valor de GM n~ao �e o mesmo nos dois 
asos. A
onte
e noentanto que GM �e um parâmetro dimensional, nomeadamente[GM ℄ = L3T�2 (3.104)O seu valor pode ser mudado por es
olha de unidades de tempo e distân
ia.Designemos por l o valor SI de um novo padr~ao de 
omprimento e por � ode tempo; por exemplo, usando 
omo unidade de 
omprimento a unidadeastron�omi
a, l = 1:5 � 1011. Na mudan�
a de unidadesx! x0 = xl (3.105)t! t0 = t� (3.106)o valor da 
onstante GM passaria a serGM ! (GM)0 = GM �2l3 (3.107)Por es
olha apropriadas das es
alas de tempo e 
omprimento, l e � , pode-mos �xar o valor de (GM)0 
onforme desejarmos. As mesmas equa�
~oes demovimento des
revem �orbitas em torno do Sol ou da Terra , ou de qualqueroutro 
orpo, mudando apenas as es
alas de distân
ia e/ou tempo.Vejamos 
omo podemos 
onseguir isto no 
aso presente. A a
elera�
~aonuma �orbita 
ir
ular, 
om velo
idade 
onstante, �e 
entr��peta e tem valor
onstante. A for�
a grav��ti
a �e tamb�em dirigida para o 
entro da �orbita etem m�odulo 
onstante, pois a distân
ia entre os dois 
orpos n~ao varia. Asegunda lei de Newton reduz-se aa
 = v2r = GM 1r2 (3.108)O que d�a v2 = GM 1r (3.109)
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Figura 3.7: Uma �orbita el��pti
a. O ponto ini
ial �e o af�elio. A velo
idadeini
ial �e inferior �a da �orbita 
ir
ular.
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Figura 3.8: Neste 
aso o ponto ini
ial �e o peri�elio. A velo
idade ini
ial �esuperior �a da �orbita da �g.(3.6).
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Figura 3.9: Uma �orbita aberta. Note-se que a energia total �e positiva, ao
ontr�ario dos 
asos anteriores. Assimpt�oti
amente o movimento �e uniforme.
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Figura 3.10: Um exemplo de 
�al
ulo das unidades de tempo e velo
idade, demodo a que GM valha 4�2.O per��odo desta �orbita �e dado pela raz~ao entre o per��metro da �orbita, 2�r,e o m�odulo (
onstante) da velo
idade, T = 2�r=v; usando a eq.(3.109)T 2r3 = 4�2GM (3.110)Tomemos agora uma es
ala de distân
ias 
onveniente. Para �orbitas em tornodo Sol, M = 2�1030Kg, poderia ser a unidade astron�omi
a l = 1:5�1011m.Para �orbitas de sat�elites em torno da terra , M = 6� 1024Kg, 
onviria maiso raio da Terra l = 6:4 � 106m. Em qualquer dos 
asos, es
olhamos 
omounidade de tempo o valor do per��odo de uma �orbita 
ir
ular de raio l , dadopela eq.(3.110). Nestas unidades o valor de T 2=l3 ser�a por de�ni�
~ao 1, ouseja o valor da 
onstante GM ser�a 4�2, qualquer que seja M .Foi esta a es
olha que foi deita nos 
�al
ulos destas �orbitas. As equa�
~oesde movimento s~ao es
ritas 
om GM = 4�2. A unidade de distân
ia �e ar-bitr�aria e a de tempo 
orresponde ao per��odo de uma �orbita 
ir
ular de raiounit�ario. Na �g.(3.10) mostra-se uma parte da folha de 
�al
ulo onde podemser introduzidos os valores SI de M e da unidade de distân
ia, l e onde s~ao
al
ulados os valores SI da unidade de tempo � = p4�2l3=GM e de velo
i-dade v0 = l=� . O mesmo 
�al
ulo pode des
rever uma �orbita em torno do Solou da Terra (ou de qualquer outro 
orpo) atrav�es de uma reinterpreta�
~aodas es
alas de tempo e distân
ia.
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tos a ter em 
onta sempre que setrabalha 
om equa�
~oes de movimento. Frequentemente a tarefa mais im-portante 
onsiste em explorar a natureza dos movimentos em fun�
~ao dosparâmetros do problema. Mas os valores de parâmetros dimensionais depen-dem das unidades. Transforma�
~oes de es
ala, em que os diferentes parâmetrosmudam de a
ordo 
om as respe
tivas dimens~oes, n~ao alteram a natureza dassolu�
~oes uma vez que s~ao apenas mudan�
as de unidades. �E pois importante,em 
ada 
aso, fazer uma redu�
~ao dimensional das equa�
~oes, reduzindo algunsdestes parâmetros a valores �xos, mediante es
olha apropriada de unidades.Deste modo 
onseguimos identi�
ar os parâmetros adimensionais (
om valorindependente das unidades) que de fa
to determinam a natureza dos movi-mentos, mesmo antes de ini
iarmos qualquer 
�al
ulo.Como exer
��
io de apli
a�
~ao deste pro
edimento re
ordemos a solu�
~ao doos
ilador harm�oni
o desenvolvida na se
�
~ao 3.2. Na altura pusemos k=m = 1e x(0) = 1. Deixamos ao leitor a tarefa de mostrar, que o movimento dequalquer os
ilador harm�oni
o de velo
idade ini
ial nula (quaisquer k=m ex(0)) pode ser reduzido a este mediante es
olha apropriada das es
alas detempo e distân
ia. Como dissemos na altura, a solu�
~ao obtida �e muito maisgeral do que pare
e �a primeira vista.�Orbitas abertas e �orbitas fe
hadasEm 
ada uma das �gs(3.6-3.9) mostram-se, no topo, os valores ini
iais daposi�
~ao e da velo
idade, o passo de integra�
~ao, dt assim 
omo a dura�
~ao deintegra�
~ao, Tmax = n�umero de passos� dt.As quatro �orbitas têm a mesma posi�
~ao ini
ial x0 = 1 e y0 = 0, e velo
i-dade vx0 = 0, variando apenas a velo
idade ini
ial vy0. Esta es
olha mere
eum 
oment�ario. Os valores de x0 e y0 n~ao têm qualquer signi�
ado espe-
ial. Como vimos atr�as o valor x0 = 1 pode representar qualquer distân
ia�a estrela, 
onsiderada na origem de 
oordenadas. Os eixos podem ser es-
olhidos de modo que um qualquer ponto da �orbita esteja sobre o eixo dosxx. Assim n~ao h�a qualquer perda de generalidade na es
olha da posi�
~ao ini-
ial. A velo
idade �e es
olhida de modo a ser perpendi
ular ao raio ve
tor daposi�
~ao ini
ial. Qualquer �orbita ter�a um ponto em que a distân
ia �a estrela�e m��nima. Se for uma �orbita limitada ter�a tamb�em um ponto de distân
iam�axima. Nesses pontos extremos a velo
idade �e perpendi
ular ao raio ve
torde posi�
~ao. A 
omponente da velo
idade na dire
�
~ao radial �e dada porvr = drdt (3.111)Logo num extremo de r(t) (m�aximo ou m��nimo) vr = 0. Deste modo anossa es
olha de 
ondi�
~oes ini
iais 
oresponde a 
al
ular 
ada �orbita a partirdo seu ponto de distân
ia m��nima (ou eventualmente m�axima) e de novo
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a qualquer perda de generalidade. Podemos 
ara
terizar todas as�orbitas poss��veis variando apenas um parâmetro vy0.A �orbita da �g.(3.6) �e 
ir
ular. Vimos atr�as que se trata de uma �orbitaposs��vel desde que a velo
idade seja dada pela eq.(3.109)v2
 = GMr (3.112)O per��odo desta �orbita �e T = 2�r=v
. Nas nossas unidades a �orbita 
omr = 1 tem T = 1, isto �e v
 = 2�. A �orbita da �g.(3.7) tem velo
idade ini
ialinferior a v
 e as das �gs.(3.8) e (3.9) superiores.As primeiras três �orbitas s~ao fe
hadas. Mas a �orbita da �g.(3.9) pare
etender assimpt�oti
amente para uma linha re
ta (note-se a diferen�
a das es-
ala x e y relativamente aos 
asos em que as �orbitas s~ao fe
hadas).A diferen�
a entre �orbitas abertas e fe
hadas, �e fa
ilmente 
ompreendidatendo em aten�
~ao a energia total do 
orpo que orbita no 
ampo grav��ti
o daestrela.A integra�
~ao num�eri
a d�a os valores de vx e vy em 
ada instante, oque permite 
al
ular a energia 
in�eti
a, por unidade de massa do 
orpo queorbita, E
m = 12v2 = 12(v2x + v2y) (3.113)Por outro lado a energia poten
ial do planeta no 
ampo grav��ti
o da estrelaobt�em-se por analogia 
om o 
aso da intera�
~ao� de Coulomb, que tratamosno Cap��tulo 2. Para uma for�
a de Coulomb atra
tivaFC = �k jqjjq0jr2 (3.114)obtivemos UC(r) = �k jqjjq0jr (3.115)
om (U(r !1)! 0). Com uma for�
a grav��ti
aFG = �GMmr2 (3.116)obtemos, 
om a substitui�
~ao kjqjjq0j ! GMm0UG(r) = �GMmr (3.117)o que d�a para a energia totalE = 12mv2 �GMmr (3.118)= 12m(v2x + v2y)�GMmr (3.119)



70 CAP��TULO 3. MODELOS DETERMIN��STICOSEsta grandeza �e uma 
onstante de movimento, isto �e n~ao varia ao longo da�orbita. Nas unidades que estamos a usarEm = 12(v2 � 4�2 1r ) (3.120)Nas �gs.(3.6-3.9) representam-se tamb�em as energias 
in�eti
a, poten
ial e asoma das duas, por unidade de massa do planeta, em fun�
~ao do tempo, para
ada uma das �orbitas em an�alise. Podemos veri�
ar que:i) a energia total �e 
onstante;ii) as �orbitas fe
hadas têm energia total negativa;iii) a �orbita da �g.(3.9) tem energia total positiva;Como a energia total �e 
onstante ela �e �xada pelas 
ondi�
~oes ini
iais (nonosso 
aso por vy0 ). A energia 
in�eti
a nun
a �e negativa. A energia poten
ialn~ao pode em 
aso algum ser superior �a energia total E:EP � E (E
 � 0): (3.121)A igualdade veri�
a-se se a velo
idade do planeta for nula. Se E < 0 istosigni�
a que �GMmr � �jEj (3.122)o que impli
a r � GMmjEj (3.123)Uma �orbita de energia negativa est�a 
ontida, ne
essariamente, numa es-fera �a volta da estrela, de raio GMm=jEj. �E uma �orbita limitada. �Ene
ess�ario forne
er energia ao sistema estrela-planeta, para que este se possaafastar in�nitamente da estrela. �E um estado ligado. Os estados de en-ergia positiva n~ao s~ao ligados. Se pudessemos 
ontinuar a integra�
~ao no
aso da �g.(3.9) ver��amos a energia poten
ial a aproximar-se de zero quandor ! 1, enquanto a energia 
in�eti
a tenderia para o valor da energia total.Assimpt�oti
amente o movimento do planeta seria re
til��neo e uniforme. Afor�
a que sobre ele a
tua de
ai 
omo 1=r2.O valor da velo
idade ini
ial que separa as �orbitas abertas e fe
hadas �efa
ilmente 
al
ulado a partir da 
ondi�
~ao de anulamento da energia12mv20 �GMmr0 = 0 (3.124)v20 = 2GMmr0 = 2v2
 (3.125)
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 �e a velo
idade da �orbita 
ir
ular de raio r0. Com as nossasunidades v0 = p2v
 = p22� = 8:89 (3.126)Na �g.(3.11) representamos uma �orbita exa
tamente 
om este valor de ve-lo
idade ini
ial. Na se
�
~ao seguinte 
on
entramo-nos nas �orbitas fe
hadas,pela importân
ia que têm no Sistema Solar.
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Figura 3.11: Uma �orbita de energia nula.



�ORBITAS PLANET�ARIAS 73Leis de KeplerAs �orbitas dos planetas do sistem solar 
orrespondem a estados ligados. Combase nas observa�
~oes minu
iosas do astr�onomo dinamarquês Ty
ho Brahe,Kepler formulou as suas famosas leis de que re
ordamos as duas primeiras.� As �orbitas dos planetas s~ao elipses e o Sol o
upa um dos fo
os.� (Lei das �areas) As �areas varridas pelo ve
tor de posi�
~ao de um planeta,em tempos iguais, s~ao iguais (origem Sol).Newton provou, analiti
amente, que estas leis, obtidas empiri
amente,eram 
onsequên
ia das suas leis de movimento. Poderemos veri�
ar o mesmonum�eri
amente. No apêndi
e A re
ordam-se algumas de�ni�
~oes relativas aelipses. De a
ordo 
om a primeira lei um dos fo
os deve ser a origem de
oordenadas, onde est�a a estrela. Como j�a referimos, o ponto ini
ial deintegra�
~ao x = 1 y = 0, 
omo tem vr = 0, �e um ponto de distân
ia m�aximaou m��nima da origem. Logo �e um ponto sobre o eixo maior da elipse. Osegundo fo
o estar�a sobre o eixo xx a uma distân
ia 2ea da origem, em quee �e a ex
entri
idade e a o semieixo maior da elipse. O semieixo maior daelipse (se a �orbita for uma elipse) ser�a dado dado por2a = xmax � xmin (3.127)Como temos um lista de 
oordenadas x n~ao �e dif��
il en
ontrar o valor m��nimo(xmax = 1, por 
onstru�
~ao ) e obter aa = 12(xmax � xmin) = 12(1� xmin) (3.128)A distân
ia do ponto ini
ial de integra�
~ao �a origem (sempre 1) permite 
al-
ular a ex
entri
idade, pois xmax = (1� e)a (3.129)
onforme o ponto ini
ial �e o af�elio (afastamento m�aximo) ou peri�elio (afas-tamento m��nimo).Em qualquer 
aso e = jxmaxa � 1j = j1a � 1j (3.130)O 
entro da elipse tem 
oordenada x dada por (xmax + xmin)=2. O se-gundo fo
o o
upa relativamente a este ponto a posi�
~ao sim�etri
a do primeiro(origem das 
oordenadas) e portanto tem 
oordenada xf dada por xmax +xmin. Na �g.(3.12) representa-se mais uma �orbita 
om a indi
a�
~ao da ex-
entri
idade e semi-eixo maior 
al
ulados por este pro
esso.
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Figura 3.12: As prin
ipais 
ara
ter��sti
as desta �orbita, energia, �area varridapor unidade de tempo, ex
entri
idade, per��odo, foram 
al
uladas do modoindi
ado no texto.



�ORBITAS PLANET�ARIAS 75Sabendo a posi�
~ao do segundo fo
o podemos 
al
ular a soma d+ d0 para
ada ponto da �orbita.d+ d0 = qx2 + y2 +q(x� xf )2 + y2 (3.131)Naturalmente esta determina�
~ao de parâmetros �e aproximada. A �orbita �e
onstru��da a partir do 
�al
ulo de um n�umero dis
reto de posi�
~oes e, em geral,o instante em que a �orbita volta a 
ruzar o eixo dos xx poder�a n~ao estarentre os instantes 
al
ulados. Este erro pode ser 
ontrolado variando o passode integra�
~ao dt.Seja A(T ) a �area varrida pelo raio ve
tor do planeta a partir de um dadoinstante t = 0. A �area varrida entre t e t+�t �e �A � A(t+�t)�A(t). Asegunda lei de Kepler, a�rma que a intervalos �t iguais 
orrespondem �Aiguais. Isto quer dizer que a �area varrida por unidade de tempo, �A=�t�e a mesma para qualquer intervalo �t. Por outras palavras, A velo
idadede varrimento de �area dA(t)=dt = lim�t!0�A=�t n~ao varia ao longo da�orbita. Trata-se de uma segunda lei de 
onserva�
~ao a juntar �a da energia.Num intervalo de tempo �t muito 
urto a �area varrida pelo raio ve
tor deposi�
~ao �e a do triângulo 
ujos lados s~ao r(t), �r = r(t+�t)�r(t) e r(t+�t).Mas esta �area �e metade da �area do paralelogramo de�nido por r(t) e �r.Usando o resultado do apêndi
e B�A = 12(x�y � y�x) (3.132)No limite �t! 0 �x = vx�t; �y = vy�t; (3.133)ou seja dAdt = 12(x(t)vy(t)� y(t)vx(t)) (3.134)O segundo membro pode ser 
al
ulado a partir da listagem dos valores de re v ao longo do tempo. A segunda lei de Kepler a�rmadAdt = 
onstante: (3.135)Nas �g.(3.13) mostram-se gr�a�
os da soma das distân
ias aos fo
os, e da�area varrida por unidade de tempo, para uma �orbita fe
hada. Como era deesperar num 
�al
ulo aproximado n~ao se veri�
a exa
tamente a 
onstân
iadestas duas grandezas. No entanto um olhar atento �as es
alas mostramque as respe
tivas varia�
~oes per
entuais s~ao, de fa
to, muito pequenas. Napr�ati
a, a existên
ia de leis de 
onserva�
~ao serve muitas vezes para aferir aqualidade dos m�etodos num�eri
os. �E 
urioso notar que as maiores varia�
~oes



76 CAP��TULO 3. MODELOS DETERMIN��STICOSde dA=dt o
orrem quando o planeta passa mais pr�oximo da estrela. Nesteproblema, 
omo vimos, n~ao existe uma es
ala de tempo intr��nse
a. Mas dadauma distân
ia r temos uma es
ala de tempo asso
iada, T � p4�2r3=GM .Quanto mais pequeno for r mais pequeno ser�a T . Deste modo para mantera mesma qualidade de aproxima�
~ao o passo de integra�
~ao deveria ser menorquando o planeta passa mais pr�oximo da estrela.A lei das �areas foi utilizada para 
al
ular o per��odo das �orbitas. ComodA=dt �e 
onstante a �area varrida entre 0 e t, A(t) = (dA=dt)t. Para umper��odo, a �area varrida deve ser a �area da elipse, S = �ab, logo T =S=(dA=dt). Os parâmetros geom�etri
os da �orbita foram determinados pelopro
esso a
ima referido e �e poss��vel para 
ada �orbita 
al
ular o per��odo.T , assim 
omo e e o semieixo maior a, 
res
em quando a velo
idadeini
ial se aproxima da velo
idade limite das �orbitas fe
hadas. Os 
ometass~ao 
orpos 
om �orbitas muito ex
êntri
as. O seu peri�elio (1 � e)a pode serv�arias vezes inferior ao af�elio (1 + e)a pois a ex
entri
idade das respe
tivas�orbitas �e pr�oxima de 1. Na �g.(3.14) mostra-se uma �orbita deste tipo.Colis~oes e �orbitas abertasNa �g.(3.15) representa-se uma �orbita aberta, ini
iada a uma distân
ia daestrela muito superior ao valor da distân
ia m��nima. A �orbita �e quase re
-til��nea, no in��
io e novamente depois de o planeta se voltar a afastar daestrela. No limite em que r ! 1 o movimento dever�a ser uniforme poisa for�
a grav��ti
a tende para zero. Por 
onserva�
~ao de energia a velo
idade�nal dever�a ser igual �a ini
ial, pois para r !1 a energia poten
ial �e nula etoda a energia �e 
in�eti
a. O efeito da atra
�
~ao grav��ti
a da estrela �e desviar adire
�
~ao de movimento do planeta. Estas �orbitas foram en
ontradas, noutro
ontexto, a prop�osito da experiên
ia de Rutherford. A for�
a entre part��
ulas� e os n�u
leos de ouro �e semelhante, na forma, �a for�
a grav��ti
a, (for�
a 
entralde
aindo 
om 1=r2) embora seja, nesse 
aso, repulsiva. O movimento ini
ialdas part��
ulas � �e re
til��neo. Quando se aproximam dos n�u
leos de ouro s~aode
e
tidas pela for�
a de Coulomb. Como a energia total �e positiva voltama afastar-se a
abando por ter um movimento re
til��neo. Um parâmetro im-portante nestas 
ir
unstân
ias �e o ângulo de desvio. Na �g.(3.16) mostra-seo ângulo que a velo
idade faz 
om o eixo dos xx para a �orbita da �g.(3.15).Estas �orbitas podem ser 
ara
terizadas pela energia e pelo parâmetro deimpa
to, a distân
ia entre a dire
�
~ao ini
ial da velo
idade (ass��mptota da�orbita) e a estrela. No 
aso da experiên
ia de Rutherford as part��
ulas� têm aproxidamente a mesma energia. Mas, 
omo o feixe de part��
ulastem uma se
�
~ao re
ta de dimens~oes ma
ros
�opi
as, existe uma distribui�
~aode parâmetros de impa
to que se traduz numa distribui�
~ao de ângulos dedesvio. Os m�etodos aqui apresentados podem ser usados para reproduzirnumeri
amente os 
�al
ulos de Geiger e Marsden, relativos �a distribui�
~ao de
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Figura 3.13: As varia�
~oes da �area varrida por unidade de tempo e da somadas distân
ias aos dois fo
os s~ao inferiores a 1%.
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Figura 3.14: Uma �orbita muito ex
êntri
a, quase aberta.



�ORBITAS PLANET�ARIAS 79ângulos de desvio das part��
ulas �, referidos no 
ap��tulo 2 e que vieram
on�rmar a interpreta�
~ao de Rutherford.
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Figura 3.15: Uma �orbita aberta. Nos limites t ! �1 o planeta tem movi-mento uniforme.
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Figura 3.16: O ângulo da velo
idade 
om o eixo dos xx para a �orbita da�gura anterior.As leis de 
onserva�
~ao e 
ara
ter��sti
as das �orbitasH�a v�arios resultados importantes que podem ser obtidos sem o 
�al
ulo 
om-pleto das �orbitas, se usarmos as leis de 
onserva�
~ao, que veri�
�amos nume-ri
amente. Como exemplo vamos 
onsiderar a ex
entri
idade e o per��odode uma �orbita fe
hada �a medida que a velo
idade no peri�elio se aproximada velo
idade 
orrespondente a uma �orbita aberta. Outros exemplos s~ao
onsiderados nos problemas que a
ompanham estas notas.Atentemos primeiro nas seguintes rela�
~oesE=m = 12v2p �GM 1rp (3.136)� � dAdt = 12vprp (3.137)em que E �e a energia e vp e rp s~ao a velo
idade e a distân
ia �a estrela noperi�elio. Note-se que neste ponto a velo
idade �e perpendi
ular ao raio ve
tore da�� a segunda igualdade (
.f. eq.(3.134)). A grandezas do primeiro membros~ao 
onstantes de movimento. Logo no ponto de afastamento m�aximo, oaf�elio, temos tamb�em E=m = 12v2a �GM 1ra (3.138)� = 12vara (3.139)Ou seja 12v2a �GM 1ra = 12v2p �GM 1rp (3.140)vara = vprp (3.141)



82 CAP��TULO 3. MODELOS DETERMIN��STICOSEstas duas equa�
~oes permitem determinar va e ra em termos de vp e rp.Como ra=rp = (1+ e)=(1� e) podemos obter, em prin
��pio, a ex
entri
idadeem termos de rp e vp. Eis uma maneira expedita de o fazerva = vp rpra (3.142)12v2a � 12v2p = �GMrp �1� rpra� (3.143)Subsituindo a primeira equa�
~ao na segunda obt�em-se12v2p  r2pr2a � 1! = �GMrp �1� rpra� (3.144)ou seja v2p = GMrp (1 + e) (3.145)Se designarmos por v
 � GM=rp a velo
idade de uma �orbita 
ir
ular de raiorp podemos es
rever este resultado de um modo sugestivoe = v2pv2
 � 1 (3.146)A ex
entri
idade �e nula para para vp = v
 
omo seria de esperar. Quandovp ! p2v
 a ex
entri
idade e ! 1 (note-se que por de�ni�
~ao, a velo
idadeno peri�elio �e sempre superior �a velo
idade de uma �orbita 
ir
ular de raio rp).Como estamos a manter rp �xo o semi-eixo maior da elipse a = rp=(1 � e)diverge neste limite, que, 
omo vimos atr�as, separa as �orbitas fe
hadas dasabertas (a energia total �e nula neste limite, ver eq.(3.126)).O per��odo pode ser obtido da rela�
~ao atr�as referida T = S=(dA=dt) emque S = �ab = �a2p1� e2 �e a �area da elipse. Usando a eq.(3.145) e osresultados do Apêndi
e A podemos obter a ter
eira lei de Kepler, na suaforma geral, para �orbitas el��pti
asT 2 = 4�2 a4(1� e2)v2pr2p = 4�2GM a3 (3.147)Note-se que T !1 quando vp tende para a velo
idade limite de uma �orbitafe
hada. Estes resultados e outros semelhantes s~ao explorados nos proble-mas.Leituras Re
omendadas� Feynman Le
tures on Physi
s, Feynman Leighton & Sands, vol I, 
aps.8 e 9. Se s�o puder adquirir uma obra de F��si
a, 
ompre esta. Os trêsvolumes das li�
~oes de Feynman, 
onstituem a mais fas
inante obraintrodut�oria de F��si
a que 
onhe�
o.
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Cap��tulo 4Modelos Probabil��sti
osImprevisibilidade e ProbabilidadeTemos vindo a dis
utir problemas em que a evolu�
~ao dos sistemas �e deter-min��sti
a. Por outras palavras, �e poss��vel 
ara
terizar num dado instante oestado do sistema de tal modo que os estados posteriores (ou anteriores) s~aounivo
amente determinados. Vamos agora 
onsiderar problemas em que apossibilidade de 
al
ular uma evolu�
~ao bem determinada nos es
apa. N~aonos preo
uparemos demasiado 
om a raz~ao de ser dessa impossibilidade. Oobje
tivo fundamental ser�a, n~ao s�o des
ortinar um pou
o dos m�etodos dean�alise apropriados a estas quest~oes, mas sobretudo aprender a formular asperguntas relevantes.Consideremos um g�as 
on�nado a um re
ipiente. Suponhamos que numdado instante 
onhe
emos a posi�
~ao e velo
idade de uma das mol�e
ulas.Ap�os um 
erto tempo poderemos saber onde ela se en
ontra? Poderemossequer saber se ela se en
ontra na metade esquerda ou direita do re
ipi-ente? Naturalmente a traje
t�oria da mol�e
ula �e determinada pelas leis deNewton. Mas a nossa espe
i�
a�
~ao do estado ini
ial �e grosseiramente in
om-pleta. Ter��amos que 
onhe
er tamb�em as posi�
~oes e velo
idades de todas asoutras mol�e
ulas que poderiam vir a 
olidir 
om a que estamos a 
onside-rar. As for�
as sobre a mol�e
ula em 
ausa dependem das posi�
~oes das suasvizinhas e temos que as 
onhe
er para 
al
ular o movimento dela. Masas posi�
~oes das vizinhas variam de um modo que depende das posi�
~oes deoutras mol�e
ulas. Por outras palavras, n~ao �e poss��vel, sequer, 
ontemplar o
�al
ulo do movimento de uma mol�e
ula sem 
al
ular o de todas. Mas mesmoque possu��ssemos a prodigiosa 
apa
idade de 
�al
ulo para um sistema deequa�
~oes de evolu�
~ao para 6N vari�aveis, 3 de posi�
~ao e 3 de velo
idade paraN mol�e
ulas (
om N � 1023) o nosso problema n~ao �
aria resolvido. �E queum tal sistema �e 
om toda a 
erteza 
a�oti
o, isto �e, sens��vel �as 
ondi�
~oesini
iais. Qualquer pequena in
erteza nos valores ini
iais da posi�
~ao e da85
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idade (note-se que para que a in
erteza seja \nula" numa 
oordenadapre
is�avamos de espe
i�
ar uma sequên
ia in�nita de d��gitos) ser�a rapida-mente ampli�
ada. Todo o jogador (ou jogadora) de bilhar sabe que a menorimpre
is~ao na ta
ada pode signi�
ar a diferen�
a entre duas bolas 
olidiremou n~ao e 
onduzir a um estado �nal totalmente diferente. Assim no nossosistema ap�os um tempo muito 
urto o nosso poder de previs~ao estaria 
om-pletamente perdido.Imaginemos a seguinte experiên
ia 
on
eptual. Colo
amos uma deter-minada mol�e
ula no 
entro da metade direita do re
ipiente. Preparamoso estado ini
ial do g�as t~ao pormenorizadamente quanto poss��vel. Depois,esperamos um tempo su�
iente para que a mol�e
ula possa atravessar o re-
ipiente v�arias vezes e veri�
amos se a mol�e
ula se en
ontra do lado direitoou esquerdo. A nossa 
apa
idade de previs~ao do resultado desta experiên
iaseria nula. Com efeito se a repetirmos, sempre 
om a mesma 
ondi�
~ao ini-
ial, pelo menos tanto quanto podemos dizer, obteremos resultados vari�aveis,sem qualquer padr~ao, aleat�orios. N~ao teremos mais su
esso em prever de quelado se en
ontra a mol�e
ula do que em prever se o lan�
amento de uma moedavai dar 
ara ou 
oroa.Mas, e esta �e a quest~ao fundamental, a quem importa saber a traje
t�oriade uma �uni
a mol�e
ula de um g�as? Que observa�
~ao f��si
a que possamosfazer sobre um g�as tem um resultado dependente da traje
t�oria de uma s�opart��
ula? Quais s~ao ent~ao as quest~oes relevantes?O valor de qualquer grandeza que possamos medir relativa a um g�as ser�ao resultado do 
omportamento de um grande n�umero de mol�e
ulas. Porexemplo, a massa de g�as que num dado instante se en
ontra na metadedireita do re
ipiente poderia ser medida isolando-a da outra metade poruma parti�
~ao e pesando-a. As mol�e
ulas de um g�as dilu��do, 
omo veremosmais �a frente, s~ao razo�avelmente independentes. Assim, a quest~ao n~ao �eonde se en
ontra uma dada mol�e
ula, mas sim quantas se en
ontram numadada por�
~ao do re
ipiente. Se as mol�e
ulas s~ao independentes, isto �e 
omoperguntar, num grande n�umero de lan�
amentos de uma moeda, quantasvezes sai 
ara. O fa
to de nada podermos prever num �uni
o lan�
amentosigni�
a (entre outras 
oisas) que temos uma expe
tativa de�nida para oque deve a
onte
er em muitos, nomeadamente devemos ter aproxidamentetantas 
aras 
omo 
oroas. No 
aso do g�as teremos tamb�em expe
tativasde�nidas quanto ao n�umero de mol�e
ulas que en
ontraremos numa dadaparte do re
ipiente. No que se segue exploraremos em mais detalhe estaideia, tentaremos pre
is�a-la em alguns aspe
tos, pois ela est�a na base dasa�rma�
~oes e previs~oes positivas que podemos fazer relativamente a modelosprobabil��sti
os. Mas antes disso 
onsideremos outro exemplo.Dois n�u
leos radioa
tivos, tanto quanto podemos dizer absolutamenteidênti
os, n~ao de
aem, no entanto, ao mesmo tempo. Por exemplo 
on-



O PASSEIO ALEAT �ORIO (RANDOM WALK) 87sideremos o is�otopo de azoto 13N . Tomemos um n�u
leo e esperemos 10minutos. Prever se ele de
aiu, ao �m deste tempo, emitindo um positr~ao etransformando-se em 13C, �e uma experiên
ia do tipo moeda ao ar. Temostanta possibilidade de a
ertar 
omo de prever se uma moeda vai dar 
araou 
oroa. E repare-se que neste 
aso, a 
iên
ia refere-se a dois n�u
leos destetipo 
omo indistingu��veis; o a
aso �e parte essen
ial deste fen�omeno. De novo,sobre o que a
onte
e a um n�u
leo, a nossa ignorân
ia �e 
ompleta. Mas aomedir a radioa
tividade de uma amostra n~ao trabalhamos 
om um n�u
leo de
ada vez. Se 
onsegu��ssemos 13 g deste is�otopo, ter��amos 6 � 1023 n�u
leos.O seus de
a��mentos s~ao 
ompletamente independentes uns dos outros e, porisso, perguntar quantos n�u
leos de
aem ao �m de 10 minutos �e semelhantea perguntar quantas vezes sai 
ara se lan�
armos a moeda 6� 1023 vezes. Eneste 
aso temos uma expe
tativa de�nida de que devemos obter 
er
a demetade das vezes 
aras. Isto �e, deveremos ter aproximadamente metade dosn�u
leos a de
air. Dizemos aproxidamente porque, se se trata realmente deum pro
esso aleat�orio, o n�umero de de
a��mentos ser�a vari�avel. Os n�u
leossobreviventes aos �m de 9 minutos n~ao tem possibilidade de saber quantosde
a��ram nesse intervalo, para poderem perfazer 
onta 
erta. Uma das 
oisasque vamos fazer neste 
ap��tulo �e tentar quanti�
ar esta varia�
~ao.O passeio aleat�orio (Random Walk)Modelo para a Difus~aoUma part��
ula num g�as tem um movimento muito irregular mar
ado pelassu
essivas 
olis~oes 
om outras mol�e
ulas. A sua dire
�
~ao de movimento ap�os
ada 
olis~ao pode ser 
onsiderada 
omo aleat�oria. A distân
ia entre 
olis~oestamb�em varia de modo imprevis��vel. O movimento pode ser 
onsiderado
omo uma sequên
ia de passos de tamanho e dire
�
~oes aleat�orias. O passeioaleat�orio �e um modelo extremamente simpli�
ado deste pro
esso. Primeirotemos a quest~ao do tamanho dos passos. No 
aso da difus~ao o tamanhovariar�a de a
ordo 
om uma determinada distribui�
~ao. Iremos supor que
ada passo tem um tamanho �xo. Al�em disso o intervalo de tempo quedura 
ada deslo
amento �e vari�avel. Imaginaremos um intervalo 
onstante;podemos ent~ao medir o tempo atrav�es do n�umero de passos. Numa situa�
~aorealista a dire
�
~ao de deslo
amento variar�a 
ontinuamente no espa�
o. Su-poremos que a part��
ula se deslo
a ao longo dos eixos 
oordenados. Estahip�otese e a anterior 
orrespondem a dizer que as �uni
as posi�
~oes poss��veiss~ao as de uma rede 
ristalina 
�ubi
a. Ser�a um modelo realista para o movi-mento de um defeito pontual (um �atomo de tipo diferente, um vazio) numarede. Mas mesmo 
om todas estas simpli�
a�
~oes h�a um aspe
to do fen�omenoque �e preservado neste modelo: o 
ar�a
ter aleat�orio de 
ada deslo
amento,
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Figura 4.1: uma simula�
~ao de um passeio aleat�orio de 5000 passos numarede triangular.
independente dos anteriores. Finalmente, limitamos os deslo
amentos ape-nas a um eixo. Esta �ultima simpli�
a�
~ao n~ao �e t~ao importante quanto possapare
er. Estudando o movimento ao longo de uma linha podemos aprendermuito sobre o movimento numa rede quadrada ou 
�ubi
a. Assim, por ex-emplo, se uma part��
ula se deslo
ar entre os pontos de uma rede quadrada(lado 1), em 
ada instante a sua 
oordenada x ter�a uma 
erta probabili-dade de aumentar de 1 unidade, uma 
erta probabilidade de diminuir de 1unidade e �nalmente uma 
erta probabilidade de �
ar igual, se o deslo
a-mento for ao longo do eixo dos yy. Uma part��
ula que se deslo
a numa redequadrada realiza passeios aleat�orios unidimensionais nas 
oordenadas x e y;estas variam exa
tamente 
omo em passeios aleat�orios numa linha, general-izados para situa�
~oes em que se admite que o deslo
amento num passo podeter tamb�em o valor 0 al�em de +1 e �1. Nas p�aginas que se seguem vamosfazer uma breve introdu�
~ao a alguns 
on
eitos de teoria de probabilidades.F�a-lo-emos numa perspe
tiva eminentemente pr�ati
a, e ilustraremos os 
on-
eitos, �a medida que forem sendo introduzidos, 
om o modelo do passeioaleat�orio.
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o de A
onte
imentos. ProbabilidadesAo pensar num pro
esso aleat�orio temos em mente uma experiên
ia, quepode ser repetida, e 
ujo resultado �e vari�avel. Representaremos esta situa�
~aointroduzindo um 
onjunto U = fe1; e2; : : : ; eMg, 
ujos elementos 
orrespon-dem aos a
onte
imentos poss��veis. Um passo de um passeio aleat�orio tem umde dois resultados poss��veis, passo para a direita e para a esquerda que 
or-responder�a a U = fd; eg. Se repetirmos a experiên
ia N vezes a frequên
iarelativa do a
onte
imento ei �e fi = Ni=N em que Ni �e o n�umero de vezesque o
orreu ei. Trata-se, 
omo �e �obvio, de uma grandeza tamb�em aleat�oria.Em duas sequên
ias de N experiên
ias os valores de Ni ser~ao em geral difer-entes. Na �g.(4.2) mostram-se 5 passeios de vinte passos. Pela varia�
~ao da
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Figura 4.2: 
in
o passeios de vinte pas-sos. O n�umero de passos em 
ada sen-tido �e vari�avel.

posi�
~ao �nal, vê-se que o n�umero de passos d (nos gr�a�
os s~ao deslo
amentosno sentido positivo do eixo x) �e vari�avel. Mas, por outro lado, temos umaexpe
tativa de�nida para o valor destas frequên
ias relativas, pelo menos nolimite em que N �e grande. Esperamos que duas sequên
ias de N grandetenham valores de fi pr�oximos. Traduziremos esta expe
tativa asso
iandoa 
ada a
onte
imento ei 2 U uma probabilidade pi. No limite em que on�umero de repeti�
~oes, N �e grande as frequên
ias fi devem ser pr�oximas depi. Dado este signi�
ado de pi, deveremos exigir as seguintes propriedades:pi � 0 para todo ei 2 U (4.1)MXi=1 pi = 1 (4.2)As frequên
ia relativas s~ao n~ao negativas, fi � 0. Como estamos a inter-pretar as probabilidades pi 
omo valores esperados de fi devemos exigir amesma propriedade. Por outro lado, �e �obvio que se U in
lui todos os resul-tados poss��veis de uma dada experiên
ia, PMi=1 fi = (N1+ : : :+NM )=N = 1.A soma das frequên
ias relativas �e sempre 1 e portanto devemos exigir omesmo para a soma das probabilidades.Cada um dos passeios da �g.(4.2) pode ser visto 
omo o resultado deuma experiên
ia. Podemos asso
iar a um passeio de N passos um 
onjuntode a
onte
imentos U . Por exemplo para N = 3 os seus elementos seriame1 = (d; d; d); e2 = (d; d; e)e3 = (d; e; d); e4 = (e; d; d)e5 = (d; e; e); e6 = (e; d; e)e7 = (e; e; d); e8 = (e; e; e) (4.3)Para um passeio de N passos teremos 2� 2� : : : = 2N resultados (passeios)poss��veis, uma vez que h�a duas possibilidades para 
ada passo. A partir



90 CAP��TULO 4. MODELOS PROBABIL��STICOSdas probabilidades asso
iadas a 
ada elemento de U podemos de�nir prob-abilidades para qualquer sub
onjunto de U . Uma pergunta poss��vel, porexemplo, �e qual �e a frequên
ia 
om que os dois primeiros passos s~ao iguais.No 
aso de L passeios 
om N = 3 ter��amosf = N1 +N2 +N7 +N8L = f1 + f2 + f7 + f8 (4.4)o que nos leva a atribuir ao 
onjunto fe1; e2; e7; e8g a probabilidade p =p1+ p2+ p7+ p8. A 
ada sub
onjunto S � U asso
iamos uma probabilidadep(S) = Xei2S pi (4.5)Do ponto de vista matem�ati
o a interpreta�
~ao das probabilidades �e total-mente irrelevante. Em teoria matem�ati
a de probabilidades de�ne-se umaestrutura 
onstitu��da por um 
onjunto de a
onte
imentos U no qual est�ade�nida uma apli
a�
~ao nos n�umeros reais, 
om propriedades que s~ao umavers~ao mais so�sti
ada das eqs.(4.1), (4.2) e (4.5), apli
�aveis a espa�
os in�ni-tos e 
ont��nuos. No entanto a raz~ao de ser do interesse desta estrutura, e daes
olha das suas propriedades fundamentais, �e determinada pelas situa�
~oesreais a que pode ser apli
ada, em parti
ular pela interpreta�
~ao de proba-bilidades 
omo valores esperados de frequên
ias relativas. As propriedadesb�asi
as de probabilidades (na situa�
~ao muito simpli�
ada de um espa�
o dea
onte
imentos dis
reto e �nito) s~ao as destas equa�
~oes. Juntamos apenasduas 
onven�
~oes de nomen
latura, 
uja raz~ao de ser �e mais que 
lara. A uma
onte
imento (que pode agora ser entendido 
omo qualquer sub
onjunto deU) 
om probabilidade nula 
hamamos imposs��vel; se a probabilidade for 1 oa
onte
imento �e 
erto.A
onte
imentos IndependentesO 
onjunto de a
onte
imentos da eq.(4.3) pretende representar uma sequên
iade três experiên
ias idênti
as e independentes. Isto signi�
a que as proba-bilidades p1; : : : ; p8 devem estar rela
ionadas 
om as frequên
ias esperadaspara um passo. Para simpli�
ar a nota�
~ao 
onsideremos apenas dois passos:e1 = (d; d) e2 = (d; e)e3 = (e; d) e4 = (e; e) (4.6)Designemos por p a probabilidade de um passo ser d e por q = (1� p) a deser e. Pare
e natural es
rever, simplesmente,p1 = p2 (4.7)p2 = p3 = pq (4.8)p4 = q2 (4.9)
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�
~ao p de 
aminhos 
om um primeiro passod. Destes, uma fra
�
~ao p ter�a um segundo passo d. Logo o valor esperado dafrequên
ia de e1 ser�a p2. De modo idênti
o obter��amos as outras equa�
~oes.Mas vamos analisar isto do ponto de vista do espa�
o de a
onte
imentos
ujos elementos s~ao 
aminhos de dois passos, listados na eq.(4.6). Imag-inemos L repeti�
~oes de 2 passos. A frequên
ia relativa de dois passos �adireita pode ser es
rita, 
om nota�
~ao �obvia,f(d; d) � f1 = N(d; d)L (4.10)A frequên
ia 
om que o primeiro passo �e d �ef(qualquer; d) = N(d; d) +N(e; d)L (4.11)Note-se que, para ser 
onsistente 
om nota�
~oes 
onsagradas, os passos s~aolistados da direita para a esquerda ((d; e), �e um passo e, seguido de um d).As eqs.(4.10) e (4.11) podem 
ombinar-se 
omof(d; d) = N(d; d)N(d; d) +N(e; d) � N(d; d) +N(e; d)L (4.12)O valor esperado do segundo fa
tor do segundo membro �e p, a probabilidadede um passo ser para a direita. O primeiro fa
tor �e a frequên
ia relativa 
omque, nos 
aminhos em que o primeiro passo �e d, o segundo �e tamb�em d. Afrequên
ia 
om que o segundo passo �e d, sem 
ondi�
~oes, �e dada porf(d; qualquer) = N(d; d) +N(d; e)L (4.13)�obviamente diferente do primeiro fa
tor do segundo termo da eq.(4.12). Es-tas 
onsidera�
~oes levam-nos a introduzir a no�
~ao de probabilidade 
ondi-
ionada, p(djd), a probabilidade de o segundo passo ser d dado que o primeirotamb�em �e. Tendo em aten�
~ao a eq.(4.12) esta probabilidade �e de�nida pelaequa�
~ao p(d; d) � p(djd)� p(qualquer; d) = p(djd)� p (4.14)e 
orresponder�a ao valor esperado para a frequên
ia N(d; d)=(N(d; d) +N(e; d)).Podemos agora dar um signi�
ado pre
iso ao 
on
eito de independên
iade a
onte
imentos. A ideia que o segundo passo n~ao tem qualquer rela�
~ao
om o primeiro, signi�
a, n~ao apenas que a probabilidade de o segundo passoser d �e igual a p, mas tamb�em que o valor do primeiro n~ao têm infuên
ianas frequên
ias de o
orrên
ia do segundo. Isto �e que o valor esperado das



92 CAP��TULO 4. MODELOS PROBABIL��STICOSraz~oes: N(d; d)N(d; d) +N(e; d) (
aminhos em que o primeiro passo �e d)N(d; e)N(d; e) +N(e; e) (
aminhos em que o primeiro passo �e e)N(d; d) +N(d; e)L (todos os 
aminhos) (4.15)�e o mesmo, p. Por outras palavrasp(djd) = p(dje) = p (4.16)e, idênti
amente para um segundo passo e,p(ejd) = p(eje) = q = (1� p) (4.17)Quando estas 
ondi�
~oes s~ao veri�
adas dizemos que os passos s~ao indepen-dentes e obtemos p(d; d) = p2 (4.18)p(d; e) = p(e; d) = pq = p(1� p) (4.19)p(e; e) = q2 = (1� p)2 (4.20)
om uma generaliza�
~ao �obvia para qualquer n�umero de passos.Assim, por exemplo, a probabilidade de o
orrên
ia de um dado passeio� de N passos, em que Nd s~ao d (e N �Nd s~ao e) ser�ap(�) = pNdqN�Nd (4.21)Na situa�
~ao em que p = q = 12 esta probabilidade �e 1=2N , isto �e todos ospasseios tem a mesma probabilidade de o
orrên
ia. �E importante notar quea eq.(4.21) d�a a probabilidade de um passeio determinado e n~ao a proba-bilidade de o n�umero de passos de tipo d ser Nd. Para obter esta �ultimater��amos que somar a anterior sobre todos os passeios 
om Nd passos d.Vari�aveis aleat�oriasO deslo
amento de uma part��
ula ao �m de N passos de um passeio aleat�orio,XN , �e um exemplo de uma vari�avel aleat�oria. A 
ada um dos a
onte
imentosposs��veis (
ada 
aminho) 
orresponde um valor de XN . Por exemplo paraN = 3 temos (ver eq(4.3)) X3(e1) = 3 (4.22)X3(e2) = X3(e3) = X3(e4) = 1 (4.23)X3(e5) = X3(e6) = X3(e7) = �1 (4.24)X3(e8) = �3 (4.25)
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amento no primeiro passo �e outro exemplo de uma vari�avel aleat�oria,que podemos de�nir no mesmo espa�
o de a
onte
imentos:�1(e1) = �1(e2) = �1(e3) = �1(e5) = 1 (4.26)�1(e4) = �1(e6) = �1(e7) = �1(e8) = �1: (4.27)Com efeito, a vari�avel X3 pode ser es
rita 
omo uma soma X3 = �1+ �2+ �3usando a de�ni�
~ao 
orrente de soma de fun�
~oes 
om valores em R.Como estamos a 
onsiderar espa�
os de probabilidade dis
retos e �nitosas var��aveis aleat�orias tomam um 
onjunto de valores tamb�em dis
reto e�nito. Cada um destes valores 
orresponde a um dado sub
onjunto de U .Por exemplo o valor X3 = 1 
orresponde ao 
onjunto de a
onte
imentosS = fe2; e3; e4g. A 
ada valor de uma dada vari�avel aleat�oria podemosasso
iar uma probabilidade de o
orrên
ia. Por exemplo a probabilidade deX3 valer 1 seria p2 + p3 + p4. De um modo geral, para uma vari�avel � aprobabilidade de �, 
om valores �(ei) 2 fx1; x2; x3 : : : xpg, tomar o valor x�ser�a p�(x�) � Xfi:�(ei)=x�g pi (4.28)em que a soma in
lui apenas os a
onte
imentos ei tais que �(ei) = x� Estaequa�
~ao de�ne a distribui�
~ao de probabilidade de �, a fun�
~ao p�(x).Como exemplo vamos determinar a distribui�
~ao de probabilidade de XN .De a
ordo 
om a de�ni�
~aoPN (x) = Xf�:XN (�)=xg p(�) (4.29)em que a soma �e sobre todos os passeios � de N passos 
uja posi�
~ao �nal�e x 2 f�N; : : : ; Ng. A posi�
~ao �nal pode ser dada em termos do n�umerode passos Nd para a direita, x = Nd � Ne = 2Nd � N . A probabilidade
orrespondente �e p(�) = pNd(1 � p)N�Nd . Todos os termos da soma daeq.(4.29) tem o mesmo valor. Deste modoPN (x) = pNd(1� p)N�Nd �
N (Nd) (4.30)em que 
N (Nd) �e o n�umero de passeios de N passos 
om Nd para a direitasendo Nd = (x+N)=2. Este n�umero �e dado por
N (Nd) = N !(N �Nd)!Nd! (4.31)Eis um argumento que poder�a 
onven
er o leitor da validade desta f�ormula(ver �g.(4.3)). Representemos os N passos por N 
aixas vazias. Para es-pe
i�
ar um 
aminho 
om Nd passos d temos que pegar em Nd s��mbolos d e



94 CAP��TULO 4. MODELOS PROBABIL��STICOSd d d � � �Figura 4.3: para espe
i�
ar um 
aminho 
om Nd passos d num total de Ntemos que es
olher Nd 
aixas de um total de N .
olo
�a-los emNd dasN 
aixas. Como temosN es
olhas para a primeira 
aixaa preen
her, N � 1 para a segunda, et
, teremos N(N � 1)(N � 2) : : : (N �Nd + 1) possibilidades. Mas deste modo geramos 
ada passeio mais do queuma vez. De fa
to duas es
olhas 
orrespondentes ao mesmo 
onjunto de
aixas preen
hidas, es
olhidas numa ordem diferente, representam o mesmo
aminho. Cada 
aminho �e, pois, gerado Nd! vezes por este pro
esso. On�umero de 
aminhos distintos ser�a N(N � 1) : : : (N �Nd + 1)=Nd!, que �e aexpress~ao es
rita na eq.(4.30).Em resumoPN (x) = N !(N �Nd)!Nd!pNd(1� p)N�Nd ; Nd = 12(x+N) (4.32)Os valores de PN (x) para N = 100 est~ao representados na �g.(4.4) pela 
urva
ont��nua (note-se que P (x) = 0 se x for ��mpar). Sobrepostos a esta 
urvaest~ao os valores da frequên
ia relativa de o
orrên
ia de 
ada valor de XNnuma simula�
~ao em que foram gerados 1000 passeios de 100 passos. O valorde p utilizado foi de p = 0:7. Existe um pi
o pronun
iado junto a x � 30.Na se
�
~ao seguinte introduzimos 
on
eitos que permitem des
rever, su
inta-mente, 
ara
ter��sti
as salientes de distribui�
~oes de probabilidade 
omo esta,
om valores signi�
ativos numa regi~ao limitada.Valores m�edios. Variân
iasConsideremos a seguinte experiên
ia. Uma man
ha de 
orante �e inje
tadanum 
anal estreito 
om um 
uido em movimento. A man
ha deslo
a-see alarga-se. Cada part��
ula de 
orante tem um movimento err�ati
o quepodemos representar por um passeio aleat�orio, 
om algumas das simpli-�
a�
~oes referidas nos in��
io deste 
ap��tulo. O n�umero de passos representa otempo que de
orreu desde a inje
�
~ao. H�a, �obviamente, um grande n�umerode part��
ulas na man
ha. Cada part��
ula 
orresponde a uma realiza�
~aode um passeio aleat�orio e a fra
�
~ao de part��
ulas numa dada posi�
~ao �e afrequên
ia relativa de o
orrên
ia dessa posi�
~ao. Isto signi�
a que, a prob-abilidade PN (x) de o deslo
amento de uma part��
ula ser x ao �m de Npassos, deve ser pr�oxima da fra
�
~ao de part��
ulas que ao �m de N passostem posi�
~ao x. Por outras palavras a distribui�
~ao de probabilidade PN (x)�e a distribui�
~ao esperada de part��
ulas de 
orante no 
anal. Na �g(4.5)
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Figura 4.4: A distribui�
~ao de probabilidade da posi�
~ao ao �m de 100 passos.As barras 
orrespondem �as frequên
ias relativas obtidas numa simula�
~ao emque foram realizados 1000 passeios de 100 passos. Foi usado p = 0:7.mostra-se a evolu�
~ao desta distribui�
~ao em fun�
~ao do tempo (n�umero depassos). O valor ini
ial P0(x) �e nulo para todo o x 6= 0 sendo P0(0) = 1. Aevolu�
~ao pode ser obtida atrav�es do 
�al
ulo expl��
ito da f�ormula da eq.(4.32)ou re
ursivamente, seguindo o m�etodo do problema 44.Uma 
ara
teriza�
~ao 
ompleta da distribui�
~ao de massa do 
orante exige o
onhe
imento de PN (x). Por outro lado pare
e poss��vel de�nir uma posi�
~aom�edia e uma largura para esta distribui�
~ao . Suponhamos que 
ara
terizamosa posi�
~ao m�edia pelo 
entro de massa da man
ha de 
orante. Designando porn(x) o n�umero de part��
ulas 
om posi�
~ao x, (e M o n�umero total) ter��amosMX
m =Xx xn(x) (4.33)(tendo todas as part��
ulas a mesma massa, esta 
an
ela nos dois membrosdesta equa�
~ao), ou X
m =Xx xn(x)M (4.34)n(x)=M �e a frequên
ia relativa de o
orrên
ia de uma posi�
~ao x. O seu valoresperado �e, por de�ni�
~ao , PN (x). O valor esperado para a posi�
~ao do 
entrode massa ao �m de N passos �e, ent~ao< XN >=Xx xPN (x) (4.35)
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Figura 4.5: evolu�
~ao temporal (
om o n�umero de passos) da distribui�
~ao deprobabilidade da posi�
~ao de uma part��
ula que realiza um passeio aleat�orio
om p=0.7



O PASSEIO ALEAT �ORIO (RANDOM WALK) 97Isto 
onduz-nos �a de�ni�
~ao geral de valor m�edio, ou valor esperado, de umavari�avel aleat�oria � 
om distribui�
~ao de probabilidade P�(x)< � >�Xx xP�(x) (4.36)Note-se que esta de�ni�
~ao tamb�em pode ser expressa atrav�es de uma somasobre todos os elementos ei do espa�
o de a
onte
imentos U< � >= Xei2U �(ei)pi (4.37)N~ao �e dif��
il transformar esta equa�
~ao na anterior, se nos lembrarmos queP�(x) �e a soma dos pi's sobre todos os a
onte
imentos para os quais �(ei) = x.Esta no�
~ao de valor m�edio est�a tamb�em rela
ionada 
om a no�
~ao 
orrentede m�edia de um 
onjunto de valores. Supondo que h�a M part��
ulas de
orante a m�edia das suas posi�
~oes �ex = x1 + : : :+ xMM (4.38)Mas, �e 
laro que em vez de somar as posi�
~oes de todas as part��
ulas, podemossomar sobre todos os valores poss��veis de posi�
~ao, x, multipli
ando 
ada umpelo n�umero de vezes que o
orre na soma da eq.(4.38) isto, �e pelo n�umerode part��
ulas 
om essa posi�
~ao, n(x). As eqs.(4.33) e (4.38) s~ao equiva-lentes. O valor m�edio de XN �e o valor esperado para x quando M �e grande.No apêndi
e C juntam-se algumas propriedades de valores m�edios que s~ao
onsequên
ias quase dire
tas da de�ni�
~ao dada aqui.Quando medimos a posi�
~ao de uma part��
ula que realiza um passeioaleat�orio, n~ao esperamos en
ontrar o valor m�edio. Quando repetimos umaexperiên
ia e medimos uma vari�avel aleat�oria, obtemos valores diferentes.�E apenas a m�edia desses valores que esperamos que seja pr�oxima do valorm�edio da vari�avel. Podemos de�nir uma nova vari�avel aleat�oria que medeos desvios relativamente ao valor m�edio� � �� < � > (4.39)P�(x) , a probabilidade de � ter o valor x, �e tamb�em a probabilidade de �ter o valor x� < � >. O valor m�edio de � �e< � >=Xx (x� < � >)P�(x) =< � > � < � >= 0 (4.40)A m�edia de � �e zero porque os respe
tivos valores podem ser positivos ounegativos. Para estimar a dispers~ao dos valores de � em torno do seu valorm�edio temos que usar j�j, ou (o que resulta ser mais 
onveniente do ponto de
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o) �2. De�ne-se a variân
ia de uma vari�avel aleat�oria �, 
omoo valor m�edio de (�� < � >)2��2 �< (�� < � >)2 > (4.41)A grandeza �� � p< (�� < � >)2 > �e designada por desvio padr~ao.Voltando �a �g.(4.5) os vis��veis deslo
amento e alargamento da distribui�
~aode probabilidade 
om o n�umero de passos dados, poder~ao ser 
ara
terizadospelas dependên
ias de < XN > e �XN em N . Usando o fa
to queXN = �1 + �2 + : : :+ �N (4.42)e que os passos s~ao a
onte
imentos independentes, �e poss��vel mostrar osseguintes resultados: < XN > = N < � > (4.43)�XN = pN�� (4.44)em que � �e o deslo
amento num s�o passo (qualquer um). Vejamos 
omo.A eq.(4.43) resulta dire
tamente do fa
to deXN ser uma soma de vari�aveis
om a mesma distribui�
~ao de probabilidade, e 
onfere 
om a nossa no�
~ao in-tuitiva de m�edia (para uma prova mais formal ver o Apêndi
e C). Se odeslo
amento m�edio num passo �e < � > o deslo
amento m�edio em N deveser N < � >. N~ao penso que o segundo resultado seja t~ao intuitivo. Podemoses
rever XN = XN�1 + �N (4.45)Subtraindo o valor m�edio, usando a eq.(4.43) e quadrando vem(XN� < XN >)2 = (XN�1� < XN�1 >)2 + (�N� < � >)2+ 2(XN�1� < XN�1 >)(�N� < � >) (4.46)Tomando o valor m�edio�X2N = �X2N�1 +��2 + 2 < (XN�1� < XN�1 >)(�N� < � >) > (4.47)O �ultimo termo �e nulo. Sen~ao vejamos. Para o 
al
ular temos que somarsobre todos os 
aminhos de N passos, �N :< (XN�1� < XN�1 >)(�N� < � >) >=X�N (XN�1� < XN�1 >)(�N� < � >)p(�N ) (4.48)A soma pode ser feita somando sobre todos os 
aminhos pos��veis de N � 1passos �N�1 e sobre os dois valores poss��veis do �ultimo passo. Como os



FLUTUAC� ~OES EM 1=pN 99passos s~ao independentes p(�N ) = p(�N�1)p(�N ). A soma sobre os valoresdo �ultimo passo faz apare
er um fa
torX�N=�1(�N� < � >)p(�N ) (4.49)que n~ao �e mais do que < (�N� < � >) >= 0. Podemos 
on
luir�X2N = �X2N�1 +��2 (4.50)Esta rela�
~ao pode ser iterada para dar a variân
ia de XN 
omo a soma dasvariân
ias de 
ada passo�X2N = ��21 + : : :+��2N = N�� (4.51)que �e equivalente �a eq.(4.44)O aspe
to mais interessante deste resultado �e que, �a medida que N au-menta XN vai �
ando 
ada vez mais bem de�nido, em 
erto sentido menosaleat�orio. Isto porque o desvio padr~ao, que �e uma estimativa da 
utua�
~aode XN , aumenta 
omo pN , enquanto que os valores t��pi
os de XN , es-timados por < XN >, aumentam 
omo N . A in
erteza relativa de XN ,�XN= < XN >� 1=pN , tende para zero quando N ! 1. Este resultado,
omo vimos, �e v�alido para qualquer vari�avel que seja a soma de N vari�aveisindependentes, 
om a mesma distribui�
~ao de probabilidade. �E para vari�aveis
omo estas que a designa�
~ao de valor esperado, para o valor m�edio pare
emais apropriada. Com efeito, no limite N � 1 os desvios em torno do valorm�edio s~ao muito menores que o pr�oprio valor m�edio.Flutua�
~oes em 1=pNO resultado deduzido na se
�
~ao anterior têm uma importân
ia que trans-
ende largamente o âmbito do passeio aleat�orio. Para o 
ompreender volte-mos aos dois exemplos 
om que ini
iamos este 
ap��tulo.Imaginemos uma regi~ao A de um re
ipiente 
om g�as. Suponhamos que aprobabilidade de uma part��
ula se en
ontrar em A �e p. Para 
ada part��
ulapodemos de�nir uma vari�avel aleat�oria �i que vale 1 se a part��
ula se en-
ontrar em A e 0 se estiver no resto do re
ipiente. Fa
ilmente se veri�
aque < � > = p (4.52)��2 = p(1� p) (4.53)Ex
epto quando p �e pr�oximo de 1 ou de 0 ser�a uma vari�avel 
om 
utua�
~oes(medidas por �� ) da ordem do respe
tivo valor m�edio. O n�umero depart��
ulas em A pode es
rever-se 
omoNA = �1 + �2 + : : :+ �N (4.54)



100 CAP��TULO 4. MODELOS PROBABIL��STICOSem que N �e o n�umero total de part��
ulas (quando �i = 0 a part��
ula i,que est�a fora de A, n~ao 
ontribui para a soma). Como as part��
ulas s~aorazo�avelmente independentes num g�as dilu��do, podemos apli
ar o resultadoda se
�
~ao anterior para 
on
luir< NA > = N < � > (4.55)�NA = pN�� (4.56)ou seja, �NA< NA > = 1pN ��� (4.57)Para um valor t��pi
o de N � 1023 o fa
tor 1=pN � 3� 10�12. As varia�
~oesesperadas de NA (medidas por �NA) s~ao doze ordens de grandeza inferioresao valor esperado para NA. Por outras palavras, em 
ir
unstân
ias normais,as 
utua�
~oes aleat�orias de NA s~ao indete
t�aveis. Por exemplo, se a probabil-idade de en
ontrar uma mol�e
ula em A for 1=2 (< � >= 1=2) e N = 6�1023podemos dizer que o n�umero de part��
ulas em A �e 3 � 1023 visto que as
utua�
~oes de NA s~ao da ordem de 1012, e s�o seriam vis��veis se a pre
is~ao demedida de NA tivesse 
er
a de 12 algarismos signi�
ativos!Uma situa�
~ao inteiramente semelhante se veri�
a 
om o segundo exem-plo que referimos, o do de
a��mento radioa
tivo de 13N . Para 
ada n�u
leode�nimos uma vari�avel �i que vale 1 se o n�u
leo de
ai em num 
erto intervaloe 0 se n~ao de
ai. O n�umero de de
a��mentos �e Nd = �1 + : : :+ �N e por isso,�Nd< Nd > � 1pN : (4.58)Numa amostra 
om um n�umero de n�u
leos ma
ros
�opi
o, para todos osefeitos, o valor m�edio < Nd > �e o valor observado numa �uni
a experiên
ia.Creio que isto �e su�
iente para ver que este me
anismo �e extremamentegeral. Para vari�aveis extensivas, somas de um n�umero, N , muito elevado degrandezas mi
ros
�opi
as, relativas a �atomos ou mol�e
ulas individuais, (
omos~ao normalmente as grandezas ma
ros
�opi
amente mensur�aveis, n�umero depart��
ulas, massa, 
arga, energia, quantidade de movimento, et
) a desor-dem, a aleatoriedade, veri�
ada ao n��vel mole
ular, n~ao se manifesta a n��velma
ros
�opi
o. As 
utua�
~oes dessas grandezas 
res
em 
omo pN mas osrespe
tivos valores 
res
em propor
ionalmente a N . Os valores observadoss~ao, fundamentalmente, os respe
tivos valores m�edios.Leituras Re
omendadas� Feynman Le
tures on Physi
s, Feynman Leighton & Sands, vol I, 
ap.6



Cap��tulo 5Teoria 
in�eti
a dos gasesO Estado GasosoAs Intera
�
~oes num G�as Dilu��doNa primeira parte do 
urso estim�amos densidades de s�olidos e l��quidos e
heg�amos �a 
on
lus~ao que as distân
ias entre �atomos vizinhos s~ao da ordemde grandeza dos tamanhos do �atomos. A situa�
~ao, no 
aso dos gases em
ondi�
~oes normais de press~ao e temperatura (P = 1 atm, T = 300 K), �emuito diferente. Sabemos que uma mole de g�as o
upa 22:3 litros. Isto �e ovolume por mol�e
ula ou �atomo �e:v � 22� 10�36� 1023 � 4� 10�26m3: (5.1)A distân
ia t��pi
a entre part��
ulas vizinhas �e:d � V 1=3 � 3p40� 10�9 � 3:5� 10�9 m � 35 �A (5.2)Um g�as �e ent~ao um sistema dilu��do em que as distân
ias entre part��
ulas s~aomuito maiores que os respe
tivos tamanhos. Como as for�
as de intera
�
~aoentre �atomos ou mol�e
ulas de
aem rapidamente 
om a distân
ia �e de esperarque nos gases o efeito destas for�
as seja muito mais reduzido que nos s�olidose l��quidos.Com efeito, existe ampla evidên
ia que nos gases as part��
ulas 
onstitu-intes mantêm inta
tas, em grande parte, as propriedades que as 
ara
terizamindividualmente. Isso �e parti
ularmente evidente nos espe
tros de emiss~ao.Os espe
tros at�omi
os, atrav�es dos quais identi�
amos as diferentes esp�e
iesat�omi
as, s~ao, na realidade, espe
tros emitidos por �atomos na fase gasosa.A raz~ao porque 
remos que s~ao 
ara
ter��sti
os dos �atomos que 
ompoem og�as resulta do fa
to de, no essen
ial, os espe
tros n~ao dependerem do grau101
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~ao ou temperatura do g�as. Note-se que num s�olido o espe
tro �eradi
almente alterado relativamente ao dos �atomos que o 
onstituem.Assim, somos levados a supor que uma boa parte do seu tempo aspart��
ulas de um g�as n~ao est~ao sujeitas a for�
as movendo-se 
om velo
i-dade 
onstante. Mas �e �obvio que isto n~ao pode ser a hist�oria 
ompleta. Serepresentarmos a energia de intera
�
~ao entre dois �atomos de He, por ex-emplo, em fun�
~ao da distân
ia entre os �atomos obtemos algo semelhante�a �g.(5.1). Para grandes distân
ias a intera
�
~ao �e atra
tiva (e fra
a),r

U(r)

Figura 5.1: a intera
�
~ao entre dois�atomos �e fortemente repulsiva a 
urtasdistân
ia e fra
amente atra
tiva paradistân
ias grandes mas �e muito d���
il 
omprimir a mat�eria a densidades que 
orrespondem adistân
ias interat�omi
as menores que o tamanho dos �atomos. Os �atomoss~ao impenetr�aveis. A energia de inetra
�
~ao 
res
e r�apidamente quandoas distân
ias dos 
entros dos �atomos s~ao menores que 
er
a um diâmetroat�omi
o.Con
lu��mos pois que o movimento uniforme das part��
ulas �e interrompidopor eventos em que duas delas se aproximam entrando em a
�
~ao as for�
asrepulsivas. As duas part��
ulas tro
ar~ao quantidades de movimento e energiase separar-se-~ao retomando movimentos uniformes 
om velo
idades diferentesdas que tinham. A
abamos de des
rever um pro
esso de 
olis~ao!Que numa 
olis~ao haja 
onserva�
~ao de quantidade de movimento, n~aosupreende pois quando duas part��
ulas 
olidem s�o entram em jogo for�
asinternas, e portanto �e de esperar que haja 
onserva�
~ao da quantidade demovimento. Mas vamos tamb�em supor que as 
olis~oes entre as mol�e
ulasde um g�as s~ao el�asti
as, isto �e, h�a 
onserva�
~ao da energia 
in�eti
a. Paraque n~ao haja �e ne
ess�ario que uma das part��
ulas que 
olide saia da 
olis~aonum estado interno ex
itado. A energia 
in�eti
a dispon��vel na 
olis~ao s�odesapare
e se apare
er 
omo energia interna dos 
orpos que 
olidem. Oraum �atomo ou mol�e
ula tem um 
onjunto dis
reto de estados ex
itados bemde�nido. A
onte
e frequentemente que o estado �nal �e o mesmo que o ini
ial,pois a energia do movimento das mol�e
ulas pode n~ao ser su�
iente parafazer uma delas transitar para um estado ex
itado. Nesse 
aso a 
olis~ao�e rigorosamente el�asti
a. Mesmo quando isso n~ao a
onte
e, a energia �
aarmazenada em graus de liberdade internos das mol�e
ulas (vibra�
~oes ourota�
~oes). Noutras 
olis~oes pode a
onte
er que a energia de vibra�
~ao de umamol�e
ula se tranforme em energia de movimento de 
entro de massa. Numasitua�
~ao de equil��brio, em m�edia, a energia 
in�eti
a total em 
ada 
olis~aon~ao deve variar; a energia 
in�eti
a total do g�as deve manter-se 
onstanteno tempo (ao �m ao 
abo sabemos da experiên
ia que existem estados deequil��brio, em que as propriedades do g�as se mantêm 
onstantes no tempo).Con
luindo, 
hegamos �a imagem de um g�as 
omo um sistema dilu��do depart��
ulas 
ujas intera
�
~oes se reduzem a 
olis~oes que 
onservam a quanti-dade de movimento e a energia 
in�eti
a total das part��
ulas que 
olidem. Avelo
idade de 
ada part��
ula a
aba por ser imprevis��vel quer devido �a im-



O ESTADO GASOSO 103possibilidade de prever exa
tamente o resultado de uma 
olis~ao, quer devido�a impossibilidade de prever quais as 
olis~oes que v~ao o
orrer.Vamos pois re
orrer a uma des
ri�
~ao probabil��sti
a da velo
idade daspart��
ulas do g�as. Mas antes de prosseguirmos 
onv�em dizer algumas palavrassobre o modo de tratar vari�aveis aleat�orias 
ont��nuas.Vari�aveis aleat�orias 
ont��nuasTomemos 
omo exemplo uma vari�avel aleat�oria que toma valores reais nointervalo [0,1℄. Isto �e, de 
ada vez que realizamos uma experiên
ia obtemosum valor real para � neste intervalo. Vamos ver que n~ao �e poss��vel de�niruma probabilidade P (x) de o valor de � ser x.Com efeito imaginemos por simpli
idade que todos os valores de � s~aoigualmente prov�aveis. Suponhamos que realizamos N experiên
ias 
om Nmuito grande. De a
ordo 
om a nossa interpreta�
~ao de probabilidade, P (x)deveria ser o valor esperado da frequên
ia 
om que �e observado o valor xpara �, N(x)=N , em que N(x) �e o n�umero de experiên
ias em que o
orreuo valor � = x. Mas por maior que seja N , N(x) �e zero para quase todos osvalores reais no intervalo [0; 1℄. Isto porque n~ao �e poss��vel numerar n�umerosreais. H�a \muitos mais" n�umeros reais que naturais. Visto de outro modo,espe
i�
ar um n�umero real deste intervalo �e indi
ar uma sequên
ia in�nitade n�umeros naturais, a sua expans~ao de
imal. Se es
olhermos os d��gitos 
omigual probabilidade (desde 0 a 9), todas as sequên
ias (todos os n�umeros reaisdo intervalo [0; 1℄, 1 = :9999 : : : se a expans~ao for in�nita) s~ao igualmenteprov�aveis. �E 
om probabilidade nula que geraremos duas sequên
ias iguais(as sequên
ias s~ao in�nitas). Em resumo, para N n�umeros reais teremosN(x) = 1 e para os outros (quase todos) N(x) = 0. Em qualquer 
aso nolimite N !1 teremos sempre P (x) = 0 (5.3)Como podemos ent~ao des
rever a probabilidade de o
orrên
ia de uma vari�avel
ont��nua, 
omo por exemplo uma 
omponente da velo
idade de um g�as?Consideremos o dom��nio de � dividido em v�arios intervalos, [xi; xi+1℄ ; i =1; 2; : : :. N~ao h�a qualquer di�
uldade em de�nir a probabilidade de � estarno intervalo [xi; xi+1℄. Se realizarmos um n�umero su�
ientemente grande deexperiên
ias, as frequên
ias relativasN(xi < � < xi+1)N (5.4)dever~ao ser �nitas, pelo menos para alguns dos intervalos pois,Xi N(xi < � < xi+1) = N (5.5)



104 CAP��TULO 5. TEORIA CIN�ETICA DOS GASES(N(a < � < b)=n�umero de vezes que � toma valores entre a e b) e portanto:Xi N(xi < � < xi+1)N = 1 (5.6)Mas �e �obvio que, se o n�umero de intervalos aumentar e �x = xi+1�xi ! 0, on�umero de termos nesta soma aumenta e, generi
amente, 
ada termo dever�atender para zero propor
ionalmente a �x (pois 1=�x �e propor
ional aon�umero de intervalos, isto �e, de termos da soma). Assim quando:P (x < � < x+�x) = �(x)�x (para �x! 0) (5.7)
hamamos a �(x) a densidade de probabilidade da vari�avel �. Para �xpequeno �(x)�x �e a probabilidade de a vari�avel � tomar valores no intervalo[x; x+�x℄.Para 
al
ular P (a < � < b) usamos o esquema habitual de dividir [a; b℄em intervalos �x e somar P (x < � < x + �x) a todos os intervalos. Nolimite �x! 0 (n�umero de intervalos !1 ) obtemos:P (a < � < b) = Z ba dx�(x) (5.8)Se � s�o toma valores no intervalo [0; 1℄, devemos terP (0 � � � 1) = Z 10 dx�(x) = 1:Em geral teremos sempre para 
ada vari�avel real:P (�1 < � <1) = 1 (5.9)ou seja, a fun�
~ao �(x) dever�a obede
er �a 
ondi�
~ao de normaliza�
~ao :Z 1�1 dx�(x) = 1: (5.10)Como o integral de �(x) em qualquer intervalo �e uma probabilidade, e porisso n~ao negativo, devemos exigir�(x) � 0: (5.11)A de�ni�
~ao de valor m�edio �e uma generaliza�
~ao do que foi feito para vari�aveisdis
retas: < � >= Z 1�1 dxx�(x) (5.12)Generi
amente, para qualquer fun�
~ao de �< f(�) >= Z 1�1 dxf(x)�(x): (5.13)



O ESTADO GASOSO 105DISCRETA CONT�INUAVari�avel; � x1; x2; : : : �1 < � < +1Probabilidade (Densidade) P (xi) �(x)Normaliza�
~ao Pi P (xi) = 1 R +1�1 dx�(x) = 1Valor m�edio; < � > Pi xiP (xi) R +1�1 dxx�(x)< f(�) > Pi f(xi)P (xi) R +1�1 dxf(x)�(x)Tabela 5.1: 
orrespondên
ias entre alguma de�ni�
~oes relativas a vari�aveisaleat�orias dis
retas e 
ont��nuas.Intuitivamente, podemos pensar nesta express~ao 
omo uma soma a todosos intervalos in�nitesimais [x; x + dx℄ da respe
tiva probabilidade �(x)dxvezes o valor que f(�) toma quando � est�a nesse intervalo. Na tabela(5.1)es
revemos lado a lado alguns resultados para os 
asos de vari�aveis dis
retase 
ont��nuas.Densidade de probabilidade de velo
idadeDada uma mol�e
ula parti
ular apenas podemos falar de probabilidade deuma dada 
omponente da velo
idade, vz, estar num dado intervalo. Somosassim levados a de�nir a densidade de probabilidade de fz(v) 
omofz(v)dv = probabilidade de vz de uma mol�e
ulaestar no intervalo [v; v + dv℄Naturalmente dado o elevado n�umero de mol�e
ulas, N , o n�umero de mol�e
ulas
om velo
idade vz nesse intervalo �e Nfz(v)dv ou, por unidade de volume(n � N=V ):nfz(v)dv = n�umero de mol�e
ulas 
om 
omponente z de vno intervalo [v; v + dv℄, por unidade de volume.N~ao dis
utiremos a forma expl��
ita de f(v) mas indi
aremos algumas pro-priedades gerais.1. Num g�as em equil��brio fz(v) = fz(�v) e < vz >= 0.2. Num g�as em equil��brio as densidades de probabilidade de qualquer
omponente da velo
idade s~ao iguais. Isto �e fx(v) = fy(v) = fz(v).



106 CAP��TULO 5. TEORIA CIN�ETICA DOS GASESComo 
onsequên
ia< vx >=< vx >=< vz > = 0< v2x >=< v2y >=< v2z > = 13 < v2x + v2y + v2z >= 13 < v2 > :Estas propriedades de f(v) s~ao 
laramente ne
ess�arias dadas as 
ara
-ter��sti
as ma
ros
�opi
as de um estado de equil��brio de um g�as. Por exemplo,suponhamos que < vz >6= 0. Cal
ulemos a quantidade de movimento to-tal do g�as. Temos que somar mvz a todas as mol�e
ulas do g�as. Como h�anfz(v)dv mol�e
ulas 
om vz no intervalo [v; v + dv℄, temos, por unidade devolume: pz = n Z 1�1 dvmvfz(v)= nm < vz > : (5.14)Mas isso signi�
a que um volume �V do g�as tem uma quantidade de movi-mento �Pz = n�V m < vz > : Do ponto de vista ma
ros
�opi
o, �Pz �edado pelo produto da massa desse volume, �M = mn�V , pela velo
idadema
ros
�opi
a segundo z, �Pz = mn�V uz: (5.15)Comparando estas duas equa�
~oes , vemos que < vz > n~ao �e mais que avelo
idade ma
ros
�opi
a de es
oamento do g�as. Para um g�as em equil��brio,sem transporte de massa < vz > (e < vx > e < vy >) s~ao nulos.A propriedade (2) resulta da equivalên
ia de todas as dire
�
~oes no espa�
ono seio do g�as (isotropia de propriedades).Chamaremos de vrms a raiz quadrada do valor m�edio de v2:v2rms �< v2 > (5.16)Veri�
a-se que a distribui�
~ao de velo
idades de um g�as �e 
ara
terizada poruma �uni
a es
ala de velo
idades, vrms. Ou seja, todos os valores m�edios n~aonulos se podem exprimir em termos de < v2 > (ou de vrms),< vni >= �nvnrms (5.17)em que i = x; y; z e �n �e um parâmetro adimensional da ordem de 1 (quedepende de n). Para n ��mpar, 
omo f(v) = f(�v), < vni >= 0 (as 
on-tribui�
~oes de v > 0 
an
elam as de v < 0 pois para n ��mpar vn = �(�v)n).
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ulo da Press~ao. F�ormula de Bernoulli.Suponha que desejava pôr a andar um vag~ao. Um vag~ao \a
ad�emi
o", isto�e, sem atrito. Poderia 
olo
ar-se atr�as dele e empurr�a-lo 
om uma for�
a, F ,
onstante. De a
ordo 
om a lei de Newton, a a
elera�
~ao seria a = F=M . Omovimento seria uniformemente a
elerado e ao �m de um tempo t,MV (t) = Ft (5.18)Mas poderia ser ainda mais imaginativo. E 
ome�
ar a disparar bolas de t�enis
ontra o vag~ao. Supondo que as bolas eram arremessadas 
om velo
idadevb e re
e
tidas no 
hoque 
om o vag~ao sem perdas de energia, a varia�
~ao daquantidade de movimento de 
ada bola seriamb(�vb)�mbv = �2mbvb (5.19)Por 
ada 
olis~ao o vag~ao adquire ent~ao , por 
onserva�
~ao de quantidade demovimento ÆP = 2mbvb (5.20)Mantendo uma taxa de n arremessos por unidade de tempo, ao �m de umtempo t o vag~ao veria a sua quantidade de movimento alterada paraMV (t) = nt� 2mbvb (5.21)Se represent�assemos a quantidade de movimento do vag~ao em fun�
~ao dotempo para as duas situa�
~oes 
onsideradas, ter��amos algo 
omo o que est�arepresentado na �g.(5-2). Como mb �M a varia�
~ao de velo
idade do vag~aopor 
ada 
olis~ao �e muito pequena. Para um grande n�umero de 
olis~oes aquantidade de movimento do vag~ao torna-se, 
ontudo apre
i�avel. No gr�a�
oda �g.(5.2) 
onseguimos distinguir os impa
tos individuais, mas podemosfa
ilmente imaginar uma situa�
~ao em que a mesma velo
idade fosse 
on-seguida 
om muito mais 
olis~oes e menor varia�
~ao por 
olis~ao.A f�ormula da eq.(5.21) 
orresponde �a re
ta representada tamb�em na�g.(5.2) e s�o �e v�alida para tempos muito superiores ao intervalo entre 
olis~oes,e quantidades de movimento tranferidas muito superiores �as de uma 
olis~ao.Neste limite o efeito das 
olis~oes �e equivalente ao de uma for�
a 
onstanteapli
ada ao vag~ao e dada por (
.f eqs(5.21) e (5.18))F = 2nmvb (5.22)A nossa interpreta�
~ao da press~ao exer
ida por um g�as nas paredes dore
ipiente que o 
ont�em, tem um paralelo muito dire
to 
om o efeito dasbolas de t�enis no vag~ao. J�a t��nhamos visto que um g�as �e um sistema dilu��do,em que, na maior parte do tempo, as for�
as sobre 
ada part��
ula s~ao de-sprez�aveis. As intera
�
~oes reduzem-se a 
olis~oes. �E pois natural supor que a
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t

V(t)

Figura 5.2: A velo
idade do vag~ao para uma for�
a 
onstante (linha re
ta) epara uma su
ess~ao de 
olis~oes 
om obje
tos 
om massa muito menor que ado vag~ao .intera
�
~ao do g�as 
om as paredes �e igualmente 
onstitu��da pelas 
olis~oes daspart��
ulas do g�as 
om as referidas paredes. Deste modo h�a uma transferên
iade quantidade de movimento permanente do g�as para a parede. Dada a pe-quena massa das mol�e
ulas a quantidade de movimento em 
ada 
olis~ao �emi
ros
�opi
a, extremamente pequena �a nossa es
ala. Por isso essen
ialmenteindete
t�avel. Mas o resultado de uma a
umula�
~ao de in�umeros 
hoques �euma for�
a ma
ros
�opi
amente mensur�avel. Vamos agora 
al
ul�a-la.Tomemos 
omo dire
�
~ao do eixo dos zz a dire
�
~ao perpendi
ular �a parede
om o sentido positivo do g�as para a mesma. Por simetria (se n~ao houvermovimento ma
ros
�opi
o do g�as paralelamente �a parede) as for�
as segundoxx ou yy s~ao nulas. Haver�a, em m�edia tantas 
olis~oes a transferir quanti-dade de movimento na dire
�
~ao de x positivo 
omo de x negativo e o efeitoresultante ser�a uma for�
a nula segundo x. Um argumento semelhante podeser apli
ada a qualquer dire
�
~ao paralela �a parede. Por isso pre
isamos denos preo
upar apenas 
om o 
�al
ulo da for�
a na dire
�
~ao perpendi
ular �aparede.Em m�edia, ent~ao, as 
omponentes mvx e mvy da quantidade de movi-mento de uma mol�e
ula que 
olide 
om a parede n~ao variam (Fx = Fy = 0).Por outro lado, numa situa�
~ao de equil��brio, a energia 
in�eti
a das mol�e
ulastamb�em n~ao varia pois n~ao h�a transferên
ia l��quida de energia entre as pare-des e o g�as. Se vx e vy e v2 = v2x+v2y+v2z n~ao variam, 
on
lu��mos que jvzj n~ao
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olis~ao. Isto �e, numa 
olis~ao, a 
omponente z da velo
idade tro
ade sinal, vz ! �vz Cada 
olis~ao transfere uma quantidade de movimentopara a parede de:ÆPparede = �ÆPmol�e
ula = �(m(�vz)�mvz) = 2mvz (5.23)em que m �e a massa da mol�e
ula. Mas, numa �area A de parede, quantas
olis~oes h�a num intervalo de tempo �t ? Uma mol�e
ula deslo
a-se, nesteintervalo de tempo, de uma distân
ia vz�t na dire
�
~ao da parede. Se a suadistân
ia ini
ial �a parede for superior a vz�t, a mol�e
ula n~ao 
olide nesteintervalo; se for inferior, h�a 
olis~ao. As mol�e
ulas que 
olidem s~ao ent~ao asque est~ao num volume de base A e altura vz�t. Sendo n o n�umero de
∆

Figura 5.3: as mol�e
ulas 
om vz = v,que 
olidem 
om a parede num inter-valo �t têm que estar a uma distân
iadesta inferior a v�t.
mol�e
ulas por unidade de volume o n�umero de 
olis~oes 
om a parede nesteintervalo de tempo e na �area A ser�a nvz�tA (n� volume em 
ausa), e aquantidade de movimento transferida ser�a�P = nvz�t� 2mvz = 2mnA�tv2z (5.24)At�e ao momento temos ignorado um pequeno detalhe: nem todas asmol�e
ulas têm o mesmo valor de vz. Como vimos atr�as nfz(v)dv �e o n�umerode part��
ulas, por unidade de volume 
om 
omponente z da velo
idade nointervalo [v; v + dv℄. O ra
io
��nio que �zemos pode ser apli
ado a estasmol�e
ulas. Basta-nos adi
ionar o fa
tor fz(v)dv. A quantidade de movi-mento transferida por estas mol�e
ulas ser�a�P = 2mnA�tv2fz(v)dv (mol�e
ulas 
om vz 2 [v; v + dv℄) (5.25)Para obter a quantidade de movimento total transferida por unidade detempo e de �area, isto �e, a for�
a por unidade de �area, a Press~ao, teremosque dividir por A�t e somar sobre todos os intervalos [v; v + dv℄. Note-seque nestas equa�
~oes est�a impl��
ito o limite dv ! 0 , ou seja a \soma" �e, narealidade, um integral Press~ao = 2mn Z 10 dvfz(v)v2 (5.26)Somamos apenas sobre v > 0 pois mol�e
ulas 
om vz < 0 n~ao 
olidem 
om aparede. Mas, 
omo o n�umero de mol�e
ulas 
om velo
idade vz = �v �e igualao de mol�e
ulas 
om velo
idade vz = v (fz(v) = fz(�v)) podemos somarsobre todos os valores de vz e dividir por 2:Press~ao = mn Z 1�1 dvfz(v)v2 (5.27)O integral �e a soma, sobre todos os valores v da vari�avel vz, da respe
tivaprobabilidade fz(v)dv vezes o valor de v2z = v2; �e pois o valor m�edio de dev2z (ver Tabela(5.1)). Press~ao = mn < v2z > (5.28)
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�
~oes s~ao equivalentes no g�as, podemos es
rever:< v2x >=< v2y >=< v2z >= 13 < v2 > (5.29)Chegamos �nalmente �a equa�
~ao de BernoulliP = 13mn < v2 > (5.30)que rela
iona uma propriedade ma
ros
�opi
a g�as, a press~ao, 
om propriedadesmi
ros
�opi
as do 
onjunto de part��
ulas que o 
onstituem. Como a energia
in�eti
a de uma mol�e
ula �e �
 = mv2=2 esta f�ormula pode ser rees
rita naforma P = 23n < �
 > (5.31)Interpreta�
~ao Mi
ros
�opi
a de TemperaturaEnergia Cin�eti
a e TemperaturaA densidade de part��
ulas, n que surge na equa�
~ao de Bernoulli �e n = N=Vem que N �e o n�umero de part��
ulas e V o volume do g�as. Podemos poisreees
rever a equa�
~ao 
omo PV = N 23 < �
 > (5.32)Esta forma sugere uma 
ompara�
~ao 
om a equa�
~ao dos gases perfeitos, queresume as observa�
~oes emp��ri
as sobre o 
omportamento dos gases em gamasimportantes de press~ao, volume e temperatura:PV = nmolesRT (5.33)Como o n�umero de moles �e nmoles = N=Na em que Na �e o n�umero deAvogadro, obtemos: PV = NkBT (5.34)
om kB � R=Na, a 
onstante de Boltzmann (no SI vale 1:38� 10�23J K�1).A 
ompara�
~ao destas duas equa�
~oes sugere uma rela�
~ao entre a grandezama
ros
opi
amente observ�avel, temperatura, e a energia 
in�eti
a m�edia daspart��
ulas do g�as: < �
 >= 32kBT (5.35)ou, em termos de velo
idade: v2rms = 3kBTm : (5.36)
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amos uma estimativa para o oxig�enio (O2, mol�e
ula 
omdois �atomos de O e massa m � 32 u.m.a) em 
ondi�
~oes normais de press~aoe temperatura (P = 1 atm = 105 Pa, T = 300 K):vrms = s3kBTm =s3� 1:38 � 10�23 � 30032mp� 480m s�1 (5.37)Do ponto de vista da teoria 
in�eti
a o 
on
eito de temperatura apare
easso
iado �a energia 
in�eti
a das part��
ulas que 
onstituem o g�as. Mas �eimportante salientar que este 
on
eito �e aut�onomo desta interpreta�
~ao. Oaspe
to fundamental do 
on
eito de temperatura a n��vel ma
ros
�opi
o �e o deequil��brio t�ermi
o. Dois sistemas em 
onta
to ter~ao, no estado de equil��brio,a mesma temperatura. Quer isto dizer que dois gases em 
onta
to ter~ao amesma energia 
in�eti
a por part��
ula. Vamos seguidamente analisar umasitua�
~ao muito parti
ular, um modelo, que eviden
ia de um modo 
laro arela�
~ao entre o equil��brio t�ermi
o e a energia 
in�eti
a m�edia. O modeloque vamos apresentar permite-nos deduzir de um modo relativamente sim-ples um resultado que �e um exemplo 
on
reto de um teorema muito maisgeral. Vai tamb�em permitir-nos 
ompreender melhor a no�
~ao de 
alor 
omotransferên
ia de energia.Equil��brio entre um g�as e um pist~ao m�ovel.Tomemos um g�as em 
onta
to 
om um pist~ao m�ovel de massa M . O pist~aoest�a asso
iado a uma mola que se 
ontrai at�e que a for�
a exer
ida sobre opist~ao 
an
ele as for�
as de press~ao do g�as. Mas �e importante salientar queo pist~ao n~ao �
a em repouso. De 
ada vez que h�a uma 
olis~ao 
om umamol�e
ula h�a uma transferên
ia de quantidade de movimento para o pist~ao.A sua velo
idade segundo z, que designaremos por Vz, �e ent~ao tamb�em umavari�avel aleat�oria 
om uma densidade de probabilidade gz(V ).Consideremos ent~ao uma 
olis~ao de uma mol�e
ula do g�as (massa m) 
omo pist~ao. Sejam vz e Vz as velo
idades (
omponentes z) da mol�e
ula e dopist~ao antes da 
olis~ao e v0z e V 0z os valores 
orrespondentes ap�os a 
olis~ao.A 
onserva�
~ao da quantidade de movimento impli
a:mv0z +MV 0z = mvz +MVz: (5.38)Como o pist~ao s�o se move segundo z, para as 
omponentes x e y temosapenas: mv0x = mvxmv0y = mvy (5.39)
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onsequên
ia a 
onserva�
~ao de energia 
in�eti
a tem a forma:12mv02z + 12MV 02z = 12mv2z + 12MV 2z (5.40)O nosso obje
tivo �e exprimir as velo
idades ap�os a 
olis~ao em termos dasvelo
idades antes. Uma maneira expedita �e a seguinte. A eq.(5.40) podetomar a forma: m(v02z � v2z) = �M(V 02z � V 2z )ou m(v0z � vz)(v0z + vz) = �M(V 0z � Vz)(V 0z + Vz): (5.41)A equa�
~ao da quantidade de movimento (eq.(5.38))impli
a m(v0z � vz) =�M(V 0z � Vz),pelo que, em 
onjunto 
om esta, d�am(v0z � vz) = �M(V 0z � Vz)v0z + vz = V 0z + Vz:Nesta forma n~ao �e dif��
il determinar as velo
idades �nais em termos dasini
iais. Por exemplo, a velo
idade do pist~ao �e dada porV 0z = (1�m=M)(1 +m=M)Vz + 2m=M1 +m=M vz (5.42)No lado direito est~ao as velo
idades antes da 
olis~ao. Do lado esquerdo, asvelo
idades depois da 
olis~ao. Quadrando a equa�
~ao obtemos (� � m=M):V 02z = �1� �1 + ��2 V 2z + � 2�1 + ��2 v2z + 4�(1 � �)(1 + �)2 Vzvz: (5.43)Em 
ada 
olis~ao os valores ini
iais de Vz e vz s~ao diferentes. Se tomar-mos agora o valor m�edio do lado direito, relativamente �as distribui�
~oes develo
idade de Vz e vz, obtemos do lado esquerdo o valor m�edio de V 02z, oquadrado da velo
idade ap�os uma 
olis~ao. O ponto 
ru
ial do argumento �eeste: numa situa�
~ao de esta
ionaridade (equil��brio) < V 2z > n~ao varia, isto�e, < V 02z >=< V 2z >. Por outro lado vamos admitir, que n~ao h�a 
orrela�
~aoentre vz e Vz, isto �e : < vzVz >=< vz >< Vz > : (5.44)No fundo, estamos apenas a dizer que a densidade de probabilidade de Vz�e independente do valor da velo
idade da pr�oxima mol�e
ula que vai 
ho
ar
om a parede. Mas no estado de equil��brio < Vz >= 0 (note-se que < vz >n~ao �e nulo pois trata-se duma m�edia sobre as mol�e
ulas que v~ao 
ho
ar 
oma parede). Ent~ao obtemos < vz >< Vz >= 0 e:< V 02z >= (1� �1 + �)2 < V 2z > + 4�2(1 + �)2 < v2z > : (5.45)
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om a 
ondi�
~ao de esta
ionaridade:< V 02z >=< V 2z > : (5.46)vem  1� (1� �)2(1 + �)2! < V 2z >= 4�2(1 + �)2 < v2z > (5.47)que 
onduz ao resultado:< V 2z >= � < v2z >= mM < v2z > (5.48)Em termos das energias 
in�eti
as do pist~ao , E
 e part��
ulas do g�as, �
,obtemos 
omo 
ondi�
~ao de equil��brio:< E
 >= 13 < �
 > (5.49)Antes de prosseguirmos 
onv�em referir um ponto. Apli
amos a lei da 
on-serva�
~ao da quantidade de movimento, que �e v�alida apenas para sistemasisolados sem for�
as exteriores. Mas, na realidade, a mola que segura o pist~aoexer
e sobre ele uma for�
a. No intervalo de tempo �t, que dura a 
olis~ao,essa for�
a faz variar a quantidade de movimento do pist~ao de F�t. Se otempo de intera�
~ao de uma mol�e
ula 
om o pist~ao for 
urto podemos, nesseintervalo, 
onsiderar o movimento do pist~ao 
omo livre (aparte a 
olis~ao).Entre 
olis~oes esta for�
a in
uen
iar�a o movimento do pist~ao.Mais importante que este detalhe �e 
hamar a aten�
~ao para o resultado.O \equil��brio" do pist~ao �e na realidade 
ara
terizado por uma 
utua�
~ao
ont��nua da sua posi�
~ao e velo
idade. Essa vibra�
~ao do pist~ao n~ao �e ob-serv�avel ma
ros
opi
amente porque a energia 
in�eti
a m�edia do pist~ao �e daordem de grandeza da energia 
in�eti
a m�edia de uma mol�e
ula do g�as (ofa
tor 1=3 resulta da restri�
~ao do movimento do pist~ao a uma dire
�
~ao ape-nas). Por exemplo, se M = 100 g e vrms � 480 m s�1 (
ondi�
~oes normais depress~ao e temperatura de O2):q< V 2z > � smM < v2 >3� 0:28�A s�1!! (5.50)A velo
idade t��pi
a do pist~ao �e inferior a um angstrom por segundo! Masreparemos no que a
onte
e se o pist~ao separar dois gases. Por um lado, parahaver equil��brio 
om o g�as 1< E
 >= 13 < �
 >1 (5.51)



114 CAP��TULO 5. TEORIA CIN�ETICA DOS GASESe tamb�em 
om o g�as 2 < E
 >= 13 < �
 >2 (5.52)o que impli
a que s�o h�a equil��brio quando as energias 
in�eti
as m�edias porpart��
ula de 
ada g�as forem iguais!Suponhamos que ini
ialmente um dos gases tem uma agita�
~ao menor,h�
i1 < h�
i2. As 
olis~oes do g�as 2 
om o pist~ao v~ao-lhe 
omuni
ar ener-gia enquanto hE
i < h�
i2.Mas isso signi�
a que a energia m�edia do pist~aoser�a superior �a das mol�e
ulas do g�as 1 e estas, nas 
olis~oes 
om o pist~ao,a
abar~ao por re
eber energia. �E pois atrav�es do movimento ma
ros
opi
a-mente imper
ept��vel do pist~ao que a energia das mol�e
ulas de 2 se transferelentamente para o g�as 1. �E a esta transferên
ia de energia, n~ao a
ompan-hada de movimentos ma
ros
opi
amente dete
t�aveis, que 
hamamos 
alor.O 
alor 
uir�a atrav�es do pist~ao at�e que as energia 
in�eti
as m�edias dos gases{ as suas temperaturas { sejam iguais! Esta situa�
~ao �e um pou
o irreal-ista porque o pist~ao, um obje
to ma
ros
�opi
o, foi tratado 
omo um �uni
ograu de liberdade (movimento do seu 
entro de massa). Este resultado �eum exemplo de um teorema geral da f��si
a estat��sti
a 
l�assi
a (Teorema daEquiparti�
~ao de energia) que a�rma que, em 
ada grau de liberdade existe,em equil��brio t�ermi
o, uma energia kBT=2 (uma part��
ula em três dimens~oestêm três graus de liberdade de movimento de 
entro de massa).Leituras Re
omendadas� Feynman Le
tures on Physi
s, Feynman Leighton & Sands, vol I, Cap.39 a 43.� Introdu�
~ao �a F��si
a da Mat�eria, J. Bessa de Sousa. Estas notas podemser en
ontradas na Bibliote
a do Departamento de F��si
a da Universi-dade do Porto.� Introdu�
~ao �a F��si
a , Jorge Dias de Deus, M�ario Pimenta, Ana Noronha,Teresa Pe~na, Pedro Brogueira, M
Graw-Hill, 
ap 6.



Apêndi
e AGeometria da ElipseA soma das distân
ias um ponto da elipse a 
ada um fo
os, d + d0, �e 
on-stante. A linha que passa pelos dois fo
os �e um eixo de simetria da elipse.O segmento desta linha interior �a elipse �e o eixo maior e tem 
omprimento2a, em que a �e o semi-eixo maior da elipse. O afastamento de 
ada fo
odo 
entro da elipse �e naturalmente menor que a e vale ea o que de�ne aex
entri
idade, e. Para o ponto A, sobre o semi-eixo maiord = (1� e)a (A.1)d0 = (1 + e)a (A.2)o que d�a, para todos os pontos da elipse, d+d0 = 2a. Para o ponto B, sobreo semi-eixo menor d = d0 = qb2 + (ea)2 (A.3)ist �e, b2 + (ea)2 = a2 ou seja b = ap1� e2 (A.4) ea
A

B

(1-e)ad
d'

F F'Figura A.1: uma elipse 
om fo
os F eF 0.
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Apêndi
e B�Area e Produto Ve
torialA �area do paralelogramo de�nido por dois ve
tores a e b �e dada por� = jajjbjjsen�j (B.1)(base = a, altura= jbjjsen�j Mas:jsen�j = p1� 
os2 � = s1� ( a � bjajjbj)2 (B.2)isto �e: � = jajjbjs1� (a � b)2jaj2jbj2 = qjaj2jbj2 � (a � b)2 (B.3)Desenvolvendo em 
omponentes:jaj2 = a2x + a2y (B.4)jbj2 = b2x + b2y (B.5)(B.6)obt�em-se: � = qa2xb2y + a2yb2x � 2axbxayby (B.7)= q(axby � aybx)2 (B.8)� = jaxby � aybxj (B.9)
117
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Apêndi
e CValores M�ediosRe
ordamos a de�ni�
~ao de valor m�edio de uma vari�avel aleat�oria:< � >= Xei2U �(ei)pi (C.1)expressa 
omo soma sobre todos os a
onte
imentos do espa�
o U , ou, alter-nativamente, em termos da respe
tiva distribui�
~ao de probabilidade< � >=Xx� x�P�(x�); (C.2)em que a soma �e sobre os valores poss��veis da vari�avel. A equivalên
ia �e
onsequên
ia da de�ni�
~aoP�(x�) = Xfei2U :�(ei)=x�g pi (C.3)Desta de�ni�
~ao de
orrem algumas propriedades mais ou menos imediatas.� Valor m�edio de uma soma:< �1 + �2 + : : :+ �n >=< �1 > + < �2 > + : : :+ < �n > (C.4)Este resultado de
orre imediatamente da eq.(C1), pois< �1 + �2 + : : :+ �n >= Xei2U(�1(ei) + �2(ei) + : : :+ �n(ei))pi (C.5)� Valor m�edio de uma fun�
~ao de �:< f(�) >= Xei2U f(�(ei))pi =Xx� f(x�)P�(x�) (C.6)A primeira igualdade �e apli
a�
~ao imediata da de�ni�
~ao da eq.(C.1).f(�) �e a vari�avel aleat�oria de�nida no mesmo espa�
o de a
onte
imentos119



120 APÊNDICE C. VALORES M�EDIOSque � e 
ujo valor, para um qualquer a
onte
imento ei, �e f(�(ei)). Senesta soma �zermos primeiro a soma sobre os a
onte
imentos 
om�(ei) = x� e depois somarmos sobre x�, obtemos a segunda forma (vereq.(C.3)).� < �2 >�< � >2;a igualdade s�o se veri�
a se � for uma 
onstante (um �uni
o valorposs��vel). Come
emos por mostrar que:< (�� < � >)2 >=< �2 > � < � >2 (C.7)Expandindo o quadrado< (�� < � >)2 > = < �2 � 2� < � > + < � >2>= < �2 > �2 < � >< � > + < � >2= < �2 > � < � >2 (C.8)Por outro lado, a variân
ia < (�� < � >)2 > �e dada por uma somaonde todos os termos s~ao n~ao negativos,< (�� < � >)2 >=Xx� (x�� < � >)2P�(x�) (C.9)Por isso < �2 > � < � >2� 0, sendo nula apenas se todos os termosda soma da eq.(C.9) forem nulos. Isso impli
a que x� =< � > ouP�(x�) = 0. Isto �e, s�o h�a um valor poss��vel para � (P�(x�) 6= 0) que �e,naturalmente, o seu valor m�edio.



Bibliogra�a[1℄ Introdu�
~ao �a F��si
a da Mat�eria, J. Bessa de Sousa.[2℄ F. Quate, Physi
s Today, Agosto 1986 pag. 26[3℄ Handbook of Physi
s , Condon & Odishaw, M
Graw-Hill, NY, 1958[4℄ S
ien
e Data Book , R. M. Tennent (ed) Oliver & Boyd, Edinburgh,1979[5℄ From Order to Chaos, L. P. Kadano�, World S
ienti�
, Singapore, 1980

121


