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Prefacio

A disciplina de Tépicos de Fisica funcionou pela primeira vez, no Depar-
tamento de Fisica da Universidade do Porto, no ano lectivo de 1994/95.
O Departamento pretendeu introduzir uma cadeira de Fisica, no primeiro
semestre do primeiro ano, que cumprisse certos objectivos:

e Nao fosse vista pelos alunos como uma, repeticao dos conteudos do 122
ano, ainda que respeitasse os seus niveis de conhecimentos matematicos,
que nao incluem o calculo infinitesimal.

e Fosse suficientemente motivadora para despertar a curiosidade e o in-
teresse dos alunos pela fisica;

e Contribuisse para desenvolver nos alunos uma maior disponibilidade
para abordar questoes novas, encorajando-os a raciocinar sobre questoes
concretas e tentando mostrar que os conhecimentos que ja tém lhes per-
mitem abordar problemas de interesse real e nao meramente académico.

Estes objectivos fixam uma filosofia de abordagem mas nao um contetido
particular. Permitem a construcao de um programa que nao se integra em
nenhuma das disciplinas tradicionais do ensino da Fisica. Isso é uma van-
tagem aprecidvel, pois as questoes realmente interessantes, sao, frequente-
mente, horizontais atravessando varias disciplinas.

O Departamento confiou-me a regéncia desta disciplina desde a sua criacao
e propds-me um programa com quatro areas:

e Estimativas dimensionais
e Modelos deterministicos
e Modelos probabilisticos
e Modelos fenomenolégicos

Estas notas (e as aulas) s contemplam as trés primeiras. A disciplina
s6 conta com duas horas tedricas semanais e nao tem sido possivel abordar
a ultima.
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Esta versao das notas tem ainda um caracter provisorio, as ideias sao
muitas para as melhorar e criticas e sugestoes sao mais do que bem vin-
das. Estas notas sao acompanhadas de uma coleccao de problemas, que é
absolutamente essencial ao cumprimento dos objectivos atrds expostos. Aos
alunos (e restantes leitores) competita decidir se estes estao de facto a ser
cumpridos.
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Capitulo 1

Dimensoes. Estimativas
Dimensionais

Dimensoes

Introducao

O processo de medicao mais simples é a contagem. Nao é frequente pensar-
mos numa contagem como uma medicao. Mas na realidade trata-se de um
procedimento através do qual associamos um niimero a uma entidade que
em muitos casos podemos classificar como um grandeza fisica. Claro que s6
podemos contar conjuntos. .. contaveis, também designados por numeraveis.

Este procedimento nao é suficiente para medir, por exemplo, uma distan-
cia. Senao vejamos. Para medir uma distancia entre dois pontos, tomamos
um objecto rigido, uma régua, colocamo-la ao longo de uma linha que una os
dois pontos e contamos o ntmero de vezes que a régua cabe entre eles. Mas,
s6 muito excepcionalmente o comprimento serd expresso como um niimero
inteiro de réguas e vemo-nos obrigados a subdividi-la. Somos, pois, levados
a conceber uma distancia como expressa por uma expansao decimal (se as
subdivisoes sucessivas forem em dez partes). Uma expansao decimal que,
pelo menos potencialmente, pode ser infinita. Dai que representemos com-
primentos por numeros reais. Nao iremos discutir até que ponto é que a
estrutura matematica dos niimeros reais é realmente tornada necessaria pela
nossa experiéncia do mundo fisico. Alguns cientistas tém mesmo especulado
que a representacao do tempo e espaco pelo continuo de nimeros reais es-
taria na base de algumas dificuldades profundas da fisica contemporanea.
Mas o aparato matemadtico construido com base nesta estrutura é de tal
modo poderoso e eficiente que nao sera facil destrona-lo.

O que nos interessa aqui salientar é um aspecto que o procedimento de
medida destas grandezas continuas, referido acima, torna bem claro. E que
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para associar um numero real a uma grandeza deste tipo temos que escolher
um padrao, uma unidade. No caso em discussao uma determinada régua.

O ponto fundamental é que o padrao € puramente convencional. Embora
tenha que ser especificado, para que o valor de uma grandeza possa ser ex-
presso por um ntimero real, ele pode ser mudado sem qualquer prejuizo para
a descricao dos fendmenos. Mas, numa tal mudanca, os valores numéricos
que representam as grandezas transformam-se. Torna-se pois claro que uma
relacao entre os valores de duas grandezas fisicas sé terd significado se for
preservada (invariante) em qualquer mudanga de unidades. De outro modo
nao exprime uma relacao entre grandezas mas sim uma coincidéncia de va-
lores resultante de uma escolha particular de unidades. Esta invariancia
das relagoes envolvendo valores de grandezas fisicas debaixo de uma de-
terminada transformacao desses valores é um exemplo de uma simetria. Na
definicao classica de Herman Weyl, um objecto é simétrico se ficar invariante
debaixo de uma dada transformacao. A existéncia desta simetria implica cer-
tas restri¢oes a forma das equagoes da fisica. Sao esta restricoes que tornam
possiveis os argumentos dimensionais. Para os explorarmos teremos que es-
tudar com algum detalhe a natureza destas transformagoes de unidades (ou
de escala).

Conceito de Dimensao

Como se transforma o valor de uma grandeza fisica numa mudanca de
unidades? Trata-se do mal amado problema de conversao de unidades, que
vamos retomar aqui formulado de um modo um pouco mais abstracto do
que o habitual.

Seja, por exemplo, [ o valor real que representa um comprimento com a
unidade metro. Se passarmos para uma outra unidade (¢m) que novo niimero
real I’ representa 0 mesmo comprimento? Como bem sabemos

m— cm=10"?m (1.1)

implica que
I —1'=10% (1.2)

De um modo geral designando por u o padrao (unidade) de uma dada
grandeza, numa mudanga para um novo padrao u’ dado por

, U
, = — 1.3
u—u =g (1.3)

os valores dessa grandeza transformam-se como

I =1 = Al (1.4)
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Mas como se transformam os valores de outras grandezas como uma massa
ou uma area? O padrao de comprimentos nao serve para medir massas. Nao
podemos determinar uma massa vendo quantas vezes nela cabe uma régua
de 15 cm. Pela mesma razao também nao podemos medir dreas com uma
régua, pelo menos nao por comparacao directa. Para clarificar este ponto e
simultaneamente entender melhor o que é um sistema de unidades, vamos
gastar algum tempo com o caso trivial da escolha de unidade de &rea.

Para medir uma area temos que escolher um padrao: uma figura geomé-
trica convenientemente definida de que possamos construir virias unidades,
com as quais podemos pavimentar a area a medir reduzindo deste modo a
medicao a uma contagem. Para fixar ideia consideremos a area de um circulo
de raio r e designemo-la por C(r). Nao seria dificil concluir, empirica ou
tedricamente, que independentemente do padrao, uma duplicacao do raio
implica uma quadruplicacao da area. Isto é, genéricamente, para qualquer
valor real b

C(br) = b°C(r) (1.5)

As fungoes C(r) que satizfazem esta condigao para qualquer b real tém a
forma

C(r) = ar’. (1.6)
Isso pode-se ver com facilidade reescrevendo a eq.(1.5) na forma
C(r) =b2C(br) (1.7)

e usando o facto que, se esta equacao é vilida para qualquer b, o é em
particular para b = 1/r e por isso

C(r)=C(1)r? (1.8)

em que C(1) = a é uma constante independente de r. Toda a gente sabe que
esta constante é igual a 7. Ou sera? Na realidade o seu valor é determinado
pela escolha da unidade de drea. Consideremos, como exemplos as seguintes
possiveis escolhas:

a) A unidade de drea é a drea de um circulo de raio igual a uma unidade de
comprimento.

b) A unidade de drea é a area de um quadrado de lado igual a uma unidade
de comprimento

¢) A unidade de 4rea é a drea de uma moeda de 1009.

No caso a) a constante « vale claramente 1, pois a defini¢ao significa que
C(1) = 1. No caso b), a definicao corrente, vale 7. Com efeito o argumento
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que nos conduziu a eq.(1.6) aplicado a drea de um quadrado de lado r, Q(r)
leva-nos a afirmar que

Q(r) = pr’ (1.9)

O que a geometria (ou a experiéncia) nos diz é que o/ = . E apenas isto
o que estamos a afirmar quando dizemos que a drea de um circulo é 7r?. A
escolha a) equivale a fazer @ = 1, logo f = 1/m. A escolha b) corresponde
ater § =1, logo a = m. Mas, e isto é o mais importante, o padrao de
area estd ligado ao de comprimento. Se a unidade de comprimento muda
ur, — uy = ur/A a de drea muda de um modo determinado pelas relagoes
das eqs(1.6) e (1.9), ua — u'y = ua/A%. Repare-se que esta dependéncia
da transformacao de areas na de comprimentos sé existe porque o padrao
de drea foi escolhido de um modo dependente do de comprimento. No caso
da escollha c¢) acima referida isso nao acontece. Nessa situacao o valor que
exprime a drea (o nimero de vezes que 14 cabe uma moeda de 100$00) é o
mesmo quer os comprimentos sejam medidos em metros ou em centimetros.
Nos casos das defini¢oes a) e b) a unidade de area ¢ derivada da de
comprimento. A relacao entre as transformacoes de area e comprimento

I = I'=A\l (1.10)
a — a=AMA\a (1.11)

é habitualmente expressa dizendo que uma area tem dimensio 2 (ou ex-
poente dimensional 2) no comprimento. E usual a notacao

drea] = L2 (1.12)

Note-se que no caso da defini¢ao c) as dreas tém dimensao zero no compri-
mento, isto é, os valores que exprimem areas sao invariantes numa mudanca
de unidade de comprimento. Neste 1iltimo sistema de unidades a area de um
circulo pode ser expressa como

C(r) = ker? (1.13)

Mas a constante de proporcionalidade, ao contrario dos sistema a) e b) varia
numa mudanca de unidades. Com efeito uma vez que C(r) nao varia numa
mudanca de unidade de comprimento, mas r — v’ = Ar, temos que ter
ke — k. = A 2k.. k. tem dimensdo —2 no comprimento.

Este exemplo, ainda que trivial, tem o mérito de por em evidéncia alguns
pontos relativamente a unidades:

a) Relagoes entre grandezas fisicas de natureza diferente envolvem, em geral
constantes multiplicativas cujos valores (e dimensoes) s6 sao determi-
nados pelas convencoes de escolha de unidades.
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b) Em certos casos é possivel (e conveniente) relacionar a escolha de padroes
dessas grandezas de tal modo que essas constantes sejam independentes
das unidades escolhidas (desde que nao se altere a relacao entre os
padroes). Essa constantes dizem-se adimensionais.

c) Estas escolhas permitem reduzir o niimero de padroes independentes
unidades fundamentais—sendo os restantes definidos a partir destes—
unidades derivadas. As leis de transformacao das unidades derivadas
sao determinadas a partir das das unidades fundamentais.

Unidades Fundamentais em Mecanica

Em Mecanica Classica é possivel escolher as constantes arbitrarias que po-
dem surgir nas leis e defini¢oes de modo ter apenas 3 unidades fundamentais,
quase universalmente escolhidas como massa (M), comprimento (L) e tempo
(T'). Para que nao caiamos na tentacao de atribuir um significado profundo
a este facto convém saber que em relatividade, por exemplo, é usual usar um
sistema de unidades em que apenas hd duas grandezas fundamentais, massa
e tempo, ou massa e comprimento. Nesses sistema tempo e comprimento
tém as mesmas dimensoes. Os fisicos de particulas usam correntemente um
sistema com uma unidade fundamental. Como vimos atrds, é a prépria rede
de leis e relacoes entre grandezas, que constituem uma teoria, que determina
as possibilidades de relacionamento de padroes e consequente reducao do
nimero de unidades fundamentais.

Mas, para ji, fiquemos na Mecanica Classica. Vejamos através de al-
guns exemplos como obtemos as dimensoes de cada grandeza nas unidades
fundamentais:

e velocidade: uma qualquer componente de velocidade é definida por
uma equacao

. Az
im
At—0 At

(1.14)

v =

Numa mudanca de unidades de comprimentos e tempos L. — AL, T —
AoT (daqui em diante passaremos sempre a indicar as transformacoes
dos valores das grandezas) como varia v? Claramente

Ax A Ax
— 1.15
At A, A (1.15)
e portanto
v—= v =AMA (1.16)

Isto é, v tem dimensao 1 no comprimento e —1 no tempo. Na notagao
habitual
[velocidade] = LT} (1.17)
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e outras grandezas: o leitor podera facilmente verificar por processos
semelhantes as seguintes equacoes de dimensoes:

[quantidade de movimento] = [mw] = MLT ' (1.18)
[momento cinético] = [mwr] = ML*T~'  (1.19)

[forca] = [ma]= MLT? (1.20)

[energia] = [mv®] = ML*T2  (1.21)

Nota: nao terd escapado ao leitor atento que todas as grandezas que referi-
mos acima sdo definidas como produtos de poténcias (positivas ou negativas) de
grandezas fundamentais. Isso é uma condicao necessaria para que a respectiva mu-
danca de unidades corresponda a uma transformacdo de escala (multiplicagdo por
um factor de escala) e possamos definir os respectivos expoentes dimensionais. Para
grandezas como comprimento, massa e tempo que se medem por comparagcao directa
com padroes, nao se vé como pudesse ser de outra maneira. Mas a generalidade das
grandezas fisicas ndo se pode medir por comparacao directa. Nao existe um padrao
de velocidades que se possa sobrepor a uma dada velocidade para ver quantas vezes
14 cabe. Portanto poder-se-ia por a questdao de saber se nao seria possivel definir
grandezas fisicas, uteis, que tivessem uma lei de transformacao mais complicada.
No entanto, certos requesitos gerais (linearidade, composicao de transformacoes de
escala), cuja discussdo seria um pouco avangada demais para este curso, reduzem
as possibilidades aquelas que nés consideramos.

Principio de Homogeneidade Dimensional

Estamos agora em posicao de formular, de um modo mais preciso, o requesito
exposto atrds, de que uma relacao com significado fisico entre duas grandezas
tem que ser preservada numa mudanca de unidades.

Tomemos uma relacao genérica entre duas grandezas que designaremos
por A e B.

A=B (1.22)
Numa mudanca genérica de unidades
L — ML (1.23)
T — AT (1.24)
M = AsM (1.25)

A e B transformam-se de acordo com as suas dimensoes nas unidades fun-
damentais

A o A= AMAS2ASA (1.26)
B — B =A'"APAPB (1.27)
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Para que a relacao seja preservada no novo sistema de unidades deveremos
ter
A =B (1.28)

isto é
APTAAGS = ATV ADPAY = AT PIAGE P A = (1.29)

Como os factores de escala sao arbitrarios a igualdade sé se verificard, para
qualquer escolha das unidades fundamentais, se

ap = B g = [a; a3 = 33 (1.30)

Em conclusao, ¢ condi¢ao necessdria e suficiente para que uma equagao seja
imvariante numa mudanca de unidades que todos os seus termos tenham as
mesmas dimensoes nas unidades fundamentais Principio de Homogenei-
dade Dimensional.

Este requesito, invaridncia debaixo de uma determinada transformagao
é, basicamente, um principio de simetria. Uma tal exigéncia coloca certa
restricoes as relacoes possiveis entre determinadas grandezas. E este aspecto
do problema que sera discutido na préximas secgoes.

Estimativas Dimensionais

O Péndulo

Consideremos a questao de determinar o periodo de oscilacao de um péndulo.
Do nosso conhecimento das leis da fisica poderiamos intuir que que os seguintes
parametros poderao ser importantes:

Figura 1.1:0 péndulo gravitico
e g, a aceleracao da gravidade;
e m, a massa do péndulo;
e [, 0 comprimento do fio;

e gy, o valor do angulo inicial.

Teremos entao, de um modo inteiramente geral, uma relagao,
T:f(gulumaaﬂ) (131)

em que f designa uma funcdo desconhecida. Como vamos ver o principio
de homogeneidade dimensional vai permitir determinar completamente a de-
pendéncia de f nos primeiros trés parametros. Escrevamos, para referéncia,
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as equacgoes de dimensoes destas grandezas:

lg] = LT 2 (1.32)
1] = L (1.33)
m] = M (1.34)
6] = 1 (1.35)
T] = T (1.36)

Note-se que o dngulo 6 é medido em radianos. Como tal é a razao de dois
comprimentos e adimensional (dimensoes LOTYM?), isto é, tem um valor
independente das unidades escolhidas.

Vejamos o que acontece a estas grandezas numa mudanca de unidades
de massa, M — AgM. Todas sao invariantes excepto m. No novo sistema
de unidades a relagao da eq.(1.31) deve ser mantida, isto é,

T = f(g',l',m', ) (1.37)

em que X' representa o valor da grandeza X no novo sistema de unidades.
Um ponto importante a notar: se a relagao é de facto universal a fun¢ao f
¢ a mesmanas eqs(1.31) e (1.37); mas, para isso, é crucial que seja explicitada
a dependéncia em todos os parametros fisicos com dimensoes. Imaginemos,
por um momento que nos esqueciamos da dependéncia em g, ji que esta
pouco varia se nao sairmos da superficie da Terra. Nesse caso ao mudar de
unidades a fun¢ao T' = f (I, m, Hy) variaria porque a definicao de f envolveria
o parametro g que mudaria com a mudanca de unidades. E fundamental
compreender bem este ponto para poder aplicar correctamente os métodos
que estamos a discutir.
Das equacoes de dimensdes sabemos que 7" =T, ¢’ = g,l' = 1,00 = 6] e
m' = AgM. Logo
f(qalaAgmaHU) = f(g,l,m,()g) (138)

Esta relacao sé pode ser valida para qualquer valor de A3 se f ndo depender
de m. O periodo ndo pode depender da massa do péndulo!

T = f(g,1,60) (1.39)

Podemos agora prosseguir a explorar as consequéncias de outras mu-
dancas de unidades. Para a unidade de comprimento

I = Al (1.40)
g — Mg (1.41)
6 — 6 (1.42)
T = T (1.43)
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de onde decorre,
f(Arg, A1l 60) = f(g,1,60) (1.44)

Escolhendo A; = 7! obtemos

f(g.1,60) = (£,

7+ 1.60) (1.45)

O periodo é fun¢ao da razao ¢/l e de 6y. Finalmente numa mudanca de
unidade de tempo

A (1.46)
g — Ay%g (1.47)
b — 6o (1.48)
T — AT (1.49)
O que da
T = AT = f(A;Q?,HO) (1.50)
isto é g g
F(5:00) = Ay ' F (A7, 60) (1.51)

Usando a mesma técnica que anteriormente, escolhendo As de modo a que
A52g/l =1 concluimos que

T:f(%aQO) = \/gf(laf)o)- (1.52)

Em resumo a analise dimensional, determina toda a dependéncia em [ e

T = \ﬁf(eo). (1.53)
g

A funcao f(6p) fica indeterminda por esta andlise. O regime de pequenas
oscilagoes corresponde a 6y < 1 (recorde-se que um angulo recto sao /2
radianos, isto é cerca de 1.57). Corresponde ao limite

I l
T f0)= k\/; (1.54)

Neste limite a nossa andlise determina o valor de T" a menos de um constante

g,

multiplicativa (a andlise completa das equagoes de movimento mostra que
k = 2m).

O método seguido na deducao do resultado da eq.(1.54) é algo longo mas
tem a vantagem de tornar bem explicito o conteiido de uma anélise dimen-
sional e o principio de invariancia que lhe estd subjacente. Mas é habitual
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Figura 1.2:0 elongamento da mola é
proporcional a F
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proceder de um modo mais expedito. A funcao f(g,l,m,0) da eq.(1.31)
tem claramente as dimensoes de um tempo. Olhando para as equacoes de
dimensdes dos parametros (eqs(1.32) a (1.36)) nao é dificil ver que podemos
definir um tempo com [ e g nomeadamente /I/g. Assim podemos desde
logo escrever, sem perda de generalidade

(1.55)

em que a funcao h é adimensional, isto é tem um wvalor invariante em qual-
quer mudanca de unidades. Mas entao é claro que ela sé pode depender
de parametros adimensionais, igualmente invariantes. Uma inspeccao das
equacoes de dimensodes mostra que com g,l,m,fy a Unica combinacao adi-
mensional possivel é o préprio 6y. Basta reparar, por exemplo, que s6 m
tem dimensdo de massa nao nula. Logo nao pode formar com g e | um
parametro adimensional. Por outro lado nao é possivel anular a dimensao
temporal entre g e [. Logo concluimos directamente que h s6 depende de 6
e T tem a forma da eq.(1.54).

Antes de abandonar este exemplo, convém reflectir um pouco sobre o que
fizemos. Ao fim ao cabo acabamos de deduzir uma lei fisica, sem fazer uma
unica experiéncia. Sera que podemos de facto recostar-nos num sofa e, us-
ando as nossas células cinzentas, descobrir como se comporta o mundo? Na,
verdade, a auséncia de um conteido empirico no nosso raciocinio é apenas
aparente. A nossa suposicao inicial sobre as varidveis de que pode depender
o periodo do péndulo resume observagoes muito importantes. O periodo do
péndulo poderia, & partida, depender de muito mais variaveis como, o tipo
de material que o constitui, o local onde oscila (latitude e/ou longitude), o
diametro do fio de suspensao etc, etc. Nao deixa no entanto de ser interes-
sante que tendo assim limitado o nimero de parametros, foi depois possivel
chegar tao longe com base no principio de homogeneidade dimensional.

Velocidade do Som

Suponhamos que aplicamos duas forcas iguais e opostas no extremo de uma
mola. Sabemos que a deformagao é proporcional a forca

F = kAl (k, constante da mola) (1.56)

(Uma questao: é mais usual definir a constante da mola supondo uma das
extremidades fixas e aplicando a forca na outra. As duas defini¢oes sao
equivalentes?)

Suponhamos agora que, em vez da mola temos uma barra sdlida. Se
a forca nao ultrapassar o limite de elasticidade da barra temos de novo a
relacao da eq.(1.56) entre a variagdo de comprimento da barra e a forga.
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Mas como depende k do material e da geometria da barra? Se duplicar-
mos o seu comprimento k varia? FE se variarmos a sec¢ao? Imaginemos a
barra constituida por duas partes do mesmo comprimento colocadas topo a
topo. E ébvio que a barra A, estando em equilibrio tem uma resultante das
forcas aplicadas nula. Isto é a barra B exerce sobre A uma forca F' = —F.
Mas entao, designando por k' a constante de forca relativa a uma barra de
comprimento /2,

F
Aly = o (1.57)
As forgas nas extremidades de B sao também F' e —F'. Logo
F
Alp = o (1.58)

em que k' é a contante de forca relativa a uma barra de metade do compri-
mento. Mas

1 1 2
Isto significa que
kl
k=— 1.60
5 (1.60)

Por outras palavras a constante k é inversamente proporcional ao compri-
mento da barra. Em relacao as dimensoes transversais podemos raciocinar
de modo semelhante. Supomos a barra dividida longitudinalmente em duas.
As forcas aplicadas a cada uma nas extremidades tem agora médulo F'/2.
Mas, como é ébvio, cada uma das duas partes sofre o mesmo elongamento
que a barra completa. Assim

F
WAL= (1.61)

ou seja k' = k/2. A constante k é proporcional & drea da seccao da barra.
Em resumo,

A
k=E7 (1.62)

em que F deve ser independente das dimensoes da barra, caracteristico do
material de que é feita. E conhecido como médulo de Young. Assim temos
para a relacao entre o elongamento da barra e a forca de estiramento

F Al

—=FE— 1.63

1 l (1.63)
As dimensoes de E sao exactamente as de uma pressao. No SI a respectiva
unidade é o Pa (Pascal). Valores tipicos para sélidos[4], andam na gama das

dezenas a centenas de GPa (1 GPa = 10° Pa).

Figura 1.3:cada metade da barra estd
sujeitas as mesmas forcas que a barra
completa
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Agora que sabemos caracterizar as forcas eldsticas que se exercem num
sdlido vejamos o que podemos aprender sobre a propagacao do som nos
mesmos. Como o som implica a propagacao de uma deformagao eldstica,
parece claro que a sua velocidade vai depender do médulo de Young. Este
determina as forcas que cada parte do sélido exerce sobre as vizinhas. Mas
se pensarmos nas leis de Newton, sabemos que o0 movimento é determinado,
nao apenas pelas forcas que actuam sobre os corpos, mas também pelas
repectivas massas. Por outro lado é um dado adquirido que a velocidade de
propagacao do som é uma caracteristica de cada material e ndo depende da
geometria dos corpos onde se propaga. Assim sendo, deve depender, nao da
massa do corpo, mas da massa volimica do material que o constitui. Sem
mais informacoes arrisquemos

Vsom = f(E, ,0) (164)
Olhemos para as dimensoes
[E] = [Pressiao|= ML 'T? (1.65)
[p] = ML (1.66)
Ora
E
[?] =L*T? (1.67)

as dimensoes do quadrado de uma velocidade. Logo

E
Vsom = ”;h(E, ) (1.68)

em que h(E,p) é adimensional. Mas nao é possivel formar um parametro
adimensional de E e p, pelo que h nao pode depender de quaisquer destes
parametros e tera que ser uma constante adimensional.

E
Vgom = O | — (1.69)
\/ P

Como exemplo calculemos v/ E/p para o aluminio, £ = 71 GPa,p = 2.7g cm™
[4], o que da

3

Vsom(Al) = 5.13 x 103 m s~ ¢ (1.70)

A velocidade do som no aluminio é, 5100 m s~! [4]. Uma analise mais
completa mostra que o = 1.
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Forca de Stokes e Nimero de Reynolds

Dentro da mesma filosofia consideremos agora um exemplo no campo da
fisica de fluidos. E uma drea onde a analise dimensional é particularmente
util.

Consideremos um corpo de forma esférica imerso num fluido. Se este
se mover exercerd sobre o corpo uma forca na direccao do seu movimento.
Note-se que poderemos também considerar que é o corpo que se move no
fluido em repouso. O importante é o movimento relativo s6lido  fluido. De
que poderd depender tal forca? Certamente da velocidade relativa sélido —
fluido, U e das dimensoes do corpo. Poderemos também pensar que pode
depender da massa volumica do fluido. Um fluido muito rarefeito nao deve
arrastar com muita forca o sélido. Vejamos entao as dimensoes

[R] = L, (raio) (1.71)
[p] = ML73, (massa volumica) (1.72)
U] = LT, (velocidade) (1.73)
[F] = MLT?, (forca) (1.74)

Vemos, por inspecgao que F x p (dimensao 1 na massa); por outro lado
F o U?( para acertar as dimensdes de T'). Portanto

[pU?R?] = MLT % = [F] (1.75)

ou seja

F = pU?R?h(p,U, R) (1.76)

A funcao h deve ser adimensional. Mas como nao é possivel, com o0s seus
argumentos, formar um parametro adimensional, h deve reduzir-se a uma
constante:

F = kpU?R? (1.77)

e toda a dependéncia de F' nos parametros do problema fica determinada.

Nesta altura podemos tentar impressionar um experimentalista com esta
lei fisica deduzida por raciocinio puro! Ele poderia argumentar, com justeza,
que de facto o nosso ponto de partida (a seleccao dos parametros de que cre-
mos que F' possa depender) resulta de uma experiéncia prévia, tem pois um
forte conteiido empirico. Mas, mais provavelmente, limitar-se-4 a apontar
que o nosso resultado esta errado pois, é bem conhecido experimentalmente,
que a baixas velocidades, a forca é proporcional a U, nao a U?. Trata-se da
forca de atrito de Stokes. Como é possivel?

Com efeito a nossa suposicao de partida é demasiado restritiva, pois
ignora uma caracteristica do fluido, a wviscosidade. Para explicar o que é
teremos que fazer um longo paréntesis.



Figura 1.4:0 peso da camada sombreada
de liquido é suportado pela presssao do
liquido que estd em baixo.

Figura 1.5:s6lido sujeito a tensoes de
corte.
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Viscosidade de Stokes

Consideremos um recipiente cheio de liquido, por exemplo dgua. A porgao
de liquido sombreada na fig(1.2) é actuada pela for¢ca de gravidade. O re-
spectivo peso vale

Ap = pgAV (1.78)

(p, massa volimica, AV, volume)

O que sustenta esta por¢ao de liquido e o impede de cair? Naturalmente
as forcas de pressao exercidas pelo liquido que estd por baixo. Este liquido
é comprimido pelo peso do liquido acima dele (e da coluna de ar por cima
deste). Deforma-se (muito pouco, pois os liquidos, como os sélidos, sao pouco
compressiveis) e dai resultam forgas de pressao que se exercem normalmente
a fronteira entre as duas porgoes de liquido. Naturalmente essas forcas sao
proporcionais a area da superficie e por isso é bem definida a forca por
unidade de area, a pressao. O ponto é que os liquidos se comportam de modo
muito semelhante aos sélidos sob ac¢ao de tensdes compressivas (normais as
superficies através das quais se exercem).

Mas consideremos agora uma situagao um pouco diferente. Uma camada
de liquido estd contida entre duas placas horizontais, sélidas. O liquido,
normalmente, adere ao sdlido. Isto é, se arrastarmos uma das placas hor-
izontalmente o liquido que estd em contacto com ela move-se também. Se
entre as placas estivesse um sélido o deslocamento horizontal induziria uma
deformagao no mesmo. Surgiria uma forga eldstica que se oporia ao desloca-
mento. Seria necessario manter aplicada uma forca externa para manter a
placa deslocada da sua posi¢ao inicial. Se imaginarmos uma superficie a sep-
arar o solido em duas camadas vemos claramente que a condicao de equilibrio
da parte superior implica que a inferior exerga sobre ela uma forca paralela
a superficie através da qual ela se exerce . Estas tensoes sao designadas por
tensoes de corte.

Um liquido responde a tensoes de corte de um modo muito diferente de
um sélido. As camadas de liquido podem deslizar umas sobre as outras. A
placa superior pode estar em equilibrio, sem forcas externas, em qualquer
posicao. Em equilibrio, num liquido, nao ha tensoes de corte. Mas por
experiéncia sabemos que enquanto a placa e o liquido estao em movimento
surgem de facto tensoes de corte que se lhe opoem  as forgas de viscosidade.

Para uma classe vasta de liquidos (nao todos) verifica-se que para uma
velocidade da placa superior U e uma camada de espessura [ de liquido,
a forca por unidade de drea que é necessirio exercer externamente sobre a
placa para a manter em velocidade uniforme vale

F U
= n— 1.
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O coeficiente 7 é a viscosidade. Note-se que, como a placa se desloca a uma
velocidade uniforme, a resultante das forcas que nela actuam é nula. Logo
esta expressao determina também o valor da forga que o liquido exerce sobre
a placa.

A primeira vista esta definicdo pareceria indicar que a viscosidade é uma
propriedade da interface liquido—sdélido, mais do que do liquido em si. De
facto nao é assim. O que na realidade se verifica na situagao considerada é
que a velocidade no seio do liquido varia de um valor nulo na placa inferior
até U, na superior, de um modo linear. Isto é

wly) = U7 (1.80)
Se imaginarmos uma superficie paralela as placas a separar duas partes do
liquido vemos que a forca que cada uma destas partes exerce sobre a outra
é ainda dada pela eq.(1.80) uma vez que nao hi aceleragoes no sistema. O
que estamos a dizer, portanto, é que a forca exercida através da superficie
de separacao entre as partes A e B do liquido vale

F U d
—=p— = nL(U) (No sentido negativo do eixo zz) (1.81)

A= dy

Em conclusao, um deslizamento de uma camada de liquido sobre outra,
(variacoes de componentes da velocidade segundo um dado eixo numa di-
recgao perpendicular ao mesmo, dv,/dy # 0) da origem a tensoes de corte
proporcionais a viscosidade do liquido.

A Forcga de Stokes

Estamos agora em condigoes de voltar a discussao da forga sobre um sélido
em torno do qual se move um fluido. Parece claro que a viscosidade do
liquido é relevante. Com efeito se o liquido adere & superficie do sélido tera
que haver variacoes de velocidade no seio do fluido e surgirao tensoes de
corte determinadas pela viscosidade. Analisando dimensionalmente 7

] = (MLT ) (L)L) (LT ")y ' =ML7'T™! (1.82)

Levemos em conta a informacao do nosso amigo experimentalista, F' oc U.
Temos

F=Uf(p,R,n) (1.83)

As dimensoes da funcao f sao ficeis de determinar

[f]= [g] = MT" (1.84)

Figura 1.6:para mover a placa a ve-
locidade uniforme é necessdrio manter
uma forga aplicada. O deslizamento de
camadas de liquido origina tensdes de
corte.
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O produto nR tem precisamente estas dimensoes pelo que
F =nUR x h(p,R,n) (1.85)

em que a funcao h é agora adimensional. Mas nao ha nenhum parametro
adimensional que se possa formar a partir de produtos de poténcias de p, R
e 7. Senao vejamos

[p* ROy = MotV L 348 (1.86)

Para termos um produto adimensional

at+ty =
—da+pf—v =
v =0 (1.87)

que s6 tem a solucao @ = =y = 0. Em conclusao a funcao h reduz-se a
uma constante adimensional

F=knUR (1.88)

Neste regime, de F' < U, a dependéncia no raio da esfera é linear e a forca
nao depende da massa voliimica do liquido.

Finalmente, e para encerrar esta discussao sobre fluidos, podemos colo-
car o problema com toda a generalidade, sem fazer suposicoes sobre a de-
pendéncia da forca na velocidade.

F = f(p.n.R.U) (1.89)
que podemos sempre escrever na forma
F =nUR X h(p,n,R,U) (1.90)

em que, de novo, h é adimensional. Mas com estes quatro parametros ja é
possivel formar um produto adimensional. De facto, o trabalho ja esta feito.
Como nUR e pU?R? tem as mesmas dimensoes (as de uma for¢a) a razao
entre eles é adimensional

pU?’R?>  pUR

- 1.91

Este parametro é designado por numero de Reynolds.
A andlise dimensional conduz entao ao resultado

F =nUR x h(R) (1.92)
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Repare-se que, na medida em que incluimos na discussao todos os parametros
relevantes, a funcao h(R) é universal, a mesma para todos os fluidos (desde
que caracterizados por uma viscosidade do tipo acima definido) e esferas
sélidas (para outras formas geométricas a funcgao serd diferente).

O nimero de Reynolds caracteriza o regime de variagao de F' com U.
Para R < 1 serd de esperar que h(R) =~ h(0) e teremos um regime em
que F o« U. Mas para R = 1 ou superior esse regime pode ser modificado.
Com efeito as caracteristicas do escoamento variam substancialmente com
R. Para R pequeno o escoamento é ordenado e estaciondrio. A velocidade
do fluido em cada ponto nao varia no tempo. Para R ~ 20 desenvolvem-se
turbilhoes na parte de tras do corpo sélido, que para R = 100, acabam por
descolar dando origem a variagoes temporais na velocidade do fluido em cada
ponto. Para R muito elevado a esteira do sélido tem um comportamento
desordenado (turbulento) (ver fig.(1.7)).

Convém notar o poder da andlise dimensional. A descri¢ao que acabamos
de fazer aplica-se a intimeras situacoes. Dois quaisquer escoamentos com
7’s, R’s, U’s e p’s totalmente diferentes terao as mesmas caracteristicas se
0s respectivos nimeros de Reynolds forem idénticos. Uma das consequéncias
praticas destas ideias é que é possivel estudar o comportamento de grandes
massas liquidas (por exemplo, uma albufeira) com modelos de dimensoes
reduzidas, se a massa volumica e a viscosidade do liquido do modelo forem
escolhidas de modo a conduzir a0 mesmo niimero de Reynolds. O ntimero
de Reynolds é apenas um de muitos parametros adimensionais que surgem
no estudo da mecanica de fluidos.

Leituras Recomendadas

e (Classical and Modern Physics, K. Ford, Vol I Cap. 2. Uma boa obra,
na tradicao americana de curso introdutério com cobertura global de
todas as dreas da Fisica. Tem alguns anos e tem sido suplantado por
obras mais recentes, com apresentacoes graficas excepcionais, mas nem
sempre com lucidez compardvel.

e Forces and Particles, B. Pippard, Cap. 7 Um livro relativamente
avancado, que contém uma discussao cuidada de alguns dos tépiocs
deste capitulo.

e Sistema Internacional Guilherme de Almeida Cap. 3 A énfase é mais
em sistemas de unidades mas no capitulo 3 trata alguns exemplos de
andlise dimensional.
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Figura 1.7: escoamentos de um fluido em torno de uma esfera para varios
valores do nimero de Reynolds [5]



Capitulo 2

Dimensoes atomicas

O tamanho dos atomos

De que tamanho sao os dtomos? A investigacdo experimental desta questao
constitui uma histdria fascinante, plena de invencao e criatividade. Uma
excelente introducao pode ser encontrada nas notas de J. Bessa de Sousa
Introdu¢do a Fisica da Matéria[l]. A invencao do microscopio de efeito de
tunel veio coroar esta histéria com imagens extraordindrias, que permitem
resolver individualmente os d&tomos de um dado material[2].

No presente capitulo tomaremos como um dado adquirido a actual pos-
sibilidade de a ciéncia determinar com precisao as caracteristicas individu-
ais de dtomos (dimensdes, energias, etc), numa variedade de circunstancias
(isolados, em moléculas, em dtomos). Tentaremos, com ideias simples, com-
preender o que determina as escalas caracteristicas de certas propriedades.
Vejamos alguns exemplos.

Uma consulta a um quadro peridédico revelard que os raios atomicos
variam entre 0.49 A (Hélio) e 3.34 A (Césio). Se levarmos em conta que
as massas dos dtomos variam de um factor de 200 temos que reconhecer que
os raios sao razoavelmente constantes.

Na tabela 1 [3] descobrimos algo semelhante para os comprimentos de
ligacdo quimica (distancias internucleares) em varias moléculas. A distancia
H H no Hy é a mais curta da lista, 0.7 A, sendo a mais longa inferior a
3 A. Nao h4 ligacoes quimicas com distancias internucleares de 10 ou 100 A.
Veremos mais a frente que nos sélidos e liquidos as distancias interatémicas
sao também desta ordem de grandeza. Consideracoes semelhantes se podem
fazer a respeito de energias.

Poder-se-ia, certamente, fazer um curso de um semestre inteiro sobre
métodos de calculo de distancias internucleares em moléculas. O cédlculo de
energias de coesao de sélidos poderia ocupar um curso de pds-graduacgao.
Mas, enquanto estes cdlculos detalhados sao realmente tarefas complexas,

19
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a compreensao das ordens de grandeza, das escalas caracteristicas, nao ex-
ige conhecimentos tao aprofundados. Nao ha razao, pois, para que, nesta
perspectiva limitada, nos coibamos de abordar, desde j4, estas questoes.

Na base da nossa compreensao destas caracteristicas esta o modelo atémico
descoberto por Rutherford em 1911, mas cuja fisica sé seria correctamente
compreendida em 1926, com o advento da mecinica quantica.

O atomo de Rutherford-Bohr

A experiéncia de Rutherford

A experiéncia de Rutherford, em 1911, foi a primeira incursao directa da

/ - ciéncia na estrutura interna do atomo e culminou com a descoberta do nicleo
™ 72— atémico. A ideia de base era extremamente simples. Consistia em dirigir
/?2 _-‘_? particulas a de alta velocidade contra uma fina folha de material (Rutherford

_Z7. usou ouro) e observar, em detalhe, os desvios que sofrem. Naturalmente,
@2 estes desvios dependem das forcas de interaccao entre as particulas a e os
F adtomos do material. Na altura desta experiéncia eram conhecidos alguns

Figura 2.1:Esquema da experiéncia de factos Eiol?re 0s étOINIIOS. As suas dimensoes sao da ordem de 1 A S:‘abia—se
Rutherford. F, fonte; Au, folhade ouro; ~ que existiam electroes, particulas com massa quase 2000 vezes inferiores a
D, detector. do dtomo mais leve (o de hidrogénio), que facilmente se desprendiam dos
atomos. A natureza das particulas a, dtomos de hélio sem dois electroes,

tinha sido estabelecida pelo préoprio Rutherford em experiéncias anteriores.

Rutherford observou que quase todas as particulas « atravessavam a folha

de ouro quase sem desvio nenhum. A folha era realmente extremamente fina,

do tipo usado para “dourar” metais. Quantos atomos de ouro atravessava

cada particula? Cada metro quadrado da lamina tinha uma massa de cerca

de 2 g. Como a massa volimica do ouro é 19.3 g cm™? a espessura serd

t=2x1074/19.3 ~ 107° cm. Supondo um raio atémico da ordem de 1 A a

distancia entre dtomos seria cerca de 2 A, 2 x 10 8c¢m; a espessura referida

corresponde a cerca de 500 camadas atémicas. Por outro lado, com estas

dimensodes os 4tomos estao encostados uns aos outros. A massa atémica do

ouro é de 197 u.m.a. (unidades de massa atémica), isto é, uma mole de

atomos de ouro tem uma massa de 197 g. A massa de um atomo pode pois

ser calculada conhecido o nimero de Avogadro e obtém-se m = 3.3 x 1022

g. Um centimetro cibico de ouro tem uma massa de 19.3 g e, portanto,

5.8 x 10?2 dtomos. O volume por atomo é 1.7 x 10723 cm?®. Um 4dtomo

de raio 1A ocupa um volume de (47/3)(1078)% = 0.4 x 1072% cm®, uma

fraccao aprecidavel do volume disponivel por d4tomo. Em conclusao, se os

atomos fossem esferas duras, impenetraveis pelas particulas «, estas nao seria

capazes de atravessar o ouro. No entanto Rutherford também observou que

uma pequena fracgao de particulas sofriam grandes desvios, algumas eram
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Bond D, kcal/mole Te, A k, 107 dynes/cm
Hydrogen HH 103.24 0.7417 5.733
Halogen acids HF 134 0.917 9.655
HCl1 102.2 1.275 5.157
HBr 86.5 1.414 4.116
HI 70.5 1.604 3.141
Hydrides LiH ~58 1.595 1.026
BeH ~53 1.343 2.263
BH ~70 1.233 3.03
CH (diatomic) 80 1.130 4.484
NH ~85 1.038 6.0
OH 103 0.971 7.791
NaH 47 1.887 0.781
MgH 46 1.731 1.275
AlH 67 1.646 1.620
SiH (in SiHyg) ~T76 1.456 2.77
PH (in PH3) ~T77 1.42 3.2
SH 85 1.34 4.20
KH 43 2.244 0.561
CaH 39 2.002 0.977
RbH 39 2.367 0.515
SrH 38 2.145 0.854
CsH 42 2.494 0.467
BaH 42 2.232 0.809
First row elements Lig 25 2.672 0.255
LiF 137
BeO 124 1.3317 7.5107
BeF 927 1.361 5.767
Bo 697 1.589 3.583
BC (in B(CHg)3) (66) 1.56
BN 927 1.281 8.328
BO ~185 1.205 13.65
BF 1957 1.262 8.045
cc 1377 1.312 9.52
CN 1297 1.172 16.29
coO 224437 1.128 19.02
CF ~106
No 170.2 1.094 22.96
NO 1227 1.151 15.94
NF (in NFg) (56) 1.37
Og 117.2 1.207 11.765
OF (in F50) (45.3) 1.41 5.27 or 4.26
Carbon bonds CH 80 1.120 4.484
(CH)H ~92
(CHg)H ~87
(CH3)H 101 1.094 5.394
CH av 90.5 1.08
(CgH5)H 77.5
(CCl3)H 90
C—-C av 66.2 1.54 4.5
C=C av 112.9 1.35 9.6
C=C av 150.3 1.21 15.6
(CH)=(CH) 1667 1.20 17.2
(CHg)=(CHs) 1257 1.353 10.90
(CH3)—(CHg) 83 1.54 4.57
(CN)—(CN) 112 1.37 6.75 or 5.22
(CH3)—(CN) 103 1.460 5.2 or 4.94
(CH5)=(CO) ~80 1.30 9.8
(CH3)—(CO) ~17
(CF3)—(CF3) 124 1.52 5.45
(CH3)—(CF3) 117 1.53
C—N av (55.5) (1.47)
C=N av ~112
C=N av (160.6) (17.7)

Tabela 2.1: Tabela de energias de dissociacao, comprimentos de ligacao e
constantes de forca para varias ligacoes quimicas[3].
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mesmo reflectidas.

O modelo atémico mais em voga, devido a Thompson, a quem é atribuida
a descoberta do electrao, considerava o dtomo como uma esfera de carga
positiva de raio da ordem de 1 A contendo quase toda a massa do Atomo
e na qual estariam embebidos os electroes. Com base nos seus resultados
Rutherford raciocionou que estas esferas deveriam, por um lado, ser quase
transparentes as particulas «; mas se assim fosse, nao se vislumbrava no
modelo de Thompson algo que pudesse explicar os grandes desvios que por
vezes se observavam. Em alternativa a este modelo Rutherford propos que
no interior do d4tomo existiria uma regiao de dimensoes extremamente re-
duzidas (muito menores que as do d4tomo) onde estaria concentrada toda a
massa e carga positiva—o nicleo. O tamanho do a4tomo, sendo muito supe-
rior ao do nicleo, seria determinado pelo movimento dos electroes. Sendo
a distancia a que estes orbitam o niucleo muito superior as dimensoes do
mesmo, era natural supor que a interacao entre electroes e nicleo fosse do
tipo de Coulomb, tal como entre nucleo e particulas . Experiéncias poste-
riores de colaboradores de Rutherford, Geiger e Marsden, em 1913, vieram
confirmar, de um modo inequivoco, a visao de Rutherford. Mas, como ire-
mos ver, este modelo colocou problemas insoliveis a fisica classica, alguns
dos quais poderemos discutir do ponto de vista de andlise dimensional. Mas
antes disso iremos analisar com um pouco mais de detalhe os argumentos de
Rutherford, aproveitando a oportunidade para apresentar alguns conceitos
gerais que nos serao uteis em varios contextos.

Energia de interaccao entre duas cargas

As forcas que duas cargas exercem uma sobre a outra sao iguais em maddulo,
tém a direccao da linha que as une e opostas em sentido. Sendo F'i5 a forca

de g1 sobre g
q192 ,

F12(r) = kT—QB]Q (21)
em que é19 é o versor (vector de mdédulo unitirio) da direcgao de r1y =
ro —r1; 7 é a distancia entre as cargas r = |r12|. A constante k no SI é
dada por k = 1/(4meg). A forca de Coulomb é um exemplo de uma forca

central cuja forma genérica é,
F]Q(’)") = F(T)é]g. (22)

Para forgas repulsivas F(r) > 0 e para forcas atractivas F(r) < 0. Provar-
se-4 mais tarde, no estudo da mecanica, que, para sistemas de particulas
com interacgoes deste tipo se pode formular um principio de conservacao de
energia. No caso de duas particulas, afirma que, na auséncia forgas exercidas
por outros corpos (sistema isolado), a energia total das duas particulas, soma
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das energias cinéticas com uma energia potencial U(r), mantém-se constante,
nao variando durante o movimento das particulas:
1 2 1 2

Mo + M2v) + U(r) = const. (2.3)
Para fixar ideias, imaginemos a forca repulsiva. Suponhamos as particulas
inicialmente em repouso, a uma distancia r. Se as largarmos afastar-se-ao
sob accao da forga repulsiva. A energia cinética das particulas aumentara.
Logo, U(r) deve diminuir com o aumento da distancia . Consideremos uma
segundo instante em que uma das particulas se deslocou de Ary e a outra
Ary, ambas na direc¢ao radial. Por conservacao de energia

U(r) =U(r + Ari + Arg) + %mw% + %mgvg (2.4)
uma vez que, inicialmente, a energia cinética era nula. Mas por outro lado,
sabemos que a variacao de energia cinética de cada particula é igual ao
trabalho realizado pela forca que a outra exerce. E certo que essa forca varia
a medida que a distancia entre as particulas aumenta. Mas podemos sempre
imaginar deslocamentos Ary e Ary muito mais pequenos que r, a distancia
inicial. Nesse caso F(r) serd praticamente constante no deslocamento e o
trabalho realizado sobre cada particula vale

Wy = F(r)Ar (2.5
WQ == F(T)A’)"Q

(note-se que as forcas tém a direcgoes dos deslocamentos). Assim

1 1
Wi+ Wy = F(r)Ar = Em]v% + 57712’[)% (2.7)
Tendo em conta a eq.(2.4) obtemos
U(r)—U A
Py = L U+ Ar) (2.8)

Ar

Como as expressoes da eqs.(2.5-2.6), para W; e Wy s6 sao validas para
Ar — 0 concluimos que
Ur)-=U(r+Ar)  dU(r)

F(r)= 1 = 2.
(r) Airgo Ar dr (2.9)

Obtivemos assim a relagao geral entre a lei de forca e a energia de interaccao.
Se reexaminarmos este argumento vemos que ele também é valido para forgas
atractivas. Nesse caso F(r) é negativo. Largadas do repouso, as particulas
aproximam-se. Ary; e Arg sao negativos. Todas as equacoes que escrevemos
continuam validas.

}« r+Ar+Arp »{

Figura 2.3:Duas cargas em instantes
proximos.



a192>0

q702<0

Figura 2.4:Energia potencial de duas
cargas, nos casos repulsivo, gig2 > 0,
e atractivo, qi1g2 < 0

Figura 2.5:Duas particulas com energia
E, nao podem afastar-se mais do que b
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Para forcas repulsivas (F'(r) > 0), a derivada dU/dr é negativa, o que
significa que U(r) decresce com a distancia. De facto as forcas sao de molde
a aumentar a energia cinética quando as particulas se afastam, logo a energia
potencial deve diminuir. Para forgas atractivas passa-se o oposto: F(r) <0
e U(r) cresce com a distancia r.

Como exemplo, consideremos o caso da lei de Coulomb. Como F(r) =
a/r? (a = kqiqz) vem

U(r) = % 4 const (2.10)
T

Repare-se que adicionar um valor constante a U(r) nao tem qualquer con-
sequéncia no principio de conservacao de energia. No caso da lei de Coulomb,
como em muitas outras situacoes de interesse, quando o afastamento das
particulas aumenta a forca diminui. Para afastamentos muito grandes,
r — oo, F(r) — 0. Pela eq.(2.9) a energia de interaccao tende para um
valor constante (derivada nula). Nesse limite o principio de conservagao
de energia traduz-se na constancia da energia cinética apenas, ja que as
particulas sio livres. E usual definir o valor constante de U(r — oo0) como
zero. KEsta escolha de zero de energia corresponde escolher a constante da
eq.(2.10) igual a zero. Assim,

q192
et

U(r) = (2.11)
Para forcas repulsivas (¢1go > 0) U(r) é positivo e para forgas atractivas
(q1g2 < 0), negativo. Este resultado compreende-se, facilmente, comparan-
do a energia de duas particulas paradas & distancia r (energia total igual
a U(r)) com as mesmas particulas paradas a distancia infinita, um estado
que pela nossa convencao tem energia nula. Se as particulas se repelem
o primeiro estado é de energia superior. Ao largarmos as particulas elas
afastam-se e acabarao muito distantes com alguma energia cinética. Por
conservacao de energia a soma das suas energias cinéticas serd exactamente
U(r). No caso de forgas atractivas, para chegarmos ao estado de energia zero,
temos que exercer forcas externas para afastar as particulas. Essas forcas
realizam trabalho positivo sobre o sistema de particulas. Ou seja, aumentam
a energia do sistema. Logo a energia inicial U(r) é negativa. Em conclusao,
para forgas atractivas a energia total pode ser negativa (inferior & energia do
estado de energia cinética nula, com afastamento infinito). Os estados corre-
spondentes chamam-se estados ligados. Nestes estados a distancia maxima
entre particulas é limitada. A energia de interaccao cresce com a distancia
entre as particulas. Se a energia total é negativa existird um valor de r para
o qual U(r) é igual 4 energia total. A distancia entre as particulas nao pode
ultrapassar esse valor. Isto porque a energia total da particula nao pode ser
inferior ao valor da sua energia potencial, pois a energia cinética é sempre
positiva.
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Potencial de uma distribuigao esférica de carga

No modelo de Thompson a carga positiva do dtomo distribui-se numa esfera
de raio d em que d é da ordem de 1 A. Para compreendermos a interaccio de
um atomo e a particula o (de acordo com este modelo) iremos generalizar o
estudo da seccao anterior para o caso de uma distribuicao esférica de carga
e uma carga pontual. Para isso precisamos de dois resultados importantes
do electromagnetismo que iremos apresentar sem demonstracao:

e O campo eléctrico criado por uma distribuicao esférica de carga, de
carga total @), no seu exterior é o mesmo que o de uma carga pontual
() situada no seu centro.

e O campo eléctrico de uma distribuicao esférica de carga oca, na cavi-
dade interior, é nulo.

Estes resultados aplicam-se a todas as interaccoes & distancia que tém a
mesma forma da Lei de Coulomb, F(r) o 1/r2. Nomeadamente, & interaccao
gravitica. Com efeito, usamos este resultado para escrever para o peso de
um objecto de massa m a superficie da Terra

My
P = mG—R2 =mg (2.12)
em que M7 e R sao a massa e o raio da Terra. Esta forca é a que uma massa
Mt colocada no centro da Terra exerce sobre o corpo de massa m.
Como consequéncia deste resultado, a forca entre uma carga pontual e

a distribuigao esférica de carga de raio a é dada pela expressao da eq.(2.1)
enquanto a carga pontual estiver no exterior dessa distribuicao (r > a).

F(r)=k— (r>a) (2.13)

e a energia de interacgao é dada por

_

r

U(r) (r>a) (2.14)

Para uma distancia r < a podemos imaginar a nossa esfera de carga
dividida em duas partes, uma interior a nossa carga e outra exterior. O
campo criado pela parte interior é o de uma carga pontual. O da camada
exterior é nulo. Se a nossa carga estiver a uma distancia r < a do centro
da distribuicio a carga da parte interior serd Q(r) = p x 4773/3 em que p
é a carga por unidade de volume da esfera. Sendo () a carga total, temos
Q = p4ma®/3. Conjugando este dois resultados, podemos escrever

T3
Q(r) = (2.15)

a3

Q

Figura 2.6:0 campo em P o de uma
carga pontual.

Figura 2.7:0 campo é nulo dentro da
cavidade.



ur)

Figura 2.8:energia potencial de uma
carga no campo de uma carga pontual
(linha sélida ) e de uma esfera de raio
a, (linha a tracejado).Os valores coinci-
dem para r > a.
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e para a forca exercida sobre a carga pontual ¢

F(r) = k%ﬁ” = kqQ% (2.16)

Usando a eq.(2.9) obtemos

2

r

U(r) = fkqQF + const (r <a) (2.17)

-
Temos pois duas expressoes para a energia de interac¢ao, uma véalida para
r > a (eq.(2.14)) e a outra para r < a (eq.(2.17)). As duas expressoes
terao que dar o mesmo valor em r = a. Esta condicao determina o valor da
constante que surge na eq.(2.17). Obtém-se

U kg r>a 518
0= { k(a2 02) < 219

O aspecto mais importante desta expressao comparada com a de duas
cargas pontuais é o valor finito (e maximo) em r = 0. A energia cresce
como 1/r até r = a mas depois satura para um valor finito para r = 0,
U(0) = (3/2)kqQ/a. Na préxima seccao exploraremos as consequéncias
deste resultado no contexto da experiéncia da Rutherford.

Descoberta do niticleo atémico

As particulas o usadas na experiéncia tinham energias cinéticas da ordem
dos 5 MeV. !

Podemos agora apreciar melhor o dilema colocado pelos resultados da
experiéncia. A maior parte das particulas « atravessa a folha de ouro.Vimos
atrds que nao é crivel pensar que os dtomos sejam esferas duras com forgas
que impecam a penetragao das particulas a. Se assim fosse a folha se-
ria praticamente impenetravel. Mas existe sempre a repulsao electrostatica
entre as esferas de carga positiva e as particulas a. Serd que esta pode ex-
plicar os desvios destas? Imaginemos uma particula « que se dirige para
o centro de um dtomo. A medida que se aproxima a sua energia cinética
diminuird devido ao aumento de energia potencial U(r). Poderemos entao
ter uma situacado em que a particula para a uma distancia r do centro a
qual a sua energia potencial U(r) é igual & sua energia cinética inicial. Essa
particula seria reflectida e voltaria para trds repelida pelo &tomo. Particulas
cuja direccao fosse préxima do centro de um adtomo poderiam sofrer desvios
apreciaveis.

1 . . ~ . .

Recorde-se que 1 eV é a energia que um electrao adquire ao passar entre dois pontos
com 1 Volt de diferenca de potencial. Assim uma energia de V electroes -volt corresponde
a e x V Joule, em que —e é a carga de um electrao.
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Mas esta explicagao nao leva em conta os valores das energias envolvidas.
O ouro tem um ntimero atémico de 79. A esfera de carga positiva tem uma
carga de 79 x e. O maximo de energia potencial da particula « serd de

3 ¢gQ 3 2x79€e?

U0)=-k—=-k— (2.19)
2 d 2 d

Calculando este valor para um d de 1A obtemos um valor da ordem de 1000
eV. Ora, as particulas o tinham energias da ordem de 5 milhdes de eV!
Quer dizer, o efeito das esferas atdmicas no movimento das particulas « é
minimo. Uma particula dirigida directamente para o centro de um atomo
sofrerd uma ligeirissima diminui¢cao de velocidade na aproximacao. Mas
ficard muito longe de parar. Numa direccao proxima desta terd um desvio
muito pequeno da sua direc¢ao original. Uma esfera de carga com estas
dimensoes nunca poderd reflectir uma particula com energia de 5 MeV!

Repare-se que é possivel relaxar as nossas hipdteses sem alterar esta
conclusao. Por exemplo, de acordo com o modelo de Thompson, a propria
particula « serd uma esfera. Mas isso 86 pode diminuir ainda mais a energia
de interaccao. A carga da particula nunca poderd estar concentrada no
centro do atomo onde U(r) é méaximo. Por outro lado a distribui¢ao de
carga do modelo nao tem que ser uniforme. Mas nao é dificil ver, por andlise
dimensional, que se o dtomo tiver uma dimensao caracteristica d a energia
de interaccao maxima com uma carga g tem que ser da forma

Upnaz = ﬁk§ (2.20)

(note-se que a energia de interaccao deve ser sempre proporcional aos valores
das duas cargas, porque as forgas eléctricas sao proporcionais as cargas) em
que 3 é uma constante adimensional, que no caso da distribuicao uniforme
vale 3/2 . Mas em geral serd da ordem de 1 e nao alterard a estimativa da
ordem de grandeza de Upq;- Também nao levamos em conta o efeito dos
electroes do atomo de ouro. Mas a sua presenca diminui a carga efectiva
do atomo e, de novo, s6 pode baixar U(r). Em resumo, a interac¢ao com
uma distribuicao de carga positiva de dimensdes da ordem 1 A é incapaz de
explicar os grandes desvios de algumas das particula a.

Rutherford teve a inspiracao de propor que uma reducao de varias or-
dens de grandeza do valor da dimensao da esfera de carga positiva do dtomo
poderia explicar os resultados. Com efeito se a carga positiva estiver con-
centrada numa regiao muito mais pequena que o dtomo em si a interacgao
entre a particula « e o dtomo sera extremamente forte para particulas que
se aproximem desse nicleo. O valor de Uy, cresce proporcionalmente a
1/d. Com base nessa hip6tese Rutherford e seus colaboradores calcularam
a distribuicdo de desvios que seriam de esperar se cada particula a fosse
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desviada por um sé nucleo, com um interaccao correspondente a de duas
cargas pontuais. Esse calculo correspondeu perfeitamente (sem parametros
ajustdveis) aos resultados das experiéncias de Geiger e Marsden.

Podemos até, a partir destes resultados, obter uma estimativa para um
limite superior do tamanho do nicleo de ouro. Olhando para o sistema
constituido por uma particula a e o a&tomo de ouro que com que ela colide
vemos que a energia total é de 5 MeV. Ea energia cinética inicial da particula
«. A energia de interaccao cresce a medida que distdncia diminui. Existird
um valor de r para o qual U(r) valerd exactamente 5 MeV. A distancia
entre a particula a e o nucleo nao pode ser menor que esse valor, pois isso
implicaria uma energia cinética negativa. Isto é

Ze?

U(Fmin) = k = E, (2.21)

Tmin
Usando os valores k = 9x10%, e = 1.6 x107"Y e B, = 5x 105 x1.67x107!? =
8 x 1073 Joule obtemos

Trin = 2.3 x 107" m =23 x10"*A (2.22)

A experiéncia de Geiger e Marsden verificou que, até distincias desta
ordem de grandeza, a interaccao entre a particula a e o ntcleo de ouro
correspondia a uma interaccao entre duas cargas pontuais. Em conclusao a
soma dos raios do nicleo de ouro e particula « deve ser inferior a este valor,
que, note-se, é dez mil vezes inferior ao tamanho de um atomo.

Estando a carga positiva e a massa do a&tomo concentrada no ntcleo,
as dimensoes dos atomos serao determinadas pelo movimento dos electroes
em torno do mesmo. Até distdncias vérias ordens de grandeza inferiores
a distancia dos electroes ao nticleo a interaccao entre este e as particulas
a é do tipo de Coulomb, como resulta da andlise anterior. Parece entao
natural supor que o movimento dos electroes sera determinado pela mesma
interaccdo. Como vamos ver isso coloca muitos problemas ao modelo de
Rutherford.

O atomo de hidrogénio

A constante que falta

Consideremos, para fixar ideias, o caso do a&tomo mais simples, o de hidrogénio.
A forga entre o electrao e o nicleo tem a forma

2 12
e e

Fr) =k 5= (2.23)

A lei de forca introduz pois uma constante na teoria deste atomo, €2, cujas

dimensoes sao
[€?] = [F xr?] = ML3T 2 (2.24)
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e cujo valor no ST é e? = 2.3 x 10722N m?. Por outro lado, temos as mas-
sas do nticleo e do electrao como parametros relevantes para determinar os
movimentos dentro do atomo. Sabemos também que m, < m,. Isto im-
plica que as aceleracoes do ntucleo sao muito pequenas comparadas com as do
electrao (as forgas sobre cada uma das particulas sao iguais em maédulo, pelo
principio de accao e reacgao). Podemos, em primeira aproximagao, desprezar
as aceleragoes do nticleo e supo-lo imdvel. Formalmente isso corresponde a
tomar o limite m, — oo (ou, de outro modo, supor m./m, — 0). Nesta
aproximacao a massa do niicleo desaparece como parametro. Ficamos com
mais um parametro apenas, a massa do electrao.

O dtomo de hidrogénio é uma estrutura estivel com propriedades bem
definidas:

e O tamanho: Embora o raio do 4tomo nao possa ser definido do mesmo
modo que para uma esfera macroscépica o atomo de hidrogénio tem

dimensoes bem definidas. O electrao orbita o nicleo a distancias da
ordem de 1 A.

e A energia de ionizacdo: Para afastar o electrao para uma distancia
grande do nucleo é necessario fornecer energia ao dtomo. Para um
atomo no seu estado de mais baixa energia essa energia é de 13.6 eV.
Como vimos atras, isso significa que o electrao e o nicleo formam um
estado ligado de energia —13.6 €V. Se o electrao estiver a uma distancia
r do a4tomo e tiver uma velocidade v a sua energia, soma da cinética
mais potencial, sera: ,

)
2 T
Estamos pois a dizer que existe um estado em que E toma o valor

(minimo) de —13.6 eV.

o As frequéncias do espectro de radiagado: E possivel fazer um atomo
emitir luz fornecendo-lhe energia (por exemplo através da passagem
de uma corrente eléctrica como nas lampadas de fluorescéncia). Ja no
tempo de Rutherford se sabia que a luz emitida por cada tipo de atomo
tinha um conjunto de frequéncias bem determinado, que se manifesta
nos espectros de riscas. De acordo com a teoria classica da radiacao
uma carga com movimento de periodo T" emite radiacdo com frequéncia

f = 1/T ( e, eventualmente com harmonicos 2f, 3f,...). Neste
contexto o espectro de riscas significa que os movimentos possiveis
do electrao tém frequéncias bem determinadas fy, f1,..., iguais as

frequéncias observadas no espectro de riscas do atomo.

O atomo imaginado por Rutherford tem as suas propriedades determi-
nadas por dois parametros e’? e m,. Assim, por exemplo, o seu raio deve ser
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determinado por eles

ro = f(e,m,) (2.26)
tal como a energia de ionizacgao

E, = g(e”?,m,) (2.27)
e as frequéncias espectrais

fn = ha(€? me) (2.28)

a funcao f tem que ter as dimensoes de um comprimento. Como nao ha
combinacoes adimensionais de e'? e m, terd que ter a forma

f(e?,m.) = const x (¢'2)*mf (2.29)

Dadas as dimensoes destes dois parametros, nao demora 10 segundos a ve-
rificar que nao existe escolha possivel de a e 8 que faga com que f tenha
dimensoes de um comprimento. Do mesmo modo se poderia verificar a im-
possibilidade de definir uma energia ou frequéncia a partir destes pardmetros.
O atomo de Rutherford nao pode ter um tamanho, energia ou periodo car-
acteristicos. Uma descricio do 4tomo que envolva apenas os parimetros e’
e me, nao pode dar origem a uma estrutura com propriedades estaveis. Esta
indeterminacao reflecte o facto de que é possivel uma 6érbita electrénica a
qualquer distancia do ntucleo. Nao é dificil ao leitor convencer-se disso con-
siderando, por exemplo, érbitas circulares com velocidade uniforme. Como a
forga é dirigida para o niicleo e tem um valor constante, para distancia con-
stante, existem movimentos desse tipo, que tém uma aceleracao centripeta
também dirigida para o centro da érbita e de modulo constante. S6 que uma
tal o6rbita pode existir com qualquer raio. O respectivo periodo e a energia
da érbita variam continuamente com o raio da mesma. Com efeito, da lei

de Newton
6'2 2

F(r) =mea, = — = me— (2.30)
T

em que a. = v2/r é a aceleracio centripeta, tira-se a seguinte relacio entre
a velocidade e o raio de érbita:

v =—. (2.31)

T2 = 4x2 7003 (2.32)

BF=_-__ (2.33)
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Podemos obter qualquer periodo ou energia, dependendo de r. E nao ha
qualquer processo de definir um raio de Orbita caracteristico com as con-
stantes €% e me.

Para introduzir uma constante extra na descricao do atomo teremos que
modificar ou a lei de interaccao ou a dindmica. Como iremos ver, foi a se-
gunda hipétese que vingou. Em 1911 ji existia uma modificacao importante
das leis da dinamica a teoria da relatividade de Einstein. As leis de New-
ton sao modificadas para velocidades préoximas da luz. Por outras palavras
é introduzida a velocidade da luz como constante universal na formulacao
das leis da mecanica. Serd c¢ a constante que falta? Serd o movimento do
electrao relativista?

Com esta constante adicional nao ha qualquer dificuldade em definir
uma energia, E = m.c?, ou uma distancia, rg = €"2/m.c?. Os respectivos
valores sio E = 0.5MeV = 0.5 x 10%eV e ryp = 2.8 x 107'® m. Estas
escalas diferem varias ordens de grandeza das que sao caracteristicas do
dtomo de hidrogénio (13.6 eV e 10~ '%m). Se o raio do 4tomo fosse dado por
uma expressao do tipo ag = ary a constante adimensional teria que ser da
ordem de 10° o que ndo é usual para constantes adimensionais. Mas, mais
convincentemente, é possivel fazer uma estimativa da velocidade do electrao
no atomo de hidrogénio e concluir que ela é bastante inferior a da luz. O
adtomo de hidrogénio tem véarias riscas espectrais na zona do espectro visivel
cujos comprimento de onda A andam entre 4000 A e 7000 A. As frequéncias
correspondentes sao dadas por

AM===c (2.34)

A
T
o que d&, para a zona do visivel:

f~04x10"% —-0.75 x 10571 (2.35)

O periodo de movimento do electrio é entdo da ordem 7' ~ 10~ '°s. Sendo
d a dimensao caracteristica do a&tomo a velocidade pode ser estimada em

d
Voo 10°m s~ (2.36)

isto é v/c ~ 107?. Estamos no limite nio relativista e a velocidade da luz
nao deve ser um parametro relevante.

Bohr e a constante de Planck

Foi Niels Bohr que, em 1913, introduziu uma nova constante universal na
teoria do atomo. Mas esta constante ja existia num contexto diferente.
Planck tinha-a introduzido em 1900 numa tentativa (bem sucedida) de ex-
plicar a distribuicao em frequéncia da energia radiada por um corpo a uma
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dada temperatura. Cinco anos mais tarde Einstein desenvolveu as ideias de
Planck ao propor que radiacao de frequéncia f estd quantificada em pacotes
de energia (quanta de luz, ou fotoes) dados por

E=hf (2.37)

em que h é a constante de Planck. Nao era de modo nenhum claro que
esta constante, que caracterizava propriedades da radiagao electromagnética,
tivesse algo a ver com a dinamica do a&tomo. Bohr teve a ousadia de propor
que sim. Claro que uma nova constante implica uma nova lei. Bohr fez dois
postulados surpreendentes. No primeiro, propos que, de todas as orbitas
classicamente permitidas, sé algumas sao possiveis e estaveis; mais precisa-
mente, aquelas em que o momento angular do electrao (érbita circular) vale

h
mor =n— =nh (2.38)
2m
(h = h/2m é a constante de Planck reduzida, ou como é universalmente

conhecida “h cortado”) e n é um inteiro. No segundo postulado defendeu que
o atomo s6 emite radiacao quando um electrao transita entre duas orbitas
permitidas, emitindo um quantum de luz, de energia igual a diferenca de
energia das drbitas final e inicial e com frequéncia dada pela relacao de
Einstein (eq.(2.37)).

A hipétese de Bohr é absolutamente incompreensivel no contexto da fisica,
cldssica no ambito da qual é formulada. Durante 13 anos os fisicos tiveram
condicoes semelhantes a esta enzertadas em teorias classicas com as quais
continuavam a calcular as érbitas.

Mas o seu sucesso na previsao do espectro do dtomo de hidrogénio era
impossivel de ignorar. Com efeito, combinando o seu postulado relativo ao
momento cinético, eq.(2.38), com a eq.(2.31) obtemos um conjunto discreto
de Orbitas possiveis com raios

= nag (2.39)
em que
h2

é o raio de Bohr e tem o valor de 0.53 A. As energias correspondentes sio

1e? 1
E,=—-—=—-"—R 2.41
" 2r, n? ( )
em que
1 14
R = - (2.42)

2 B2
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e vale precisamente 13.6 eV. Pelo segundo postulado, numa transicao entre

duas drbitas, n; — n; é emitido um fotao de energia £ = E,, — Enf e
frequéncia dada pela equagao de Einstein, eq.(2.37)
R 1 1
= — | —- — — 2.43
fis 27h n% 7772 ( )

Esta formula descreve com excelente grau de precisao o espectro de radiagao
do dtomo de hidrogénio?. Note-se que nio contém qualquer paridmetro
ajustavel. Apenas constantes fundamentais cujos valores ja eram conhecidos
na altura.

Apesar deste sucesso, o préoprio Bohr tinha plena consciéncia da precari-
dade da sua teoria e do seu mais que questionavel enxerto de condicoes de
quantificacdo como a eq.(2.38) na teoria classica. Foi impossivel de gen-
eralizar para dtomos mais complexos (por exemplo, o de hélio). Alguns
aspectos do postulado de Bohr sobreviveram na nova mecanica (mecanica
quantica) que veio substituir a cldssica e que foi inventada em 1926 por
Schrodinger e Heisenberg. Mas o aspecto fundamental é que a mecanica
quantica introduz também, para além das constantes que caracterizam as
interaccoes e das massas, a constante hA. Assim a teoria de Bohr tem pelo
menos o conjunto correcto de constantes para descrever o dtomo.

Recordemos as dimensoes

[me] = M
[€?] = MLT 2
h] = ML*T! (2.44)

Com estes parametros nao é dificil ver que existe uma tinica escala de com-
e’?, o raio de Bohr. A partir dai obtém-se as
escalas de energia e frequéncia que Bohr encontrou a partir dos seus postu-
lados. No que se segue exploraremos sobretudo este aspecto da teoria em
situacoes mais complexas. A teoria de Bohr tem todas as constantes funda-
mentais necessarias para a caracterizacao do atomo. Ainda que nao possa
ser generalizada com facilidade para dtomos com mais do que um electrao,
ou para moléculas, esse facto é suficiente para podermos tirar algumas con-
clusoes sobre algumas das suas caracteristicas.

primentos, precisamente h/m,

2A constante R define uma escala de energia, o Rydberg. A substituicdo das con-
stantes pelos seus valores SI na eq(2.38) da o valor de R em Joule. As tabelas indicam
normalmente o valor de R em m™'. A razio é a seguinte: um fotdo de energia E tem
um comprimento de onda dado por 1/A = f/c = E/hc. O valor de R em m ' é o
valor do inverso do comprimento de onda de um fotdo com energia mee'*/2h?, isto é,

R(m™ ') = m.e/(4nh®c) = 1.097 x 10" "m 1,



Elemento | 7 | E; (eV)
H 1 13.59
(0] 8 13.62
K 19 4.34
Cu 29 7.73
Pb 82 7.42
U 92 6.05

Tabela 2.2:energia de ionizacdo mais

baixa para varios elementos.
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Raios e energias em atomos polielectronicos

Consideremos agora um dtomo de nimero atémico Z. O seu ntcleo tem
carga Ze. A forca com que atrai cada electrao é dada por

ZeIQ
5 -

F(r) = — (2.45)

r

Comparando com o dtomo de hidrogénio (Z = 1) vemos que na lei de in-
teraccao temos a substituicio e’> — Ze?. Para um tal niicleo o raio de Bohr

seria )
h ag
!
0y = ———= = — 2.46
0" m.Ze?  Z ( )
Quererd isto dizer que um dtomo de Z = 50 (estanho), por exemplo, é

50 vezes menor que o de hidrogénio? Ja mencionamos atrids que os raios
atémicos variam entre 0.5 A e 3 A, enquanto que Z tem uma variacao de
um factor de 100 ao longo do quadro periddico.

Na verdade estamos a esquecer-nos que um atomo de carga nuclear Ze
tem ... 7 electroes. Estes repelem-se mutuamente e essa repulsao compensa
largamente o aumento de carga do ntcleo. Do jogo destes dois factores
resulta um raio atémico razoavelmente constante em ordem de grandeza.
Um electrao é atraido pela carga Ze do niicleo mas repelido por Z — 1 outros
electroes. O raio atomico é determinado pelo movimento dos electroes mais
exteriores. Recordemos que uma distribuicao esférica de carga cria no seu
exterior um campo idéntico ao que criaria se estivesse concentrada no seu
centro. Se Z — 1 electroes se distribuissem com simetria esférica em torno do
ntcleo o campo no exterior desta distribuicao seria o de uma carga pontual
Ze+ (Z —1)(—e) = e, exactamente o do nicleo de hidrogénio.

Naturalmente a situagao real é muito mais complexa e s6 com um trata-
mento quantico completo da estrutura do atomo é possivel compreender
as variacoes caracteristicas do raio atémico ao longo do quadro periddico.
Mas este argumento permite compreender porque é que uma tnica escala de
distancia caracteriza o tamanho de todos os atomos.

A situacdo para as energias electrdnicas é um pouco mais complicada.
J& referimos atrds que a energia de ionizagdo do atomo de hidrogénio é de
13.6 eV. Num atomo com muitos electroes ha varios estados energéticos
ocupados, com diferentes energias de ligacao. O argumento dado atris para
o raio sugere que os electroes mais fracamente ligados (que mais facilmente
podem ser afastados do resto do 4tomo) devem ter energias semelhantes a
energia de ionizacao do atomo de hidrogénio. Esta suposicao é confirmada
pela consulta ao quadro periddico (ver Tabela 2.2)

Mas ha electroes muito mais fortemente ligados ao nucleo. Os electroes
que se movem em Orbitas mais interiores nao sentirao repulsao de electroes
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mais exteriores, pois como vimos na discussao do modelo de Thompson,
uma camada esférica de carga tem no seu interior (6co) um campo nulo.
Ignorando completamente o efeito dos restantes Z — 1 electroes devemos
obter um limite superior para energia de ligacao. A constante de Rydberg
para um atomo com carga nuclear Z e apenas um electrao é obtida da do
dtomo de hidrogénio apenas pela substituicio e’? — Ze'?,

m(ZeIQ)Q

R =
252

= 7°R. (2.47)
Como Z atinge valores da ordem de 100 isto corresponde a energias da
ordem de 10°eV. Esta estimativa revela-se um pouco exagerada. O efeito
de repulsao entre electroes reduz este valor de quase uma ordem de grandeza.
As energias de ligacao variam entre valores da ordem de alguns eV até cerca
de 10*eV. Numa transicao entre dois niveis com uma diferenca de energia
de 1 eV teremos radiacao de comprimento de onda

1 AE e 1.6 x 1071
A 2mhe  2mhe 2m(1.05 x 10734)(3 x 108)
= 0.08x10 "m! (2.48)

o que did A ~ 12000A na regido de infravermelho do espectro. Para ener-
gias da ordem de 10* eV teremos comprimentos de onda 10* vezes inferiores
A ~ 1.2A. Radiacio deste comprimento de onda corresponde & regido de
raios X do espectro electromagnético. Em conclusao devemos esperar os
espectros atomicos, associados a transicoes electronicas, a abranger desde o
infravermelho até os raios X para os dtomos mais pesados.

Mboléculas e solidos

Comprimentos de Ligacao e Energias de Dissociacao

Na tabela 2.1 retirada do Handbook of Physics [3] apresentam-se valores
das energias de dissociacao e distancias internucleares para vérios tipo de
ligagdo quimica em diferentes moléculas. Para uma molécula diatéomica, a
energia de dissociacao é, basicamente, a energia de ligacao dos dois atomos,
isto é, a energia necessaria para separar os dois dtomos até uma distancia
suficientemente grande para que a sua interacgao possa ser desprezada (ver
seccao 2.2.1. Mesmo em moléculas poliatomicas é possivel, analisando certas
reaccoes, determinar a energia necessaria para “partir’ uma dada ligacao.
Por vezes a energia associada a uma determinada ligacao entre dois tipos de
atomo (C' — C, C — N, etc) é aproxidamente constante, de molécula para
molécula, e é possivel associar-lhe uma energia de ligacdo média.
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A primeira observacao é que as distancia internucleares variam entre
cerca de 1 ~ 2A. Nio h4 ligacoes quimicas com distancias internucleares
de 10 ou 100 A. As energias de dissociacio estao nas unidades favoritas dos
quimicos, kcal/mole. Recordemos que uma caloria vale 4.18 Joule. Desig-
nando por Ny o niimero de Avogadro vemos que

3
1 kcal/mole = 418 > 107 J/molécula
Ny
3
_ 418107 eV /molécula = 0.043 eV /molécula (2.49)
N()e
Assim 100 kcal/mole sao 4.35 eV/molécula. A consulta da tabela mostra
que as energia de dissociagao sao tipicamente da ordem de 2 ~ 6 eV por
ligacao. Quer a escala de distancias quer a de energias sao as mesmas que
para os atomos.

A razao é que a ligacdo quimica é um fenémeno de natureza essencial-
mente electronica e dominado pelo comportamento dos electroes mais fraca-
mente ligados—os electroes de valéncia. Os ntcleos, com os electroes mais
fortemente ligados, formam uma unidade relativamente inalterada pela in-
teraccao entre os diferentes dtomos. A ligacao quimica envolve sobretudo os
electroes mais fracamente ligados, os electroes de valéncia. Estes véem entao
uma carga nuclear efectiva da ordem de e devido ao efeito de blindagem dos
outros electroes. Temos entao as seguintes interaccoes envolvidas na ligacao
quimica:

e Atraccao entre os electroes de valéncia e os niicleos rodeados dos electroes

fortemente ligados.

6’2

Felfn ~ ’)"2 (250)

el—n

e A repulsao entre as unidades constituidas pelos nucleos e electroes

fortemente ligados
”

e
Fy oy~ D) (251)
Irnfn
e A repulsao entre electroes de valéncia
6’2
Fopep ~ D) (252)
Tel—el

Como vemos estas interaccoes introduzem apenas uma constante dimen-
sional 2. Além deste parametro teremos a massa do electrio m. e a con-
stante de Planck h que traduz a natureza quantica do fenémeno. As massas
nucleares nao devem ser parametros relevantes, em primeira aproximagao,
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por serem muito superiores a do electrao. O argumento é semelhante ao
que usamos na discussao do &tomo de hidrogénio. O movimento dos niicleos
deve ser muito mais lento que o dos electroes devido a diferenca de massa.
Em primeira aproximagao sao considerados iméveis e o estado electrénico
é calculado para uma dada posicao dos niicleos. A energia total serd, na-
turalmente, funcao dessa posicao. A configuracao de equilibrio da molécula
corresponde a distancia internuclear para a qual essa energia é minima. Em
conclusao , temos exactamente os mesmos parametros dimensionais que no
caso do atomo de hidrogénio, €2, m, e h. Nao surpreende, entdo que tenha-
mos a mesma escala de distancias

h2
e €
e de energias
14
€= ";;2 (2.54)

e, portanto distancias internucleares da ordem de poucos A e energias de
dissociacao de alguns eV. Recordemos a propésito que uma reaccao quimica
¢ fundamentalmente uma rearranjo de ligacoes. O que acabamos de dizer
permite-nos concluir que nao devemos esperar mais do que uma variacao
de energia de alguns eV por ligacado (absorvidos ou libertados conforme a
reacgao for endotérmica ou exotérmica).

Como ilustracao desta ideia recordemos que os explosivos convencionais
derivam a energia que libertam de reacgoes quimicas, nao podendo por isso
libertar mais do que alguns Ny eV por mole de material (Ny, nimero da
Avogadro); mas os explosivos nucleares resultam de reacc¢oes nucleares, que
alteram a estrutura dos préprios nucleos. Isso envolve interaccoes mais fortes
que as electrmagnéticas, interacgoes nucleares, com uma escala de energia,
tipicamente um milhao de vezes superior a das interaccoes electromagnéticas
nos atomos. Por exemplo a energia média de ligacao por nucleao nos nicleos
é de cerca de 8 MeV (106 eV)

Constantes de Forca e Frequéncias de Vibracao Molecular

A tabela referida tem uma terceira coluna relativa a constantes de forca. Vi-
mos acima que, para efeito de determinagao de movimentos electrénicos, os
nucleos de uma molécula podem ser considerados em repouso, devido a sua
elevada massa. Mas, naturalmente a energia electrénica e portanto a energia
total do agregado molecular dependerd da posicao dos nicleos. Esquemati-
camente a dependéncia da energia na distancia internuclear serd do tipo rep-
resentado na fig.(2.8). Para grandes distancias temos o estado de atomos
separados (zero de energia, por convencao ). A molécula s6 se podera formar

Figura 2.9:energia de uma molécula em
fungdo da distancia internuclear.
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se a energia for negativa, para distdncias finitas. A distancia de equiibrio
corresponderd ao minimo de energia®. A interaccio repulsiva entre niicleos
¢ a dominante a muito pequenas distancia e a energia torna-se positiva para
r muito pequeno. Se afastarmos os nicleos da posi¢ao de equilibrio (o que
pode acontecer, por exemplo, numa colisao entre duas moléculas) surgem
forcas que tendem a fazé-las voltar a distancia de equilibrio. Para pequenos
deslocamentos a forca é proporcional a esse deslocamento

F(rg + Ar) = —kAr (2.55)

(se Ar > 0 a for¢a deve ser atractiva, se Ar < 0 repulsiva). Tal como uma
mola, uma ligacao quimica pode ser caracterizada por uma constante de
forca. E claro da discussdo anterior que estas constantes devem ser determi-
nadas, mais uma vez, por €2, h e m,. Atentando as respectivas dimensoes

[k] = [forcax distancia '] = [energiax distancia 2] (2.56)
obtemos como estimativa

R _
ko~ ~48 eV A7 (2.57)
g

A tabela apresenta os valores de k& em dyne cm~! que vale 6.25x 1075 eV A
Por exemplo, k(H — H) = 35.6 eV A, E(C —C) =282 eV A%

As forgas referidas na eq.(2.55) fazem com que as moléculas vibrem se
os nucleos se afastarem das posicoes de equilibrio. Esta oscilacao tera um
periodo determinado pela constante k e pela massa nuclear (agora sim ela
é importante pois sao os nucleos que se movem). Por andlise dimensional,
as frequéncias de vibracao serao da ordem de (para nicleos de nimero de
massa A ~ 1)

(2.58)
em que m, a massa do protao. Usando a nossa estimativa de k
R
foib ~ ([ = (2.59)
agMp

Usando h%/2ma? = R e ignorando factores numéricos adimensionais, cheg-
amos a

(2.60)

*No minimo, dU/dr = F(r) = 0, ver seccio 2.2.1. O anulamento da forca entre os dois
nicleos caracteriza a situacao de equilibrio
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em que fo = R/h é da ordem de grandeza das frequéncias que correspondem
a mudancas de estado dos electroes (eq(2.43)). Como m,/m, ~ 1/2000 com-
cluimos que fu;, ~ 1072 f,;. Na teoria quantica os estados de vibracio das
moléculas também constituem um conjunto de niveis discretos. As transicoes
entre eles também podem ser acompanhadas da emissao de radiagao. Mas,
como vemos, as frequéncias dos fotoes respectivos sao muito mais baixas
do que em transicoes electrénicas e correspondem a radiagao na zona do
infravermelho.

Sdlidos

A massa voliimica de um sélido é dada pela razao entre a sua massa e o seu
volume, p = m/V. Se a distancia entre dtomos vizinhos for designada por
d o volume por atomo pode ser estimado como sendo da ordem de v,; ~ d>.
A massa num tal volume é a massa de um atomo. Logo num sélido com um
tnico tipo de a4tomo podemos escrever para a massa volimica

Mat

(2.61)

0 que nos permite estimar a distancia interatéomica a partir de p e da massa
molar do elemento (massa de uma mole em gramas)

g (N%f (262)

(Ng é o niimero de Avogadro). A tabela (2.3) contém dados retirados do
SDBI4], mas acessiveis em qualquer bom quadro periddico, e na tltima colu-
na mostra os valores de d em A estimados pela férmula anterior. E de notar
que tal como nas moléculas as distancias interatémicas estao entre 2 ~ 3
A. O argumento que demos para as distancias internucleares nas moléculas
aplica-se também aqui.

No caso de redes cristalinas cubicas é possivel um calculo mais rigoroso de
d. O aluminio, por exemplo tem uma estrutura cristalina do tipo cibica de
faces centradas. Isto significa que é constituido por repeticao de uma célula
ciibica em que os atomos de aluminio ocupam os vértices e o centro das faces.
Cada atomo de um vértice é partilhado por oito células; cada a&tomo de uma
face por duas. Isto significa que ha um total de 8 x 1/8+6 x 1/2 = 4 atomos
por célula unitaria. Logo a massa volumica é

Mat
3

p=4 (2.63)

a
em que a é a aresta do cubo. Encontra-se para o Al a = 4 A. A menor
distancia entre 4tomos é meia diagonal de uma face, isto é d = a/v/2 = 2.86

o

A.
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Elemento | pgem™3) | M | d (A)
Al 2.7 27 | 2.55
Cr 7.2 52 2.29
Cu 8.9 63 | 2.27
Ga 7.9 1587 | 2.11
Pb 11 207 | 3.2
Ir 224 192 | 2.44
Au 19.3 197 | 2.57
Pt 214 195 | 2.47

Tabela 2.3: estimativa de distancias interatémicas em alguns sélidos.

Encoraja-se o leitor a pegar num quadro periddico e confirmar com mais
generalidade que as variacoes de massa volimica da matéria sélida sao mais
devidas as diferencas de massa dos atomos que das distancias entre eles.

Leituras Recomendadas

e Physics for the Inquiring Mind, E. M. Rogers Cap 40. Uma obra muito
original que merece bem uma vista de olhos.

e Introdugdo a Fisica da Matéria, J. Bessa de Sousa. Estas notas podem
ser encontradas na Biblioteca do Departamento de Fisica da Universi-
dade do Porto e constituem uma excelente alternativa e complemento
da perspectiva que foi aqui adoptada.



Capitulo 3

Modelos Deterministicos

Equacoes de Movimento na Dinamica de Newton

A Realidade e os Modelos

Uma massa presa a extremidade de uma mola. E dificil imaginar um sistema
fisico mais simples. Mas, se pensarmos bem na quantidade de fenémenos
que podemos testemunhar num tal sistema, a nossa impressao pode sair
modificada. Vejamos:

e Deformacao elastica da mola e movimento da massa.

Alteracoes de temperatura do sistema e do ambiente circundante.

Variagao da massa por desgaste na mesa.

Alteracoes fisicas (fadiga) das propriedades eldsticas da mola.

Alteracoes quimicas (corrosao).

Flutuacoes de pequena amplitude da posicao da massa, mesmo quando
macroscopicamente em repouso.

Tudo isto sao processos que podem e estao a ocorrer neste sistema. Como
é possivel chegar a uma descricao consistente de um fenémeno quando o
nimero de processos simultaneos, num sistema tao simples, é ja tao elevado?

A descricao cientifica envolve, de um modo geral, a construcao de um
modelo, uma representacao simplificada da realidade que pretende apenas
captar uma pequena parte do que se poderia a partida descrever. Nesta
construcao do modelo entram muitas suposicoes, muitas operacoes que, a
maior parte das vezes, nem sequer sao explicitadas. Assim por exemplo:

e Limitando as “janelas” temporais (espaciais) de observacao pode tornar-
se possivel ignorar fenémenos que ocorrem em escalas muito rapidas ou
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Figura 3.1:Um sistema fisico simples?
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muito lentas. Por exemplo, fenémenos como a fadiga do metal da mola,
a sua corrosao, o desgaste da massa, ocorrem em escalas de tempo de
observagao de meses ou mesmo de anos. As oscilagbes da massa po-
dem ter periodos de alguns segundos. Um tempo de observacao de
alguns minutos é mais do que suficiente para medir periodos de os-
cilacdo, mas nesta escala de tempo os fenémenos mais lentos nao se
manifestam. Consideragoes semelhantes se aplicam a escalas espaciais.
Por exemplo, estando a mola presa a uma das faces da massa, esta
pode deformar-se quando se move. Mas, enquanto que o deslocamento
do centro da massa pode ser de alguns centimetros, a variacao das di-
mensoes da massa pode nao ultrapassar alguns décimos ou centésimos
de mm.

e Limitando a gama de observagoes de varidveis fisicas podemos, fre-
quentemente, simplificar a descri¢ao. Por exemplo podemos usar réguas
e cronémetros para medir tempos e posi¢oes mas ignorar variagoes de
temperatura, campos electromagnéticos, etc.

e Podemos escolher as condicoes das experiéncias de modo a manter fixas
certas grandezas fisicas estudando apenas as variagoes das outras.

Seria possivel continuar esta lista. Um momento de reflexao confirma
que a descricao de um fendmeno, envolve, em geral, a construcao do modelo
e que esta passa por uma seleccao de observéveis possiveis z(t), y(t), . .. cujos
valores e variagoes temporais pretendemos compreender.

O que é de certo modo notavel (mas que por outro lado é quase uma pré-
condigao de existéncia de uma descrigao cientifica) é que, das simplificagoes
referidas, possa resultar um conjunto de grandezas fisicas “completo”, no
sentido em que o seu comportamento e evolucao possa ser estudado sem re-
feréncia as iniimeras grandezas que, embora presentes no sistema real, foram
eliminadas no processo de construcao do modelo. Concretamente, referindo-
nos ao exemplo da massa e mola é possivel uma descricao do movimento
usando uma tunica variavel z(t) que caracteriza o deslocamento relativo a
posi¢ao de equilibrio. Para descrever a evolucao temporal de z(t) nao é
necessaria qualquer referéncia a miriade de fenémenos fisicos e quimicos que
acompanham esse movimento.

A Dinamica de Newton

A dindmica de Newton é o primeiro conjunto de leis gerais que permite
a construcao sistematica de leis de evolucao para uma grande nimero de
sistemas fisicos. Este “esquema” newtoniano assenta em duas vertentes:

a) Asleis da dinamica: a segunda lei, em particular, determina a aceleragao
de um corpo em termos da resultante das forgas sobre ele exercidas.
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As varias componentes da aceleracao estao relacionadas com o modo
como variam no tempo as coordenadas do corpo. Estas podem ser de-
terminadas através da observacao do seu movimento. Veremos também
que o movimento pode ser reconstruido a partir do conhecimento dessa
aceleracao. A segunda lei reduzir-se-ia a uma defini¢do de forga, se nao
fosse complementada por uma especificacao independente que permita
calcular as forcas e dai inferir as aceleracoes. E aqui que surge a se-
gunda vertente do esquema newtoniano.

b) As leis de for¢a: no esquema newtoniano as forgas sobre um corpo sao
atribuidas & presenca (préxima ou distante) de outros corpos. As leis
de forca especificam estas interaccoes, determinando o valor das forcas
em termos da configuracao dos corpos.

Ea combinacao destes dois aspectos que confere & mecanica newtoniana o
seu cardcter de descricao completa do movimento. A configuracao dos corpos
determina os valores das forcas. Essa forcas, pela segunda lei, determinam
as aceleracoes e, portanto, a variacao temporal dessa configuracao. Neste
capitulo vamos concretizar este programa em alguns exemplos. Teremos
oportunidade de apresentar algumas ideias cuja importancia e aplicabilidade
transcende largamente o ambito de mecanica.

Velocidade e Aceleracao

Consideremos uma coordenada de posi¢ao de um corpo z(t). Queremos con-
siderar o problema de determinar a velocidade, v, (t), e aceleracao, a,(t),
correspondentes, a partir de z(¢) e também o problema inverso, de recon-
struir z(¢) a partir do conhecimento da aceleracao.

Considerando um intervalo de tempo At, definimos a velocidade média
do corpo nesse intervalo

_x(t+ At) — (1)
o= At

(velocidade média em [t,t + At]) (3.1)

que podemos reescrever como
z(t + At) = z(t) + v, At (3.2)

Esta equacao é exacta pois, no fundo, é a definicao de velocidade média no
intervalo [t, 4+ At]. Mas suponhamos que queremos caracterizar o movimento
para todos os instantes do intervalo [t, + At]. Nao podemos, por exemplo,
escrever

z(t +h) = z(t) + vmh (0 < h < At) (3.3)

porque a velocidade média num intervalo mais pequeno que At nao é em
geral a mesma que em At. S6 seria se o movimento fosse uniforme (a mesma
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velocidade média em qualquer intervalo). O conceito de velocidade média
estd associado nao a um instante, mas a um intervalo de tempo finito. No
entanto, considerando intervalos sucessivamente mais pequenos, podemos
chegar a um conceito de conceito de velocidade instantanea, isto é, associada
a cada instante

oa(t) = lim z(t + At) — x(t) _ d’r(f)

At—0 At dt (3.4)

Se recordarmos a nocao matemdtica de limite vemos que por mais pequeno
que seja um ntmero real € > 0 podemos sempre escolher um At suficiente-
mente pequeno tal que

|T(f + At) — x(t)
At

—vg(t) <€ (3.5)

Designando por € a diferenga que surge no primeiro membro, isto significa
que

z(t+ At) = z(t) + v, () At + € At = z(t) + (v, (t) + € ) At (3.6)

em que |€'| < e. A velocidade média num intervalo & volta de ¢ é v, (t) + €',
a velocidade instantanea em ¢ mais uma correcgao, que pode ser tornada
tao pequena quanto queiramos se tomarmos At suficientemente pequeno.
A velocidade instantdnea em t caracteriza o movimento num intervalo de
tempo infinitesimal & volta de .

A relacao entre aceleracao e velocidade é idéntica & relacao que acabamos
de discutir, entre v,(t) e z(t). Do mesmo modo que v,(t) caracteriza a
variacao de x(t) assim a,(t) caracteriza a variacado de v, (t). Definimos uma
aceleracao média,

B v (t + At) — vy (t)

Ay = A7 (aceleragao média em [t,t + At]) (3.7)

e instantanea

() — tim DD ve) et

At—00 At dt (3.8)

Dizemos que v, (t) é a primeira derivada de z(t) em ordem a t. Logo a,(t) é
a primeira derivada de v, (f) em ordem a ¢ e a segunda derivada de x(t):

dvg(t) d dx d*z
- t e} = —— ) = —
) == = '@ = e

(3.9)

Como na eq.(3.6) podemos escrever

vz (t + At) = vy (t) + az(t) At + €' At = v, () + (az(t) + ") At. (3.10)
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A aceleracao instantanea, a,(t) caracteriza a variacdo de velocidade num
intervalo de tempo infinitesimal em torno de .

Voltemos ao nosso exemplo inicial da massa na mola. Designemos por
z(t) o deslocamento da massa relativamente a sua posicao de equilibrio.
A forca sobre a massa é devida a mola. E a forca que esta exerce pode
exprimir-se a custa da sua variacao de comprimento

F = kAl (3.11)

Mas Al = z(t), o deslocamento da massa da posicao de equilibrio. O resul-

tado é uma lei de forca
F=—kx (3.12)

que exprime a forca em termos da posicdo da massa. A segunda lei toma
entao a forma

a(t) = i 7ET(7L) (3.13)
Vimos acima como a partir de z(t) se poderia obter a.(t) = d’z/dt*>. O
nosso problema de dindmica ficou resumido a esta equacdao de movimento,
isto é, & procura de movimentos z(t) cuja a,(t) satisfaca a eq.(3.13).

Estas definicoes generalizam-se facilmente para sistemas mais complexos.
Por exemplo, é simples incluir forcas de atrito que dependem em geral da
velocidade do corpo. Se a massa estiver sujeita a um atrito do tipo de
Coulomb, no seu deslizamento sobre uma mesa, temos uma for¢a adicional
com sinal oposto a velocidade (mg é a reacgao normal da mesa sobre a massa)

F, = —pmgsgn(vy) (3.14)
em que:
+1 v, >0
sgn(vs) = -1 v, <0
A equacao de movimento teria a forma:
d? k
£ ——ux(t) — pgsgn(v) (3.15)
dt? m

De um modo inteiramente geral, para um sistema caracterizado por uma
coordenada z(t), a equacao de movimento terd uma forma

—5 = [ ((a(t),0(t)) (3.16)

em que a fungao f(z,v) serd determinada pelas leis de forga.
Na maior parte das situagoes, a especificacao da configuracao de uma
sistema requer mais do que uma 1inica coordenada. Por exemplo, para uma
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particula material em movimento a 3 dimensoes teriamos 3 coordenadas
x(t),y(t), z(t), das quais poderiamos definir trés velocidades

v (t) = Z—f (3.17)
vy(t) = Z—z (3.18)
v.(t) = % (3.19)
e 3 aceleracgoes.
az(t) = % = Cf;Tf (3.20)
ay(t) = % = % (3.21)
a,(t) = d;z - % (3.22)
A segunda lei é véilida para cada uma destas componentes,
=
2
227; = F,/m (3.23)

As equagoes de movimento ficariam completas, por exemplo, se soubéssemos
a dependéncia das componentes da forca nas coordenadas de posicao da
particula.

dx

d’y

ﬁ = fy(xayaz)

d?z

az = fz(mayaz) (3-24)

Obtemos assim um sistema de equagoes de natureza semelhante & eq.(3.16)

O contetiddo de uma equagao de movimento

Consideremos entao uma equacao de movimento genérica com a forma

5z~ fa(t),v(®) (3.25)
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em que supomos a funcao f(x,v) conhecida. Como estamos a lidar com uma
tnica coordenada usaremos o simbolo v para identificar a respectiva compo-
nente de velocidade. Que informacao contém esta equacdo de movimento e
como obté-la?

Recordemos a defini¢ao de aceleracao

2 _
)= G = G = dm MG e
Isto significa que para At suficientemente pequeno
v(t + AAfi —u(t) —at) + ¢ (3.27)
em que € é tao pequeno quanto se queira. Isto é:
v(t+ At) = v(t) + a(t) At + eAt (3.28)
e de modo semelhante
z(t + At) = z(t) + v(t) At + €' At. (3.29)
Usando a equacao de movimento
o(t+ At) = z(t) + v(t)At + €At (3.30)
v(t+ At) = o(t) + f(z(t),v(t) At + At (3.31)

Usando um At suficientemente pequeno as correcgoes € At e eAt podem
fazer-se desprezdveis em comparagao com os termos anteriores pois €, € — 0
se At — 0. Isto é, com uma precisao tao boa quanto queiramos

z(t+At) = =z(t) +v(t)At (3.32)
v(t+ At) = o(t) +a(t)At =v(t) + f(x(t),v(t)) At (3.33)

Estas equacoes, féormulas de Euler, permitem-nos calcular z e v num in-
stante ¢ + At se os conhecermos no instante ¢. Mas At é infinitesimal, ou
seja, as férmulas s6 sao vilidas no limite At — 0. Suponhamos entao que
conhecemos num dado instante ¢ = ¢y os valores de z(tg) = xg e v(tg) = vo.
Como podemos determinar z(t) e v(¢) para um ¢ qualquer? Podemos dividir
o intervalo [tp,t] em N intervalos de duracao At. Para N grande At serd
pequeno. Usando as formulas de Euler, partindo de ¢ = %

21 = 2(tg + At) = x0+ voAt (3.34)
vy =v(tg + At) = wvg+ f(z0,v0) AL (3.35)
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Estas equacoes podem ser iteradas

x9 = x(tg + 2At) = =z + v Al (3.36)
vy = v(tg + 2At) = v+ f(x1,v1)At (3.37)

Ou, genéricamente, com as designagoes z,, = z(to+nAt) e v, = v(tg+nAt),

Ty, = Tp_1+v,_1AL (338)
Uy = Upo1+ f(xn_1,vn1)AL (3.39)

Estas férmulas, como dissemos, sé sao vélidas para At — 0. Em rigor
teriamos pois que calcular z(t) = z(tg + NAt), v(t) = v(to + NAt) por este
processo e depois calcular o limite N — oo e At — 0 com NAt =t — .
Ao usar a férmulas de Euler cometemos, em cada passo, erros eAt em que
€ — 0 se At — 0. Em N passos teremos um erro majorado por NegAt em
que €y é o majorante dos erros da cada passo. Como, em cada passo, € — 0,
se At — 0, podemos esperar o mesmo do majorante ¢y em muitas situacoes.
Desse modo o erro em N passos, NegAt, tende para zero quando N — oc,
At — 0e NAt =t—tg. Seoerroem z(t) e v(t) tende para zero neste limite,
At — 0 (N — ), ele devera ser pequeno quando At é pequeno. Esta ideia
constitui a base da utilizagao das equacoes de Euler para encontrar solucoes
numéricas das equacoes de movimento. Nesta aplicacdo nao tomamos o
limite matemético At — 0 (que obrigaria a iterar as equagoes um nimero
infinito de vezes), mas usamos um At finito, mas suficientemente pequeno
para que o erro seja toleravel.

Antes de prosseguir com exemplos concretos, importa salientar alguns
aspectos decorrentes desta construcao.

As equagoes de movimento, que acabamos de reduzir as relacoes de
recorréncia das eqs(3.38,3.39), permitem-nos a construcao das solucoes x(t),
v(t) se conhecermos num dado instante, to, os valores de x (zo) e de v (vg).
No fundo algo que ja sabiamos da nossa experiéncia. O movimento de um
corpo sujeito a determinadas forcas pode ser iniciado em qualquer posicao e
com qualquer velocidade. As equacoes de movimento fixam univocamente o
movimento conhecidos esses valores.

O intervalo At tanto pode ser negativo como positivo. Na defini¢ao de
velocidade ou aceleracao o limite At — 0 inclui valores de At positivos e
negativos. As condicbes “iniciais” podem ser finais. As equacOes de movi-
mento podem ser usadas para encontrar os valores de z(t) e v(t) para t < tg
(no passado) para os quais, em t = tg, 0 sistema tem x(ty) = xg e v(ty) = vg.

Finalmente gostariamos de chamar a atencao para a relagao estreita que
existe entre estas ideias e o conceito de integral.
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O deslocamento como integral da velocidade

Como subproduto da nossa discussao podemos formular a questao de obter
a coordenada z(t) se for conhecida a velocidade v, (t) = dx/dt e o valor de =
num dado ponto z(a) = zo. Note-se que no caso das equagoes de movimento,
nao conhecemos v(t) nem sequer a(t), para todo o ¢ a partida. Apenas
conhecemos a maneira como a aceleracao depende da posicao e velocidade.
Dividindo o intervalo [a,t] em N intervalos, [a,a + h], [a + h,a +2h]...[a+
(N —1)h,t], (t = a+ Nh) podemos escrever

z(a+h) = z¢+vz(a)h
z(a+2h) = z(a+h)+v.(a+h)h =120+ v.(a)h 4+ vy(a+ h)h
z(t) = x9+vg(a)h +vz(a+ h)h
+ug(a+2h)h + ... +vy(a+ (N —1)h)h (3.40)

Se for de facto conhecida a velocidade v, no intervalo [a,t], as somas do
segundo membro destas equagoes podem, em principio, ser calculadas. No
entanto este resultado sé é vélido para h — 0, N — oo, Nh =t — a, isto é

N—
z(t) — z(a) = 1 h)h 41
z(t) — x( Ngnoonz::ma—l-n (3.41)

A expressao do segundo membro é definida como sendo o integral da fungao
v(t) entre a e t. O deslocamento é o integral da velocidade.

() — x(a) = / ’t v ()’ (3.42)

De um modo semelhante poderiamos mostrar
t
va(t) — va(a) = / as (). (3.43)
Ja

O Método de Euler para Integracao numeérica
As equacoes de Euler

z(t+ At) = z(t) +v(t)At (3.44)
v(t+At) = o(t)+ f(z(t),v(t)) At (3.45)

sao, como vimos, correctas no limite At — (0. Mas se estivermos dispostos a
tolerar um erro dentro de uma determinada margem podemos uséd-las com
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um At finito. Nesse caso permitem-nos formular um método aproximado
de resolugao das equacoes de movimento. A melhor maneira de o ilustrar
é através de um exemplo. Voltemos & equacao de movimento da mola com

massa

d%x k
— = ——x(t 3.46
= alt) (3.46)

Comecemos por notar que o unico parametro dimensional k/m tem as di-
mensoes do quadrado de uma frequéncia:

k] = [FIL'= MT? (3.47)
m] = M (3.48)
Este problema tem pois um tempo caracteristico 7 = /m/k. Para con-

cretizar um método numérico temos que fixar o valor de 7 e das condicoes
iniciais. Suponhamos 7 = 1 e usemos

z(0) = 1 (3.49)
v(0) = 0 (3.50)

Mais tarde veremos que estas condi¢oes nao sao tao particulares como pode-
riam parecer a primeira vista.
As equagoes de recorréncia do método de Euler sao, neste caso,

Tn z(nAt) = 21 + vy 1AL (3.51)
vy, = v(nAt) =v, 1+ (—1p_1)AL (3.52)

ja que a equacao de movimento é:

— = —1(t) (3.53)

Para calcular os valores de x e v precisamos de especificar um passo At.
Pela natureza do método o valor de At deve ser pequeno, pois as equagoes
8O sao exactas no limite At — 0 . Mas o que quer dizer pequeno? Menor
que 1, que 0.1 7 Um momento de reflexdo mostra que a resposta nao pode
ser dada deste modo. Com efeito o nimero real que exprime o valor de At
depende do sistema de unidades. Como veremos este sistema tem um movi-
mento periddico e o periodo é da ordem de grandeza de 7. Mas, mesmo sem
esse conhecimento & posteriori podemos antecipar que as solugoes z(t), v(t)
ou a(t), tenham um tempo caracteristico 7, ou seja devem ter variagoes pe-
quenas (Az/x, Avy vz, Aay/a; < 1 em intervalos At < 7. Ora as férmulas
de Euler (eqs.(3.44) e (3.45) sao exactas se a aceleragao e a velocidade nao
variarem num passo de integracao. Por outras palavras At — 0 corresponde
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t x v oa(=-—x)

0 1.000  0.000  —1.000
0.2 1.000 —-0.200 —1.000
0.4 0960 —0.400 —0.960
0.6 0.880 —0.592 —0.880
0.8 0760 —0.768 —0.762
1.0  0.608 —-0.920 —0.608
1.2 0.424 —-1.042 —0.424
1.4 0.216 —-1.127 —0.216
1.6 —-0.010 —-1.170  +0.010

Tabela 3.1: Integracio da equacio d’z/dt? = —x(t) pelo método de Euler

ao limite fisico ¢ < 7 no caso presente. Podemos agora escolher um valor de
At por exemplo At = 0.2 (At/T = 0.2) e calcular explicitamente z,, e v,,.

g = z(0)=1

vg = 0(0)=0

1 = z2(0)+vAt=129=1

vi = v(0) + (—mo)At = —0.2

r9 = 11 +viAt=14(-0.2)(0.2) = 0.96
vy = v+ (—z1)At =-0.4

(3.54)

Sugere-se que o leitor tente verificar por este processo os valores da
Tabela 1. O trabalho envolvido numa aplicacao tao simples do método
convencé-lo-4 rapidamente que estes métodos numéricos s6 podem ser de
alguma utilidade com recurso a meios de cdlculo automatico (ou entao com
muita paciéncial).

Nas seccgoes que se seguem apresentam-se varios exemplos de aplicagao
destes métodos a alguns problemas, construidos numa folha de céalculo.
Deixaremos também para essa altura uma discussao (muito sumadria) dos
erros envolvidos nas aproximacoes que fizemos. Este exemplo fica apenas
como uma ilustracao do método. Terminamos esta seccao com um resumo
dos principais resultados. Para uma equacao de movimento

5z~ fa(t),v(®) (3.55)
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com condicoes iniciais

.’I}(t(]) = I (356)
'U(t[]) = (357)

obtemos as seguintes equagoes de recorréncia para a determinacao de z(t) e

v(t).

Ty = z(to + nAt) = zp_1 + v, Al (3.58)
vy =0(tg +nAt) = vy 1+ f(Tn_1,vn1)AL (3.59)

O leitor podera facilmente adaptar estas ideias ao cdlculo aproximado de
integrais tendo em conta a secgao anterior.

Solucao Numérica do Oscilador Harmodnico

O Método de Euler numa folha de calculo

A aplicacao dos métodos acima discutidos sé é vidvel com recurso a meios
automaticos de calculo. Para acompanhar estas notas foram preparados
varios exemplos numa folha de cdlculo. A folha de cdlculo nao é, certa-
mente, o tipo de software mais adequado para aplicacoes cientificas sérias.
Mas existe uma em quase todos os computadores pessoais, é de muito ficil
utilizacao e perfeitamente adequada para as aplicagoes que podemos fazer
a este nivel. Estas notas nao pretendem ensinar a usar este software. Ire-
mos concentrar-nos nos resultados invocando cdlculos em que as equacoes
de Euler sao iteradas varias dezenas (ou centenas) de vezes, sem qualquer
dificuldade, uma vez que as contas sao feitas pelo computador. Creio que a
descri¢ao dos algoritmos é suficientemente detalhada para permitir ao leitor
reproduzir estes exemplos no seu software favorito, caso isso lhe seja possivel.

Comegamos por reproduzir (fig.2) um grafico relativo ao problema da
massa e mola( movimento harmdnico simples), assim como alguns dos pri-
meiros valores de z e v (comparem-se com os da Tabela 1).

O grafico mostra resultados pouco abonatérios da qualidade da aprox-
imagao. E patente o aumento da amplitude de oscilagao, o que, claramente,
nao acontece no caso real da massa e mola. Poderiamos nesta altura pergun-
tar o que acontece se escolhermos um At mais pequeno. Na fig.3 reduzimos
At para metade, At = (0.1. A alteracao nos resultados do calculo é evidente e
constitui uma indicacao clara de que deveriamos procurar usar valores ainda
mais pequenos para At.

Na realidade o método de Euler raramente é utilizado em exemplos con-
cretos. Embora extremamente tutil para explicar a natureza do método de
resolucao numérica de equagoes, na pratica, ele é suplantado por métodos
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1 ® Vi ax
0,00 1,00 0,00 -1,00
0,20 1,00 -0,20 -1,00
0,40 0,9& -0.,40 -0 .96
050 0,52 059 -0,88
0,80 076 077 0,76
1,00 051 -0 92 -0 51
1,20 042 -1,04 0,42
1,40 0,22 -113 -0.22
1 B0 -0, -1 7 0,01
Euler

2,00

1,00

0,00 T

0,po 6,00 a, 1000
-1,00 -
-2,00

Figura 3.2: O método de Euler para a massa e mola. At =0.2,k/m = 1.

muito mais eficientes, que para pouco mais esforco de cédlculo, conduzem a
resultados com muito menor erro.

Na fig.4 mostramos uma comparacao entre o método de Euler, um se-
gundo método que vamos utilizar a seguir, Runge-Kutta de segunda ordem
e também o resultado analitico para este problema. Este ultimo nao é dificil
de obter. Recordemos a equacao de movimento (k/m = 1)

d*x(t)

— = () (3.60)

A derivada da funcao cos(t) é —sin(¢) e de sin(t) é cos(t). Isto significa que
se derivarmos duas vezes qualquer uma destas fung¢oes obtemos a mesma
fungao multiplicada por —1. Isto é, sin(¢) e cos(t) sao solugoes da equagao
de movimento. Esta equacao é linear, isto é se somarmos duas solucoes,
ou multiplicarmos uma solucao por uma constante, obtemos uma solucao.
Assim Asin(t) + Bcos(t) (A e B, quaisquer) também satisfaz a equagao
de movimento. Qual serd entao a solucao com as condigoes iniciais x(0) =
20, v(0) = vg? E possivel acomodar estas condi¢oes mediante a escolha de A
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1 ® Vi ax
0,00 1,00 0,00 -1,00
00 1,00 0,10 -1,00
0,20 0,929 -0,20 -0.99
0,30 0oy -0,30 -097
0,40 0,24 -0.,40 -0.94
050 0,20 0,49 -0.90
050 0,35 058 -0,85
0,70 079 -0 57 -0,79
0,80 073 0,74 -0,73
Euler
2,00
1,00 - /—\
0,00 T T T r
0,00 20 40 5,00 g, 10)00
-1,00
-2,00

Figura 3.3: O método de Euler para a massa e mola. At =0.1,k/m = 1.

e B. Com efeito
z(t) = zq cos(t) + vo sin(t) (3.61)

tem z(0) = xg e v(0) = vy além de satizfazer a equagao de movimento. Logo
é a solugao, pois como vimos atras, s6 ha uma nestas condicoes.
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QOscilador harmobnico
DFUP - Tépicos de Fisica 1996

Parametros

Freguéncia 5'1
Frequéncia angular rad s’
Condigdes iniciais
x0 1 00E-+HIO vil 0, A0E-+10

dt 1,00E-01 Tmax 1,00E+]1

¥_exact
—_ = (k)

200
150 -
1,00 -
050 -

x 0,00
o580
-1.00 -
150 -
200 -

Figura 3.4: Comparacao entre os métodos de Euler, Runge-Kutta e o resul-
tado exacto.
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O Método Runge-Kutta de segunda ordem

Com o tnico fim de motivar a introdugao do método de Runge-Kutta vamos
fazer uma discussao heuristica de alguns problemas do método de Kuler.
Deixaremos uma andlise mais cuidada dos erros para outras disciplinas.
Para ilustrar as limitacoes do método de Euler é 1til considerar uma
equagao de primeira ordem envolvendo apenas z(t) e a sua primeira derivada

dz(t)
0 ) (3.62)

A funcao f(x) é suposta conhecida. Pretendemos construir a solu¢ao com
condigao inicial z(ty) = xg. Imaginemos por um momento que poderiamos
tracar o grafico da solucao real da equacao. A equacao de movimento permite
calcular f(zg) a derivada da solugao real em x = x5. Mas para z(ty + At)
escrevemos

2\ (g + At) = z(t) + f(z0) At (3.63)

o que corresponde a substituir a verdadeira funcao x(¢) no intervalo [to, o +
At] por uma recta de declive f(zg). O erro () (tg + At) — z(tg + At) sera
por excesso se a curvatura de z(t) for negativa neste intervalo, isto é, se a
sua derivada diminuir de ¢ty para ty + At. Se a curvatura for positiva o erro
serd por defeito. Ora o método de Euler aproxima a velocidade média no
intervalo sempre pelo valor inicial da velocidade. Ao dar um novo passo de
integracao, se a curvatura de z(¢) nao tiver mudado de sinal o erro serd no
mesmo sentido. Pela natureza do método At deve ser pequeno. Isto é, é de
esperar que, entre pontos onde a curvatura da funcao muda de sinal, haja
um grande nimero de passos de integracao. Os erros terao todos o mesmo
sinal e acumular-se-ao.

Esta ideia estd ilustrada na fig.5. A linha carregada corresponde a solucao
real da equacao de movimento. A linha a tracejado é a aproximacao de
Euler. Como se vé ao fim de um passo o valor de z(¢) foi calculado por
defeito. Representam-se também as solucoes da equacao de movimento que
passam por cada um dos pontos (t1,x1), (t2,2) ... calculados pelo método
de Euler. Como se vé, em cada passo o método de Euler transporta-nos para
uma solucao cada vez mais afastada da original.

Este problema poderia ser corrigido se substituissemos na férmula de
Euler f(z(to)) por f(z(to+At/2)), a velocidade no ponto médio do intervalo.
Claro que essa velocidade nao é, necessariamente igual a velocidade média
no intervalo At. Mas as vezes sera superior, outras vezes inferior, e os erros
poderao compensar-se de um modo mais eficaz que no caso anterior. Mas
o problema é precisamente que z(ty + At/2), tal como z(ty + At), ndo é
conhecido. E precisamente o que pretendemos calcular, os valores de x(t)
em instantes diferentes de ty (futuros ou passados). O método de Runge-
Kutta de segunda ordem consiste precisamente em usar o método de Euler
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Figura 3.5: Ilustracao da instabilidade do método de Euler.

para estimar z(ty + At/2). Definindo:
k= f(zo)At = Agl® (3.64)
o incremento de z pelo método de Euler, pomos

.’E(t[] + At) = x(to) + f(.’Eo + S)At (3.65)

Az(®)
2

= z(ty) + f(zo + )AL (3.66)

Seria deslocado fazer aqui uma anilise dos erros envolvidos nesta aprox-

imacao. Limitar-nos-emos a referir que a estimativa que fazemos da veloci-

dade média

Az(®
2

nao é necessariamente por excesso num intervalo de curvatura positiva, nem
por defeito num intervalo de curvatura negativa.

Para ilustrar as possibilidades deste método podemos aplicé-lo ao prob-
lema do oscilador relativamente ao qual conhecemos a solucao analitica. Es-
crevamos as equacoes do método para equagoes de segunda ordem. Consid-
eremos um problema de dinamica inteiramente geral com um for¢a F(x,v)
(1 dimensao )

Vm & f(xo + (3.67)

i EF(:E”U) = f(z,v). (3.68)
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Se escrevermos

dx
-7 3.69
il (3.69)

a equacao de movimento é

dv
dt

Por esta via reduzimos o problema a duas equacoes de primeira ordem nas

= f(z,v) (3.70)

variaveis independentes x e v

dr(t)
i v(t) (3.71)
do(t)
WO pan.00) (3.72)

Uma solugao deste sistema de equacoes (z(t),v(t)), na medida em que é
solugao da primeira, garante que a fun¢ao v(t) é de facto a derivada de z(t),
a velocidade.

Escrever agora as equacoes do método de Runge-Kutta é relativamente
simples. Comecamos por calcular os incrementos pelo método de Euler para
ambas as varidveis:

Azl = ()AL (3.73)
AvE) = flz(t),v(t))At (3.74)

As variagoes de z e v , no intervalo At sao calculadas supondo que a veloci-
dade média neste intervalo é v(t) + Av()/2 e que a aceleracio é f(z(tg) +
Azl /2, 0(t) + Av(©) /2:

Ap©)
Az = (v(t) + g ) At (3.75)
Az© Av(©)
Av = f <x(t) + ; L+ Z At. (3.76)
Usando a mesma notagcao que anteriormente
xn, = z(to + nAt) (3.77)
v, = v(tg +nAt) (3.78)
e definindo
kn = wvp,At (3.79)

ki, = f(zp,vn)At (3.80)
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(os incrementos pelo método de Euler), obtemos as relacoes de recorréncia

/

k
i k!
Un+1 = Up + f I + 7, Un + 7 At (382)

No gréfico da fig.4 o resultado desta aproximacao para o movimento harménico
simples (f(z,v) = —(k/m)z), com k/m =1 e At = .1, nao se consegue dis-
tinguir da solucao exacta. No mesmo grafico estd também o resultado do
método de Euler.

Orbitas planetarias

As Equacgoes de Movimento na Gravitacao Newtoniana

Agora que dispomos de um modelo numérico minimamente utilizavel, vamos
aplicd-lo a um problema de grande interesse fisico: o movimento de um
planeta sob a ac¢ao do campo gravitico de uma estrela.

Falamos em planeta e estrela por uma tnica razao: a massa de uma
estrela, M, é em geral varias ordens de grandeza superior & de um planeta,
m. Pelo principio da accdo e reaccao as forcas sobre o planeta e a estrela
sao iguais em modulo:

F
lae| = i (aceleragao da estrela) (3.83)
F
apl = — (aceleragao do planeta) (3.84)
m
e
lae] < |ap| (3.85)

Em primeira aproximacao podemos considerar a, =~ 0. Num referencial
ligado & estrela ela estard em repouso. No que se segue a estrela ocupa,
imovel, a origem dos eixos de referéncia.

Uma segunda simplificacao torna-se possivel a partir da observacao que
as 6rbitas sao planas. Imaginemos uma dada posicao e velocidade inicial
para o planeta. O vector de posicao r e a velocidade v definem um plano. A
forca da estrela sobre o planeta tem a direccao de r; a aceleracao estd, pois,
neste plano. Ao fim de um pequeno intervalo At, Ar = vAt, Av = aAt
estao ainda no mesmo plano. A Orbita permanece no plano definido num
dado instante por r e v. Escolhendo esse plano como o plano zy a posicao
do planeta pode ser especificada por duas coordenadas apenas, x(t) e y(t).

Pela lei da gravitacao universal, temos

GMm .

F=-—""1"4¢ (3.86)

r
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em que é = r/|r|, é o vector de médulo unitério com a direccao e sentido
de . Como r tem componentes (z,y) temos

o= (o) = (5, 0) (3.87)

e as componentes z e y da forga

T
F, = —GMmﬁ (3.88)
Y
E, = _GMmr_3 (3.89)
em que 72 = 22 + y?. As equacdes de movimento sio:
d’z T
ol —GMT—3 (3.90)
d*y y
— = -GM= 3.91
dt? r3 (3:91)

Temos agora duas componentes de posi¢io e ndo apenas uma como no caso
do oscilador. A velocidade tem também duas componentes v, e v, e as
equacoes de movimento podem ser reescritas como

dx

i (3.92)
% = vy, (3.93)
d{;;”’ = —GM (3.94)
% = —GM% (3.95)

Nesta forma é bem claro o modo de integrar estas equacoes. Temos quatro
variaveis (z,y, vz, vy) € as equacoes de movimento fixam as derivadas tempo-
rais destas grandezas. Conhecido o respectivo valor no instante ¢ o método
de Euler di os incrementos num intervalo At

AzlD = o (t)At (3.96)
Ayl = o, (t)At (3.97)
© _ oy E@)
Av, GMT(t)3 At (3.98)
Al = o ay (3.99)
Y 'f'(t)3
(r(t) = Vxz(t)? + y(t)?). No método de Euler os valores de de z,y,v, e

vy em t + At seriam calculados somando o respectivo incremento ao valor
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correspondente em t. Nos cdlculos que a seguir se apresentam utilizou-se o
método de Runge Kutta de segunda ordem e por uma questao de referéncia
escrevemos agora as equagcoes de recorréncia:

Av,gf)
z(t+ At) = z(t) + (vi(t) + 5 JAt (3.100)
Aw(f)
y(t+ At) = y(t) + (vy(t) + 5 )AL (3.101)
vp(t+ At) = wvy(t) —
z + Az()/2
GM At (3.102)
(2 + Al /2)2 + (y + Ay() /2)2)*
vy(t+At) = wvy(t) —
y+Ayl9/2
aM 5 (3.103)

(= + Az(9/2)% + (y + Ay()/2)?)

Os incrementos Az(9), Ay(©), Auﬁ(:) e Avg(f) sao definidos pelas egs.(3.96-3.99).
Sao equacoes com um aspecto algo aterrorizador. Uma tnica iteracao feita
manualmente seria suficiente para fazer perder a paciéncia. Mas uma vez
programados num computador o trabalho deixa de ser nossso. Fixamos as
condigoes iniciais 2(0), y(0), v;(0), v, (0) e aplicamos as relacoes de recorréncia
das eqs.(3.100-3.103) para calcular z,y, v,, v, em At, 2At,.... Deste modo
conseguimos reconstruir uma 6rbita a partir do conhecimento de quatro
condicoes iniciais, duas coordenadas e duas componentes de velocidade do
planeta.

Nas péaginas seguintes (figs.(3.6-3.9)) mostram-se varias érbitas, calcu-
ladas usando as eqs(3.100-3.103), com as respectivas condicoes iniciais. Ire-
mos seguidamente discutir alguns aspectos dessas orbitas. Mas algumas
perguntas surgem imediatamente: em que unidades estao expressos os val-
ores das coordenadas e dos tempos? Qual a massa da estrela? Na proxima
seccao abordamos esta questdo. Veremos que o mesmo cdlculo pode de-
terminar 6rbitas em torno de um corpo de qualquer massa, mediante uma
mudanca adequada das escalas de tempo e distancia.

Reescalonamento das equacoes

Qualquer problema fisico tem, normalmente um conjunto de escalas de dis-
tancia, tempo, energia, caracteristicos. E conveniente trabalhar em unidades
apropriadas a essa escalas. Nem os astrénomos medem distancias em angs-
trom, nem os fisicos nucleares em anos-luz. Numa aplica¢gao numérica uma
escolha adequada de unidades pode ser mais do que uma conveniéncia pratica.
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Condigdes iniciais
=0 1,00E-+HI0 vzl 0,00E-+0

y0 0 00E+00 vyl B 25E+00
dt 100E-02 Tmax ?

Calcular Calcular

Orbita

2

iy

1.5 05 115
15
Energia
40
20
I:I T T T El:lllm
w . ——Epim
o 4 os | 13 ] 4
-40
60
t

Figura 3.6: Esta drbita é circular. Nao parece, porque os eixos zzx e yy tém
escalas diferentes. Mas note-se que a energia potencial,que s6 depende de r
é constante.
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O cardacter discreto e finito da representacao de numeros num computa-
dor digital implica uma gama de representacao limitada. Se tivermos que
calcular com niimeros demasiado pequenos ou demasiado grandes podemos
incorrer em erros de arredondamento ou de overflow. Mas existe uma outra
razao importante para um estudo prévio das escalas envolvidas num dado
problema. A melhor maneira de a explicar é através do nosso exemplo.

Nas equacgoes de movimento aparece um tnico parametro, GM. Além
deste, poderemos também variar as condicoes iniciais, que, como vimos,
correspondem as duas componentes de posicao e duas de velocidade. A
partida, teriamos cinco pardmetros que poderiamos variar para estudar as
diferentes érbitas possiveis. Por exemplo, se quisessemos estudar drbitas em
torno do Sol ou da Terra teriamos que resolver as equagoes de movimento
duas vezes pois o valor de GM nao é o mesmo nos dois casos. Acontece no
entanto que GM é um parametro dimensional, nomeadamente

[GM] = L3T* (3.104)

O seu valor pode ser mudado por escolha de unidades de tempo e distancia.
Designemos por [ o valor SI de um novo padrao de comprimento e por 7 o
de tempo; por exemplo, usando como unidade de comprimento a unidade
astronémica, [ = 1.5 x 10''. Na mudanca de unidades

oz = % (3.105)
t—t = ; (3.106)

o valor da constante GM passaria a ser
GM — (GM)' = GMT—2 (3.107)

I3
Por escolha apropriadas das escalas de tempo e comprimento, [ e 7, pode-
mos fixar o valor de (GM)' conforme desejarmos. As mesmas equagoes de
movimento descrevem oérbitas em torno do Sol ou da Terra , ou de qualquer
outro corpo, mudando apenas as escalas de distancia e/ou tempo.

Vejamos como podemos conseguir isto no caso presente. A aceleracao
numa Odrbita circular, com velocidade constante, é centripeta e tem valor
constante. A forca gravitica é também dirigida para o centro da drbita e
tem maddulo constante, pois a distancia entre os dois corpos nao varia. A
segunda lei de Newton reduz-se a

2
1
4= — = GM— (3.108)
T

O que dé
v? = GM- (3.109)
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Condigdes iniciais
=0 1,00E-+HI0 vzl 0,00E-+0
v 0 00E-+HID wyl) 5 O0E-+HI0

dt B O0E-03 Tmax [ 12
Calcular Calcular

Orbita

5 12
Energia
100
a0 'M Ecin
o 0 t t t } t t —— Epiim
=0 T e s e T 2 14 — i
-100
t

Figura 3.7: Uma 6rbita eliptica. O ponto inicial é o afélio. A velocidade
inicial é inferior & da d6rbita circular.
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Condigdes iniciais
x0 1,00E-+I0 wxl 0,00E-+10

y0 0,00E+00 vyl 7 GOE+00
dt 120E-02 Tmax 24

Calcular Calcular

Orbita

M

-B 15
k|
Energia
a0
20 -\k _J.’f‘
0 - - - ) ) Ec/m
® o L x ”y 25 3 —Epim
60
t

Figura 3.8: Neste caso o ponto inicial é o periélio. A velocidade inicial é
superior a da drbita da fig.(3.6).
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Condigdes iniciais
=0 1,00E-+HI0 vzl 0,00E-+0

y0 0 00E+00 vyl 1 D0E+01
dt 1 20E-02 Tmax 24

Calcular Calcular

Orbita

-5 2
Energia

50

40 1

20 + Ecitn
@ 0 t t : t t —— Epiim

-0 8 05 1 15 2 25 3 — iy

40

-E0

t

Figura 3.9: Uma érbita aberta. Note-se que a energia total é positiva, ao
contrario dos casos anteriores. Assimptdticamente o movimento é uniforme.
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Parametros

Massa da estrela 200E+30|kg 4o
Escala de Disténcias 1 S0E+11{m

Constante de Gravitagao GE7E-11 N m* Ky*

Escala de tempo 3 16EHIY s 1 O0E+I0
anons

escala de velocidades 4 75EHIZ m g’

Figura 3.10: Um exemplo de cdlculo das unidades de tempo e velocidade, de
modo a que GM valha 472

O periodo desta érbita é dado pela razao entre o perimetro da érbita, 27r,
e o mddulo (constante) da velocidade, T' = 27r /v; usando a eq.(3.109)

r_a 3.110

T GM (8.110)
Tomemos agora uma escala de distancias conveniente. Para 6rbitas em torno
do Sol, M = 2 x 103°Kg, poderia ser a unidade astronémica [ = 1.5 x 10"'m.
Para érbitas de satélites em torno da terra , M = 6 x 102*Kg, conviria mais
o raio da Terra I = 6.4 x 10°m. Em qualquer dos casos, escolhamos como
unidade de tempo o valor do periodo de uma drbita circular de raio [ , dado
pela eq.(3.110). Nestas unidades o valor de T2/I3 serd por definicio 1, ou
seja o valor da constante GM sera 4n2, qualquer que seja M.

Foi esta a escolha que foi deita nos cédlculos destas érbitas. As equacoes
de movimento sio escritas com GM = 4n2. A unidade de distancia é ar-
bitraria e a de tempo corresponde ao periodo de uma orbita circular de raio
unitario. Na fig.(3.10) mostra-se uma parte da folha de cédlculo onde podem
ser introduzidos os valores SI de M e da unidade de distancia, [ e onde sao
calculados os valores SI da unidade de tempo 7 = \/472I3/GM e de veloci-
dade vy = [/7. O mesmo calculo pode descrever uma érbita em torno do Sol
ou da Terra (ou de qualquer outro corpo) através de uma reinterpretacao
das escalas de tempo e distancia.
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Este exemplo ilustra alguns aspectos a ter em conta sempre que se
trabalha com equagoes de movimento. Frequentemente a tarefa mais im-
portante consiste em explorar a natureza dos movimentos em func¢ao dos
parametros do problema. Mas os valores de parametros dimensionais depen-
dem das unidades. Transformacoes de escala, em que os diferentes parametros
mudam de acordo com as respectivas dimensoes, nao alteram a natureza das
solucoes uma vez que sao apenas mudancas de unidades. E pois importante,
em cada caso, fazer uma reducao dimensional das equacgoes, reduzindo alguns
destes parametros a valores fixos, mediante escolha apropriada de unidades.
Deste modo conseguimos identificar os parametros adimensionais (com valor
independente das unidades) que de facto determinam a natureza dos movi-
mentos, mesmo antes de iniciarmos qualquer calculo.

Como exercicio de aplicagao deste procedimento recordemos a solucao do
oscilador harménico desenvolvida na secc¢ao 3.2. Na altura pusemos k/m = 1
e z(0) = 1. Deixamos ao leitor a tarefa de mostrar, que o movimento de
qualquer oscilador harménico de velocidade inicial nula (quaisquer k/m e
2(0)) pode ser reduzido a este mediante escolha apropriada das escalas de
tempo e distancia. Como dissemos na altura, a solugao obtida é muito mais
geral do que parece a primeira vista.

Orbitas abertas e érbitas fechadas

Em cada uma das figs(3.6-3.9) mostram-se, no topo, os valores iniciais da
posicao e da velocidade, o passo de integracao, dt assim como a duracao de
integracao, Tiq; = nuimero de passos X dt.

As quatro érbitas tém a mesma posicao inicial zg = 1 e yg = 0, e veloci-
dade v;0 = 0, variando apenas a velocidade inicial v,o. Esta escolha merece
um comentario. Os valores de zy e yp nao tém qualquer significado espe-
cial. Como vimos atrds o valor g = 1 pode representar qualquer distancia
a estrela, considerada na origem de coordenadas. Os eixos podem ser es-
colhidos de modo que um qualquer ponto da érbita esteja sobre o eixo dos
zx. Assim nao ha qualquer perda de generalidade na escolha da posicao ini-
cial. A velocidade é escolhida de modo a ser perpendicular ao raio vector da
posicao inicial. Qualquer 6rbita terd um ponto em que a distancia a estrela
¢ minima. Se for uma o6rbita limitada tera também um ponto de distancia
maxima. Nesses pontos extremos a velocidade é perpendicular ao raio vector
de posicao. A componente da velocidade na direccao radial é dada por

dr
= — 3.111
v = ( )
Logo num extremo de r(¢) (mdximo ou minimo) v, = 0. Deste modo a

nossa escolha de condicoes iniciais coresponde a calcular cada érbita a partir
do seu ponto de distancia minima (ou eventualmente méxima) e de novo
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nao implica qualquer perda de generalidade. Podemos caracterizar todas as
orbitas possiveis variando apenas um parametro vyg.

A 6rbita da fig.(3.6) é circular. Vimos atrds que se trata de uma 6rbita
possivel desde que a velocidade seja dada pela eq.(3.109)

c

v (3.112)

r

O periodo desta orbita é T = 27r/v.. Nas nossas unidades a 6rbita com
r=1tem T =1, isto é v. = 27. A érbita da fig.(3.7) tem velocidade inicial
inferior a v, e as das figs.(3.8) e (3.9) superiores.

As primeiras trés érbitas sao fechadas. Mas a drbita da fig.(3.9) parece
tender assimptdticamente para uma linha recta (note-se a diferenca das es-
cala z e y relativamente aos casos em que as érbitas sao fechadas).

A diferenca entre érbitas abertas e fechadas, é facilmente compreendida,
tendo em atencao a energia total do corpo que orbita no campo gravitico da
estrela.

A integracao numérica dd os valores de v, e v, em cada instante, o
que permite calcular a energia cinética, por unidade de massa do corpo que

orbita,

Ee 1,5 1 4 2

— =—v"=—(vs+v 3.113
Por outro lado a energia potencial do planeta no campo gravitico da estrela
obtém-se por analogia com o caso da interacdp de Coulomb, que tratamos

no Capitulo 2. Para uma forca de Coulomb atractiva

!
Fo = —kw (3.114)
T
obtivemos )
_ L ldld|
Uc(r) = —k—— (3.115)
r

com (U(r — oo) — 0). Com uma forga gravitica

Mm,
Fe=-G 3.116
o= a2 (3116
obtemos, com a substituicao k|q||¢'| = GMm/
M
Ua(r) = —-G—2 (3.117)
T
o que d& para a energia total
1 Mm
E = -mo?-Gg2 " (3.118)
2 r
1 Mm
= 5m(vfﬂij) - G— (3.119)
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Esta grandeza é uma constante de movimento, isto é nao varia ao longo da
orbita. Nas unidades que estamos a usar

E 1 1
— = 5(1;2 — 47r2;) (3.120)

Nas figs.(3.6-3.9) representam-se também as energias cinética, potencial e a
soma das duas, por unidade de massa do planeta, em funcao do tempo, para
cada uma das érbitas em andlise. Podemos verificar que:

i) a energia total é constante;
ii) as Orbitas fechadas tém energia total negativa;
iii) a drbita da fig.(3.9) tem energia total positiva;

Como a energia total é constante ela é fixada pelas condicoes iniciais (no
1NOSSO CAs0O POT Vyo ). A energia cinética nunca é negativa. A energia potencial
nao pode em caso algum ser superior a energia total E:

Ep<E (E,>0). (3.121)

A igualdade verifica-se se a velocidade do planeta for nula. Se E < 0 isto
significa que

Mm
—G—2 < B (3.122)
r
o que implica
GMm
r< ——— (3.123)
E|

Uma orbita de energia negativa estd contida, necessariamente, numa es-
fera & volta da estrela, de raio GMm/|E|. E uma 6rbita limitada. B
necessario fornecer energia ao sistema estrela-planeta, para que este se possa
afastar infinitamente da estrela. E um estado ligado. Os estados de en-
ergia positiva nao sao ligados. Se pudessemos continuar a integracao no
caso da fig.(3.9) veriamos a energia potencial a aproximar-se de zero quando
r — 00, enquanto a energia cinética tenderia para o valor da energia total.
Assimptoticamente o movimento do planeta seria rectilineo e uniforme. A
forca que sobre ele actua decai como 1/72.

O valor da velocidade inicial que separa as drbitas abertas e fechadas é
facilmente calculado a partir da condicdo de anulamento da energia

1 Mm

5mug -G = 0 (3.124)
2GM

v = T g2 (3.125)

7o
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em que v, € a velocidade da drbita circular de raio rg. Com as nossas
unidades

vy = V2u, = V221 = 8.89 (3.126)

Na fig.(3.11) representamos uma érbita exactamente com este valor de ve-
locidade inicial. Na sec¢do seguinte concentramo-nos nas érbitas fechadas,
pela importancia que tém no Sistema Solar.
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Condigdes iniciais
=0 1,00E-+HI0 vzl 0,00E-+0
v 0 00E-+HID wyl) 8 ,89E-+10

dt 1 20E-02 Tmax [ 24
Calcular Calcular

Orbita

-8 2
Energia
=11
40
20 \\_ Eciin
o 0 ' ¥ + . t ——Epim
20 8 , 1 15 2 25 . S -
40 -
-E0

Figura 3.11: Uma 6rbita de energia nula.
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Leis de Kepler

As 6rbitas dos planetas do sistem solar correspondem a estados ligados. Com
base nas observagoes minuciosas do astréonomo dinamarqués Tycho Brahe,
Kepler formulou as suas famosas leis de que recordamos as duas primeiras.

e As érbitas dos planetas sao elipses e o Sol ocupa um dos focos.

e (Lei das dreas) As dreas varridas pelo vector de posigao de um planeta,
em tempos iguais, sdo iguais (origem Sol).

Newton provou, analiticamente, que estas leis, obtidas empiricamente,
eram consequéncia das suas leis de movimento. Poderemos verificar o mesmo
numéricamente. No apéndice A recordam-se algumas defini¢oes relativas a
elipses. De acordo com a primeira lei um dos focos deve ser a origem de
coordenadas, onde estd a estrela. Como ji referimos, o ponto inicial de
integracao z = 1 y = 0, como tem v, = 0, é um ponto de distancia maxima
ou minima da origem. Logo é um ponto sobre o eixo maior da elipse. O
segundo foco estara sobre o eixo zz a uma distancia 2ea da origem, em que
e é a excentricidade e a o semieixo maior da elipse. O semieixo maior da
elipse (se a drbita for uma elipse) serd dado dado por

204 = Tymaz — Tmin (3.127)

Como temos um lista de coordenadas x nao é dificil encontrar o valor minimo
(Zmaz = 1, por construgao ) e obter a

1 1
a = _(xmaa: - xmzn) = 5(1 - .’Emm) (3.128)

2
A distancia do ponto inicial de integragao a origem (sempre 1) permite cal-
cular a excentricidade, pois

Tmaz = (1 £ €)a (3.129)

conforme o ponto inicial é o afélio (afastamento maximo) ou periélio (afas-
tamento minimo).
Em qualquer caso

T 1
Tmax _1‘:|__1| (3.130)

; ;

e =

O centro da elipse tem coordenada z dada por (Zmez + Tmin)/2. O se-
gundo foco ocupa relativamente a este ponto a posicao simétrica do primeiro
(origem das coordenadas) e portanto tem coordenada zp dada por Tpmas +
Zmin- Na fig.(3.12) representa-se mais uma 6rbita com a indicacao da ex-
centricidade e semi-eixo maior calculados por este processo.
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Condigdes iniciais
x0 1,00E-+HI0 wxl 0,00E-+10

y0 0,00E+00 vyl 5 O0E+00
dt 5 O0E03 Tmax 1.2

Calcular Calcular

Caracteristicas da orbita

Energia‘m -2 FOE+HD
d=/dt 2 A0E+I0
arhitas fechadas arhitas abertas

Semieixa maiar 7 35E-01 par. de impacta FHUM
Excentricidade 3 B4E-01 A #OAO

Feriodo E31E-01

Orbita

1|2

Figura 3.12: As principais caracteristicas desta érbita, energia, area varrida
por unidade de tempo, excentricidade, periodo, foram calculadas do modo
indicado no texto.
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Sabendo a posicao do segundo foco podemos calcular a soma d + d' para
cada ponto da drbita.

d+d':\/x2+y2+\/(x—xf)2+y2 (3.131)

Naturalmente esta determinacao de parametros é aproximada. A érbita é
construida a partir do cdlculo de um niimero discreto de posicoes e, em geral,
o instante em que a Orbita volta a cruzar o eixo dos xx poderd nao estar
entre os instantes calculados. Este erro pode ser controlado variando o passo
de integracao dt.

Seja A(T) a drea varrida pelo raio vector do planeta a partir de um dado
instante t = 0. A area varrida entre t e t + At é AA = A(t + At) — A(t). A
segunda lei de Kepler, afirma que a intervalos At iguais correspondem AA
iguais. Isto quer dizer que a area varrida por unidade de tempo, AA/At
é a mesma para qualquer intervalo At. Por outras palavras, A welocidade
de varrimento de drea dA(t)/dt = lima;,0 AA/At nao varia ao longo da
orbita. Trata-se de uma segunda lei de conservacao a juntar a da energia.
Num intervalo de tempo At muito curto a area varrida pelo raio vector de
posicao é a do triangulo cujos lados sao r(t), Ar = r(t+At)—r(t) e r(t+At).
Mas esta drea é metade da drea do paralelogramo definido por r(¢) e Ar.
Usando o resultado do apéndice B

1
AA = E(TA’U — yAx) (3.132)
No limite At — 0
Az = v, At; Ay = vy At; (3.133)
ou seja
dA 1
o= i(m(t)vy(t) —y(t)vy(t)) (3.134)

O segundo membro pode ser calculado a partir da listagem dos valores de r
e v ao longo do tempo. A segunda lei de Kepler afirma

dA

— = constante. (3.135)

dt
Nas fig.(3.13) mostram-se gréaficos da soma das distancias aos focos, e da
area varrida por unidade de tempo, para uma orbita fechada. Como era de
esperar num calculo aproximado nao se verifica exactamente a constancia
destas duas grandezas. No entanto um olhar atento as escalas mostram
que as respectivas variacoes percentuais sao, de facto, muito pequenas. Na
pratica, a existéncia de leis de conservacao serve muitas vezes para aferir a
qualidade dos métodos numéricos. E curioso notar que as maiores variacoes
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de dA/dt ocorrem quando o planeta passa mais préximo da estrela. Neste
problema, como vimos, nao existe uma escala de tempo intrinseca. Mas dada
uma distancia r temos uma escala de tempo associada, T' = /472r3/GM.
Quanto mais pequeno for r mais pequeno serd T'. Deste modo para manter
a mesma qualidade de aproximacao o passo de integracao deveria ser menor
quando o planeta passa mais préximo da estrela.

A lei das dreas foi utilizada para calcular o periodo das érbitas. Como
dA/dt é constante a drea varrida entre 0 e t, A(t) = (dA/dt)t. Para um
periodo, a &drea varrida deve ser a area da elipse, S = wab, logo T =
S/(dA/dt). Os parametros geométricos da 6rbita foram determinados pelo
processo acima referido e é possivel para cada Orbita calcular o periodo.

T, assim como e e o semieixo maior a, crescem quando a velocidade
inicial se aproxima da velocidade limite das érbitas fechadas. Os cometas
sao corpos com drbitas muito excéntricas. O seu periélio (1 — e)a pode ser
véarias vezes inferior ao afélio (1 + e)a pois a excentricidade das respectivas
6rbitas é proxima de 1. Na fig.(3.14) mostra-se uma drbita deste tipo.

Colisoes e Orbitas abertas

Na fig.(3.15) representa-se uma Orbita aberta, iniciada a uma distancia da
estrela muito superior ao valor da distancia minima. A Orbita é quase rec-
tilinea, no inicio e novamente depois de o planeta se voltar a afastar da
estrela. No limite em que r — oo 0 movimento devera ser uniforme pois
a forca gravitica tende para zero. Por conservacao de energia a velocidade
final devera ser igual & inicial, pois para r — oo a energia potencial é nula e
toda a energia é cinética. O efeito da atracc¢ao gravitica da estrela é desviar a
direccao de movimento do planeta. Estas érbitas foram encontradas, noutro
contexto, a propdsito da experiéncia de Rutherford. A forca entre particulas
« e os nucleos de ouro é semelhante, na forma, a forga gravitica, (forca central
decaindo com 1/7?) embora seja, nesse caso, repulsiva. O movimento inicial
das particulas a é rectilineo. Quando se aproximam dos nucleos de ouro sao
deflectidas pela for¢ca de Coulomb. Como a energia total é positiva voltam
a afastar-se acabando por ter um movimento rectilineo. Um parametro im-
portante nestas circunstancias é o angulo de desvio. Na fig.(3.16) mostra-se
o angulo que a velocidade faz com o eixo dos zz para a dérbita da fig.(3.15).
Estas drbitas podem ser caracterizadas pela energia e pelo parametro de
impacto, a distancia entre a direcgao inicial da velocidade (assimptota da
6rbita) e a estrela. No caso da experiéncia de Rutherford as particulas
a tém aproxidamente a mesma energia. Mas, como o feixe de particulas
tem uma seccao recta de dimensoes macroscdpicas, existe uma, distribuicao
de parametros de impacto que se traduz numa distribuicao de angulos de
desvio. Os métodos aqui apresentados podem ser usados para reproduzir
numericamente os cdlculos de Geiger e Marsden, relativos a distribuicao de
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Condigdes iniciais

%0 1 O0EHIO vxl 0, A0E+I0

y0 0,00E+00 vyl 7 DOE+00
dt 1,00E-02 Tmax 1.2

Calcular Calcular

N
—_—
f=]
N
' (o)
= n
} =
="
n
—_—
—_—
]

3,501
35
E 3,499
® 3498
3,497 1 t t t t i
] 05 1 15 2 25
t
d+d’
2,65
2545 4
264 1
2,535 b
263 t t t t
0 05 1 15 2 25
t

Figura 3.13: As variagoes da area varrida por unidade de tempo e da soma
das distancias aos dois focos sao inferiores a 1%.
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Condigdes iniciais

%0 vx0
y0 vyl
dt Im Tmax [ 8
Calcular Calcular
Caracteristicas da orbita
Energia‘m -5 86EHI0
ds/dt 4 07E+IO
drhitas fechadas arbitas abertas
SEMmIeiX0 maiar 331EHID par. de impacto UM
Excentricidade E 98E-M1 AE #OMI
Feriodo F 07E+00
Orbita

Figura 3.14: Uma 6rbita muito excéntrica, quase aberta.
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angulos de desvio das particulas «, referidos no capitulo 2 e que vieram
confirmar a interpretagiao de Rutherford.
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Condigdes iniciais
x0 -1 D0E+01 wxl B O0E-+HI0

y0 2 O0E+00 vyl 0 O0E+00
dt 3 00E-02 Tmax [

Calcular Calcular

Caracteristicas da orbita

Energia‘m 1 41E+H11
dsfdt & ODE-+HIO

drbitas ahertas
par. de impacta 2 253EH10

il 1 085E-+H0
Orbita
2571
20 1
15 1
10 1
5 4
-0 -5 51 5 10 15
CIETYTd
B0 o
40 +
20 1 Ecin
w
] t t ; : + t | Epfm
o 1 3 4 =] -] Fi . E i
o 4
t

Figura 3.15: Uma drbita aberta. Nos limites ¢ —+ oo o planeta tem movi-
mento uniforme.
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dngulo de desvio

12

0Bt
o 0F T+

02t

Figura 3.16: O angulo da velocidade com o eixo dos xzz para a dérbita da
figura anterior.

As leis de conservacgao e caracteristicas das orbitas

H4 varios resultados importantes que podem ser obtidos sem o calculo com-
pleto das drbitas, se usarmos as leis de conservacao, que verificAmos nume-
ricamente. Como exemplo vamos considerar a excentricidade e o periodo
de uma Orbita fechada a medida que a velocidade no periélio se aproxima
da velocidade correspondente a uma O6rbita aberta. Qutros exemplos sao
considerados nos problemas que acompanham estas notas.

Atentemos primeiro nas seguintes relacoes

1 1
E/m = Zv2—-GM— (3.136)
27 T
dA 1
o=—r = SUp (3.137)

em que F é a energia e v, e r, sao a velocidade e a distancia a estrela no
periélio. Note-se que neste ponto a velocidade é perpendicular ao raio vector
e dai a segunda igualdade (c.f. eq.(3.134)). A grandezas do primeiro membro
sao constantes de movimento. Logo no ponto de afastamento maximo, o
afélio, temos também

1 1
E/m = —v:-GM— (3.138)
2 Tq
1
0 = SVaTa (3.139)
Ou seja
1 1 1 1
2 -GM— = —v:-GM— (3.140)
2 ¢ T, 27 T

VaTa = Uplp (3.141)
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Estas duas equacoes permitem determinar v, e 7, em termos de v, e 7.
Como r,/rp, = (14+¢)/(1 —e) podemos obter, em principio, a excentricidade
em termos de r, e v,. Eis uma maneira expedita de o fazer

va = L (3.142)
Ta
1, 1, GM Tp
JVa 3% = " ( E) (3.143)

Subsituindo a primeira equagao na segunda obtém-se

2
M
(T_g _ 1) _ G (1 _ LP) (3.144)
Ta ’f'p Ta

GM
v2 = —(1+e) (3.145)
P r)
Se designarmos por v, = GM /r, a velocidade de uma érbita circular de raio
rp podemos escrever este resultado de um modo sugestivo

ou seja

e—ﬁ—l (3.146)
— 2 .
,UC

A excentricidade é nula para para v, = v, como seria de esperar. Quando
vp — V2v, a excentricidade e — 1 (note-se que por definicdo, a velocidade
no periélio é sempre superior a velocidade de uma 6rbita circular de raio 7).
Como estamos a manter r, fixo o semi-eixo maior da elipse a = r,/(1 — ¢)
diverge neste limite, que, como vimos atris, separa as orbitas fechadas das
abertas (a energia total é nula neste limite, ver eq.(3.126)).

O periodo pode ser obtido da relacao atras referida T' = S/(dA/dt) em
que S = mab = wa’y/1 —e? é a 4rea da elipse. Usando a eq.(3.145) e os
resultados do Apéndice A podemos obter a terceira lei de Kepler, na sua
forma geral, para dérbitas elipticas

72 = g2 @0 =€) _ 4 (3.147)

2,.2
VT GM

Note-se que T' — oo quando v, tende para a velocidade limite de uma drbita
fechada. Estes resultados e outros semelhantes sao explorados nos proble-
mas.

Leituras Recomendadas

e Feynman Lectures on Physics, Feynman Leighton & Sands, vol I, caps.
8 € 9. Se s6 puder adquirir uma obra de Fisica, compre esta. Os trés
volumes das licoes de Feynman, constituem a mais fascinante obra
introdutodria de Fisica que conheco.
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e (Classical and Modern Physics, K. Ford, Vol I Cap. 11.
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Capitulo 4

Modelos Probabilisticos

Imprevisibilidade e Probabilidade

Temos vindo a discutir problemas em que a evolucao dos sistemas é deter-
ministica. Por outras palavras, é possivel caracterizar num dado instante o
estado do sistema de tal modo que os estados posteriores (ou anteriores) sao
univocamente determinados. Vamos agora considerar problemas em que a
possibilidade de calcular uma evolucao bem determinada nos escapa. Nao
nos preocuparemos demasiado com a razao de ser dessa impossibilidade. O
objectivo fundamental serd, nao sé descortinar um pouco dos métodos de
analise apropriados a estas questoes, mas sobretudo aprender a formular as
perguntas relevantes.

Consideremos um gds confinado a um recipiente. Suponhamos que num
dado instante conhecemos a posicao e velocidade de uma das moléculas.
Apés um certo tempo poderemos saber onde ela se encontra? Poderemos
sequer saber se ela se encontra na metade esquerda ou direita do recipi-
ente? Naturalmente a trajectéria da molécula é determinada pelas leis de
Newton. Mas a nossa especificacao do estado inicial é grosseiramente incom-
pleta. Teriamos que conhecer também as posigoes e velocidades de todas as
outras moléculas que poderiam vir a colidir com a que estamos a conside-
rar. As forcas sobre a molécula em causa dependem das posicoes das suas
vizinhas e temos que as conhecer para calcular o movimento dela. Mas
as posicoes das vizinhas variam de um modo que depende das posicoes de
outras moléculas. Por outras palavras, nao é possivel, sequer, contemplar o
calculo do movimento de uma molécula sem calcular o de todas. Mas mesmo
que possuissemos a prodigiosa capacidade de calculo para um sistema de
equacoes de evolucao para 6 N variaveis, 3 de posicao e 3 de velocidade para
N moléculas (com N ~ 10?%) o nosso problema nao ficaria resolvido. E que
um tal sistema é com toda a certeza cadtico, isto é, sensivel as condicoes
iniciais. Qualquer pequena incerteza nos valores iniciais da posicao e da

85
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velocidade (note-se que para que a incerteza seja “nula” numa coordenada
precisaivamos de especificar uma sequéncia infinita de digitos) serd rapida-
mente amplificada. Todo o jogador (ou jogadora) de bilhar sabe que a menor
imprecisao na tacada pode significar a diferenca entre duas bolas colidirem
ou nao e conduzir a um estado final totalmente diferente. Assim no nosso
sistema apds um tempo muito curto o nosso poder de previsao estaria com-
pletamente perdido.

Imaginemos a seguinte experiéncia conceptual. Colocamos uma deter-
minada molécula no centro da metade direita do recipiente. Preparamos
o estado inicial do gas tao pormenorizadamente quanto possivel. Depois,
esperamos um tempo suficiente para que a molécula possa atravessar o re-
cipiente varias vezes e verificamos se a molécula se encontra do lado direito
ou esquerdo. A nossa capacidade de previsao do resultado desta experiéncia
seria nula. Com efeito se a repetirmos, sempre com a mesma condi¢do ini-
ctal, pelo menos tanto quanto podemos dizer, obteremos resultados varidveis,
sem qualquer padrao, aleatorios. Nao teremos mais sucesso em prever de que
lado se encontra a molécula do que em prever se o lancamento de uma moeda
vai dar cara ou coroa.

Mas, e esta é a questao fundamental, a quem importa saber a trajectoria
de uma tnica molécula de um gés? Que observacao fisica que possamos
fazer sobre um gis tem um resultado dependente da trajectéria de uma sé
particula? Quais sao entao as questoes relevantes?

O valor de qualquer grandeza que possamos medir relativa a um gas serd
o resultado do comportamento de um grande niimero de moléculas. Por
exemplo, a massa de gds que num dado instante se encontra na metade
direita do recipiente poderia ser medida isolando-a da outra metade por
uma particao e pesando-a. As moléculas de um gas diluido, como veremos
mais a frente, sdo razoavelmente independentes. Assim, a questdo nao é
onde se encontra uma dada molécula, mas sim quantas se encontram numa
dada porcao do recipiente. Se as moléculas sao independentes, isto é como
perguntar, num grande ntimero de lancamentos de uma moeda, quantas
vezes sai cara. O facto de nada podermos prever num unico lancamento
significa (entre outras coisas) que temos uma expectativa definida para o
que deve acontecer em muitos, nomeadamente devemos ter aproxidamente
tantas caras como coroas. No caso do gis teremos também expectativas
definidas quanto ao nimero de moléculas que encontraremos numa dada
parte do recipiente. No que se segue exploraremos em mais detalhe esta
ideia, tentaremos precisid-la em alguns aspectos, pois ela estd na base das
afirmacoes e previsoes positivas que podemos fazer relativamente a modelos
probabilisticos. Mas antes disso consideremos outro exemplo.

Dois nucleos radioactivos, tanto quanto podemos dizer absolutamente
idénticos, nao decaem, no entanto, ao mesmo tempo. Por exemplo con-
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sideremos o isétopo de azoto N. Tomemos um ntcleo e esperemos 10
minutos. Prever se ele decaiu, ao fim deste tempo, emitindo um positrao e
transformando-se em '3C, é uma experiéncia do tipo moeda ao ar. Temos
tanta possibilidade de acertar como de prever se uma moeda vai dar cara
ou coroa. E repare-se que neste caso, a ciéncia refere-se a dois nicleos deste
tipo como indistinguiveis; o acaso € parte essencial deste fendmeno. De novo,
sobre o que acontece a um nucleo, a nossa ignorancia é completa. Mas ao
medir a radioactividade de uma amostra nao trabalhamos com um nicleo de
cada vez. Se conseguissemos 13 g deste isétopo, terfamos 6 x 10?3 niicleos.
O seus decaimentos sao completamente independentes uns dos outros e, por
isso, perguntar quantos nicleos decaem ao fim de 10 minutos é semelhante
a perguntar quantas vezes sai cara se lancarmos a moeda 6 x 10?3 vezes. E
neste caso temos uma expectativa definida de que devemos obter cerca de
metade das vezes caras. Isto é, deveremos ter aproximadamente metade dos
nucleos a decair. Dizemos aprozidamente porque, se se trata realmente de
um processo aleatorio, o niimero de decaimentos serd varidvel. Os niicleos
sobreviventes aos fim de 9 minutos nao tem possibilidade de saber quantos
decairam nesse intervalo, para poderem perfazer conta certa. Uma das coisas
que vamos fazer neste capitulo é tentar quantificar esta variacao.

O passeio aleatério (Random Walk)

Modelo para a Difusao

Uma particula num gds tem um movimento muito irregular marcado pelas
sucessivas colisoes com outras moléculas. A sua direccao de movimento apds
cada colisao pode ser considerada como aleatoria. A distancia entre colisoes
também varia de modo imprevisivel. O movimento pode ser considerado
como uma sequéncia de passos de tamanho e direccoes aleatdrias. O passeio
aleatdorio é um modelo extremamente simplificado deste processo. Primeiro
temos a questao do tamanho dos passos. No caso da difusao o tamanho
variard de acordo com uma determinada distribuicao. Iremos supor que
cada passo tem um tamanho fixo. Além disso o intervalo de tempo que
dura cada deslocamento é varidvel. Imaginaremos um intervalo constante;
podemos entao medir o tempo através do numero de passos. Numa situacao
realista a direc¢ao de deslocamento variard continuamente no espaco. Su-
poremos que a particula se desloca ao longo dos eixos coordenados. Esta
hipdtese e a anterior correspondem a dizer que as 1inicas posicoes possiveis
sao as de uma rede cristalina cubica. Serd um modelo realista para o movi-
mento de um defeito pontual (um dtomo de tipo diferente, um vazio) numa
rede. Mas mesmo com todas estas simplificacoes ha um aspecto do fendmeno
que é preservado neste modelo: o caricter aleatério de cada deslocamento,
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Figura 4.1: uma simulacdo de um passeio aleatério de 5000 passos numa
rede triangular.

independente dos anteriores. Finalmente, limitamos os deslocamentos ape-
nas a um eixo. Esta tltima simplificacao nao é tao importante quanto possa
parecer. Estudando o movimento ao longo de uma linha podemos aprender
muito sobre o movimento numa rede quadrada ou cibica. Assim, por ex-
emplo, se uma particula se deslocar entre os pontos de uma rede quadrada
(lado 1), em cada instante a sua coordenada x terd uma certa probabili-
dade de aumentar de 1 unidade, uma certa probabilidade de diminuir de 1
unidade e finalmente uma certa probabilidade de ficar igual, se o desloca-
mento for ao longo do eixo dos yy. Uma particula que se desloca numa rede
quadrada realiza passeios aleatérios unidimensionais nas coordenadas x e y;
estas variam exactamente como em passeios aleatérios numa linha, general-
izados para situacoes em que se admite que o deslocamento num passo pode
ter também o valor 0 além de +1 e —1. Nas paginas que se seguem vamos
fazer uma breve introducao a alguns conceitos de teoria de probabilidades.
Fa-lo-emos numa perspectiva eminentemente pratica, e ilustraremos os con-
ceitos, a medida que forem sendo introduzidos, com o modelo do passeio
aleatdrio.
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Espaco de Acontecimentos. Probabilidades

10
Ao pensar num processo aleatério temos em mente uma experiéncia, que 5
pode ser repetida, e cujo resultado é varidvel. Representaremos esta situacao 0
introduzindo um conjunto U = {ej, €9, ..., ey}, cujos elementos correspon- -5
dem aos acontecimentos possiveis. Um passo de um passeio aleatério tem um 105510 15 20
de dois resultados possiveis, passo para a direita e para a esquerda que cor- 10
responderd a U = {d, e}. Se repetirmos a experiéncia N vezes a frequéncia 5
relativa do acontecimento e; é f; = N;/N em que N; é o niimero de vezes 0
que ocorreu ¢;. Trata-se, como é ébvio, de uma grandeza também aleatéria. -5
Em duas sequéncias de N experiéncias os valores de N; serao em geral difer- 05— 10 15 20
entes. Na fig.(4.2) mostram-se 5 passeios de vinte passos. Pela variacao da 10
posicao final, vé-se que o niimero de passos d (nos graficos sao deslocamentos 5
no sentido positivo do eixo z) é varidvel. Mas, por outro lado, temos uma 0
expectativa definida para o valor destas frequéncias relativas, pelo menos no 5
limite em que N é grande. Esperamos que duas sequéncias de N grande A0 e g e
tenham valores de f; proximos. Traduziremos esta expectativa associando 10
a cada acontecimento e; € U uma probabilidade p;. No limite em que o 5
nuamero de repeticoes, N é grande as frequéncias f; devem ser préximas de 0
pi. Dado este significado de p;, deveremos exigir as seguintes propriedades: s
-10
pi > 0 para todo e; € U (4.1) 100 5 1015 20
M
Yopi =1 (4.2) °
i=1 0
-5
As frequéncia relativas sao nao negativas, f; > 0. Como estamos a inter- -10

pretar as probabilidades p; como valores esperados de f; devemos exigir a
mesma, propriedade. Por outro lado, é ébvio que se U inclui todos os resul- ) _ _ _
tados possiveis de uma dada experiéncia, Y7, f; = (N1 +...+Ny)/N = 1. f(:qgurg ifmilzcgepzii?: :lri ‘:;(;: b
A soma das frequéncias relativas é sempre 1 e portanto devemos exigir o  tido é varidvel.
mesmo para a soma das probabilidades.
Cada um dos passeios da fig.(4.2) pode ser visto como o resultado de
uma experiéncia. Podemos associar a um passeio de N passos um conjunto
de acontecimentos U. Por exemplo para N = 3 os seus elementos seriam

€1 = (da d7 d)/ €2 = (da d7 6)

€3 = (d7 €, d)/ €4 = (67 da d)

€5 (da €, 6), €6 = (67 da 6)

€7 = (67 €, d)/ €g = (67 €, 6) (43)
Para um passeio de N passos teremos 2 x 2 x ... = 2% resultados (passeios)

possiveis, uma vez que ha duas possibilidades para cada passo. A partir
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das probabilidades associadas a cada elemento de U podemos definir prob-
abilidades para qualquer subconjunto de U. Uma pergunta possivel, por
exemplo, é qual é a frequéncia com que os dois primeiros passos sao iguais.
No caso de L passeios com N = 3 teriamos

_ N1+ Nog+ N7+ Ng
N L

0 que nos leva a atribuir ao conjunto {e;,e9,e7,es} a probabilidade p =
p1+p2 +p7+pg. A cada subconjunto S C U associamos uma probabilidade

p(S) = Z Di (4.5)

e;ES

f =fi+fotfr+ 13 (4.4)

Do ponto de vista matematico a interpretacao das probabilidades é total-
mente irrelevante. Em teoria matematica de probabilidades define-se uma
estrutura constituida por um conjunto de acontecimentos U no qual esta
definida uma aplicacao nos numeros reais, com propriedades que sao uma
versao mais sofisticada das eqs.(4.1), (4.2) e (4.5), aplicdveis a espacos infini-
tos e continuos. No entanto a razao de ser do interesse desta estrutura, e da
escolha das suas propriedades fundamentais, é determinada pelas situacoes
reais a que pode ser aplicada, em particular pela interpretacao de proba-
bilidades como valores esperados de frequéncias relativas. As propriedades
bésicas de probabilidades (na situagao muito simplificada de um espago de
acontecimentos discreto e finito) sao as destas equacoes. Juntamos apenas
duas convencoes de nomenclatura, cuja razao de ser é mais que clara. A um
acontecimento (que pode agora ser entendido como qualquer subconjunto de
U) com probabilidade nula chamamos impossivel; se a probabilidade for 1 o
acontecimento é certo.

Acontecimentos Independentes

O conjunto de acontecimentos da eq.(4.3) pretende representar uma sequéncia
de trés experiéncias idénticas e independentes. Isto significa que as proba-

bilidades pq,...,pg devem estar relacionadas com as frequéncias esperadas
para um passo. Para simplificar a notacao consideremos apenas dois passos:
€1 = (da d) €2 = (da 6)
es = (e, d) es = (e,€) (4.6)

Designemos por p a probabilidade de um passo ser d e por ¢ = (1 — p) a de
ser e. Parece natural escrever, simplesmente,
po= p (4.7)
p2=p3 = pPq
ps = ¢



O PASSEIO ALEATORIO (RANDOM WALK) 91

Com efeito, esperamos uma fraccao p de caminhos com um primeiro passo
d. Destes, uma frac¢ao p terd um segundo passo d. Logo o valor esperado da
frequéncia de e; sera p?. De modo idéntico obteriamos as outras equacoes.

Mas vamos analisar isto do ponto de vista do espaco de acontecimentos
cujos elementos sao caminhos de dois passos, listados na eq.(4.6). Imag-
inemos L repeticoes de 2 passos. A frequéncia relativa de dois passos a
direita pode ser escrita, com notacao dbvia,

N(d,d
fla.d) = gy = 10 (4.10)
A frequéncia com que o primeiro passo é d é
N N
f (qualquer, d) = (d,d) + Nfe.d) (4.11)

L

Note-se que, para ser consistente com notagoes consagradas, os passos sao
listados da direita para a esquerda ((d,e), é um passo e, seguido de um d).
As eqs.(4.10) e (4.11) podem combinar-se como

N(d,d) N(d,d) + N(e,d)

Hdd) = N+ Ned) L (4.12)

O valor esperado do segundo factor do segundo membro é p, a probabilidade
de um passo ser para a direita. O primeiro factor é a frequéncia relativa com
que, nos caminhos em que o primeiro passo € d, o segundo é também d. A
frequéncia com que o segundo passo é d, sem condi¢oes, é dada por

N(d,d) + N(d,e)
L

f(d, qualquer) = (4.13)

6bviamente diferente do primeiro factor do segundo termo da eq.(4.12). Es-
tas consideragoes levam-nos a introduzir a nocao de probabilidade condi-
cionada, p(d|d), a probabilidade de o segundo passo ser d dado que o primeiro
também é. Tendo em atengao a eq.(4.12) esta probabilidade é definida pela
equacao

p(d,d) = p(d|d) x p(qualquer,d) = p(d|d) x p (4.14)

e corresponderd ao valor esperado para a frequéncia N(d,d)/(N(d,d) +
N(e,d)).

Podemos agora dar um significado preciso ao conceito de independéncia
de acontecimentos. A ideia que o segundo passo nao tem qualquer relagao
com o primeiro, significa, nao apenas que a probabilidade de o segundo passo
ser d é igual a p, mas também que o valor do primeiro nao tém infuéncia
nas frequéncias de ocorréncia do segundo. Isto é que o valor esperado das
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razoes:
N(d,d
N d)(—l—’ ]\;(e, 3 (caminhos em que o primeiro passo é d)
N(d,e)

caminhos em que o primeiro passo é e
N(d,e) + N(e,e) ( d P P )

N(d,d) + N(d,e)

T (todos os caminhos) (4.15)
¢ o mesmo, p. Por outras palavras
pld|d) = p(dle) =p (4.16)
e, idénticamente para um segundo passo e,
pleld) = plele) =g = (1 —p) (4.17)

Quando estas condicoes sao verificadas dizemos que os passos sao indepen-
dentes e obtemos

pld,d) = p? (4.18)
p(d,e) =ple,d) = pg=p(l-—p) (4.19)
plee) = ¢*=(1-p)? (4.20)

com uma generalizacao 6bvia para qualquer nimero de passos.
Assim, por exemplo, a probabilidade de ocorréncia de um dado passeio
[’ de N passos, em que Ny sao d (e N — Ny sao e) serd

p(T) = pMagN—Ne (4.21)

Na situacao em que p = q = % esta probabilidade é 1/2V isto é todos os
passeios tem a mesma probabilidade de ocorréncia. E importante notar que
a eq.(4.21) d4 a probabilidade de um passeio determinado e nao a proba-
bilidade de o nimero de passos de tipo d ser Ngi. Para obter esta iltima
teriamos que somar a anterior sobre todos os passeios com N passos d.

Variaveis aleatodrias

O deslocamento de uma particula ao fim de NV passos de um passeio aleatério,
X, é um exemplo de uma varidvel aleatéria. A cada um dos acontecimentos
possiveis (cada caminho) corresponde um valor de Xy. Por exemplo para
N = 3 temos (ver eq(4.3))

Xa(er) = 3 (4.22)
Xj(e2) = Xs(e3) = Xz(ea) = (4.23)
Xj(es) = Xs(eg) = Xz(er) = —1 (4.24)

Xi(es) = -3 (4.25)
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O deslocamento no primeiro passo é outro exemplo de uma variavel aleatéria,
que podemos definir no mesmo espaco de acontecimentos:

¢1(er) = & (e2)
¢1(eq) = &1 (es)

&1 (e3)
&1 (er)

{ies) = 1 (4.26)
§i(eg) = —1L (4.27)

Com efeito, a varidvel X3 pode ser escrita como uma soma X3 = & + &9 + &3
usando a definicao corrente de soma de funcoes com valores em R.
Como estamos a considerar espacos de probabilidade discretos e finitos
as varigveis aleatérias tomam um conjunto de valores também discreto e
finito. Cada um destes valores corresponde a um dado subconjunto de U.
Por exemplo o valor X3 = 1 corresponde ao conjunto de acontecimentos
S = {ey,e3,e4}. A cada valor de uma dada variivel aleatéria podemos
associar uma probabilidade de ocorréncia. Por exemplo a probabilidade de
X3 valer 1 seria ps + p3 + ps. De um modo geral, para uma variavel £ a
probabilidade de £, com valores &(¢;) € {z1,22,23...2,}, tomar o valor z,
sera
pe(ra) = Y i (4.28)
{i:¢(ei)=ma}

em que a soma inclui apenas os acontecimentos e; tais que &(e;) = 1z, Esta
equacao define a distribuicao de probabilidade de £, a fungao p¢(x).

Como exemplo vamos determinar a distribuicdo de probabilidade de Xy .
De acordo com a definicao

Py = Y pD) (4.29)

{T: Xy (M)=z}

em que a soma é sobre todos os passeios ' de N passos cuja posicao final
éx € {-N,...,N}. A posigao final pode ser dada em termos do niimero
de passos N, para a direita, = Ny — N, = 2N, — N. A probabilidade
correspondente é p(I') = pNe(1 — p)V =N, Todos os termos da soma da
eq.(4.29) tem o mesmo valor. Deste modo

Py(z) = pNi(1 —p)N N x Qn(Ny) (4.30)

em que Qx(Ng) é o niimero de passeios de N passos com Ny para a direita
sendo Ny = (z + N)/2. Este niimero é dado por

N!

2 (Na) = (N — Np)IN,!

(4.31)
Eis um argumento que podera convencer o leitor da validade desta férmula
(ver fig.(4.3)). Representemos os N passos por N caixas vazias. Para es-
pecificar um caminho com Ny passos d temos que pegar em Ny simbolos d e
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o 0. - 000

Figura 4.3: para especificar um caminho com N; passos d num total de IV
temos que escolher N, caixas de um total de N.

colocé-los em Ny das N caixas. Como temos N escolhas para a primeira caixa
a preencher, N — 1 para a segunda, etc, teremos N(N —1)(N —2)... (N —
Ny + 1) possibilidades. Mas deste modo geramos cada passeio mais do que
uma vez. De facto duas escolhas correspondentes ao mesmo conjunto de
caixas preenchidas, escolhidas numa ordem diferente, representam o mesmo
caminho. Cada caminho é, pois, gerado Ny! vezes por este processo. O
numero de caminhos distintos serd N(N —1)... (N — Ng+ 1)/Ng4!, que é a
expressao escrita na eq.(4.30).
Em resumo

NI

V)= N NN

M)V N Ny= (@4 N) (432)
Os valores de Py (z) para N = 100 estao representados na fig.(4.4) pela curva
continua (note-se que P(z) = 0 se x for impar). Sobrepostos a esta curva
estao os valores da frequéncia relativa de ocorréncia de cada valor de Xy
numa simulacao em que foram gerados 1000 passeios de 100 passos. O valor
de p utilizado foi de p = 0.7. Existe um pico pronunciado junto a z ~ 30.
Na seccao seguinte introduzimos conceitos que permitem descrever, sucinta-
mente, caracteristicas salientes de distribuicoes de probabilidade como esta,
com valores significativos numa regiao limitada.

Valores médios. Variancias

Consideremos a seguinte experiéncia. Uma mancha de corante é injectada
num canal estreito com um fluido em movimento. A mancha desloca-se
e alarga-se. (Cada particula de corante tem um movimento errdtico que
podemos representar por um passeio aleatério, com algumas das simpli-
ficagoes referidas nos inicio deste capitulo. O niimero de passos representa o
tempo que decorreu desde a injeccao. H4, ébviamente, um grande nimero
de particulas na mancha. Cada particula corresponde a uma realizagao
de um passeio aleatdrio e a fraccao de particulas numa dada posicao é a
frequéncia relativa de ocorréncia dessa posi¢ao. Isto significa que, a prob-
abilidade Py(z) de o deslocamento de uma particula ser x ao fim de N
passos, deve ser proxima da fraccao de particulas que ao fim de N passos
tem posicao z. Por outras palavras a distribuicao de probabilidade Py (x)
é a distribuicao esperada de particulas de corante no canal. Na fig(4.5)
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Figura 4.4: A distribuicao de probabilidade da posi¢ao ao fim de 100 passos.
As barras correspondem as frequéncias relativas obtidas numa simulacao em
que foram realizados 1000 passeios de 100 passos. Foi usado p = 0.7.

mostra-se a evolugao desta distribuigao em funcao do tempo (nimero de
passos). O valor inicial Py(x) é nulo para todo o z # 0 sendo Py(0) = 1. A
evolugao pode ser obtida através do calculo explicito da férmula da eq.(4.32)
ou recursivamente, seguindo o método do problema 44.

Uma caracterizacao completa da distribuicao de massa do corante exige o
conhecimento de Py (z). Por outro lado parece possivel definir uma posi¢do
média e uma largura para esta distribuicao . Suponhamos que caracterizamos
a posicao média pelo centro de massa da mancha de corante. Designando por
n(z) o numero de particulas com posicao z, (e M o nimero total) teriamos

MXem =) zn(z) (4.33)

(tendo todas as particulas a mesma massa, esta cancela nos dois membros
desta equacao), ou

Xem =) w—> (4.34)

n(z)/M é a frequéncia relativa de ocorréncia de uma posicao z. O seu valor
esperado é, por defini¢ao , Py (). O valor esperado para a posi¢ao do centro
de massa ao fim de N passos é, entao

<Xy >=) zPy(z) (4.35)
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Figura 4.5: evolucao temporal (com o niimero de passos) da distribuicao de
probabilidade da posicao de uma particula que realiza um passeio aleatorio
com p=0.7
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Isto conduz-nos a definicao geral de valor médio, ou valor esperado, de uma
variavel aleatdria £ com distribuicao de probabilidade P (x)

<E>=) aP(x) (4.36)

T

Note-se que esta definicao também pode ser expressa através de uma soma
sobre todos os elementos e; do espaco de acontecimentos U

<E>= ) &(epi (4.37)

e;eU

Nao ¢ dificil transformar esta equacao na anterior, se nos lembrarmos que
Pe¢(z) é a soma dos p;’s sobre todos os acontecimentos para os quais &(e;) = .
Esta nocgao de valor médio estd também relacionada com a nogao corrente
de média de um conjunto de valores. Supondo que hid M particulas de
corante a média das suas posicoes é
EZ.’IJ1+...+.’I}M (4.38)
M
Mas, é claro que em vez de somar as posicoes de todas as particulas, podemos
somar sobre todos 0s valores possiveis de posicao, x, multiplicando cada um
pelo nimero de vezes que ocorre na soma da eq.(4.38) isto, é pelo niimero
de particulas com essa posicao, n(z). As eqgs.(4.33) e (4.38) sdo equiva-
lentes. O valor médio de X é o valor esperado para T quando M é grande.
No apéndice C juntam-se algumas propriedades de valores médios que sao
consequéncias quase directas da definicao dada aqui.

Quando medimos a posicgao de uma particula que realiza um passeio
aleatdrio, nao esperamos encontrar o valor médio. Quando repetimos uma
experiéncia e medimos uma variavel aleatoria, obtemos valores diferentes.
E apenas a média desses valores que esperamos que seja proxima do valor
médio da varidvel. Podemos definir uma nova varidvel aleatéria que mede
os desvios relativamente ao valor médio

n=&§—<&> (4.39)

Pe(z) , a probabilidade de & ter o valor z, é também a probabilidade de 7
ter o valor z— < & >. O valor médio de 7 é

<p>=) (1— <E>)Pe(z) =< &> —<E>=0 (4.40)

T

A média de n é zero porque os respectivos valores podem ser positivos ou
negativos. Para estimar a dispersao dos valores de £ em torno do seu valor
médio temos que usar |7|, ou (o que resulta ser mais conveniente do ponto de
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vista analitico) n?. Define-se a varidncia de uma variavel aleatéria &, como
o valor médio de (£ < £ >)?

A=< (6 <€E>)r > (4.41)

A grandeza A¢ = /< (£— < € >)2 > ¢ designada por desvio padrao.

Voltando a fig.(4.5) os visiveis deslocamento e alargamento da distribuicao
de probabilidade com o niimero de passos dados, poderao ser caracterizados
pelas dependéncias de < Xy > e AXy em N. Usando o facto que

Xn=6+&+.. . +&N (4.42)

e que 0s passos sao acontecimentos independentes, é possivel mostrar os
seguintes resultados:

<Xy> = N<¢&> (4.43)
AXy = VNAE (4.44)

em que £ é o deslocamento num 86 passo (qualquer um). Vejamos como.

A eq.(4.43) resulta directamente do facto de X x ser uma soma de varidveis
com a mesma distribuicdo de probabilidade, e confere com a nossa nocao in-
tuitiva de média (para uma prova mais formal ver o Apéndice C). Se o
deslocamento médio num passo é < £ > o deslocamento médio em N deve
ser N < ¢ >. Nao penso que o segundo resultado seja tao intuitivo. Podemos

escrever
Xnv=Xny1+& (4.45)

Subtraindo o valor médio, usando a eq.(4.43) e quadrando vem

(XN— < Xn >)2 = (XN,1— < XN >)2 + (fN— <& >)2
+ 2(Xn1— < Xno1>)(Ev—<E>) (4.46)

Tomando o valor médio
AX% =AX3 [ +A24+2< Xy 1— <Xy >)(En— < E>)> (4.47)

O 1ltimo termo é nulo. Senao vejamos. Para o calcular temos que somar
sobre todos os caminhos de N passos, ['y:

<(Xnv =< Xnv.1>)Ev—<E>) >=

Y (Xn 1= <Xy 1 >)(En— <E>)p(Ty) (4.48)
'y

A soma pode ser feita somando sobre todos os caminhos posiveis de N — 1
passos 'y 1 e sobre os dois valores possiveis do tltimo passo. Como os
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passos sao independentes p(I'y) = p(U'nv_1)p(én). A soma sobre os valores
do ultimo passo faz aparecer um factor

> (Ev— < E>)pén) (4.49)

Ev=*1
que nao é mais do que < ({xy— < ¢ >) >= 0. Podemos concluir
AX% = AX3 |+ A2 (4.50)

Esta relacao pode ser iterada para dar a variancia de X como a soma das
variancias de cada passo

AX% = AT+ ..+ A% = NASE (4.51)

que é equivalente & eq.(4.44)

O aspecto mais interessante deste resultado é que, & medida que N au-
menta X vai ficando cada vez mais bem definido, em certo sentido menos
aleatdrio. Isto porque o desvio padrao, que é uma estimativa da flutuacao
de Xy, aumenta como VN, enquanto que os valores tipicos de Xy, es-
timados por < Xy >, aumentam como N. A incerteza relativa de Xy,
AXy/ < Xy >~ 1/\/N, tende para zero quando N — oo. Este resultado,
como vimos, é valido para qualquer varidvel que seja a soma de N varidveis
independentes, com a mesma distribuicao de probabilidade. E para variaveis
como estas que a designacao de wvalor esperado, para o valor médio parece
mais apropriada. Com efeito, no limite N > 1 os desvios em torno do valor
médio sao muito menores que o proprio valor médio.

Fﬂutuagéesenn.l/V?V

O resultado deduzido na sec¢ao anterior tém uma importancia que trans-
cende largamente o ambito do passeio aleatério. Para o compreender volte-
mos aos dois exemplos com que iniciamos este capitulo.

Imaginemos uma regiao A de um recipiente com gas. Suponhamos que a
probabilidade de uma particula se encontrar em A é p. Para cada particula
podemos definir uma varidvel aleatéria & que vale 1 se a particula se en-
contrar em A e 0 se estiver no resto do recipiente. Facilmente se verifica
que

<&> = p (4.52)
A& = p(1-p) (4.53)

Excepto quando p é préximo de 1 ou de 0 serd uma varidvel com flutuacoes
(medidas por A¢ ) da ordem do respectivo valor médio. O ntmero de
particulas em A pode escrever-se como

Na=&+ 6+ .+ &N (4.54)
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em que N é o numero total de particulas (quando & = 0 a particula i,
que estd fora de A, nao contribui para a soma). Como as particulas sao
razoavelmente independentes num gas diluido, podemos aplicar o resultado
da seccao anterior para concluir

<Ng> = N<E> (4.55)
AN, = VNA¢ (4.56)
ou seja,
AN 1 A
4 ¢ (4.57)

<Ni> N &

Para um valor tipico de N ~ 10 o factor 1/v/N ~ 3 x 10~'2. As variacoes
esperadas de N4 (medidas por ANy) sao doze ordens de grandeza inferiores
ao valor esperado para N4. Por outras palavras, em circunstancias normais,
as flutuagoes aleatérias de N4 sao indetectaveis. Por exemplo, se a probabil-
idade de encontrar uma molécula em A for 1/2 (< ¢ >=1/2) e N = 6 x 10?3
podemos dizer que o ntimero de particulas em A é 3 x 10?3 visto que as
flutuacoes de N4 sao da ordem de 10'2, e s6 seriam visiveis se a precisio de
medida de N4 tivesse cerca de 12 algarismos significativos!

Uma situacao inteiramente semelhante se verifica com o segundo exem-
plo que referimos, o do decaimento radioactivo de '*N. Para cada nicleo
definimos uma variavel £; que vale 1 se o nucleo decai em num certo intervalo
e 0 se nao decai. O nimero de decaimentos é Ny = & + ... + &N e por isso,

AN, 1
<Ng> /N

Numa amostra com um numero de ntucleos macroscopico, para todos os
efeitos, o valor médio < Ny > € o wvalor observado numa unica experiéncia.

Creio que isto é suficiente para ver que este mecanismo é extremamente
geral. Para varidveis extensivas, somas de um nimero, N, muito elevado de
grandezas microscopicas, relativas a &tomos ou moléculas individuais, (como
sao normalmente as grandezas macroscopicamente mensuraveis, nimero de
particulas, massa, carga, energia, quantidade de movimento, etc) a desor-

(4.58)

dem, a aleatoriedade, verificada ao nivel molecular, ndo se manifesta a nivel
macroscopico. As flutuagoes dessas grandezas crescem como N mas o0s
respectivos valores crescem proporcionalmente a N. Os valores observados
sao, fundamentalmente, os respectivos valores médios.

Leituras Recomendadas

e Feynman Lectures on Physics, Feynman Leighton & Sands, vol 1, cap.
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Capitulo 5

Teoria cinética dos gases

O Estado Gasoso

As Interacgoes num Gas Diluido

Na primeira parte do curso estimamos densidades de sélidos e liquidos e
chegdmos a conclusao que as distancias entre 4tomos vizinhos sao da ordem
de grandeza dos tamanhos do dtomos. A situacio, no caso dos gases em
condigoes normais de pressao e temperatura (P = 1 atm, T = 300 K), é
muito diferente. Sabemos que uma mole de gds ocupa 22.3 litros. Isto é o
volume por molécula ou dtomo é:

_22x107°

VR o P A 10726 m?3, (5.1)

A distancia tipica entre particulas vizinhas é:
d~ VY3~ V40x 1077 ~35x 1077 m ~ 35 A (5.2)

Um gés é entao um sistema diluido em que as distancias entre particulas sao
muito maiores que os respectivos tamanhos. Como as forgas de interacgao
entre 4&tomos ou moléculas decaem rapidamente com a distancia é de esperar
que nos gases o efeito destas forcas seja muito mais reduzido que nos sélidos
e liquidos.

Com efeito, existe ampla evidéncia que nos gases as particulas constitu-
intes mantém intactas, em grande parte, as propriedades que as caracterizam
individualmente. Isso é particularmente evidente nos espectros de emissao.
Os espectros atomicos, através dos quais identificamos as diferentes espécies
atémicas, sao, na realidade, espectros emitidos por dtomos na fase gasosa.
A razao porque cremos que sao caracteristicos dos 4tomos que compoem o
géas resulta do facto de, no essencial, os espectros nao dependerem do grau

101
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Figura 5.1: a interaccao entre dois
atomos é fortemente repulsiva a curtas
distancia e fracamente atractiva para
distancias grandes
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de diluicdo ou temperatura do gis. Note-se que num sélido o espectro é
radicalmente alterado relativamente ao dos dtomos que o constituem.

Assim, somos levados a supor que uma boa parte do seu tempo as
particulas de um gas nao estao sujeitas a forcas movendo-se com veloci-
dade constante. Mas é 6bvio que isto nao pode ser a histéria completa. Se
representarmos a energia de interaccao entre dois dtomos de He, por ex-
emplo, em funcao da distincia entre os dtomos obtemos algo semelhante
a fig.(5.1). Para grandes distancias a interacgdo é atractiva (e fraca),
mas é muito dificil comprimir a matéria a densidades que correspondem a
distancias interatomicas menores que o tamanho dos dtomos. Os atomos
sao impenetraveis. A energia de inetraccao cresce rapidamente quando
as distancias dos centros dos atomos sao menores que cerca um didmetro
atémico.

Concluimos pois que o movimento uniforme das particulas é interrompido
por eventos em que duas delas se aproximam entrando em accao as forcas
repulsivas. As duas particulas trocarao quantidades de movimento e energias
e separar-se-ao retomando movimentos uniformes com velocidades diferentes
das que tinham. Acabamos de descrever um processo de colisao!

Que numa colisao haja conservacao de quantidade de movimento, nao
supreende pois quando duas particulas colidem sé entram em jogo forgas
internas, e portanto é de esperar que haja conservacao da quantidade de
movimento. Mas vamos também supor que as colisoes entre as moléculas
de um gas sao eldsticas, isto é, hd conservacao da energia cinética. Para
que nao haja é necessario que uma das particulas que colide saia da colisao
num estado interno excitado. A energia cinética disponivel na colisao sé
desaparece se aparecer como energia interna dos corpos que colidem. Ora
um atomo ou molécula tem um conjunto discreto de estados excitados bem
definido. Acontece frequentemente que o estado final é o mesmo que o inicial,
pois a energia do movimento das moléculas pode nao ser suficiente para
fazer uma delas transitar para um estado excitado. Nesse caso a colisao
é rigorosamente elistica. Mesmo quando isso nao acontece, a energia fica
armazenada em graus de liberdade internos das moléculas (vibragoes ou
rotagoes). Noutras colisoes pode acontecer que a energia de vibra¢ao de uma
molécula se tranforme em energia de movimento de centro de massa. Numa
situacao de equilibrio, em média, a energia cinética total em cada colisao
nao deve variar; a energia cinética total do gis deve manter-se constante
no tempo (ao fim ao cabo sabemos da experiéncia que existem estados de
equilibrio, em que as propriedades do gas se mantém constantes no tempo).

Concluindo, chegamos a imagem de um gas como um sistema diluido de
particulas cujas interacgoes se reduzem a colisoes que conservam a quanti-
dade de movimento e a energia cinética total das particulas que colidem. A
velocidade de cada particula acaba por ser imprevisivel quer devido a im-
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possibilidade de prever exactamente o resultado de uma colisao, quer devido
a impossibilidade de prever quais as colisoes que vao ocorrer.

Vamos pois recorrer a uma descricao probabilistica da velocidade das
particulas do gids. Mas antes de prosseguirmos convém dizer algumas palavras
sobre o modo de tratar varidveis aleatdrias continuas.

Variaveis aleatdrias continuas

Tomemos como exemplo uma variavel aleatdria que toma valores reais no
intervalo [0,1]. Isto é, de cada vez que realizamos uma experiéncia obtemos
um valor real para & neste intervalo. Vamos ver que nao é possivel definir
uma probabilidade P(z) de o valor de ¢ ser z.

Com efeito imaginemos por simplicidade que todos os valores de ¢ sao
igualmente provaveis. Suponhamos que realizamos N experiéncias com N
muito grande. De acordo com a nossa interpretagao de probabilidade, P(z)
deveria ser o valor esperado da frequéncia com que é observado o valor z
para &, N(z)/N, em que N(z) é o nimero de experiéncias em que ocorreu
o valor ¢ = z. Mas por maior que seja N, N(x) é zero para quase todos os
valores reais no intervalo [0, 1]. Isto porque nao é possivel numerar nimeros
reais. HA “muitos mais” nimeros reais que naturais. Visto de outro modo,
especificar um numero real deste intervalo é indicar uma sequéncia infinita
de niimeros naturais, a sua expansao decimal. Se escolhermos os digitos com
igual probabilidade (desde 0 a 9), todas as sequéncias (todos os niimeros reais
do intervalo [0,1], 1 = .9999... se a expansao for infinita) sao igualmente
provaveis. E com probabilidade nula que geraremos duas sequéncias iguais
(as sequéncias sao infinitas). Em resumo, para N nimeros reais teremos
N(z) = 1 e para os outros (quase todos) N(z) = 0. Em qualquer caso no
limite N — oo teremos sempre

P(z)=0 (5.3)

Como podemos entao descrever a probabilidade de ocorréncia de uma variavel
continua, como por exemplo uma componente da velocidade de um gas?

Consideremos o dominio de ¢ dividido em varios intervalos, [z;, ;j+1], @ =
1,2,.... Nao ha qualquer dificuldade em definir a probabilidade de & estar
no intervalo [z;, z;41]. Se realizarmos um nimero suficientemente grande de
experiéncias, as frequéncias relativas

N(z; < &< miy1)
N

(5.4)
deverao ser finitas, pelo menos para alguns dos intervalos pois,

ZN(ﬂﬁi <{<zitn)=N (5.5)

7
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(N(a < £ < b)=numero de vezes que ¢ toma valores entre a e b) e portanto:

Z N(z; < &< ®miy1)

~ —1 (5.6)

i
Mas é 6bvio que, se o niimero de intervalos aumentar e Az = z;.1—xz; — 0, 0
nimero de termos nesta soma aumenta e, genericamente, cada termo devera

tender para zero proporcionalmente a Az (pois 1/Ax é proporcional ao
numero de intervalos, isto é, de termos da soma). Assim quando:

Pz < ¢ < x4+ Azx) = p(x)Az (para Az — 0) (5.7)

chamamos a p(z) a densidade de probabilidade da varidvel £. Para Az
pequeno p(z)Az é a probabilidade de a varidvel £ tomar valores no intervalo
[z, z + Axz].

Para calcular P(a < £ < b) usamos o esquema habitual de dividir [a, b]
em intervalos Az e somar P(z < { < x + Az) a todos os intervalos. No
limite Az — 0 (nimero de intervalos — oo ) obtemos:

Pla<é<b) = /ab dup() (5.8)

Se ¢ s6 toma valores no intervalo [0, 1], devemos ter

1
PO<E<) = [ dupla) = 1.
0
Em geral teremos sempre para cada varidvel real:
P(—oo<é<o0)=1 (5.9)

ou seja, a fun¢ao p(z) deverd obedecer & condi¢ao de normalizacao :

/O:o dzp(x) = 1. (5.10)

Como o integral de p(z) em qualquer intervalo é uma probabilidade, e por
isso nao negativo, devemos exigir

p(z) > 0. (5.11)

A definicao de valor médio é uma generalizacao do que foi feito para variaveis
discretas:

<E>= /OO dxzp(r) (5.12)

Genericamente, para qualquer funcao de &

<f©>=[ °; ds f (5)p(z). (5.13)
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DISCRETA CONTINUA

Variavel, ¢ T1,T9,... —00 < € < 400
Probabilidade (Densidade) P(x;) p(x)
Normalizagao >, P(zi) =1 fjgs dzp(z) =1

Valor médio, <&E> i P(x;) fj;? dzzp(x)
<f©> Sif@)Pla) [ 3 dwf(@)pl)

Tabela 5.1: correspondéncias entre alguma defini¢oes relativas a varidveis
aleatérias discretas e continuas.

Intuitivamente, podemos pensar nesta expressao como uma soma a todos
os intervalos infinitesimais [z,z + dz] da respectiva probabilidade p(z)dz
vezes o valor que f(§) toma quando £ estd nesse intervalo. Na tabela(5.1)
escrevemos lado a lado alguns resultados para os casos de varidveis discretas
e continuas.

Densidade de probabilidade de velocidade

Dada uma molécula particular apenas podemos falar de probabilidade de
uma dada componente da velocidade, v,, estar num dado intervalo. Somos
assim levados a definir a densidade de probabilidade de f,(v) como

f.(v)dv = probabilidade de v, de uma molécula

estar no intervalo [v, v + dv]

Naturalmente dado o elevado niimero de moléculas, IV, o niimero de moléculas
com velocidade v, nesse intervalo é N f,(v)dv ou, por unidade de volume

(n=N/V):

nf,(v)dv = nhdmero de moléculas com componente z de v

no intervalo [v,v + dv], por unidade de volume.

Nao discutiremos a forma explicita de f(v) mas indicaremos algumas pro-
priedades gerais.

1. Num gas em equilibrio f,(v) = f,(—v) e <wv, >=0.

2. Num gds em equilibrio as densidades de probabilidade de qualquer
componente da velocidade sao iguais. Isto é f.(v) = fy(v) = f.(v).
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Como consequéncia

<LV >=< Uy >=< Uy > =

<vl>=<v, >=<uv) > =

w|—= o

1
<v§+v§+vz>:§<v2>.

Estas propriedades de f(v) sao claramente necessarias dadas as carac-
teristicas macroscédpicas de um estado de equilibrio de um gés. Por exemplo,
suponhamos que < v, ># 0. Calculemos a quantidade de movimento to-
tal do gds. Temos que somar mwv, a todas as moléculas do gis. Como ha
nf,(v)dv moléculas com v, no intervalo [v,v + dv], temos, por unidade de
volume:

oo
P, = n/ dvmu f,(v)

J =00

= nm< v, >. (5.14)

Mas isso significa que um volume AV do gis tem uma quantidade de movi-
mento AP, = nAVm < v, > . Do ponto de vista macroscépico, AP, é
dado pelo produto da massa desse volume, AM = mnAV, pela velocidade
macroscopica segundo z,

AP, = mnAVu,. (5.15)

Comparando estas duas equacoes , vemos que < v, > nao é mais que a
velocidade macroscopica de escoamento do gds. Para um gés em equilibrio,
sem transporte de massa < v, > (e < vy > e < Uy >) sao nulos.

A propriedade (2) resulta da equivaléncia de todas as direc¢oes no espago
no seio do gas (isotropia de propriedades).

Chamaremos de v,,,s a raiz quadrada do valor médio de v?:

02 =< vt > (5.16)

Verifica-se que a distribuicao de velocidades de um gés é caracterizada por
uma unica escala de velocidades, v,.,,s. Ou seja, todos os valores médios nao
nulos se podem exprimir em termos de < v? > (ou de V),

<ol >=apvy, (5.17)
em que i = x,Yy,2 e o, é um parametro adimensional da ordem de 1 (que
depende de n). Para m impar, como f(v) = f(—v), < v} >= 0 (as con-
tribui¢oes de v > 0 cancelam as de v < 0 pois para n impar v™ = —(—v)").
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Calculo da Pressao. Formula de Bernoulli.

Suponha que desejava por a andar um vagao. Um vagido “académico”, isto
é, sem atrito. Poderia colocar-se atras dele e empurra-lo com uma forga, F,
constante. De acordo com a lei de Newton, a aceleracao seria a = F/M. O
movimento seria uniformemente acelerado e ao fim de um tempo ¢,

MV(t) = Ft (5.18)

Mas poderia ser ainda mais imaginativo. E comecar a disparar bolas de ténis
contra o vagao. Supondo que as bolas eram arremessadas com velocidade
vy e reflectidas no choque com o vagao sem perdas de energia, a variagao da
quantidade de movimento de cada bola seria

mp(—vp) — mpv = —2myvy (5.19)

Por cada colisao o vagao adquire entao , por conservagao de quantidade de
movimento

P = 2myvy (5.20)

Mantendo uma taxa de n arremessos por unidade de tempo, ao fim de um
tempo £ o vagao veria a sua quantidade de movimento alterada para

MV (t) = nt x 2myvy (5.21)

Se representdssemos a quantidade de movimento do vagao em funcao do
tempo para as duas situagoes consideradas, teriamos algo como o que esta
representado na fig.(5-2). Como m, < M a variagao de velocidade do vagao
por cada colisao é muito pequena. Para um grande ntmero de colisoes a
quantidade de movimento do vagao torna-se, contudo apreciavel. No grifico
da fig.(5.2) conseguimos distinguir os impactos individuais, mas podemos
facilmente imaginar uma situagdo em que a mesma velocidade fosse con-
seguida com muito mais colisoes e menor variagao por colisao.

A formula da eq.(5.21) corresponde a recta representada também na
fig.(5.2) e s6 é vélida para tempos muito superiores ao intervalo entre colisoes,
e quantidades de movimento tranferidas muito superiores as de uma colisao.
Neste limite o efeito das colisoes é equivalente ao de uma forca constante
aplicada ao vagao e dada por (c.f eqs(5.21) e (5.18))

F = 2nmuy, (5.22)

A nossa interpretacao da pressao exercida por um gias nas paredes do
recipiente que o contém, tem um paralelo muito directo com o efeito das
bolas de ténis no vagao. J4 tinhamos visto que um gas é um sistema diluido,
em que, na maior parte do tempo, as forcas sobre cada particula sao de-
sprezaveis. As interacgoes reduzem-se a colisoes. E pois natural supor que a
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V(t)

Figura 5.2: A velocidade do vagao para uma for¢a constante (linha recta) e
para uma sucessao de colisoes com objectos com massa muito menor que a
do vagao .

interaccao do gas com as paredes é igualmente constituida pelas colisoes das
particulas do gis com as referidas paredes. Deste modo hd uma transferéncia
de quantidade de movimento permanente do gés para a parede. Dada a pe-
quena massa das moléculas a quantidade de movimento em cada colisao é
microscépica, extremamente pequena a nossa escala. Por isso essencialmente
indetectavel. Mas o resultado de uma acumulacao de intimeros choques é
uma forca macroscopicamente mensurdvel. Vamos agora calcula-la.

Tomemos como direccao do eixo dos zz a direccao perpendicular & parede
com o sentido positivo do gis para a mesma. Por simetria (se nao houver
movimento macroscépico do gds paralelamente & parede) as forgas segundo
zx ou yy sao nulas. Haverd, em média tantas colisoes a transferir quanti-
dade de movimento na direc¢ao de x positivo como de x negativo e o efeito
resultante serd uma forcga nula segundo z. Um argumento semelhante pode
ser aplicada a qualquer direccao paralela & parede. Por isso precisamos de
nos preocupar apenas com o calculo da for¢a na direccao perpendicular a
parede.

Em média, entdao, as componentes mv, e mv, da quantidade de movi-
mento de uma molécula que colide com a parede nao variam (F, = F,, = 0).
Por outro lado, numa situacao de equilibrio, a energia cinética das moléculas
também nao varia pois nao ha transferéncia liquida de energia entre as pare-

des e 0 gés. Se v, e vy e v? = 1)3—!—1)5 +9?2 niio variam, concluimos que |v,| nio
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varia na colisao. Isto é, numa colisao, a componente z da velocidade troca
de sinal, v, - —wv, Cada colisao transfere uma quantidade de movimento
para a parede de:

oP

parede = —(m(—v,) — mv,) = 2mu, (5.23)

—0Polécula =

em que m é a massa da molécula. Mas, numa drea A de parede, quantas
colisdes ha num intervalo de tempo At 7 Uma molécula desloca-se, neste
intervalo de tempo, de uma distancia v,At na direccao da parede. Se a sua
distancia inicial a parede for superior a v,At, a molécula nao colide neste
intervalo; se for inferior, hd colisao. As moléculas que colidem sao entao as
que estao num volume de base A e altura v,Af. Sendo n o nimero de
moléculas por unidade de volume o nimero de colisoes com a parede neste
intervalo de tempo e na drea A serd nv,AtA (nx volume em causa), e a
quantidade de movimento transferida serd

AP = nv,At x 2muv, = 2mnAAtv? (5.24)

Até ao momento temos ignorado um pequeno detalhe: nem todas as
moléculas tém o mesmo valor de v,. Como vimos atras nf,(v)dv é o nimero
de particulas, por unidade de volume com componente z da velocidade no
intervalo [v,v 4+ dv]. O raciocinio que fizemos pode ser aplicado a estas
moléculas. Basta-nos adicionar o factor f,(v)dv. A quantidade de movi-
mento transferida por estas moléculas sera

AP = 2mnAAtv? f,(v)dv (moléculas com v, € [v,v 4+ dv])  (5.25)

Para obter a quantidade de movimento total transferida por unidade de
tempo e de area, isto é, a forca por unidade de area, a Pressao, teremos
que dividir por AAt e somar sobre todos os intervalos [v,v + dv]. Note-se
que nestas equagoes estd implicito o limite dv — 0 , ou seja a “soma” é, na
realidade, um integral

Pressao = an/ dvf,(v)v? (5.26)
0

Somamos apenas sobre v > 0 pois moléculas com v, < 0 nao colidem com a
parede. Mas, como o nimero de moléculas com velocidade v, = —v é igual
ao de moléculas com velocidade v, = v (f,(v) = f.(—v)) podemos somar
sobre todos os valores de v, e dividir por 2:

Pressao :mn/ dvf,(v)v? (5.27)

O integral é a soma, sobre todos os valores v da varidvel v,, da respectiva
probabilidade f,(v)dv vezes o valor de v? = v?; é pois o valor médio de de
v2 (ver Tabela(5.1)).

Pressio = mn < v> > (5.28)

Figura 5.3: as moléculas com v, = v,
que colidem com a parede num inter-
valo At tém que estar a uma distancia
desta inferior a vAt.
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Como todas as direcgoes sao equivalentes no gas, podemos escrever:
2 2 2 1 2
<vp >=<vy >=<w; >= g <ot > (5.29)
Chegamos finalmente & equagdo de Bernoulli
1 2
P = 3mn <v® > (5.30)

que relaciona uma propriedade macroscépica gas, a pressao, com propriedades
microscépicas do conjunto de particulas que o constituem. Como a energia
cinética de uma molécula é ¢, = mwv?/2 esta férmula pode ser reescrita na
forma

2

Interpretacao Microscépica de Temperatura

Energia Cinética e Temperatura

A densidade de particulas, n que surge na equagao de Bernoulli é n = N/V
em que N é o numero de particulas e V o volume do gis. Podemos pois
reeescrever a equacao como

2
Esta forma sugere uma comparag&o com a equagéo dos gases perfeitos, que

resume as observagoes empiricas sobre o comportamento dos gases em gamas
importantes de pressao, volume e temperatura:

PV = np01es RT (5.33)

Como o numero de moles é nypes = N/N, em que N, é o nimero de
Avogadro, obtemos:

PV = NkgT (5.34)

com kg = R/N,, a constante de Boltzmann (no SI vale 1.38 x 10-22J K~ 1).
A comparacao destas duas equacOes sugere uma relacao entre a grandeza
macroscopicamente observavel, temperatura, e a energia cinética média das
particulas do gas:

3
< € >= EkBT (5.35)
ou, em termos de velocidade:

rms .
m

v

(5.36)
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Como exemplo, fagamos uma estimativa para o oxigénio (O, molécula com
dois dtomos de O e massa m = 32 u.m.a) em condigoes normais de pressao
e temperatura (P = 1 atm = 10° Pa, T = 300 K):

[3k5T \/3 x 1.38 x 1023 x 300
Urms — =
m 32mp

~ 480m s ! (5.37)

Do ponto de vista da teoria cinética o conceito de temperatura aparece
associado a energia cinética das particulas que constituem o gas. Mas é
importante salientar que este conceito é autonomo desta interpretacao. O
aspecto fundamental do conceito de temperatura a nivel macroscopico é o de
equilibrio térmico. Dois sistemas em contacto terao, no estado de equilibrio,
a mesma temperatura. Quer isto dizer que dois gases em contacto terao a
mesma energia cinética por particula. Vamos seguidamente analisar uma
situacao muito particular, um modelo, que evidencia de um modo claro a
relagdo entre o equilibrio térmico e a energia cinética média. O modelo
que vamos apresentar permite-nos deduzir de um modo relativamente sim-
ples um resultado que é um exemplo concreto de um teorema muito mais
geral. Vai também permitir-nos compreender melhor a no¢ao de calor como
transferéncia de energia.

Equilibrio entre um gas e um pistao mdvel.

Tomemos um gés em contacto com um pistao mével de massa M. O pistao
estd associado a uma mola que se contrai até que a forca exercida sobre o
pistao cancele as forcas de pressao do gis. Mas é importante salientar que
o pistao nao fica em repouso. De cada vez que ha uma colisao com uma
molécula hi uma transferéncia de quantidade de movimento para o pistao.
A sua velocidade segundo z, que designaremos por V,, é entao também uma
varidvel aleatdéria com uma densidade de probabilidade g, (V).

Consideremos entao uma colisao de uma molécula do gas (massa m) com
o pistao. Sejam v, e V, as velocidades (componentes z) da molécula e do
pistao antes da colisao e v, e V] os valores correspondentes apds a colisao.
A conservacao da quantidade de movimento implica:

mvl, + MV] = muv, + MV,. (5.38)

Como o pistao s se move segundo z, para as componentes z e y temos
apenas:

'~

mv, = Mmug

= muy (5.39)

)

muv

@~
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e em consequéncia a conservacao de energia cinética tem a forma:
1 1 1 1
Emvlz + EMV’z = Emvg + EMVzQ (5.40)

O nosso objectivo é exprimir as velocidades apds a colisao em termos das
velocidades antes. Uma maneira expedita é a seguinte. A eq.(5.40) pode
tomar a forma:

m(v'? )= -MV'" - V?)
ou
m', —v,) (v, +v,)=-MWV', - V,)(V', +V,). (5.41)
A equacao da quantidade de movimento (eq.(5.38))implica m(v', — v,) =
—M(V', —V,),pelo que, em conjunto com esta, da
m', —v,) = —-M{V',—-V,)
v, +v, = V,+V,.

Nesta forma nao é dificil determinar as velocidades finais em termos das
iniciais. Por exemplo, a velocidade do pistao é dada por

v (1 —m/M) 2m/M Y
P (l4+m/M) " 1+m/M T

(5.42)

No lado direito estao as velocidades antes da colisao. Do lado esquerdo, as
velocidades depois da colisao. Quadrando a equacao obtemos (« = m/M):

2 2
12 1 -« 9 2 > 5  da(l —a)
= ——V,v,. 4
v <1+a> Vz+<1+a va Tt (1+ a)? Vav (5.43)

Em cada colisao os valores iniciais de V, e v, sdo diferentes. Se tomar-
mos agora o valor médio do lado direito, relativamente as distribuicoes de
velocidade de V, e v,, obtemos do lado esquerdo o valor médio de V’i, 0
quadrado da velocidade apds uma colisao. O ponto crucial do argumento é
este: numa situacdo de estacionaridade (equilibrio) < V2 > ndo varia, isto
é, < V' 3 >=< V2 >. Por outro lado vamos admitir, que ndo h4 correlacio
entre v, e V,, isto é :

<V, >=<v, ><V, >. (5.44)

No fundo, estamos apenas a dizer que a densidade de probabilidade de V,
¢ independente do valor da velocidade da préxima molécula que vai chocar
com a parede. Mas no estado de equilibrio < V, >= 0 (note-se que < v, >
nao é nulo pois trata-se duma média sobre as moléculas que vao chocar com
a parede). Entao obtemos < v, ><V, >=0e:

40
1+ a)?

(0]
<VZs=(—)P2<V2>+

o <v?>. (5.45)
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com a condicao de estacionaridade:

<V?>=<V2?>. (5.46)
vem ) )
(1-—a) Yol

(1 — m < VZQ >= m < ’Ug > (547)

que conduz ao resultado:

m

< v? > (5.48)

2 2

<V >=a<v, >=
Em termos das energias cinéticas do pistao , F. e particulas do gés, €.,
obtemos como condic¢ao de equilibrio:

1
< E.>= 3 < € > (5.49)

Antes de prosseguirmos convém referir um ponto. Aplicamos a lei da con-
servacao da quantidade de movimento, que é valida apenas para sistemas
isolados sem forgas exteriores. Mas, na realidade, a mola que segura o pistao
exerce sobre ele uma forca. No intervalo de tempo At, que dura a colisao,
essa forca faz variar a quantidade de movimento do pistao de FAt. Se o
tempo de interacao de uma molécula com o pistao for curto podemos, nesse
intervalo, considerar o movimento do pistao como livre (aparte a colisao).
Entre colisoes esta forca influenciard o movimento do pistao.

Mais importante que este detalhe é chamar a atencao para o resultado.
O “equilibrio” do pistao é na realidade caracterizado por uma flutuacao
continua da sua posicao e velocidade. KEssa vibracao do pistao nao é ob-
servavel macroscopicamente porque a energia cinética média do pistao é da
ordem de grandeza da energia cinética média de uma molécula do gis (o
factor 1/3 resulta da restricao do movimento do pistao a uma direc¢ao ape-
nas). Por exemplo, se M = 100 g € v,,s ~ 480 m s~ (condicoes normais de
pressao e temperatura de Os):

5 ﬂ<1)2>
V< Ve > M3

~ 0.28As M (5.50)

Q

A velocidade tipica do pistao € inferior a um angstrom por segundo! Mas
reparemos no que acontece se o pistao separar dois gases. Por um lado, para
haver equilibrio com o gés 1

1
< E.>= 3 < €p > (5.51)
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e também com o gés 2

1
< E.>= 3 < € >9 (5.52)

o que implica que s6 ha equilibrio quando as energias cinéticas médias por
particula de cada gis forem iguais!

Suponhamos que inicialmente um dos gases tem uma agitacao menor,
(€)1 < (€c)2. As colisoes do gds 2 com o pistao vao-lhe comunicar ener-
gia enquanto (E.) < (e.)2.Mas isso significa que a energia média do pistao
serd superior a das moléculas do gas 1 e estas, nas colisoes com o pistao,
acabarao por receber energia. E pois através do movimento macroscopica-
mente imperceptivel do pistao que a energia das moléculas de 2 se transfere
lentamente para o gas 1. E a esta transferéncia de energia, nao acompan-
hada de movimentos macroscopicamente detectdaveis, que chamamos calor.
O calor fluird através do pistao até que as energia cinéticas médias dos gases

as suas temperaturas sejam iguais! Esta situacdo é um pouco irreal-
ista porque o pistao, um objecto macroscopico, foi tratado como um tnico
grau de liberdade (movimento do seu centro de massa). Este resultado é
um exemplo de um teorema geral da fisica estatistica classica (Teorema da
Equiparticao de energia) que afirma que, em cada grau de liberdade existe,
em equilibrio térmico, uma energia kg7 /2 (uma particula em trés dimensoes
tém trés graus de liberdade de movimento de centro de massa).

Leituras Recomendadas

e Feynman Lectures on Physics, Feynman Leighton & Sands, vol I, Cap.
39 a 43.

e Introducao a Fisica da Matéria, J. Bessa de Sousa. Estas notas podem
ser encontradas na Biblioteca do Departamento de Fisica da Universi-
dade do Porto.

e Introdugdo a Fisica , Jorge Dias de Deus, Méario Pimenta, Ana Noronha,
Teresa Pena, Pedro Brogueira, McGraw-Hill, cap 6.



Apéndice A
Geometria da Elipse

A soma das distdncias um ponto da elipse a cada um focos, d + d', é con-
stante. A linha que passa pelos dois focos é um eixo de simetria da elipse.
O segmento desta linha interior & elipse é o eixo maior e tem comprimento
2a, em que a é o semi-eixo maior da elipse. O afastamento de cada foco
do centro da elipse é naturalmente menor que a e vale ea o que define a
excentricidade, e. Para o ponto A, sobre o semi-eixo maior

d = (1-e)a (A.1)
d = (1+e)a (A.2)

o que d4, para todos os pontos da elipse, d +d' = 2a. Para o ponto B, sobre
0 semi-eixo menor
d=d = /b + (ea)? (A.3)
ist 6, b2 + (ea)? = a? ou seja
V1-—e?

(A4)

b=oa

115
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Figura A.1: uma elipse com focos F' e
F'.
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Apéndice B
Area e Produto Vectorial

A area do paralelogramo definido por dois vectores a e b é dada por
o = |a||b||send|

(base = a, altura= |b||senf| Mas:

senfl| = V1 —cos?0 =1 — (%)2
a
a-b)?
7= lallbly 1 = {5 = VP b?  (a by

Desenvolvendo em componentes:

isto é:

|a|2 = ai%—ai
> = b+,
obtém-se:
o = \/a2b2+a2b2—2a )

= (awby - aybw)Q

o = |aghy — ayby|

117
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Apéndice C

Valores Médios

Recordamos a definicao de valor médio de uma variavel aleatoria:

<E>= " &(ei)pi (C.1)

e, eU

expressa como soma, sobre todos os acontecimentos do espaco U, ou, alter-
nativamente, em termos da respectiva distribuicao de probabilidade

<E>= Zman(ma), (C.2)

Ta

em que a soma é sobre os valores possiveis da varidvel. A equivaléncia é
consequéncia da definicao

Pe(za) = > pi (C.3)

{ei€U:£(e;)=za}
Desta definicao decorrem algumas propriedades mais ou menos imediatas.

e Valor médio de uma soma:
<EHAFE4 ... +E>=<H>FH<H>F .+ <E > (C.4)

Este resultado decorre imediatamente da eq.(C1), pois

<bGtbt...+&>= ) (Gle) +&le) + ...+ &ule))pi (C.5)

e, cU

e Valor médio de uma funcao de &:

<f(&)>= Y flE(e))pi =) f(wa)Pe(za) (C.6)

e; €U

A primeira igualdade é aplicacdo imediata da definicao da eq.(C.1).
f(&) é a varidvel aleatdria definida no mesmo espago de acontecimentos

119
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que £ e cujo valor, para um qualquer acontecimento e;, é f(&(e;)). Se
nesta soma fizermos primeiro a soma sobre os acontecimentos com
£(e;) = x4 e depois somarmos sobre 1z, obtemos a segunda forma (ver

eq.(C.3)).

<2 >>< 2
a igualdade sé se verifica se ¢ for uma constante (um tnico valor
possivel). Comecemos por mostrar que:

<((—<E>)P>=<&> —<£>? (C.7)

Expandindo o quadrado

<(E-<E>)P> = <2 - 2A<tE>+<E>>
= <> 2<E><E>+<E>?
= <> <e>? (C.8)

Por outro lado, a varidncia < (é— < ¢ >)? > ¢ dada por uma soma
onde todos os termos sao nao negativos,

< (6= <E>)>= (za— <€ >)’Pe(za) (C.9)

Ta

Por isso < &2 > — < & >2> 0, sendo nula apenas se todos os termos
da soma da eq.(C.9) forem nulos. Isso implica que z, =< £ > ou
Pe(zo) = 0. Isto é, s6 ha um valor possivel para § (P () # 0) que é,
naturalmente, o seu valor médio.
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