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Pref�aioEstes problemas fazem parte integrante do programa de T�opios de F��sia,uma adeira do primeiro ano, primeiro semestre, de v�arias lieniaturas daFauldade de Ciênias da Universidade do Porto 1. Destinam-se a ser utiliza-dos em artiula�~ao om a notas das aulas te�orias[1℄. S~ao o resultado de on-tribui�~oes de v�arios doentes. Embora estes problemas tenham sido redigi-dos espei�amente para esta disiplina, muitas vezes sem reurso direto aqualquer fonte esrita, muitos s~ao, naturalmente, semelhantes a problemaspubliados. N~ao foi poss��vel, nestas ondi�~oes, determinar as respetivasfontes. As nossas desulpas, se algum r�edito devido n~ao �e menionado.O objetivo destes problemas �e desenvolver atitudes e aptid~oes de abor-dagem de quest~oes reais, que ultrapassem o ontexto aad�emio de aplia�~aodireta de onheimentos adquiridos. A �loso�a �e que n~ao adianta ensinar seo que se aprende �e, apenas, resolver quest~oes que nuna surgem fora do on-texto do pr�oprio ensino. No ap��tulo 4 reuniram-se alguns problemas quen~ao têm mesmo rela�~ao direta om nenhuma parte da mat�eria das aulaste�orias. Esperamos, deste modo, ter dado uma pequena ontribui�~ao paraa forma�~ao de lieniados om maior independênia e esp��rito de iniiativana abordagem de quest~oes novas.Este trabalho teve o apoio do Centro de F��sia do Porto, atrav�es daedênia de material inform�atio.Os autores
1F��sia, F��sia/Matem�atia Apliada (Ramo Astronomia), Optoeletr�onia e Lasers,F��sia e Tenologia dos Materiais e Engenharia Geogr�a�ai
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Fontes de informa�~aoPara resolver ertos problemas �e neess�ario onheer os valores de onstantesf��sias, de propriedades de materiais ou mesmo de arater��stias de orposelestes. Propositadamente, esses valores n~ao s~ao dados no enuniado dosproblemas. Os dados dever~ao ser obtidos onsultando e aprendendo a on-heer as publia�~oes onde se podem enontrar esses elementos. Indiam-sea seguir algumas das mais �uteis.� Quadro peri�odio da Sargent-Welh. �E uma fonte riqu��ssima de in-forma�~ao sobre os elementos numa s�o folha. Todos os estudantes odevem possuir.� Siene Data Book ed R. M. Tennent, Oliver & Boyd, Longman Group.Um livro de bolso preioso, extremamente ompleto e muito aess��vel.� Amerian Institute Of Physis Handbook e Handbook of Physis andChemistry s~ao ompila�~oes muito ompletas mas pouo port�ateis.
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Cap��tulo 1An�alise e EstimativasDimensionaisAulas1. Para pintar uma sala �ubia de aresta L gasta-se uma quantidade X detinta.a) Qual a quantidade de tinta neess�aria para pintar uma sala om a mesmaforma mas lados 2L ? (a espessura de tinta �e a mesma, laro )Uma esponja duplia de volume quando �e mergulhada na �agua.b) Como varia a dimens~ao linear da esponja?2. O pre�o atual de 1g de ouro �e de 2000 Es. Esreva uma express~ao quelhe permita alular o pre�o p de um �o de ouro de omprimento l (medidoem m) e diâmetro d (medido em mm). Esreva a express~ao de p no aso dodiâmetro d ser medido em m.As duas express~oes têm a mesma forma? Mostre que pode esrever umaexpress~ao gen�eria da forma p = kd2l e determine o modo om k varia sevariarem as unidades de d ou de l.3. [5℄ A unidade astron�omia ua �e de�nida omo a distânia m�edia da Terraao Sol. O parse �e a distânia a que um ângulo de 100 subtende um arode uma ua. Determine os fatores de onvers~ao de parse em ua, metro eano{luz.4. [6℄ Considere os triângulos retângulos da �g.1. Certi�que-se de quepode araterizar univoamente um triângulo (ABC p.ex.), indiando a1



2 CAP��TULO 1. AN �ALISE E ESTIMATIVAS DIMENSIONAIShipotenusa () e um dos ângulos (�). Apliando argumentos dimensionais,veri�que que a �area , SABC , se pode esrever SABC = 2f(�). Repetindo omesmo argumento relativamente aos triângulos menores, deduza o teoremade Pit�agoras : 2 = a2 + b2.αFigura 1.1: 5. Considere uma fun�~ao f(x) relativamente �a qual se sabe que, para todoo x e para todo o � reais, f(x) = f(�x). Dado um valor arbitr�ario doargumento x podemos esolher o valor de �, � = 1=x e onluir, apliandoa igualdade anterior, que f(x) = f(1), ou seja, a fun�~ao toma em qualquerponto o mesmo valor que tem em x = 1. Trata-se pois de uma fun�~aoonstante.a) Que onlus~oes pode tirar para fun�~oes que têm uma das seguintes pro-priedades? i) f(�x) = �df(x)ii) f(�x; �2y) = f(x; y)iii) f(�x; �2y) = �f(x; y)b) Suponha que o omprimento da geratriz g de um one �e dado omofun�~ao da altura h do one e da �area � da base, g = f(h; �). Mostreque se trata de um fun�~ao om a propriedade iii).6. Um grave �e disparado de uma torre de altura h e ai no solo a umadistânia l da base da torre (�g.1.2).α

Figura 1.2: a) Qual das seguintes equa�~oes pode exprimir orretamente a dependêniade l nas seguintes vari�aveis: veloidade iniial (v0), ângulo de lan�amentoom a horizontal (�), altura da torre (h) e aelera�~ao da gravidade(g)?i) l = v20gsen�+qv20g2sen2�+ 2hgii) l = v202g sen2�0�1 +s1 + v20sen2�2hg 1Aiii) l = v202g sen2� 1 +s1 + 2hgv20sen2�!iv) l = v202g sen2��1 +rh+ v0g + sen2��b) Que pode deduzir sobre a dependênia de l nestes parâmetros usandoapenas an�alise dimensional?



AULAS 37. Existe uma lei da Hidrodinâmia que se traduz na equa�~aop+ �v22 + �gh = onstante (1.1)em que p �e a press~ao do uido num determinado ponto e v a sua veloidade.Se n~ao soubesse o que signi�a �, omo poderia usar a an�alise dimensionalpara failmente reordar o seu signi�ado f��sio?8. Uma massa oloada na extremidade de uma mola el�astia de onstantek pode osilar em torno de uma posi�~ao de equil��brio.a) Al�em de k de que outros parâmetros poderia depender o per��odo deosila�~ao ?b) Mostre, por an�alise dimensional, que �e poss��vel determinar toda a de-pendênia do per��odo nos parâmetros do problema se onsiderar des-prez�avel a massa da mola.) Suponha que a for�a da mola ont�em um termo n~ao linear, F = �kx��x3. Neste aso, que pode onluir sobre o per��odo de osila�~ao poran�alise dimensional?9. Num s�olido araterizamos as for�as el�astias, que surgem em virtude dasdeforma�~oes , pelo m�odulo de Young. Num uido n~ao existem posi�~oes deequil��brio de�nidas para ada pequena por�~ao de material. Mas varia�~oes dedensidade resultam em for�as de press~ao entre as diferentes partes do uido.Isso torna poss��vel a propaga�~ao do som. Habitualmente utiliza-se o m�odulode rigidez B, de�nido por B = � 1V dVdP (1.2)para relaionar as varia�~oes de volume V e press~ao P .a) De que outro parâmetro do uido poder�a depender a veloidade do somvs ? Qual a dependênia funionalde vs nestes dois parâmetros?b) Supondo que a propaga�~ao do som num g�as se proessa a temperaturaonstante obtenha uma estimativa para a veloidade do som no arem ondi�~oes normais de press~ao e temperatura , tratando este omoum g�as perfeito. [Nota: A suposi�~ao de temperatura onstante n~ao �eorreta mas tamb�em foi feita por Newton℄.10. Considere o iruito da �gura 3. Se fehar o iruito o ondensadordesarregar�a atrav�es da resistênia. Obtenha uma estimativa dimensionaldo tempo que demora a desarga (R = 1M
,C = 100pF = 100 � 10�12F ) Figura 1.3:



4 CAP��TULO 1. AN �ALISE E ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS11. Partindo das onstantes fundamentais e, �h e m (massa do eletr~ao), onstrua por an�alise dimensional uma veloidade, uma frequênia e umtempo. Obtenha estimativas da ordem de grandeza da veloidade, do per��odoe da frequênia de rota�~ao do eletr~ao no estado fundamental do �atomo deBohr. Loalize a frequênia obtida no espetro da radia�~ao eletromagn�etia.12. O mes~ao �� �e uma part��ula om arga igual �a do eletr~ao mas ommassa era de 200 vezes maior e forma om um prot~ao um �atomo mu�onio.a) Calule a energia e o valor do raio de Bohr para o estado fundamentaldo �atomo mu�onio.b) As risas da s�erie de Balmer do �atomo de hidrog�enio (transi�~oes dosn��veis ni = 3; 4; 5; ::: para o n��vel nf = 2) têm omprimentos de ondana zona do vis��vel dados por1�i = RH(14 � 1n2i ) (1.3)onde RH �e a onstante de Rydberg. Quais os omprimentos de ondada s�erie de Balmer do �atomo mu�onio?13. Considere um sistema de unidades em que o padr~ao de veloidade�e a veloidade da luz no vazio. Isto �e, nestas unidades uma veloidade �erepresentada pela raz~ao v= expressa em qualquer sistema. As veloidadess~ao adimensionais e a veloidade da luz vale 1 neste sistema.a) Mostre que neste sistema tempos e omprimentos tem a mesma dimens~aoe podem ser medidos na mesma unidade. O que �e um omprimento deum segundo? E um intervalo de tempo de um metro?b) Mostre, tamb�em, que massa e energia tem a mesma dimens~ao. Qual �e aforma da rela�~ao de Einstein E = m2 neste sistema?) Usando omo unidades fundamentais o Joule para energia e o segundopara o tempo quanto vale a massa do eletr~ao neste sistema?14. Os f��sios de altas energias reorrem frequentemente a um sistema deunidades em que  = 1 e �h = 1.a) Mostre que a meânia passa a ter apenas uma unidade fundamental,habitualmente esolhida omo sendo a energia.b) Quais s~ao as dimens~oes das grandezas tempo, omprimento, massa, ve-loidade e for�a neste sistema?) Usando omo unidade de energia o GeV (109 eV) quanto valem as unidadesSI de tempo, omprimento e massa neste sistema?



TESTES E EXAMES 5Testes e Exames15.a) A frequênia de vibra�~ao de uma orda depende da for�a de tra�~ao Fa que ela est�a sujeita, da sua massa,M , e do seu omprimento, L. Qualdas seguintes f�ormulas pode representar essa frequênia ? (Justi�quea sua esolha) a) f = s FML (1.4)b) f = FML (1.5)) f = s FML (1.6)d) f = sFLM (1.7)e) nenhuma (1.8)b) Se na superf��ie de um l��quido imaginarmos uma linha a separar asuperf��ie em duas partes, ada uma delas exere uma for�a sobre aoutra proporional ao omprimento da linha, �F = �l. A onstantede proporionalidade,  �e a tens~ao super�ial do l��quido. Uma bolade sab~ao �e mantida por uma diferen�a de press~ao entre o seu interiore exterior que depende da tens~ao super�ial e das dimens~oes da bola.Como varia essa diferen�a de press~ao om o raio da bola?16. A distânia entre duas gal�axias do nosso universo aumenta a umaveloidade proporional �a distânia entre elas:v � dr(t)dt = Hr(t) (1.9)A onstante de proporionalidade �e a onstante de Hubble ujo valor, a-tualmente aeite H = 2:8� 10�18 s�1. Pode mostrar-se que, se a densidadede massa do universo exeder um valor r��tio, �, a expans~ao parar�a eseguir-se-�a uma ontra�~ao. Esta densidade �e determinada pelo balan�o en-tre a atra�~ao grav��tia (G) e a veloidade de expans~ao araterizada pelaonstante de Hubble.a) Obtenha, justi�ando, as dimens~oes da onstante de gravita�~ao uni-versal G e de H.



6 CAP��TULO 1. AN �ALISE E ESTIMATIVAS DIMENSIONAISb) Fa�a uma estimativa de �. Exprima o seu valor em termos de n�umerode �atomos de hidrog�enio por dm3.17. O i~ao He+ tem apenas um eletr~ao , omo o �atomo de hidrog�enio, mastem uma arga nulear duas vezes superior (Z = 2). Justi�que om uidadoas respostas �as seguintes perguntas.a) Qual a rela�~ao entre o tamanho deste i~ao e o do �atomo de hidrog�enio?b) Qual �e a energia de ioniza�~ao (adiional) deste i~ao ?18. Se uma amada de uido de espessura l estiver omprendida entre duasplaas s�olidas e uma delas se mover relativamente �a outra om veloidade Vo uido exere sobre ela uma for�a por unidade de �area dada porFA = �Vl (1.10)em que � �e a visosidade do uido.a) Determine as dimens~oes da visosidade �.b) Se uma esfera s�olida se mover num uido visoso a baixa veloidade �asujeita a uma for�a retardadora proporional �a visosidade do liqu��do edependente da veloidade e do raio da esfera. Determine a dependêniada for�a nestas duas quantidades.19.a) Mostre que a introdu�~ao da onstante �h por Bohr na teoria do �atomo deRutherford permite a de�ni�~ao de uma esala at�omia de distânias.Qual �e essa esala?b) Mostre que essa esala permite tamb�em a de�ni�~ao de esalas t��pias deenergia e veloidade. Que valores têm?) Obtenha uma estimativa para um valor t��pio de onstante de for�a deuma liga�~ao moleular.20. Um orpo ai de uma altura h dentro de um uido. A veloidade iniial�e nula.



TESTES E EXAMES 7a) Se as for�as de atrito puderem ser desprezadas mostre por an�alise dimen-sional que o tempo de queda �e (� onstante adimensional)t = �shg (1.11)e n~ao depende da massa do orpo.b) A for�a de atrito �e dada por F = ��v2 (F , omponente da for�a nadire�~ao da veloidade). Quais s~ao as dimens~oes de �?) Prove que na presen�a da for�a de atrito pode onluir que o tempo dequeda tem a forma t = shg f ��hm � (1.12)em que f(x) �e uma fun�~ao n~ao determinada, sem parâmetros dimen-sionais.d) Para h grande o orpo ai na maior parte do perurso om veloidadeuniforme (a veloidade terminal). Exprima essa veloidade em termosdos parâmetros referidos. Obtenha uma aproxima�~ao para o tempode queda nesse regime. Que pode onluir sobre o omportamento dafun�~ao f(x)?21. O prot~ao e o neutr~ao s~ao part��ulas de massa semelhante (mp � mn)que se atraem atrav�es da intera�~ao nulear e formam um sistema ligado,o deuter~ao. A energia de liga�~ao (energia neess�aria para separar as duaspart��ulas at�e distânia in�nita) �e de 2.225 MeV.a) Suponha que a for�a nulear entre as duas part��ulas têm uma formaan�aloga �a for�a de Coulomb,F (r) = gngpr2 (1.13)em que gn e gp as argas nuleares das duas part��ulas, araterizamesta intera�~ao do mesmo modo que a arga el�etria arateriza aintera�~ao eletromagn�etia. Supondo que gn = gp � g, determineas respetivas dimens~oes e obtenha, por an�alise dimensional, uma ex-press~ao para a energia de liga�~ao.b) Mostre que g2 tem as mesmas dimens~oes e02 e estime a partir da energiade liga�~ao do deuter~ao a raz~ao g2=e02.) Obtenha uma estimativa num�eria da distânia entre o prot~ao e o neutr~aono deuter~ao.



8 CAP��TULO 1. AN �ALISE E ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS22.a) Uma esfera de massa M e raio R roda om uma veloidade angular,(ângulo de rota�~ao por unidade de tempo), !. Obtenha uma express~aopara uma estimativa dimensional da sua energia de rota�~ao. Estime aenergia de rota�~ao da Terra em torno do seu eixo.b) Uma teoria quântia da Gravita�~ao dever�a envolver as três onstantesfundamentais G, �h e . Essa teoria tem esalas arater��stias de om-primento, tempo e massa. Determine as suas express~oes em termosdas onstantes referidas e alule os respetivos valores em unidadesSI.) Uma vara de omprimento l = 10 m, e massa 50 Kg, apoiada no h~aonuma extremidade �e largada de um ângulo de 450 om a horizontal.Fa�a uma estimativa dimensional do tempo que demora a air.l

θFigura 1.4: 23. Uma barra met�alia pode ter osila�~oes longitudinais de omprimento.As propriedades el�astias da barra s~ao araterizadas pelo seu m�odulo deYoung, E.a) Mostre que o per��odo de vibra�~ao n~ao pode ser determinado apenas porE e pela massa vol�umia �. Sabendo que ele n~ao depende do raio omovaria om o omprimento?b) Estime a frequênia de vibra�~ao longitudinal de uma barra de obreil��ndria de dois metros de omprimento.24. A for�a que um l��quido de visosidade � exere sobre uma esfera de raioR que se move no seu interior om veloidade u, �e dada pela lei de StokesF = 6��Ru (1.14)a) Determine as dimens~oes do oe�iente de visosidade.b) Um diso s�olido em vibra�~ao em torno do seu eixo, transmite movi-mento ao l��quido que est�a por ima dele apenas at�e uma distânia �,que depende da visosidade do l��quido, da sua massa vol�umia � e doper��odo de vibra�~ao do diso, T . Determine a dependênia de � nestasgrandezas.25. Um gota de �agua ao air na atmosfera, �a sujeita, al�em do seu peso,a uma for�a de atrito do ar ujo valor depende da sua veloidade. Sabe-seque para baixas veloidades a for�a de atrito �e proporional ao m�odulo da



TESTES E EXAMES 9veloidade (atrito de Stokes: FS / v) e que para altas veloidades a for�ade atrito �e proporional ao quadrado do m�odulo da veloidade (atrito deNewton: FN / v2). A for�a de atrito depende ainda do raio da gota (R), damassa vol�umia, (�), e visosidade, (�), do ar.a) Obtenha express~oes para FS e FN por an�alise dimensional.b) As gotas movem-se om veloidade terminal onstante (vt), quando agrandeza da for�a de visosidade iguala o seu peso. Para gotas den�uvens om R � 10�5m, veri�a-se que vt / R2 e que para gotas den�uvens om R � 1mm vt / pR.Mostre que estes regimes orrespondem �as situa�~oes de atrito de Stokese de Newton, respetivamente. Obtenha uma estimativa num�eria paraa veloidade de uma gota de huva.26. Uma pel��ula de �agua e sab~ao suportada num aro de arame irular deraio r pode vibrar em torno da sua on�gura�~ao de equil��brio. A frequêniade vibra�~ao, f , �e determinada pelo raio, r, pela massa por unidade de �areada pel��ula, �, e pela tens~ao super�ial, , que tem as dimens~oes de umafor�a a dividir por um omprimento.a) Determine, por an�alise dimensional a dependênia de f nas grandezasreferidas.b) A pel��ula �e uma mistura de �agua e sab~ao e tem uma massa vol�umiaigual �a da �agua. Para uma pel��ula de espessura d = 0:5mm e um raior de 4 m a frequênia de vibra�~ao �e da ordem de f = 10Hz. Estimeo valor da tens~ao super�ial.27. Um orpo enontra-se iniialmente em repouso a uma distânia do Soligual ao raio da �orbita da Terra. Suponha que est�a sujeito apenas ao ampograv��tio do Sol.a) O tempo que demora a air no Sol n~ao depende da massa do orpo.Justi�que.b) Usando an�alise dimensional obtenha uma estimativa num�eria, em dias,do tempo que o orpo demora a air no Sol (suponha que pode on-siderar o raio do Sol omo nulo, isto �e, o tempo que demora a atingira superf��ie do Sol �e identio ao tempo que demoraria a atingir o seuentro.



10 CAP��TULO 1. AN �ALISE E ESTIMATIVAS DIMENSIONAIS



Cap��tulo 2Modelos Determin��stiosAulas28. Use uma aluladora para estudar numeriamente o valor da derivadade sen(x) em x = 0. Use valores de �x de 0:5; 0:1; 0:01; 0:001.29. O integral R �=20 dxsen(x) alula-se analitiamente om grande faili-dade pois a fun�~ao sen(x) �e a derivada da fun�~ao � os(x). Neste problemapretende-se fazer uma estimativa n�umeria desse integral usando uma al-uladora.a) Obtenha estimativas, por defeito e por exesso, para este integral atrav�esdo �alulo da fun�~ao integranda em 5 e 10 pontos do intervalo deintegra� ao. Compare om o valor exato do integral.30. A tabela 2.1 india valores das veloidades instantâneas de um au-tom�ovel nos instantes indiados. Fa�a uma estimativa do desloamento totale da veloidade m�edia no perurso em ausa.t (s) 0 1.9 3.3 4.6 6.2 8.3 10.3 13.2 16.7v (m s�1) 0 13 18 22 27 31 36 40 44Tabela 2.1: Dados de aelera�~ao de um Toyota MR2 [2℄31. A de�ni�~ao de derivada permite esrever, para uma qualquer fun�~ao,f(a + x) = f(a) + f 0(a)x + �x em que � ! 0 quando x ! 0. Assim parax \pequeno" �e frequentemente uma aproxima�~ao �util deprezar o termo pro-porional a �. 11



12 CAP��TULO 2. MODELOS DETERMIN��STICOSa) Veri�que que este m�etodo onduz �as seguintes aproxima�~oes:11 + x � 1� x; 1a� x2 � 1a + �xa�2 ; p1 + x � 1 + 12x (2.1)b) Investigue numeriamente estas aproxima�~oes.32. Uma part�iula de massa m que se desloa a baixa veloidade num uidoest�a sujeita a uma for�a de atrito de StokesF s = �v (2.2)Seja v0 a veloidade iniial da part��ula.a) Mostre que, om os parâmetros do problema, pode de�nir um tempoarater��stio que �e independente da veloidade iniial. Que signi�adof��sio ter�a esse tempo?b) Determine a dependênia da distânia de paragem da part��ula nos pa-râmetros do problema.) Mostre que, usando um reesalonamento apropriado de tempos e distânias,a equa�~ao de movimento deste problema pode ser reduzida �a formauniversal dvdt = �v (2.3)om a ondi�~ao iniial v(0) = 133. Aplique �a equa�~ao do problema anterior o m�etodo de integra�~ao deEuler.a) Designando por vn � v(n�t), em que �t �e o passo de integra�~ao , mostreque a solu�~ao se pode esrever na formavn = (1��t)n (2.4)b) Mostre que, tomando o limite �t ! 0 om n ! 1, se obt�em, parasolu�~ao da equa�~ao de movimento reesalonada,v(t) = e�t (2.5)Qual �e a solu�~ao nas unidades iniiais?



AULAS 1334. Suponha que a part��ula dos problemas anteriores est�a tamb�em sujeitaao peso p = �mg e se move na vertial partindo de veloidade nula. Queinterpreta�~ao tem o tempo arater��stio do problema, �? Se reesalonar aequa�~ao de movimento de modo a que o tempo arater��stio seja � = 1,sendo m = 300g e  = 1Kg s�1 que valor deve usar para g? Esreva asrela�~oes de reorrênia para este aso e alule-as num�eriamente usando�t = :2 desde t = 0 at�e t = 2. Represente gr�a�amente a varia�~ao develoidade om o tempo.35. O sistema representado no problema 33 tem espa�o de fase de duasdimens~oes (x; v). Represente esquem�atiamente algumas trajet�orias orre-spondentes a diferentes ondi�~oes iniiais (por exemplo x = 0;�1; v = 0;�1).Note que �e poss��vel, por inspe�~ao das traj�etorias, determinar a distâniaque apart��ula perorre at�e parar. Tente tamb�em obter uma representa�~aoesquem�atia de v�arias trajet�orias no espa�o de fase do problema 34.36. Considere o seguinte modelo muito simpli�ado para uma rea�~aode �ss~ao nulear em adeia. Um n�uleo desintegra-se quando aptura umneutr~ao. Sendo U o n�umero de n�uleos e n o de neutr~oes no volume derea�~ao, a taxa de dea��mentos deve ser proporional a U e a ndUdt = �k1U(t)n(t) (2.6)Cada desintegra�~ao liberta um erto n�umero de neutr~oes. Alguns s~ao ap-turados por outros n�uleos, absorvidos por moderadores, ou esapam-se doreator. Mas podemos supor que, em m�edia, por ada desintegra�~ao, �neutr~oes �am dispon��veis para novas rea�~oes. Assim,dndt = �k1U(t)n(t) + �(�dUdt ) = �k1(1� �)U(t)n(t) (2.7)Estas equa�~oes desrevem um sistema dinâmio om um espa�o de fase omduas vari�aveis (U; n) (ambas positivas por natureza).a) Estude as trajet�orias no espa�o de fase para � = 0:5, � = 1 e � = 2.b) Mostre que as trajet�orias no espa�o de fase s~ao linhas retas.) Mostre que os estados estaion�arios ou têm U = 0, ou n = 0, exeptose � = 1. Determine as ondi�~oes que devem satizfazer os valoresiniiais U(0) e n(0) para onduzir a ada um dos tipos de estados�nais (desapareimento dos n�uleos ou dos neutr~oes).37. Consulte uma tabela de uma tabela de dados astron�omios (por exemploSiene Data Book pag. 76 [3℄)



14 CAP��TULO 2. MODELOS DETERMIN��STICOSa) Determine a raz~ao va=vp entre os valores m��nimo e m�aximo da veloidadeorbital da terra.A unidade astron�omia (ua) �e de�nida omo o omprimento do semieixomaior da �orbita da terra.b) Usando omo unidade de distânia a ua e de tempo o per��odo da �orbitaterrestre, que valores têm va e vp nestas unidades?38. Exprima os semieixos maiores, a, das �orbitas dos planetas do sistemasolar em ua e os per��odos T em anos.a) Fa�a uma representa�~ao gr�a�a a em fun�~ao de T .b) A tereira lei de Kepler, na teoria de Newton, tem a forma a3=T 2 =GM�=4�. Mostre que esta lei implia que o gr�a�o anterior, omesalas logar��tmias, orresponde a uma reta. Fa�a essa representa�~aoe me�a o delive da reta e ordenada na origem e relaione-as om osparâmetros da lei de Kepler.39. A expans~ao do Universo, �e araterizada pela onstante de Hubble H.Duas gal�axias a uma distânia r(t) afastam-se um da outra a uma veloidadev(t) � dr(t)=dt = H(t)r(t). Note-se que a onstante de Hubble dependedo tempo. Se a veloidade de expans~ao n~ao variar, H(t) dever�a diminuirno tempo j�a que a distânia entre as gal�axias aumenta. O valor presente(tomemos t = 0) �e H0 � H(0) = 2:8 � 10�18 s�1. Esolhamos um origemarbitr�aria. (A nossa gal�axia por exemplo). Uma gal�axia a uma distâniar(t) da nossa est�a sujeita �a atra�~ao grav��tia de toda a massa M ontidaontida numa esfera de raio r(t).a) Mostre que o prin��pio de onserva�~ao de energia meânia apliado aessa gal�axia onduz �a equa�~ao de movimento�dr(t)dt �2 = k + 2GMr(t) (2.8)(note que M n~ao depende do tempo).b) O valor da onstante k pode ser alulado em termos dos valores atuais(t = 0) da distânia entre as gal�axias, r0, de H0 e da atual densidadede massa do Universo �0. Mostre que a equa�~ao de movimento se podereduzir �a forma�dr(t)dt �2 = H20r20(1� �0� ) +H20r20 �0� r0r(t) (2.9)



TESTES E EXAMES 15Determine o valor da densidade r��tia �. Note que, se �0 > �, aveloidade de expans~ao air�a a zero para um valor �nito de r(t) o quesigni�a que a expans~ao parar�a e ser�a seguida de uma ontra�~ao.) Por reesalonamento apropriado das esalas de tempo e distânia a equa�~aopode ser reduzida �a forma�dR(�)d� �2 = (1� �0� ) + �0� 1R(�) (2.10)om a ondi�~ao R(0) = 1 (instante presente). Tomando � = �, integreesta equa�~ao pelo m�etodo de Euler usando �t = �:1 (para o passado)e mostre que, neste modelo o Big Bang oorreu h�a um tempo da ordemde :7=H0. Calule este tempo em anos.Testes e exames40. A tabela seguinte reproduz valores da densidade da atmosfera em fun�~aoda altitude: Altitude Densidadem Kg m�30 1.2251000 1.1122000 1.0073000 0.9094000 0.8195000 0.7366000 0.6607000 0.5908000 0.5269000 0.46710000 0.414a) Obtenha uma estimativa da massa de um oluna de ar de base 1m2 e 10Km da altura.b) Note que a densidade derese om a altitude. Disuta se a sua estimativa�e por defeito ou exesso. Mostre, em qualquer aso, omo poderiaenontrar dois valores, um superior e um inferior, ao valor orreto damassa.41. Num dos problemas foi demonstrada a seguinte rela�~ao entre a exent-riidade de uma �orbita e e a veloidade no peri�elioe = v2Pv2 � 1 (2.11)
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Figura 2.1:em que v �e a veloidade orrespondente ao movimento irular que passapelo mesmo ponto.a) Para um sat�elite da Terra om e = 0:2 e distânia de aproxima�~aom�axima da Terra de 18 000 Km quais s~ao os valores da veloidadeno peri�elio e no af�elio?b) Na sua passagem no peri�elio pretende-se aumentar a veloidade do sat�elite(na dire�~ao do seu movimento) de modo a que este saia da �orbita ter-restre e se afaste para sempre da Terra. Qual �e o menor valor develoidade para o qual isso aonteer�a?42. A equa�~ao de movimento de uma part��ula que se move a uma dimens~aosujeita a uma for�a de atrito de Coulomb �edvdt = � (para v > 0) (2.12)a) Determine as dimens~oes do oe�iente de atrito . Mostre, por an�alise di-mensional, que a distânia de paragem �e proporional �a energia in�etiainiial.b) Esreva as rela�~oes de reorrênia que onretizam o m�etodo de Eulerpara a determina�~ao de v(t) dado o valor de  e da veloidade iniial.Mostre que o resultado que obt�em desreve um movimento uniforme-mente retardado e �e portanto exato.) Os três gr�a�os da �g.2.1 mostram trajet�orias no espa�o de fase (x; v)orrespondentes a três equa�~oes de movimento om leis de atrito difer-entes (esritas para v > 0 apenas):i) dvdt = �1 (2.13)ii) dvdt = �2v (2.14)



TESTES E EXAMES 17iii) dvdt = �3v2 (2.15)(2.16)Todas as trajet�orias ome�am em x = 0 om diferentes veloidadesiniiais. Determine a que tipo de lei de atrito orresponde ada umadas �guras justi�ando uidadosamente. Qual das três leis n~ao d�a umadistânia de paragem �nita? Justi�que.43. Considere uma �orbita de um planeta em torno do Sol.a) Seja A(t) a �area varrida pelo vetor de posi�~ao do planeta, om origemno Sol. Enunie e lei das �areas e mostre que ela lhe permite esreverpara o per��odo da �orbita T = �area da elipse(dA=dt) (2.17)em que a �area varrida por unidade de tempo dA=dt pode ser aluladaem qualquer ponto da �orbita.b) Mostre que no peri�elio dA(t)dt = 12vP rP (2.18)) Usando a rela�~ao pr�eviamente deduzida e = v2P =v2�1, (e a exentriidadee v a veloidade de uma �orbita irular de raio rP ) e os resultadosanteriores prove a tereira lei de Kepler, isto �e T 2=a3 = onstante, emque a �e o semieixo maior da elipse e a onstante s�o depende da massado Sol e de onstantes fundamentais. Figura 2.2:44. Um orpo de massa m tem uma �orbita aberta (hiperb�olia) sob a�~aode da atra�~ao grav��tia de uma estrela de massa M ( M >> m e a es-trela pode ser onsiderada im�ovel). Para grandes distânias da estrela omovimento �e pratiamente retil��neo. A �orbita pode ser araterizada pordois parâmetros, v1, a veloidade limite para r ! 1, e b (ver �gura), oparâmetro de impato. ∆Figura 2.3:a) A energia total do orpo (in�etia mais potenial grav��tia) pode esrever-se omo E = 12mv21 (2.19)Justi�que esta a�rma�~ao .



18 CAP��TULO 2. MODELOS DETERMIN��STICOSb) Atendendo a que, para grandes distânias da estrela, o movimento �epratiamente retil��neo, exprima a �area varrida pelo vetor de posi�~aodo orpo por unidade de tempo, dA=dt, em termos de b e v1) Exprima a distânia de aproxima�~ao m�axima �a estrela, rmin e a veloi-dade m�axima da �orbita v0, em termos dos parâmetros v1 e b.45. De aordo om a Meânia Newtoniana um objeto esapa-se da atra�~aograv��tia de um orpo de massa M e raio R se tiver uma veloidade supe-rior �a veloidade de esape ve, que depende de M , de R e da onstante degravita�~ao G.a) Determine, usando an�alise dimensional, a dependênia de ve nos parâmetrosreferidos.b) Nenhum objeto pode ter veloidade superior �a da luz. Estime o raio queo \nosso" sol deveria ter para que nenhum objeto se possa esapar dasua atra�~ao grav��tia.46. O Ant�onio a�rmou que se soubesse a distânia e veloidade de umorpo �a estrela que ele orbita, num �unio ponto, poderia dizer se a �orbitaera aberta ou fehada. A Rita respondeu que tinha que saber a massa daestrela e do orpo. Qual tinha raz~ao ? Ou nenhum tinha? Justi�que a suaresposta expliando suinta, mas uidadosamente, o que s~ao �orbitas abertase �orbitas fehadas, que rit�erio ou rit�erios permitem determinar o araterde um �orbita e porque raz~ao onorda, ou disorda, das a�rma�~oes aimareferidas.47.a) A �orbita do sat�elite Tiros 1, da Terra, tem a = 7094 km e e = 0:004.A �area desrita, por unidade de tempo, pelo vetor de posi�~ao destesat�elite (em rela�~ao �a Terra) �e 26�103km2s�1. Determine o per��odo domovimento do sat�elite e a sua veloidade no apogeu (ponto da �orbitamais distante da Terra).b) Prove que a energia de um planeta (massa mp), numa �orbita fehada emtorno do Sol pode ser esrita na forma:E = �GMmp2a ;onde a designa o semi-eixo da elipse e M a massa do Sol. (Sugest~ao:Reorde a rela�~ao v2p=v2 = 1 + e, sendo v, veloidade do movimentoirular de raio rp e e a exentriidade da elipse.



TESTES E EXAMES 1948. A equa�~ao de movimento de uma part��ula que se move a uma dimens~aosujeita a uma for�a de atrito pode ter uma das duas formasdvdt = � �m � � (para v > 0) (2.20)dvdt = ��0mv � �0v (2.21)a) Determine as dimens~oes dos oe�ientes  e 0.b) Para uma dada veloidade iniial, v0, existe em ada um destes proble-mas uma esala de tempo. Enontre, por an�alise dimensional, a de-pendênia dessas esalas na veloidade iniial em ada um dos asos.) Considere a equa�~ao gen�eriadvdt = �00v� (para v > 0) (2.22)Mostre que para � > 1 a esala de tempo aumenta �a medida que aveloidade diminui. Como interpreta este resultado?49. Um sat�elite geoestaion�ario tem uma �orbita irular em torno da Terraom per��odo de 24 horas, mantendo-se sempre na vertial do mesmo lugar(sobre o equador).a) A que altitude?b) Calule a varia�~ao de energia (in�etia mais potenial grav��tia) porunidade de massa, de um tal sat�elite entre o estado iniial, em re-pouso �a superf��ie da Terra, e o estado �nal na �orbita geoestaion�aria(se n~ao resolveu a al��nea a) tome o raio da �orbita omo 40 000 Km).50. Num dos problemas das aulas TP referiu-se um modelo de rea�~aonulear em que o n�umero de n�uleos radioativos U(t) e o n�umero de neutr~oesn(t) variam de aordo om as equa�~oesdUdt = �k1U(t)n(t) (2.23)dndt = �k1(1� �)U(t)n(t) (2.24)a) Esreva as rela�~oes de reorrênia do m�etodo de Euler para este problema.b) Estas equa�~oes impliam que (� � 1)U(t) + n(t) = onst, n~ao varia notempo. Mostre que a integra�~ao pelo m�etodo de Euler satizfaz esta leide onserva�~ao.



20 CAP��TULO 2. MODELOS DETERMIN��STICOS51. A produ�~ao de alor no interior de um tubo il��ndrio oo onduz a umavaria�~ao de temperatura em fun�~ao da distânia ao eixo do ilindro r, dadapela seguinte equa�~ao: dT (r)dr = ��ra) Esreva a rela�~ao de reorrênia de Euler para a equa�~ao anterior.b) Mostre que o m�etodo de Euler, om um passo �r d�a para a diferen�ade temperatura entre r = b e r = a,T (b)� T (a) = ���ra �1 + 11 +�r=a + : : :+ 11 + (n� 1)�r=a�onde n = (b� a)=�r.52. Imagine um sat�elite da Terra numa �orbita irular de raio R1. No pontoA a sua veloidade �e aumentada na dire�~ao do movimento, por a�~ao defoguetes, passando o sat�elite a mover-se na �orbita (el��ptia) entre A e B. EmB a veloidade �e de novo aumentada na dire�~ao de movimento e o sat�elitepassa para a �orbita irular de raio R2.a) Represente esquematiamente a �orbita que resultaria se os foguetes n~aofossem de novo aionados em B. Identi�que na �gura o apogeu eperigeu dessa �orbita. Exprima a exentriidade dessa �orbita em termosde R1 e R2.b) Calule o tempo que o sat�elite passa na �orbita de transferênia (entre Ae B) se R1 = 8000 km e R2 = 20000 km.) Mostre que o aumento de veloidade a imprimir em A �e dado por:�vA = sGMR1  s 2R2R1 +R2 � 1!
A

B

R1

R2

Figura 2.4: 53. Na �gura, est~ao representadas duas �orbitas poss��veis no ampo grav��tiodo Sol.a) A lei das �areas implia que a �area varrida por unidade de tempo na �orbita1 �e igual �a da �orbita 2? Justi�que.
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Figura 2.5:b) Sendo v1 e v2 as veloidades de duas �orbitas em A (ponto de menordistânia ao Sol) veri�a-se a igualdade, v21=R1 = v22=R2 em que R1e R2 s~ao os raios de urvatura das �orbitas em A. Mostre que paraum orpo om uma veloidade igual �a veloidade de esape o raio deurvatura em A �e 2r) Considere uma �orbita irular de raio 2r que passe por A. Ser�a uma�orbita poss��vel no ampo grav��tio do Sol? Porquê?54. Considere uma rea�~ao qu��mia em que duas mol�eulas A e B d~ao origema uma C que por sua vez se pode dissoiar em A e B, A + B $ C. SendoNA, NB e NC a onentra�~ao das três esp�eies a equa�~ao de movimento paraNC �e dada por dNCdt = k1NANB � k2NC (2.25)em que os dois termos resultam dos dois sentidos poss��veis da rea�~ao.a) As somas NA(t) + NC(t) e NB(t) + NC(t) s~ao onstantes, n~ao variamno tempo. Porquê? Em fae disso esreva as equa�~oes para dNA=dt edNB=dt.b) Esreva as equa�~oes de reorrênia do m�etodo de Euler para as equa�~oesde movimento deste problema e mostre que elas satisfazem as leis deonserva�~ao de NA(t) +NC(t) e NB(t) +NC(t).
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Cap��tulo 3Modelos probabil��stiosAulas55. Um homem inebriado sai de um bar na rua onde mora. A sua asa �e adez passos, mas, infelizmente, a rua �e a subir do bar para asa, de tal modoque, em m�edia, por ada 3 passos em dire�~ao a asa, o nosso homem d�a 4na dire�~ao oposta (mas de um modo aleat�orio).a) Qual �e a probabilidade de no �m de dez passos ele estar mais longe deasa? E de estar de volta ao bar?b) Qual a probabilidade de ele hegar a asa ao �m de 10 passos?56. Numa erta noite o homem do problema anterior estava em tal estadoque n~ao reonheia a porta de asa. Ao �m do tempo orrespondente a 1000passos a sua infeliz mulher foi prour�a-lo.a) Em torno de que posi�~ao (medida em passos) �e que a aonselha a prou-rar?b) A que distânia dessa posi�~ao ser�a razo�avel esperar enontr�a-lo?57. Designe por p a probabilidade de uma mol�eula de um g�as sofrer umaolis~ao num intervalo �t. Suponha que �t �e t~ao pequeno que a probabilidadede haver mais do que uma olis~ao nesse intervalo pode ser desprezada e aindaque a frequênia om que a part��ula olide num intervalo �t �e independentedo que se passou antes. Seja PN (t) a probabilidade de at�e ao instante t apart��ula sofrer N olis~oes. 23



24 CAP��TULO 3. MODELOS PROBABIL��STICOSa) Calule P0(t) isto �e a probabilidade de n~ao haver olis~oes supondo ointervalo de [0; t℄ dividido em intervalos de tempo �t, su�ientementepequenos para que seja desprez�avel a probabilidade de mais do queuma olis~ao num desses intervalos.b) No limite �t! 0 �e de esperar que p! 0. Punhamos p = w�t em que wpode ser interpretado omo um probabilidade de olis~ao por unidadede tempo. Mostre que nesse asoP0(t) = e�wt (3.1)58. Considere a seguinte generaliza�~ao do problema do passeio aleat�orio.Em ada \passo" (unidade de tempo) a part��ula desloa-se para a direitaou esquerda (de uma unidade) om igual probabilidade mas metade dasvezes (em m�edia) �a no mesmo s��tio (desloamento nulo). Seja PN (x) aprobabilidade de ela se enontrar na posi�~ao x ao �m de N passos (inluindoos nulos).a) Qual �e o valor m�edio < � > e a dispers~ao ��2 de um passo?b) Determine < X2N > em queXN �e a posi�~ao ao �m de N passos. Compareom a situa�~ao em que um passo tem sempre omprimento unit�ario.59. Suponha agora um passeio aleat�orio num plano. A part��ula desloa-sesempre de uma unidade ao longo do eixo xx ou yy om igual probabilidadeem qualquer das quatro poss��veis dire�~oes.a) Usando o resultado do problema anterior alule < R2N > em que RN �ea distânia �a origem (ponto de partida) ao �m de N passos.b) Generalize o resultado anterior para três dimens~oes.) Um pol��mero �e uma adeia de um n�umero muito grande de unidadesqu��mias semelhantes, os mon�omeros. As liga�~oes entre mon�omeross~ao muito ex��veis e, num modelo de ordem 0, a on�gura�~ao de umpol��mero em solu�~ao pode-se representar por um passeio aleat�orio,omo o da al��nea anterior em que ada passo �e um mon�omero. Setomarmos p< R2 >, em que R �e a distânia entre extremos da adeia,omo uma medida da dimens~ao linear da regi~ao oupada pelo pol��meroomo varia o volume dessa regi~ao om a massa do pol��mero?60. Em qualquer representa�~ao de um problema dinâmio num omputador,o tempo e o espa�o tem que ser disretizados, pois n~ao �e poss��vel represen-tar vari�aveis ont��nuas num sistema om um n�umero �nito de de estados.



AULAS 25Assim, no modelo de passeio aleat�orio, a evolu�~ao temporal da lei de dis-tribui�~ao , PN (x), �e representada pela sua dependênia no n�umero de passosN . Tamb�em vimos que se imaginarmos um grande n�umero de part��ulas arealizar um movimento aleat�orio esta distribui�~ao �e simplesmente a densi-dade loal de part��ulas (n�umero de part��ulas na posi�~ao x normalizado aon�umero total de part��ulas).a) Mostre que a equa�~ao de evolu�~ao temporal da distribui�~ao tem a forma(passos om igual probabilidade para os dois lados)PN (x) = 12PN�1(x� 1) + 12PN�1(x+ 1) (3.2)b) Mostre que a distribui�~ao binomialPN (x) = 8><>:  NM ! (12 )N jxj � N0 jxj > N M = 12(x+N) (3.3)�e a solu�~ao da equa�~ao de evolu�~ao om a ondi�~ao iniial P0(0) =1; P0(x) = 0 se x 6= 0.61. No problema aima referido uma grandeza interessante de onsiderar�e a orrente de part��ulas, isto �e, o n�umero de part��ulas que num passoN passa de x para x + 1. Represent�a-la-emos por iN (x + 12). Note que aorrente est�a naturalmente assoiada a uma liga�~ao entre dois s��tios.a) Mostre que (normalizando a orrente do mesmo modo que a densidadede part��ulas) iN (x+ 12) = 12(PN�1(x)� PN�1(x+ 1)) (3.4)b) Mostre que a equa�~ao de evolu�~ao se pode reesrever na formaPN (x)� PN�1(x) = iN (x� 12)� iN (x+ 12) (3.5)Que interpreta�~ao pode dar a esta equa�~ao ?62. Considere o seguinte problema. Part��ulas realizam passeios aleat�oriosapenas entre duas posi�~oes por exemplo x = 0 e x =M . Nestas duas posi�~oesas densidades est~ao �xas isto �e PN (0) = �1 e PN (M) = �2. Podemos destemodo representar o movimento de part��ulas entre dois reservat�orios om



26 CAP��TULO 3. MODELOS PROBABIL��STICOSdensidades diferentes. Mostre que existe uma lei de distribui�~ao estaion�ariaPN (x), independente deN , que orresponde a um uxo de part��ulas entre osdois reservat�orios onstante no tempo e no espa�o e proporional ao gradientede onentra�~ao isto �e a (�2 � �1)=M .63. Tente repetir as an�alises dos 3 problemas anteriores usando probabili-dades p e 1� p para os passos para a direita e esquerda n~ao neess�ariamenteiguais.64. Considere uma parede de um reipiente que ontem um g�as.a) Supondo que todas as mol�eulas do g�as tem a mesma omponente z daveloidade vz, mostre que o n�umero de part��ulas do g�as que olidemom a parede, por unidade de �area e tempo �e�(vz) = ( nvz se vz > 00 se vz < 0 (3.6)em que z �e a dire�~ao perpendiular �a parede.b) Mostre que o n�umero de olis~oes por unidade de �area e tempo se podeesrever omo � = 12n < jvzj >.) Se for feito na parede um orif��io de reduzidas dimens~oes, as mol�eulasde g�as poder~ao uir por ele sem que a distribui�~ao de veloidades dasmol�eulas do g�as seja alterada. Chama-se a este fen�omeno efus~ao, parao distinguir do esoamento do g�as por um ori�io de dimens~oes tais quea sua presen�a altere substanialmente a distribui�~ao de veloidades dog�as. No re�me efusivo, estime o n�umero de mol�eulas que se esoam porum orif��io de diâmetro 100�A, para um g�as �a press~ao de uma atmosferae temperatura de 300K . (Nota: Use < jvzj >= p2=3� < v2 >)65. Imagine um hipot�etio g�as de bolas de bilhar em que os \�atomos" temuma massa de 1 Kg. Qual ser�a a veloidade t��pia de um �atomo para umatemperatura de 300 K . E para ter uma veloiade t��pia de 1 m s�1 a quetemperatura dever�a estar?Testes e exames66. No seguinte iruito as duas resistênias s~ao esolhidas �a sorte de umaaixa onde 1=4 das resistênias tem o valor de 10 
 e as restantes de 1 
. Abateria �e de 3 V.



TESTES E EXAMES 27a) Quais s~ao os valores poss��veis da orrente e quais s~ao as respetivas pro-babilidades?b) Determine os valores m�edios da orrente e da resistênia total do iruito.) Ser�a que a lei de Ohm se pode apliar neste aso aos valores m�edios deR e I isto �e < I >= V= < R >? Calule o valor m�edio de 1=R. Comoformularia a lei de Ohm em termos de valores m�edios? Figura 3.1:67. Na fabria�~ao de �lmes �e utilizada uma superf��ie, espeialmente preparada,que tem uma probabilidade da ordem de 1 de �xar os �atomos do materiala depositar que olidam om ela. Estes est~ao, normalmente, na fase gasosa.Pela teoria in�etia dos gases, o n�umero de �atomos que olidem om umaparede por unidade de tempo e �area �e � = 12n < jvzj >= np(1=6�) < v2 >.a) Calule a densidade at�omia de H�elio, n, a uma temperatura de 300 K euma press~ao de 10�6 atmosferas.b) Estime o n�umero de �atomos de H�elio depositados, por segundo e unidadede �area, para as mesmas press~ao e temperatura da al��nea anterior.) Supondo que os �atomos depositados est~ao a distânias da ordem degrandeza das dimens~oes at�omias estime, para os parâmetros ante-riores, o n�umero de monoamadas at�omias de H�elio depositadas porsegundo.68. Uma bateria �e onstituida por 10 geradores de 1 V ligados em s�erie.Existe uma probabilidade 1/4 de ada gerador ser defeituoso e dar umafor�a eletromotriz nula. Estes geradores est~ao ligados em s�erie om umaresistênia R = 10
. Figura 3.2:a) Calule a probabilidade de a potênia dissipada na resistênia , P =V 2=R, ser de 2.5 W.b) Calule o valor m�edio da tens~ao nos terminais da bateria, < V > e dapotênia dissipada na resistênia, < P >.) Suponha que disp~oe de um n�umeroM elevado de tais baterias e onsidereas seguintes duas situa�~oes:i)ada bateria dissipa sobre uma �unia resistênia de 10 
,ii) As baterias s~ao ligadas em s�erie dissipando sobre M resistênias ems�erie de 10 
.Para ada uma destas situa�~oes exprima a potênia total dissipada emtermos de M e dos valores m�edios alulados na al��nea anterior.



28 CAP��TULO 3. MODELOS PROBABIL��STICOS69. Uma part��ula realiza um passeio aleat�orio a uma dimens~ao. Em adainstante �; 2�; : : : d�a um passo para a direita de omprimento l om proba-bilidade p ou �a no mesmo s��tio om probabilidade 1�p. No instante t = 0a part��ula est�a na origem. Seja x(t) a posi�~ao da part��ula no instante t.a) Calule o valor m�edio do desloamento num passo e mostre que< x(t) >= Npl N� < t < (N + 1)� (3.7)b) O valor m�edio do tempo que ela demora a sair da origem �e dado por< tsalto >= �p+ 2�(1 � p)p+ � � � = 1Xn=1n�(1� p)n�1p (3.8)Justi�que uidadosamente esta express~ao.) Sejam x1(t) e x2(t) as posi�~oes de duas part��ulas que est~ao juntas noinstante t = 0 e se movem independentemente uma da outra. Caluleo valor m�edio do quadrado da distânia entre elas em fun�~ao de t,< (x1(t)� x2(t))2 > e mostre que< (x1(t)� x2(t))2 >= 2�x(t)2 (3.9)em que �x(t)2 �< x(t)2 > � < x(t) >2.70. Nas aulas te�orias foi deduzida a seguinte express~ao para a press~ao deum g�as P = 13mn < v2 > (3.10)a) Usando esta express~ao e a lei dos gases perfeitos estime as veloidadesde mol�eulas de oxig�enio, O2, e de CO2, no ar, em ondi�~oes normaisde press~ao e temperatura.b) Exponha suintamente o que aha serem os passos fundamentais dadedu�~ao da equa�~ao anterior e explique a origem dos diferentes fa-tores que entram no lado direito da equa�~ao.71. Uma part��ula de massa m move-se segundo o eixo dos xx do seguintemodo peuliar. A intervalos regulares t0 � 0; t1 � �t; t2 � 2�t; : : : a suaveloidade v sofre uma varia�~ao aleat�oria, passando a ser v+u ou v�u omiguais probabilidades (u �xo). No que se segue vn �e a veloidade no intervalo[tn�1; tn℄, e xn a posi�~ao no instante tn. A part��ula parte de x = 0 omveloidade nula antes do primeiro impulso.



TESTES E EXAMES 29a) Qual �e o valor m�edio de vn, a veloidade ao �m de n impulsos?b) Determine o valor m�edio de energia in�etia da part��ula e mostre queeste aumenta linearmente no tempo, < E >/ t.) Quais s~ao as posi�~oes poss��veis em t = t2 e as respetivas probabilidades?d) �E laro do modelo que xn = xn�1 + vn�t. Que grandeza lhe permiteestimar o distânia t��pia que a part��ula perorre entre dois impulsos?Mostre que esta distânia aumenta om o tempo ao ontr�ario do queaontee no passeio aleat�orio onvenional.72. Considere um reipiente (volume V ) ontendo h�elio �a press~ao P = 0:5atm e temperatura T = 300 K.a) Calule:1. a massa vol�umia do g�as, �;2. o valor m�edio da energia in�etia de um �atomo do g�as;3. a perentagem de volume vazio (n~ao oupado por �atomos).b) Nas aulas te�orias mostrou que o n�umero de �atomos (ou mol�eulas) quena unidade de tempo olidem om a unidade de �area da parede doreipiente vale� = 12n < jvzj > sendo < jvzj >=r 23� < v2 >:Mostre que a quantidade de massa que olide om a unidade de �areada parede na unidade de tempo se pode esrever omo:sP�2� :73. Se num reipiente om g�as existir um orif��io de pequenas dimens~oes og�as esoa-se sem que se altere a distribui�~ao de probabilidade da veloidadedas mol�eulas. Seja A = 10�10 m2, a �area de um tal orif��io.a) Mostre, expliando uidadosamente os passos da sua deriva�~ao, que on�umero de part��ulas que saem pelo orif��io, por unidade de tempo, �e	 = 12n < jvzj > �A (3.11)



30 CAP��TULO 3. MODELOS PROBABIL��STICOSb) Prove que a densidade de part��ulas do g�as no reipiente diminui notempo de aordo om dn(t)dt = �1� n(t) (3.12)e alule o valor do tempo � para um reipiente de volume 10�3m3 e Oxig�enio, O2, em ondi�~oes normais de press~ao e temperatura.(hjvz ji = p2hv2i=3�).74. Uma part��ula de massa m realiza um passeio aleat�orio ao longo de umalinha do seguinte modo. Parte da origem om uma veloidade que pode ser+v ou �v om igual probabilidade. Nos instantes �; 2� : : : a veloidade podetroar de sinal, ou manter-se, om igual probabilidade. Suponha agora quesobre a part��ula atua um for�a externa, onstante, Fx = F , mas que noin��io de ada passo a veloidade ontinua a ser �v om iguais probabili-dades.a) Calule o valor m�edio de posi�~ao da part��ula ao �m de N passos, isto �e,no instante t = N� .b) De�nindo um veloidade m�edia de desloamento omo v = dhx(t)i=dtmostre que esta �e proporional �a for�a.) As varia�~oes de veloidade da part��ula s~ao devidas a intera�~oes om aspart��ulas do meio onde ela se desloa. Qual �e o valor m�edio da for�aque o meio exere sobre a part��ula, nos dois asos, for�a externa nulae for�a externa F ?75. Imagine um reipiente om uma mistura de dois gases, O2 e N2.a) Usando a teoria in�etia dos gases mostre que a press~ao total sobre aparede se pode esrever omo soma das press~oes de ada um dos gasesP = PO +PN e mostre, justi�ando om uidado a sua deriva�~ao, quePO = 13mOnOhv2iO (3.13)PN = 13mNnN hv2iN (3.14)b) Mostre que a lei dos gases perfeitos s�o mant�em a forma habitual PV =NkBT , em que N �e o n�umero total de mol�eulas, se forem iguais asenergias in�etias m�edias dos dois tipos de mol�eulas.76. Duas part��ulas, de igual massa, iniialmente juntas na origem, realizampasseios aleat�orios a uma dimens~ao, simultâneos e independentes (passos deomprimento unit�ario, om igual probabilidade nos dois sentidos).



TESTES E EXAMES 31a) Calule os valores poss��veis do desloamento do entro de massa das duaspart��ulas, num passo e as respetivas probabilidades. Calule o valorm�edio da posi�~ao do entro de massa ao �m de N passos.b) Determine o valor m�edio do quadrado da distânia entre as duas part��ulasao �m de N passos.77. Um feixe laser inide perpendiularmente num espelho. Cada fot~aodo feixe tem veloidade  na dire�~ao perpendiular ao espelho antes de serreetido por este e � ap�os a reex~ao. A quantidade de movimento de umfot~ao �e dada por �h!= em que ! �e a frequênia angular da radia�~ao (�h! �e aenergia de ada fot~ao).a) Mostre que o laser exere uma for�a sobre o espelho dada por 2n�h!�A,em que n �e o n�umero de fot~oes por unidade de volume e A a �area dase�~ao reta do feixe.b) Calule a for�a no aso do espelho ser substitu��do por uma superf��ienegra que absorve os fot~oes que nela inidem.) Se a potênia do feixe (energia inidente no espelho por unidade detempo) for 1 mW, quanto vale a for�a alulada na al��nea a)?78. No seguinte iruito qualquer das 4 baterias tem igual probabilidade deser ligada om a polaridade da �gura ou om polaridade troada.a) Qual a probabilidade de a orrente ter o sentido da �gura? E o sentidoinverso? E de ser nula?b) Determine os valores poss��veis da diferen�a de potenial na resistênia eas respetivas probabilidades.) Fa�a uma estimativa da potênia total dissipada por mil iruitos idêntios(Potênia dissipada num iruito vale V 2=R). Figura 3.3:79. Considere uma part��ula que sai da origem e se desloa entre os pon-tos da rede da �gura (passos de omprimento 1), sempre na dire�~ao dassetas. Em ada passo tem igual probabilidade de realizar qualquer dos doisdesloamentos poss��veis.a) Seja �x o desloamento na dire�~ao x num passo. Determine < �x > e��2x.



32 CAP��TULO 3. MODELOS PROBABIL��STICOSb) O valor m�edio < R2N > (RN , distânia �a origem) ao �m de N passos�e dado por < R2N >= N(N + 1)=2. Determine as posi�~oes poss��veise respetivas probabilidades ao �m de N = 2 e veri�que a express~aopara < R2N > neste aso partiular.) Suponha que duas part��ulas iniiam dois passeios simultâneos e inde-pendentes partindo da origem. Calule o valor m�edio < d2N > em quedN �e a distânia entre elas ao �m de N passos.
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Figura 3.4:



Cap��tulo 4Problemas AbertosAulas80. Tente fazer uma estimativa da massa vol�umia de um edif��io omo odo Departamento de F��sia, inluindo os espa�os interiores.81. O proesso prinipal de gera�~ao de energia do Sol onsiste na fus~ao den�uleos de Hidrog�enio (prot~oes ) para formar n�uleos de h�elio 4H! 4He,atrav�es duma adeia de rea�~oes que n~ao interessa agora onsiderar. Esteproesso liberta energia porque a massa dos quatro prot~oes �e superior �a don�uleo de H�elio. A energia libertada por ada rea�~ao �e dada pela rela�~ao deEinstein E = �m2 em que �m �e a diferen�a entre a massa dos 4 prot~oes e amassa do n�uleo de H�elio (neste problema desprezamos a massa dos eletr~oesou positr~oes que têm de estar envolvidos nas rea�~oes por ausa do balan�oda arga).a) Estime o n�umero de nule~oes (prot~oes e neutr~oes ) existentes no sol.b) Supondo que uma fra�~ao � da massa do sol �e hidrog�enio e a fra�~aorestante H�elio, estime o tempo de dura�~ao do ombust��vel solar (Hidro-g�enio) em fun�~ao de �. Conretize para � = 2=3. H�a quanto tempo �eque o Sol \queima" hidrog�enio se � tiver o valor referido?82. Proure no Siene Data Book[3℄ (ou noutra referênia) as massasvol�umias do Alum��nio (Z=13), Cobre (Z=29) e Ouro (Z=79). Estime asdistânias m�edias entre �atomos destes materiais.83. No obre dois eletr~oes por ada �atomo �am desloalizados e podemmover-se livremente no material. S~ao estes eletr~oes que s~ao respons�aveispela ondu�~ao el�etria deste material.33



34 CAP��TULO 4. PROBLEMAS ABERTOSa) Quantos eletr~oes existem por m3 de obre?b) Quando num �o de obre de 1mm de diâmetro passa uma orrente de 1Amp�ere qual �e a veloidade m�edia de desloamento dos eletr~oes ?84. Ao estirar uma barra de obre por aplia�~ao de uma for�a externa �erealizado trabalho.a) Calule o trabalho realizado por unidade de volume de uma barra parauma varia�~ao relativa de omprimento Æl=l = 10�3.b) Calule, em eV, o aumento de energia por �atomo da barra.85. Quando dois �atomos de um material s~ao desloados das suas posi�~oes deequil��brio, a for�a que surge entre eles �e proporional �a varia�~ao da distâniam�utua se essa varia�~ao for muito menor que a distânia de equil��brio. Aliga�~ao entre dois �atomos pode ent~ao ser araterizada por uma onstantede mola k.a) Usando o fato de a oes~ao dos s�olidos ser um fen�omeno dominado peloomportamento dos eletr~oes fa�a uma estimativa dimensional destaonstante.b) Considere um s�olido om uma rede ristalina �ubia simples de lado dom liga�~oes araterizadas por uma onstante de mola k entre �atomosvizinhos. Mostre que para este modelo o m�odulo de Young do material�e dado por E = k=d. Obtenha uma estimativa para o m�odulo deYoung em termos de onstantes fundamentais e determine a ordem degrandeza deste oe�iente para mat�eria s�olida.86. [21℄ Quando um arro trava brusamente a for�a de atrito om o pavi-mento pode ser desrita por um modelo de atrito s�olido, proporional aopeso do arro (numa estrada horizontal)Fa = �Mg (4.1)em que o oe�iente de atrito dinâmio, � depende das ondi�~oes dos pneus,do pavimento, et.a) Do ponto de vista dimensional, apenas, que pode a�rmar sobre a distâniaque um autom�ovel de veloidade v perorre antes de se imobilizar?b) Obtenha uma express~ao para a distânia de travagem em termos daveloidade iniial do ve��ulo.



AULAS 35) Para o �alulo da distânia de seguran�a que deve ser guardada emrela�~ao ao ve��ulo da frente deve ser levado em onta o tempo �nito derea�~ao de um ondutor. Obtenha um express~ao para esta distâniaem inluindo este tempo � .d) A tabela 4.1 �e extra��da de um manual de �odigo (O Bom Condutor,A. Serra Amaral, Porto Editora). Veri�que se ela est�a onforme omodelo da al��nea anterior. Em aso a�rmativo determine os valoresorrrespondentes de � e � (Nota: Se os dados estiverem onforme omodelo existe um modo de representa�~ao gr�a�a que dar�a origem auma reta).veloidade (Km h�1) 40 50 60 70 80 90 100 110 120 140 180distânia (m) 19 27 36 46 58 71 85 101 118 155 245Tabela 4.1: Distânia de seguran�a em fun�~ao da veloidade87. Numa linha de tr�afego, quanto maior for a veloidade, maior ter�a queser a distânia entre os ve��ulos. Como o uxo de trânsito (n�umero deve��ulos que atravessam um dado ponto por unidade de tempo) depende dadensidade de ve��ulos e da respetiva veloidade, deve haver uma veloidadepara a qual o uxo �e m�aximo.a) Exprima o uxo de trânsito na veloidade e distânia entre ve��ulos,supondo que todos se desloam �a mesma veloidade e guardam entreeles a mesma distânia.b) A distânia entre ve��ulos dever�a ser, no m��nimo, a distânia de seguran�aalulada no problema anterior aresida do omprimento m�edio de umve��ulo d0. Calule F (v), a fun�~ao que d�a o m�aximo uxo poss��vel paraada veloidade.) Prove que F (v) tem um m�aximo para uma dada veloidade. Caluleessa veloidade, assim omo o valor do m�aximo, usando os parâmetrosdeterminados no problema anterior e tomando d0 = 5m.88. Quando os pneus de um autom�ovel rolam sobre o pavimento a for�a deatrito que este exere sobre eles n~ao pode ultrapassar F = �sMg, em que �s�e o oe�iente de atrito est�atio. Prove que a aelera�~ao de um autom�oveln~ao pode ultrapassar um valor m�aximo dependente de �s e independente dapotênia do motor. l

10 mFigura 4.1:



36 CAP��TULO 4. PROBLEMAS ABERTOS89. Um olega arquiteto quer projetar uma pisina de saltos em queexiste uma pranha a 10 m de altura. Preisa de garantir que a distânia lseja su�iente para que um saltador n~ao orra o riso de air fora da pisina.Levando em onta que ele pode saltar em orrida, que distânia de seguran�areomendaria?90. Como ertamente sabe, os saltadores de omprimento realizam o seusalto ap�os uma orrida de aelera�~ao. O salto parado �e muito mais urto.Supondo que a energia dispon��vel para o salto �e a energia in�etia adquiridana orrida, obtenha uma estimativa para o m�aximo omprimento ating��vel.Pode obter uma estimativa da veloidade m�axima de um atleta a partir doreorde dos 100 m planos.Testes e exames91. A energia radiada pelo Sol �e emitida em todas as dire�~oes . Natural-mente s�o uma pequena fra�~ao atinge a superf��ie da Terra.a) Qual �e a energia que atravessa uma esfera de raio igual ao da �orbitada Terra por unidade de �area e de tempo?b) Supondo que a Terra absorve 1% da energia que atinge a sua superf��ie,e que esta �a aumulada na atmosfera estime o aumento de temper-atura anual da atmosfera. Que fra�~ao da energia inidente na suasuperf��ie �e que aha que a Terra radia de novo para o espa�o?92. Para fundir uma quantidade de massam de uma substânia �e neess�arioforneer-lhe uma determinada quantidade de energia Q, de aordo om arela�~ao Q = mLf onde Lf designa o alor de fus~ao da substânia.a) Determine, em eV, a energia por mol�eula neess�aria para fundir gelo.b) Sabendo que a massa vol�umia do gelo e da �agua, s~ao respetivamente920 kg m�3 e 1000 kg m�3, estime a varia�~ao da distânia intermole-ular que oorre aquando da transi�~ao de fase.93. O ferro tem uma estrutura �ubia de orpo entrado (um �atomo emada v�ertie e um no entro da �elula �ubia).a) Calule a distânia m��nima entre dois �atomos de ferro nesta estrutura.b) Supondo que os �atomos s~ao esf�erios, e que os que est~ao mais pr�oximosse toam, alule a fra�~ao de volume da estrutura n~ao oupada por�atomos.



TESTES E EXAMES 37
Figura 4.2:94. Sobre um agulha pousada na superf��ie de um l��quido, exerem for�as asduas partes da superf��ie de ada lado da agulha. As for�as s~ao perpendiu-lares �a agulha, est~ao no plano da superf��ie e valem (para ada lado) F = lem que l �e o omprimento da agulha e  a tens~ao super�ial do l��quido. Opeso da agulha origina uma deforma�~ao da superf��ie e estas for�as passama ter uma omponente vertial que equilibra o peso da agulha.a) Determine a poss��vel dependênia da massa m�axima de que pode sersuportada pela tens~ao super�ial, no omprimento da agulha, em  ena aelera�~ao da gravidade.b) Analisando as ondi�~oes de equil��brio mostre que agulhas de a�o se afun-dam em �agua se o seu diâmetro for superior a um erto valor d, emantêm-se �a superf��ie se d < d. Determine o valor de d.95. Uma nuvem tem uma massa vol�umia da ordem de 4 g m�3. A nuvem�e onstitu��da por gotas de �agua de raio da ordem de 10�m = 10�5m.a) Estime o n�umero de gotas existente por m3.b) Obtenha um estimativa da distânia t��pia entre uma gota e as maispr�oximas.) As gotas da nuvem oalesem para formar gotas de huva om era de1mm de raio. Quantas gotas de huva por m3 gera uma nuvem?



38 CAP��TULO 4. PROBLEMAS ABERTOS
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