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O formalismo de segunda quantificacao é desenvolvido sem invocar o prin-
cipio de simetrizagao. Partindo do conceito de particulas idénticas, intui-se
directamente a estrutura do respectivo espaco de estados, para o qual existe
uma base determinada por numeros de ocupacgao de estado de uma base de
particula dnica. Invocando uma correspondéncia deste espaco com o espaco
de estados de N osciladores, introduzem-se os operadores de segunda quanti-
ficacao para bosoes. Mostra-se também que a relacao fundamental de comu-
tacdo entre operadores de criacdo e destruicdo e o operador nimero também
pode ser obtida a partir de relacoes de anti-comutacao e obtém-se a descricao
de segunda quantificacdo para fermides. Nesta abordagem, o principio de si-
metrizacao deduz-se do formalismo de segunda quantificacao. Uma das suas
vantagens é a de proporcionar um treino em técnicas de segunda quantificacao
durante o proprio desenvolvimento dos conceitos.

1 Espaco de estado de N particulas

O que é um sistema de N particulas? Ou melhor, supondo que conhecemos o espaco de
estados de uma particula e as respectivas observaveis, como construir o espaco de estados
de N particulas?

Uma base importante ¢ a de estados proprios de posi¢ao (suponhamos spin zero):
r), reR’ (1)
Nesta base, um ket é representado pela funcao de onda,

Y(r) = (r¢). (2)



Uma observavel A é representada por um operador que actua sobre estas funcoes de
onda. Seja {¢4(r); a = a1, az,...} a respectiva base propria,

A(r)¢a(r) = agba(r)' (3)

Um sistema de N particulas deve consistir em N “cépias” de uma particula. Um ket sera
determinado ndo por um, mas sim por N vectores de posicao:

lri,ro,...TN), r; € R® [Base propria de N particulas]
A funcdo de onda sera funcao de N vectores (3N coordenadas).

¥(ri,re,...,ry) = (r1,ro,...,ry|¢)

Se uma medicao de uma grandeza A determina um ket ou funcéo de onda no caso de uma,
sO particula (podemos sempre tomar A como sendo um conjunto completo de observéveis
que comutam), serdo necessarios N valores a,a’,a”, . .. ,a™) para determinar um estado
de N particulas. Nada mais natural do que supor que isso corresponde a ter N observaveis
tais que,

121(1‘1)7/1 (I']_,I‘Q,...,I'N) = (M/J (r]_,I'Q,...,I'N)

A(I‘Q)T,Z) (r1,re,...,rN) = d(ry,ra,...,ryN)

A(rn)¢ (r1,r2,...,ry) = CL(N)”L/} (ri,ra,...,ryn),
o que corresponderd a uma funcio de onda:

Vaar. o™ (F1,T2, ., TN) = Ga(r1)Par (r2) . . P (TN).
Qualquer funcao de onda podera ser escrita na forma:

Y (r1,re,...,ry) = Z A (a, a,... ,a(N)) Ga(r1)dar (r2) ... Pun) (TN).
{a}

Isto significa que o espago de estados de N particulas é o produto tensorial dos espagos
de cada particula:
EN=ERERQ--®RE&E =®N51

N termos

os estados de base |¢q, P/, . .., P, v)) s80 produtos tensoriais,

|Pas Pars -+ -5 D)) = |Pa) @ [Par) @ -+ @ |duv)) -

No entanto, este formalismo nao serve para particulas idénticas pois implica uma descri-
)
¢ao que nao esta de acordo com as observéveis do sistema.
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Figura 1: Trés estados de uma particula no potencial de oscilador harménico: |0),[1),|2)
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Figura 2: Quantos estados de duas particulas no potencial de oscilador harmoénico:
00),]01),]10) , [11)?

1.1 Exemplo: duas particulas, dois estados

Para ilustrar a afirmacao anterior tomemos uma exemplo concreto: um potencial har-
moénico, 1 particula, base de estados

{In);n=0,1,2,...} (4)

1
VYn(x) =(z|n) = W

E se tivermos duas particulas no sistema? Suponhamos que nos limitamos aos dois
primeiros estados do potencial

Hy (/o) exp(—a? /2x7) (5)

Na figura (2) temos 4 estados ou 37

e Se for um atomo de He e um deuterao teremos 4 estados. Claramente |b) # |c).
A distribuicdo de massa é diferente e facilmente imaginamos uma medida que nos
diga qual dos estados temos.

e E se forem dois d4tomos de hélio ou dois pides, ou dois Dy? Nao existe nenhuma
observavel fisica (tanto quando sabemos) que distinga os dois estados |b)e |c). Nao
ha dois estados [b)e|c) . S6 ha um! Isso é o que significa as particulas serem
idénticas.

As funcgoes de onda para particulas diferentes seriam

@) = o(21)bo(22) (7)
b) — o(21)1h1(2) (8)
) = b1(21)o(z2) (9)
|d) — 1 (21)1(22) (10)



Figura 3: Duas particulas e dois estados de uma particula=3 estados

Os estados |b) e |c) sao ortogonais

(elb) = / ey / Qi (2 5 (2ol (2)
- / dryp} (1 o (1) / drsff (22)in (z2) = 0 (11)

Mas para para particulas idénticas, |b) e |c) s@o o mesmo estado fisico ue podemos
especificar como
’b> = ‘710 = 1;TL1 = 1> (12)

A indicacdo de quais os estados de uma particula estao ocupados é suficiente para espe-
cificar o estado do sistema de N particulas idénticas.

la) — |np =2;n1 =0;n2 =0,...) (13)
|b) = |no=1;n1=1;n2=0,...) (14)
|d) = |ng=0;n1 =1;n2=0,...) (15)
Para este potencial numerando as orbitais de uma particula
{tho(2), ¥1 (), ¥2(x) ... } (16)

podemos especificar qualquer estado da base de N particulas indicando quantas estao

em cada estado.
{\no,nl,ng...>;2ni:]\f} (17)

Note-se que ser oscilador harmoénico é irrelevante. 1, (x) podia ser o estado n de uma
particula num caixa

() = \/gsin(knx); ky = n%,n =1,2... (18)

A discussdo era a mesma.

Seja a base de estados de uma particula {¢;(r), ¢2(r),...}; um ket do sistema de N
particulas ficara determinado pelo nimero de particulas que ocupam cada estado desta



base. Por exemplo, se numa medicao sobre duas particulas obtemos para a grandeza A os
valores a1 e ag, correspondentes as funcoes ¢; e ¢po— valores préprios ndo degenerados,
e 2 particulas—, o estado sera

11,1,0,...)

Em geral, numa especificagao completa do estado, o valor préprio a; ocorrerd n; vezes, e
o ket correspondente sera:

Iny,no, ... ng,y ..., n; inteiro.

Podemos introduzir observaveis que correspondem ao nimero de particulas em cada
estado da base de uma particula:

ﬁi\nl,ng,...,ni,...>:ni|n1,n2,...,ni7...>

O espectro destas observaveis s pode ter valores inteiros. Vamos ver que é possivel
introduzir um conjunto de operadores definidos nesta base, em termos dos quais é possivel
construir qualquer operador definido neste espaco de estados—espaco de Fock.

2 Segunda quantificacao para bosoes

Quando estudamos a quantificacdo de um sistema linear de IV osciladores, introduzimos
para cada modo um conjunto de dois operadores, a;, al | tais que:

70
i. {ai,a}] = 5ij;
ii. Existe um estado, |0), para o qual a; |0) = 0 para qualquer i;

iii. Uma base de estados do sistema tem a forma

1 Y™ (1" .
Ini,no, ... ,np,...) = W (a1> <a2) ...]0), n; inteiro.

e € a base propria dos operadores nimero, n; := a;fai

fzi|n1,n2,...,ni,...>:ni\nl,ng,...,ni,...>.

A construcao da base propria dos operadores de numero deriva exclusivamente das rela-
¢coes de comutacao de i. e da propriedade ii. para o estado fundamental. De facto, da
relagdo de comutacdo entre os operadores, deriva-se com facilidade

[T%', az‘] = *%’ai

[ﬁjvaﬂ = dyaf;



estas relacoes determinam que os operadores a; e az, actuando em estados prépios n;,
mudam o valor préprio de n; para n; — 1 e n; + 1, respectivamente. Conjugando este
resultado com ii., obtemos imediatamente a forma da base de estados. A forma particular
do Hamiltoniano s6 é relevante para saber se esta base de estados é a base prépria do
Hamiltoniano.

O espago de estados de particulas idénticas, agora estendido para incluir qualquer nu-
mero de particulas, é idéntico (isomorfico) ao de um ntmero infinito de osciladores (um
oscilador para cada estado da base de uma particula), pois cada estado da base ¢ também
caracterizado pelo niimeros de ocupacao n; associados a cada estado ¢; da base de estados
de uma particula. Introduzamos portanto um estado, o vacuo, definido como o estado
sem particulas, |0). Para cada estado da base de estados de particula tnica (BEPU),
{¢i; i =1,2,...} introduzimos um par de operadores de criacdo destruigao a;, a;r com as
mesmas relacoes de comutacao que os operadores de criacao e destruicao de osciladores,

|:CL1', a;:| :61_77 [ai> a’j] :Oa |:ajv a;ri| :07
e definimos os estados préprios dos operadores de namero, n; = azai pela equacao:

t n;
(¢!)
]nl,ng,...,ni,...>:H7|O>, n; inteiro.

Embora, formalmente, o produto vadei =1, ..., 0o, para um ntmero finito de particulas,
N =", ni, e o numero de factores é finito; s6 surgem termos com n; # 0.

A questdo fundamental, agora, é como exprimir os operadores de energia, quantidade
de movimento, posi¢do, etc., nesta linguagem. Até ao momento, o nosso argumento
resumiu-se a estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os estados de particulas
idénticas e os de um conjunto infinito de osciladores, permitindo a definicdo de operadores
semelhantes, ou seja com os mesmos elementos de matriz entre estados correspondentes.
No caso dos osciladores, os operadores de criacdo e destruicdo sdo expressos em termos
de coordenadas de posicao e momento. Aqui foram introduzidos abstractamente, usando
as relacoes de comutacao para garantir que sdo representados pelas mesmas matrizes na
base propria de ntumeros de ocupacdo. A representacao de observaveis em termos dos
operadores de segunda quantificacdo serda abordada na secgdo 4 na péagina 11. Antes,
vamos introduzir os operadores de campo, que nos permitem reobter a representacao
propria de posi¢ao para o sistema de Nparticulas.

2.1 Mudanca de base. Operadores de campo

A escolha da BEPU foi completamente arbitréaria. Portanto, a cada base possivel deve
estar associado um conjunto de operadores de criacao e destruicdo.



Consideremos estados com uma sé particula. Na linguagem do espaco de Fock, o ket
com uma particula no estado (func¢ao de onda ¢;(r) ) é:

|6:) == al |0).

Noutra base:

Ui (r) =D (il Ym)dilr ZAmqﬁz

i

O ket do espago de Fock que descreve uma particula no estado ¢, é exactamente a
mesma sobreposicao de kets |¢;):

[om) = D {0ilYm) |63)
= D (@il ¥mal 0)
—
Assim, os operadores de criacio e destruicdo na nova base sao:
= D (0l Ym)a] (19)
em = D {0l Um) e =) (Ul di)a (20)

A consisténcia da nossa descrigdo exige que estes novos operadores tenham as mesmas re-
lagoes de comutagdo, pois de outro modo nao poderfamos construir os operadores niimero
na nova base. Isso é garantido pelo facto de a transformacao ser unitaria:

[emeh] = 3 Wl 60) (651 ) |asva]
ij
= Z (Ul ¢1) (03] 1n) i

%

(as restantes relacoes, [cp, cp] = {cin, CIL] = 0 sdo trivialmente verificadas).

Usando este conceito, podemos construir operadores que, actuando no vacuo, criam os
estados de posicao definida:

) = 32160 (@) = S el 0
= <Z gi)i(r)*a;[) 10) = (r) |0)



Obtemos assim os operadores de campo:
) = D i)l
Yr) = Z@-('r)ai
Nao é dificil ver que esta defini¢ao é independente da base, isto é,
3 = S ),
d(r) = D tm(r)em

e que as relacdes de comutagao dos operadores de campo sio:

[0, 0W)] = D @) [emscl]

= ) V(@) (X) On = D (¥ V) (o] )

m

= §(r—7').

(21)

(22)

(23)

Os operadores de criagao e destruicdo em qualquer base podem ser escritos em termos de
operadores de campo, usando a ortogonalidade dos estados de uma particula e as eqs.(21)

e (22):
. / dr o (x)i(r)
al = / Brei(x)dt(r)

(24)

(25)

Estamos agora em condi¢oes de escrever as “fun¢des de onda” para sistemas de N par-

ticulas idénticas.
3 Funcoes de onda simetrizadas.

Para uma particula no estado |¢;) = aZT |0), a funcdo de onda é

Como |r) = 9T(r) |0), o respectivo bra é (r| = (0| ¢(r), o que implica
i(r) = (0]4(r)



Para calcular este valor médio movemos o operador a; de modo a actuar no vicuo e
usamos a; [0) = 0:

Ol ajal 10) = (0] [ajal] +ala, 10)
= (0]6i;|0) = i
o que d& o resultado que ja esperavamos:

$i(r) = 6;(r) (0] ajal [0) = ¢;(r)d;
J J

Este exercicio mostra como podemos calcular a funcdo de onda de duas particulas; por
definigao, o(r,r’) é a amplitude de probabilidade de encontrar uma particula em r e
outra em r’. O estado correspondente ¢ |r,r') = ¢f(r)yf(r')|0); a ordem ¢ indiferente
pois os operadores comutam. Entao

plr,r') = (0] () (r) )
Para um estado com uma particula ¢;(r) e outra em ¢;(r), vem

pij(r,x') = (0] (' )d(r)alal |0)
= Z or(r") gy () (0] akalaga; |0)

Para calcular este valor médio no vacuo, seguimos o procedimento anterior de deslocar
os operadores de destruicao para a direita e de criacdo para a esquerda,

<O| akala;fa;f |0> = <O| ag (5[1 + a}al) aj- |0>
= Gudky + 0y (0| aal 0) = 80k; + 15,

ou seja,

i (r,1) = ¢i(r)$; (r') + (') (r). (26)

Chegamos assim a uma importante conclusao: para particulas idénticas, com espaco de
estado idénticos aos de um conjunto de osciladores—vamos ver que esta ndo é a dnica
possibilidade—a fun¢ao de onda de duas particulas que ocupam os estados ¢; e ¢; é a
combinacao linear simétrica dos dois produtos, ¢;(r)¢;(r') e ¢;(r')¢;(r).

Importa aqui fazer uma observacao sobre a normalizacao. Com efeito,
2 * *
[ 6.0,y + it =2 [ droiwote) [ 6060 =2

0 que parece implicar que a funcdo nao estd normalizada e devia ser multiplicada por
1/v/2. E um ponto de vista frequente. Contudo, a condicdo de normalizacio ¢ que a soma,



de probabilidades sobre todas as possibilidades vale 1. Acontece que |r,r’) e |/, r) sdo o
mesmo ket; logo, o integral sobre r e ', é duas vezes a soma sobre todas as possibilidades:

/ d3rd>r’

Para evitar a duplicacao deveremos escrever entao:

1
— /d3rd3r/
2

o que implica para um estado normalizado:

r, r’> <r,r’} =2

r,r’><r7r’| =1

1
2/d3rd3r’|gp(r, )2 =1

Nesta perspectiva a func¢ao de onda da eq.(26) esta de facto normalizada e o seu modulo

ao quadrado é a densidade de probabilidade de encontrar uma particula em r e outra em

r.

A generalizacio para N particulas ndo é dificil; a unica dificuldade reside na possibilidade
de um estado ter uma ocupagao superior & unidade. Por exemplo, se no caso anterior o
estado normalizado é ) )

) = —= (af) 10},

a funcao de onda sera, na nossa convencao:
1
(r,r'|y) = 7 Z¢k(r)¢l(r/) (0] axwalal 0)
i

_ jﬁ ; S (T)0u(E) (51 + 810i) = V25(x)s(x')

e de novo, a norma é
1
5 /d?’rd?’r/\@(;ﬁi(r)gf)i(r/)\z =1.

Este argumento pode ser generalizado para N particulas; no entanto, nao o faremos. E
muito facil escrever um estado arbitrario da base usando os operadores de criacao,

al)”
1, ng, . on, ) =] (\/% |0) (27)

7

e esta representacao é invariavelmente mais util do que a representacao baseada na funcao
de onda, a partir do momento em que saibamos exprimir todos os operadores nesta
linguagem: é o que vamos considerar a seguir.

10



4 QOperadores

4.1 Operadores de uma particula

Vamos agora ver que qualquer operador que possamos construir no espaco de estados
considerado se pode exprimir em termos dos operadores de criacdo e destruicdo de par-
ticulas.

Comecemos por considerar operadores definidos no espaco de estados com uma s6 parti-
cula. Exemplos comuns sdo: o operador de momento, energia cinética, momento cinético,
etc. ; j& uma interaccao entre duas particulas, por exemplo, nao existe como uma obser-
vavel no espaco de estados de uma s6 particula.

Seja 9 |¢;) = al-L |0);i=1,2,... ; uma base de estado com uma s6 particula. Um ope-

rador definido no espaco gerado por esta base é determinado pelo seus elementos de
matriz

AW — A = (6;]AM) g5,

Na base de propria de posicao é em geral sempre um operador local, isto é, uma fungao
de r e das derivadas em ordem a r, que designaremos por A(r). Exemplos:

h
R h2
H, ——V?
- 7 2m
V = V(r)

Este operador pode ser escrito em termos de projectores:

AW =" g) Ay (0]
ij

O operador |¢;) A;j (¢;] representa-se de modo muito simples em termos dos operadores
de criacdo e destruicao. Com efeito, no espaco de estados de uma particula o operador
|¢i) (@] transfere um particula do estado |¢;) para |¢;); ou seja

|6i) (¢j] =ala; (N =1).
De facto, como |¢;) = a;r |0) e (¢i| = (0] a;,
|6i) (d31) = al 0) (0]az)v

Ora, se |¢) tem um nimero total de particulas igual a 1, a; [1)) é proporcional ao vacuo
|0). Isso significa que podemos substituir |0) (0| por uma soma a todos os estados da

11



base do espaco de Fock, pois todos os outros elementos de matriz sdo nulos. Da relacao
de fecho, 3, |i) (1| = 1, resulta

(6i) (919) = ala;[v)  (se N |y) = 1[9)).

Vemos, pois, que um operador que esteja definido no espago de estado de uma particula
com matriz A;;, ¢ dado por:

A = Z Aija,];aj (28)
ij

Note-se que retiramos o sobrescrito (1). Este operador esté definido ndo apenas no espago
com uma particula mas também em todo o espago de Fock com qualquer valor de N.
Um operador de uma particula define naturalmente um operador no espaco de particulas
idénticas—espaco de Fock—através da equacao (28). Estes operadores sdao conhecidos
como operadores de particula tnica, pois ao actuar sobre qualquer estado de base alteram
apenas o estado de 1 particula.

Suponhamos que os elementos de matriz A;; sdo os do momento, energia cinética, ou
momento cinético? O que é A para o sistema de particulas?

Usando a base de estados de uma particula em que A ¢ diagonal,

~

AN (r)pa(r) = aga(r)

A = S AVE) [par) chea

a,a
= g acjlca: g ang
a a

em que 7, ¢ o operador nimero de ocupacgdo do estado ,(r). Isto significa que A,
definido no espacgo de Fock, é a soma a todos os estados proprios de A do valor proéprio
correspondente multiplicado pelo respectivo ntiimero de ocupacao; se AD g o momento,
energia, ou momento cinético, A 6 0 momento total, a energia total ou o momento cinético
total.

No inicio destas notas levantamos a hipotese de, dado um operador de uma particula,
AM(r), podermos definir, para N particulas, N operadores, A (r;),AM(ry) ..., todos
eles operadores de particula tnica, ja que qualquer deles apenas altera o estado de uma,
particula; s6 actua num dos N factores do produto tensorial que gera v . Vemos
agora que um operador do espaco de estados de uma particula, A(l)(r), define um unico
operador no espaco de Fock, com os mesmos elementos de matriz de A(l)(r) quando
projectado no sub-espaco de N = 1; esse operador é a soma ZZA(rZ) No espaco de
estados que construimos, ndo € possivel representar o operador A1) (r;), apenas > A(ry).

12



Existe uma outra representacao muito 1til destes operadores em termos dos operadores
de campo:

i = ZAZJG, aj = (&l Alx) I65) ala;

]

- Z / @1 (1) A(r)y (r)ala;

= [ (qu:(r)ai) A (Y ésw)a;
= [ @i Aw)iw. (29)

Na ualtima linha usdmos a defini¢do de operadores de campo da egs.(21) e (22). A
expressao final do operador no espaco de Fock é semelhante & de um valor médio em
primeira quantificacdo: apenas substituimos as funcées de onda por operadores de campo.

5 Interaccoes a dois corpos

Tomemos o exemplo de uma interaccao representada por um potencial de dois corpos
v(r —r'); qual é a sua representacio em termos de operadores de segunda quantifica¢io?

Como operador no espago de Fock, uma interacgao a dois corpos tem as seguintes pro-
priedades:

i) E um operador nulo nos subespagos com N < 2; nao existe no espago de estados
de uma particula, em particular, pois sdo necessarias duas particulas para haver
interaccao.

ii) E totalmente caracterizado pelos seus elementos de matriz no espaco de duas parti-
culas, N = 2.

Se a propriedade ii) nao se verificasse nao seria possivel, por exemplo, definir a interac¢ao
por uma funcao apenas das coordenadas de duas particulas, v(r —r').

Estas duas caracteristicas sao suficientes para estabelecer a forma de uma interaccao a
dois corpos como:

o1 ol
V= 3 Zk:l Vkl]a a;aia (30)
ij

O facto de cada termo do somatoério da eq.(30) ter dois operadores de destrui¢do a direita
implica que este operador aniquila qualquer estado que tenha uma sé particula: o segundo
operador actua no vacuo. A propriedade i) é, pois, verificada por esta forma. A seguir

13



mostramos que uma escolha apropriada dos elementos de matriz V,jlj permite representar
qualquer operador do espago de duas particulas.

Comecemos por notar que, como o operador aT f

k <> [, s6 a parte simétrica da matriz Vklv Vkl = (Vkl Vkl + Vlk: lk) /4 contribui

para a soma da eq.(30).

a;aiay é simétrico nas trocas ¢ <> j e

Seja |k, 1) = akal |0). Estes estados constituem uma base no sector N = 2; nao esta
normalizada— a norma deste estado ¢ v/2 para k = —mas isso ndo vai ser relevante. Por
outro lado, como os operadores comutam, |k,[) e |[, k) sdo o mesmo estado. Calculemos
os elementos de matriz do segundo membro da eq.( 30 na pagina precedente) nesta base:

1 .
2 Z Vog" (i, j| alyalagap |k, 1) = E Vg (0] aja;al,af aqapakal 0)
mnpq mnpq

Para calcular este elemento de matriz usamos a técnica de deslocar os operadores de
destruicao para a direita, adicionando por cada troca um termo com o respectivo comu-
tador:

|aja;al,alaq (5pk + aZap) alT |0)
! (a8 + agaldn ) 10)
T
n

0] ajazal,al (0g0pk + dqiopr) |0)
5zm In + 51 5 ) (5ql5pk + 5qk;5pl)

(0] ajaiallailaqapa;;a; |0) = alal
al,a
T

m

(0

= (0| aja;a
(
(

Usando este resultado, vem

mn s L i | il ji i
5 3 Vi fisdlaladega ) = 5 (Vi + Vi Vid V) =208 @)

Um operador V fica completamente definido pelos seus elementos de matriz (i, j\f/>k, l,
que, note-se, sao também simétricos nas trocas i <> j e k <> [ ; se escolhermos os
elementos de matriz Vz’;l de modo a respectiva parte simétrica Vfl satizfaca

(1, j]V|k )y = Vkl,

este operador tem a representagao dada pela eq.(30), pois esta tem exactamente os mes-
mos elementos de matriz que V.

No caso de uma interaccao local, podemos calcular os elementos de matriz do primeiro
membro, usando a representacao propria de posicao:

A 1
(VD) = 5 [ vy e, ol = 2"y

Atréas, determindmos as func¢oes de onda de duas particulas,

Y (r, ') = ¢r(r)dy(r') + r(x)di(r),
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o que da
3 (W VW W) = g [ 60000 + one)oye)] vte =)
o(r)gr(r') + or(x')du(r)] .

O segundo membro da equacao dé-nos quatro termos, como o primeiro membro, e
permite-nos definir,

Vi = [ @) o) ol — ) o). (32)

N | =

X

—

Tal como fizemos no caso de operadores a uma particula, podemos exprimir o operador
V em termos dos operadores de campo usando os resultados das egs.(30) e (32):

V = 7ZVkJQTaTalak
ijkl
= /d3 &Br /Z@ *o(r — 1)y (r)) g (r )a ol faay
ijkl
= ;/d3rd3m]ﬁ(r)q]ﬁ(r/)v(r_r/)qj}(r/)d}(r) (33)

Em resumo, no espaco de Fock, com qualquer ntimero de N de particulas, dada uma
BEPU, {¢;;i =1,2,...} temos os seguintes resultados:

e Um operador a uma particula (momento, energia cinética, etc.) tem a forma:

121 == ZAija;fai
- / Prif () Ale) b (r). (34

em que A(r) é o operador na representacao de Schrodinger para uma particula e

Ay = (i Algy) = / @1 (r) A(r) 5(r) (35)

e Um operador a duas particulas, por exemplo, uma interaccao local de dois corpos,
tem a forma,

A

1
V = E V j
= 5 ki alajalak
ijkl

= ;/d3rd3mﬁ(r)q/fr(r/)v(r o I'/)@Z)(I',)@Zj(r), (36)

em que v(r —r’) é o operador na representagao de Schrodinger para duas particulas
e

Vi = [t oue) o0 ol = 1)1 x")on (). (37)
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6 Fermiodes

6.0.1 Relacdes de anticomutacdo

O formalismo apresentado nas seccoes anteriores nao pode ser aplicado a particulas de
spin semi-inteiro, como os electroes. Estas particulas, designadas por fermides, satizfa-
zem o principio de exclusao de Pauli: ndo existem estados em que dois electrdes ocupem o
mesmo estado de particula tnica. Por outras palavras, o espectro dos operadores nimero
de ocupagao esta limitado aos valores {0, 1}; para bosoes—particulas descritas pelo for-
malismo apresentado, com espaco de estados isomérfico ao de um conjunto de osciladores
infinito—os valores proprios de 7; sdo todos os inteiros nao negativos, {0,1,2,...}.

Felizmente, é possivel salvar uma boa parte do formalismo de bosGes. As relacoes de
comutac¢ao com o operador nimero,

[Mj,ai] = —dia; (38)

Hoatl = §oaf

[n],ai = dja,, (39)
sao essenciais para estabelecer a; e aj» como operadores em escada do operador n;, e
garantir que o seu espectro s6 tem valores inteiros. Embora as relagdes de comutagao de
operadores bosdnicos,

l:aiva;‘i| = 04y, [a’iaaj] = 0) [CLZ»@H = 07 (40)

sejam condicoes suficientes para garantir (38) e (39). nao sdo condigdes necessdrias.
Dirac[?7?] notou que as relagoes de anticomutagdo

[ai, aH+ = 0ij, i, aj], =0, [a;r, a}]+ =0, (41)
em que {/1, B} L= AB+BA, dao exactamente os mesmos comutadores, [N, ai] = —dija4
e [nj,a;] = (5Z-jaz, que para operadores bosonicos:

[nj, ] = a}ajai — aia}aj = a} ([aj, ai]+ — aiaj) — aia}aj
= —a}aiaj — aia}aj = - <[a}, a,} L9 aia;aj) — aia;aj
= —d;ja;.

A equagao (39) demonstra-se exactamente do mesmo modo: movem-se os operadores de
um dos termos do comutador para o reduzir a ordem do outro; por cada troca introduz-se
um sinal menos e soma-se um termo com o anti-comutador dos operadores permutados.

A relagoes de anti-comutagao de fermioes, eq.(41), implicam

Tt —0-
a;a; = a;a; = 0;

adicionar uma particula a um estado ja ocupado—aplicando duas vezes o operador de
criagdo—resulta no anulamento do ket. Partindo do vicuo s6 geramos estados em os
nimeros de ocupacao, n; valem 0 ou 1: reobtemos o principio de exclusao de Pauli.

16



6.1 O spin

Os conceitos de mudanca de base e de operadores de campo das sec¢do 2.1 na pagina 6 s6
envolveram estados de uma particula; os argumentos aplicam-se sem qualquer alteragao
a fermioes. Contudo, na introducdo do operador de campo temos que levar em conta
spin. Para particulas de spin 1/2, a base propria de posi¢ao—ver eq.(1)—¢ substituida
pela base propria de posicdo e de uma componente de spin, s, :

lro) reRo="1.

Nesta base a funcdo de onda de um estado com uma particula tem duas componentes,
i (r) = (r, 0] ¢i).

Os operadores de campo sao definidos exactamente do mesmo modo, como operadores
de criacdo e destruicao nos estados da base préopria der e s, :

ro) = D160 (@il v o) = 3 e, (x)al 0)

= (Z %(r)*az) 0) = d10) [0}

7

€m resumao.

bo(r) = Z(ﬁio(ﬂw (42a)
) = Y oL (r)al. (42b)

Usando as relagoes de ortogonalidade dos estados de uma base, Y. _ [ dr¢f (r)¢j.(r) =
di;, obtemos as expressoes de criacdo destrui¢do numa base arbitraria de spin-orbitais:

o = Y [ droiinte)
of = 3 [ drouiln). (13)

~

As relagoes de anti-comutacao deduzem-se facilmente das eqgs.(42a) , (42b) e (41):

[Da(r), BH)| | = asdlr ).

17



6.2 Funcdes de onda anti-simétricas.

Sejam |¢;) e |¢p;) dois estados de uma BEPU distintos: das relacdes de anti-comutacao
resulta,

Ty — _,t T

a; |0) = —aja; [0).
Qual serd a funcao de onda do estado com os estados ¢; e ¢; ocupados, ou seja, com
n; = nj = 17 Recorde-se que estamos a falar de duas particulas de spin 1/2; ou seja,

estamos a perguntar pela amplitude de ter uma particula em r’ com spin ¢’ e outra em

r com spin o. Recorrendo & mesma definicio que para bosdes':

Pt x0) = (0] ()i (x)alal 0
= Z% "io(x) (0 arazalal 0) ;
Ccomo
(O] akaia; aT 0) = (0]ag (61Z —al az) T|0>
6130k + 015 (0] a’kai |0) = 010kj — 0150k,

obtemos
0ij(r'o’ r0) = o (t) hio (1) — Gigr (r))Pjo(r). (44)

A funcao de onda de dois fermiGes nos estados € anti-simélrica na troca de ¢ <> j; em
particular, é nula para i =7 .

Em muita literatura esta funcio é normalizada com um factor 1/v/2. Aplica-se aqui o
mesmo comentario que fizemos relativamente a bosoes. De facto, para estados de uma
particula normalizados, 3 [ dr®|¢, (r)|* = 1,

Z/dr d3ry gpl](ra ra)‘2:2;

mas a relagdo de fecho é

1
5 Z/dr?dSrg ‘1‘101,1‘202> <I‘101,I‘20’2’ = 1,

pois cada estado é somado duas vezes. Por isso, a condicao de normalizagao é

Z/dr?d ra |3 ra,ra)‘ =1

o0’

e é satisfeita pela eq.(44): esta é a funcao de onda do estado a; aT |0) que esta normalizado.

!Quando lidamos com estados de uma particula, podemos usar indiferentemente a notacao ¢i, (r) ou
¢i(ro); mas quando lidamos com fungdes de duas particulas, devemos ter o cuidado de especificar
a que estado de spin estd associado cada estado de posigao. Por outras palavras, ¢(r'c’,ro) é a
amplitude de ter uma particula em r'no estado de spin ¢’ e outra em r com spin o, enquanto que
o(r'o,ro’) é a amplitude de ter uma particula em r'no estado de spin o e outra em r com spin
o’ (spins trocados).
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6.2.1 Determinante de Slater

A funcao de onda de duas particulas pode ser escrita na forma de um determinante:

¢i(rio1)  ¢i(ra02)

#3101, £202) = ¢j(rio1)  ¢;(rz, 02)
Este resultado pode ser generalizado para qualquer niimero de particulas.
ik (X101, 72,05 ..., TNON) = (0] th, (11) 0y (¥2) . .. oy (xn)alalal, . |0)
= Y e, (1) bjey (r2)Pray (r3) ... 0] ... appajrayalal
RN

O elemento de matriz da segunda linha s6 é ndo nulo se os operadores de destruicao
actuarem exactamente no mesmo conjunto de estados de uma particula que os operadores
de criagao; se ndo, o estado resultante da actuacao dos 2N operadores em |0) é ortogonal
a |0). Isto implica que 4,7, k’,...s80 uma permutacao dos indices i, j, k, ..., que tém
que ser todos distintos, ja que ajaz = 0.

Sei =1, 7 =3,k =k, .. o elemento de matriz vale 1. Eis a prova.
... akajaiaja;al .0y = (0]...ara; [ai, aﬂ . a}a,]; ...]0)

— (0]... akajajaia;az ...]0);

o segundo termo é nulo, pois a; anti-comuta com todos os outros operadores de criacao
(os indices 4, j, k, . .. sdo todos distintos para um estado nao nulo) e pode ser movido até
actuar no vacuo. Como o anti-comutador do primeiro termo é 1, acabamos removendo
os operadors aia;r; o processo pode ser repetido para todos os outros pares:

©f... akajaiaga;a}; ...]0) = (0]... akaja}a;i ...|0) (0].... akaja;r-az sl
= (0]...azal ...|0)
= (0[0) =1
Sed,j',K',... for uma permutagao de 7, j, k, ... por ordem diferente, podemos permutar
os operadores de destruicao até reduzir exactamente & mesma ordem; por cada troca de
dois operadores introduzimos um sinal negativo, uma vez que a;a; = —a;a;; portanto o

resultado é (—1)P em que p é a paridade da permutacao. Deste modo concluimos:

gk, (P101, 1202, .. tyon) = > (=1 (1101) by (1202) iy (r303) - .
em que m = {m(i), 7(7),m(k)...} é uma permutagao de {i,7,k...} e p(mw) é a paridade
da permutacdo. Isto é a expressao do determinante:

pi(r1o1)  @i(rao2)  ¢i(r3os)
¢j(r1o1)  @j(r202) ¢;(rsos)

Pij,... (1101, 1202, ..., ENON) = ¢r(rio1)  ¢r(rao2) ér(rsos)

19
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Se dois indices forem iguais, o determinante tem duas linhas iguais e serd nulo: principio
de exclusdo de Pauli.

6.3 Operadores a uma e duas particulas para fermides.

A discussao sobre a representacdo de operadores de uma e duas particulas é essencial-
mente idéntica para bosoes e fermides. As unicas diferencas residem na inclusdo do spin
e no calculo dos elementos de matriz de um operador de duas particulas.

6.3.1 Operadores a uma particula

Tal como no caso de bosoes, podemos definir um operador a uma particula (ver eq.(28)),

A = Z Aija;raj (45)
ij

em que A;;j = (¢4 A ) e |¢i) & um estado de base de uma particula. Em termos dos
operadores de campo,

fﬁ:imz/w%ﬂwwﬁ&42/w%m%m>
= Z/drdr’d;l,(r')Ao/a(r',r)@[}o(r)

em que

Apro(r',r) = D ior (r) Ay, (x)
ij

= Z (0’| ¢0) (6il Aldy) (5] vo)
= (r'o'| AJro). (46)

A titulo de exemplo, consideremos o caso do operador de energia cinética, que é diagonal
na base de ondas planas,
h%k?

<k/0_/‘ ﬁ ’ko’> = 7(51{/ k50' ol
2m 2m 7

Isto implica, usando a defini¢do 46,

1 k% o
A / - E o ik(r'—r)
O’U(r ,I‘) - 50,0’ Vv - 2 €

h2v2 1 ik-(r'—r)
= bea Gy D

)

272
v 5(r' —r)
m

= _60,0’
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Em termos dos operadores de campo, obtemos
R [EAVEIR
3 / ey (1) 0 (r);
g
repare-se que obtemos, de novo, uma expressdo semelhante & do valor médio deste ope-

rador entre estados de uma particula com a funcao de onda substituida pelos operadores
de campo.

6.3.2 Operadores a duas particulas

Os argumentos que nos permitiram construir a forma dos operadores a duas particulas
pra bosdes podem ser repetidos aqui, com uma ligeira modificacdo. Na soma

A1
V= 3 Z VkljaTaTalak (47)
ijkl
o factor aT Talak ¢ anti-simétrico nas trocas i <> j e [ <> k; por isso, s6 a parte anti-
simétrica das matriz Vkl conribuiu para a soma: sz = (szlj - ijf Vlf +V )/4
Definimos, como antes, |k,[) := akal |0}, e (k,l| = (0] qja), tendo em atencdo a ordem
dos operadores pois |k,l) = —|l,k)). Daqui para a frente repetimos no essencial o que

fizemos para bostes. Temos,

Z Vg (i ,jlal,alagap, |k, 1) = Z Vg™ (0 aja;al,al aqapakal |0)

Para fermioes,

(0] ajasaf, Taqapakal 0) = (0]ajaal,ala, <5pk ak%) 10)
(0] ajaial,a, (3udpe — agaldy ) 0)
= (0]a; alajnal (0q10pk — Oqkdpt) |0)
= (0im0jn — 0indjm) (SqiOpk — Oqkpt)

1 . . . . iy
5 3 v i glabadagay Ik, 1) = 5 (Vi) = Vi Vil + Vi) = V)
mnpq

Por outro lado, a anti-simetria dos estados implica que os elementos de matriz de um
operador (i, j|V)k,| sio anti-simétricos nas trocas de i <> j e k < [. Por isso, se
escolhermos a parte anti-simétrica dos coeficientes Vklj de modo a satisfazer a equacao

(i, |V |k, 1) = 2V
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o operador do segundo membro da eq.(47) terd os mesmos elementos de matriz que 1%
entre estados de duas particulas.

Para exemplificar, consideremos o caso de uma interaccao local independente de spin; é
o caso da interacgdo de Coulomb. Para simplificar tomamos como base de estados uma
base propria de s, |¢;o) com fungdes de onda ¢;(r)x+ e ¢(r)xem que xre x sao os
estados proprioas de s,. Uma interacgdo de dois corpos independente de spin destroi e
cria duas particulas nos mesmos estados de spin, ou seja

o1 TH
V = 3 Z V,;l]awaja,algxaka.

ijkl,oco’

Usando a representacao de operadores em termos de operadores de campo, (c.f. eq.(43))

Gis = / dr gt (v)io(r),
af, = / dr ()i (r), (48)

facilmente obtemos

V= ;Z/dr1dr2dr3dr4¢j}(r1)1ﬁz/(r2)v (r1, 1213, 4) Vo (r3) 100 (r4)
em que B
v (ry,ro;r3,Ty) = Z di(r1) 9 (r2) Vi ¢1(r3)dr(ra); (49)
ikl

o caracter local da interacc@o é expresso pelo facto de as particulas serem criadas nas
mesmas posi¢des em que sdo destruidas, isto é r; = ry e ro = rs; assim, assumimos que

v(ry,ro;r3,rg) = v (r; —r2)d(ry —ra)d(ra — r3). (50)

A expressao para o operador em termos dos operadores de campo simplifica-se para

A~

V= ;Z/drdr/iﬁg(r)ﬁlf(r/)v (r =), o () o (v).

~—

Por outro lado, usando a ortogonalidade das fungoes de base ¢(r), mostra-se facilmente
a partir das eq.(49) e (50) que

Vi = / drdr’ ¢} (r) 5 (' )v (r — t') ¢y (x))pi(r).
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