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Capitulo 1

O que é a funcao de
onda?

1.1 Introducao

A funcao de onda fez a sua entrada na Fisica pelas maos do fisico aus-
triaco Erwin Schrédinger. Curiosamente, Schrodinger, na altura, tam-
bém nao sabia a resposta a pergunta que serve de titulo a este capitulo. E
quando a soube nao gostou dela e recusou-se a aceita-la até ao fim da sua
vida. Numa famosa conversa que teve com Niels Bohr em Copenhaga,
1926, terd mesmo afirmado [1, 3]:

se estes danados saltos quanticos estao aqui para ficar entao
lamento ter-me de todo envolvido com a teoria quantica.

Ao que Bohr tera respondido:

Mas nés estamos bem contentes que o tenha feito; a sua mecéa-
nica ondulatéria contribui tanto para a clareza matematica e
simplicidade que representa um avanco gigante relativamente
a formas prévias da mecanica quantica.

O nosso entendimento actual da funcao de onda esta radicado na inter-
pretacao proposta por Max Born e refinada por Dirac, Jordan, Heisen-
berg e o proprio Bohr.

No entanto, ndo precisamos de refazer o caminho histérico. O desen-
volvimento tecnolégico das ultimas décadas permite hoje realizar expe-
riéncias com as quais os fundadores da mecanica quantica apenas sonha-
vam. Sonhavam ...literalmente; com efeito, o seu raciocinio, em especial
no caso de Bohr e Einstein, era frequentemente baseado em experiéncias
imaginadas que na pratica eram irrealizdveis. Mas ja nao sao! Muitas
dessas experiéncias, que incidiam directamente sobre conceitos funda-
mentais da mecanica quantica, foram ja concretizadas. Nao compensa
pois, em termos de clareza, refazer o caminho dos fundadores, que ti-
veram que basear-se em resultados que dependiam de um modo muito
mais indirecto dos principios fundamentais.

7
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Figura 1.1: Onda plana.
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Figura 1.2: uma reflexdo
muda a direcgdo dos raios.
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Neste capitulo iremos discutir uma dessas experiéncias realizada no
Laboratério de Alain Aspect, em Orsay, 1986, por Grangier, Roger e
Aspect (GRA) [2]. Através da discussao de uma experiéncia de interfe-
réncia chegaremos a funcao de onda na interpretacao que Bohr defendeu
na conversa acima referida. Comegaremos por relembrar alguns concei-
tos classicos relativos a fenémenos de interferéncia.

1.2 Campos lineares. Interferéncias

Subjacente a descri¢ao cldssica de uma onda luminosa estd o conceito
de campo. Um campo é qualquer grandeza fisica definida em todos os
pontos de um meio continuo, em geral dependente também do tempo. A
grandeza em questao pode ter uma natureza e estrutura muito variadas.
Um escalar como a temperatura, um vector como no caso do campo de
velocidades de um fluido, ou até uma estrutura mais complexa, como no
caso de um campo de tensoes ou do campo de curvatura em Teoria da
Gravitac@o. Pode ser algo bem mais prosaico. Uma imagem projectada
num écran pode ser vista como um campo de cor e brilho associado a
superficie do mesmo.

No caso do radiacao electromagnética o campo consiste em dois vec-
tores, os campos eléctrico e magnético E(r,t) e B(r,t). Em propagacao
no vazio o conhecimento de um destes vectores é suficiente para determi-
nar o outro; como nao iremos discutir fenémenos que envolvam polariza-
¢ao, limitar-nos-emos a considerar uma componente do campo eléctrico
E(r,t).

Luz monocromatica, como a luz de um laser ou de uma risca atémica,
tem uma variacao temporal, em boa aproximacao, sinusoidal.

E(r,t) = e(r) cos(wt + (1)) (1.1)

A variagao espacial do campo é determinada pela amplitude £(7) (real
e positiva) e pela fase p(r). Uma variagdo de fase, Ap(r) = 27, im-
plica uma oscilagao completa do campo. Nas situagoes mais correntes
isso ocorre para distdncias em que a variagdo de e(r) é praticamente
insignificante. A amplitude é essencialmente constante em distancias em
que E(r,t) tem varias oscilagoes devido & variagao de fase. Neste caso
as superficies de fase constante sdo, localmente, as superficies em que
o campo é constante — frentes de onda . Nas direcgbes perpendiculares
a estas — raios — é maxima a variagao de fase e o campo oscila. Como
exemplo, um feixe laser bem colimado tem frentes de onda que sao por-
¢oes de plano normais a direccao de propagacao que é também a dos
raios (Fig.1.1).

Ao longo de um raio a fase varia linearmente ¢ = kz + const o
que implica que E(r,t) oscila com um frequéncia espacial k = w/c (¢ —
velocidade da luz). O comprimento de onda A , é a distancia na qual a
fase varia de 27w, (A\k = 2m).

A interposicao de um espelho a 45° tém como consequéncia a altera-
¢ao da direcgao dos raios de 90° (fig. 1.2). A diferenga de fase entre os
pontos P e P’ depende do comprimento do caminho POP’. A reflexdo
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introduz também uma diferenca de fase adicional,

o(P") —¢(P) = 27?% + Ap,. (1.2)

Estes aspectos do comportamento de ondas sao, certamente, extre-
mamente familiares ao leitor. Em rigor, sao determinados pelas equagoes
de campo, que relacionam as variagoes temporais e espaciais dos campos.
No caso das ondas electromagnéticas trata-se das equagoes de Maxwell.
Mas as propriedades referidas nos pardgrafos anteriores — existéncia de
ondas harmoénicas com variagao sinusoidal, tanto espacial como tempo-
ral, a reflexao numa superficie de separagao de dois meios, uma relacao
determinada entre frequéncia e comprimento de onda — sao comuns a
uma classe muito vasta de campos.

A equacao de Scrhodinger é uma equagao de campo. Por isso vai-nos
ser possivel invocar estas caracteristicas familiares de campos classicos
na compreensao de alguns aspectos do comportamento das suas solugoes.
Algumas destas propriedades dependem crucialmente do facto de estes
campos serem lineares, isto é obedecerem ao principio da sobreposicao.
Significa isso muito simplesmente que se 11 (7, t) e ¥o(r,t) sao solugoes
possiveis das equagoes de campo, também o é qualquer combinacao linear
destas duas

Y(r,t) = ar1(r,t) + age(r,t) (a1, ag, constantes) (1.3)

Vejamos um exemplo. Com uma lamina parcialmente espelhada é
possivel dividir um feixe incidente num reflectido e noutro transmitido
com amplitudes €,.(r) e g4(r) inferiores as do feixe indidente. Na fig. 1.3
representamos a ac¢ao de um tal divisor de feixe D seguido de uma nova
reflexao de um dos feixes resultantes num espelho M de modo a criar
uma zona de sobreposi¢ao. Nesta zona o campo eléctrico é simplesmente
a soma dos campos correspondentes a cada um dos feixes na auséncia do
outro.

E(r,t) = BEy(r,t) + Es(r,t) (1.4)

Qual sera o aspecto do campo resultante? Aproveitemos esta oportuni-
dade para relembrar a representacao complexa de sinais sinusoidais. Este
modesto investimento em formalismo matematico mostrar-se-4 extrema-
mente rentdvel no futuro. Suponhamos entao que na regiao de sobrepo-
sicao podemos escrever

&
iy
—
=
~
|

g1 cos(wt + ¢1(1)) (1.5)
g9 cos(wt + @a(T)) (1.6)

=
N
=
~
=

Il

Suposemos que na regiao de sobreposi¢ao as amplitudes 1 e €5 sao cons-
tantes. Além das amplitudes precisamos de conhecer as fases, isto é os
argumentos dos cossenos, para caracterizar os campos. Acontece que
um ndmero complexo é também determinado por uma amplitude real
e positiva e por uma fase. E tal como um sinal sinusoidal, um ntmero
complexo visto como funcao da fase, é periddico de periodo 27. As duas

D

Figura 1.3: interferéncia de
dois feixes resultantes da
divisdo de um sé.
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fungoes Fq e F5 podem ser vistas em cada ponto r» como partes reais de
dois nimeros complexos ( ver apéndice I)

EM(r,t) = eeiltten®) (1.7)
EM(rt) = epel@ttea(™) (1.8)

que tem mdédulos iguais s amplitudes €1 e €5 e fazem angulos com o
eixo real dados pelos argumentos dos cossenos. O que torna 1til esta
representacao € que a soma de Fy e Fy é a parte real da soma de Eﬁ) e

Eé‘”. No apéndice I mostra-se que o campo resultante se pode escrever
, na representacao complexa como

EF) (r,t) = e(r)el@+®) (1.9)
em que a amplitude ao quadrado é
e2(r) = |ED (r, 1) = €2 + &3 + 2e169c05(Ap) (1.10)
O campo resultante
E(r,t) = ReE™)(r,t) = e(r) cos(wt + ) (1.11)

tem uma amplitude méxima para diferengas de fase Ap = 1 (r) — pa(7)
multiplas de 27 e minima para multiplos impares de 7. E importante no-
tar que esta diferenga de fase, em cada ponto r da zona de sobreposicao,
¢é independente do tempo, s6 depende da diferenga de caminhos épticos
dos dois feixes. Assim a amplitude de oscilacao do campo total variara
espacialmente em dimensoes comparaveis ao comprimento de onda, ja
que para essas distancias a diferenca de fase pode variar de 7.

1.3 Interferéncias com fotoes

1.3.1 Interferémetro de Mach-Zehnder

A experiéncia de Grangier, Roger e Aspect usa um dispositivo, inter-
ferémetro de Mach-Zehnder, que é apenas uma versao um pouco mais
elaborada da montagem da fig. 1.3. A radiagdo incide primeiro num
divisor de feixe D colocado a 45°. O feixe incidente é dividido em feixes
perpendiculares de igual intensidade. A intensidade, energia por uni-
dade de area e de tempo que atravessa uma superficie perpendicular a
direcgao de propagacgao, é, em fisica classica, proporcional ao quadrado
da amplitude do campo eléctrico. Os dois feixes sao reflectidos em dois
espelhos M e M’ de modo a incidirem num segundo divisor de feixe,
D’ orientado paralelamente ao primeiro. Cada um dos feixes d4 agora
origem a dois. Como se vé na fig. 1.4 em cada um dos canais de saida
de D’ sobrepoem-se o feixe reflectido de uma entrada com o transmitido
da outra. Dai que as intensidades nas saidas vertical, I,,, e horizontal,
Iy, dependam da diferenca de fase entre os dois caminhos. Sendo I a
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Y

Y

Figura 1.4: o interferémetro de Mach-Zehnder

intensidade de cada feixe & entrada de D’ temos (c.f. eq.(1.10) )

1 I

I = 50 + 50 + Iy cos(Agp) (1.12)
I I

I, = 50 + EO + I cos(Agy) (1.13)

em que Apy, e Ap, sdo as diferengas de fase dos campos que se sobrepoém
nas saidas h e v. Note-se a conservacao de energia implica que o fluxo
total de entrada seja igual ao de saida , ou seja, Iy, + I, = 21j. Isso obriga
a que Ay, e Ay, difiram de 7. Com efeito na geometria considerada o
divisor de feixe D’ introduz uma diferenca de fase de 7/2 entre os feixes
reflectidos e transmitidos.

Um deslocamento paralelo dos espelhos M ou M’ (na direccao dos
feixes que neles incidem) varia o respectivo caminho 6ptico e origina vari-
acoes idénticas em Ay, e Ay, proporcionais aos deslocamentos. Note-se
que os dois feixes que se sobrepoem em cada uma das saidas propagaram-
se em bracos diferentes do interferémetro. As intensidades I, e I, oscilam
em oposicao de fase. Na fig 1.5 reproduzem-se resultados da experién-
cia de GRA. Esta experiéncia ndo passaria de uma experiéncia cldssica
de interferéncia se os autores nao tivessem garantido de um modo assaz
curioso que no conjunto dos dois feixes s6 ha ... um fotao!

1.3.2 Um fotao de cada vez

Até este momento toda a nossa discussao foi feita em termos de ondas.
O leitor pode bem perguntar porqué se esta experiéncia é feita com
um feixe de particulas. Mas peco-lhe que contenha a sua justificada
impaciéncia com estas liberdades do autor pois dentro em breve as suas
razoes tornar-se-20 mais claras.

Ao fim ao cabo porque é que dizemos de um feixe de electroes, por
exemplo, que é constituido por particulas? Transporta energia (e outras
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o
channel number

Figura 1.5: taxas de contagem de fotoes em cada um dos canais de saida do
interferémetro em fungao do deslocamento de um dos espelhos [2].

grandezas conservadas como quantidade de movimento ou carga elec-
trica) mas sabemos que este transporte também é possivel num modelo
ondulatorio. Mas se usarmos um detector que permita medir os fluxos
destas grandezas verificamos, numa anélise cuidada, que a acumulacao
destas no sistema de detecgao é feita num conjunto de acontecimentos
discretos em que quantidades bem definida de cada grandeza transpor-
tada sao transferida do feixe. Poderfamos apontar para estes processos
as seguintes caracteriticas gerais

i) é geralmente facil garantir que esses acontecimentos individuais sao
idénticos (a mesma energia, a mesma quantidade de movimento
transferidas para o detector).

ii) Estes acontecimentos podem ser localizados em regides espaciais
que podem ser muito reduzidas em compara¢ao com as dimensoes
caracteristicas do feixe.

iii) Se reduzirmos a intensidade do feixe, por interposigao de um obsté-
culo por exemplo, a natureza dos eventos de detecgao nao se altera.
Altera-se apenas o seu numero.

Assim, por exemplo, se medirmos a carga depositada num eléctrodo
por um feixe de electroes, vemos que a carga do eléctrodo aumenta em
unidades discretas —e. Se o eléctrodo tiver dimensoes macroscopicas é
possivel, em principio, localizar os pontos em que cada transferéncia de
carga ocorre. Finalmente, se diminuirmos a intensidade do feixe, é o ni-
mero de transferéncias de carga por unidade de tempo que diminui, nao
a carga transferida em cada evento de detecgao. Nada mais natural pois
que considerar o feixe constituido por entidades discretas, idénticas entre
si, localizaveis, transportando quantidades bem definidas das grandezas
conservadas — os electroes, em suma.

Ora bem tudo o que dissemos se aplica, ipsis verbis, a um feixe de
luz. E 6bvio que uma medicao de trazer por casa da intensidade de um
feixe de luz poderd fazer crer num processo continuo de transferéncia de
energia. Mas também numa medicao de corrente com um amperimetro
nao detectamos a passagem de cada electrao. Ou na medigao da pressao
de um gas sobre uma parede nao descortinamos que ela resulta de um
nimero muito elevado de colisdes individuais de atomos ou moléculas
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com a parede. No entanto, se dispusermos de meios apropriados, pode-
mos de facto verificar que a medigao da energia transportada por um
feixe de luz é uma contagem.

E a medicao de intensidade representada na fig. 1.5 é, de facto, uma
contagem. O que esta representado em ordenadas é o nimero de fotoes
contados em cada detector em 15 segundos de experiéncia. Os disposi-
tivos de detecgdo (FM, e FMy) sao fotomultiplicadores e originam um
impulso macroscépico de corrente por cada fotao que absorvem. Esses
impulsos sao contados nos contadores Ny, e N, e sao os resultados dessa
contagem que se mostram na fig.(5) em fungao do deslocamento de um
dos espelhos M ou M’.

A minha préxima tarefa é convencer o leitor que, se para uma dada
configuracao do interferémetro foi, por exemplo, obtida uma contagem
de 200 num canal e 100 no outro, isso significa que foi repetida trezentas
vezes uma experiéncia que consiste em admitir num interferémetro um
unico fotao e determinar qual a saida que ele escolhe. Que essas trezentas
experiéncias tanto podiam ser feita em quinze segundos (como foram)
como a taxa de uma por dia, ou por més. O resultados seriam os mesmos!
Por outras palavras nunca ha mais do que um fotao de cada vez no
interferometro e nao ha qualquer espécie de relagao entre o que se passa
com um fotao e os seguintes ou anteriores.

A fonte usada nesta experiéncia é constituida por atomos de 4°Ca
excitados simultaneamente por dois lasers (pump lasers). Os dtomos
ficam num estados excitado que por razoes de conservacao de momento
angular nao pode decair directamente para o estado fundamental. Mas
nao se atrapalham e decaem para um estado intermédio. Este tem um
tempo médio de vida muito curto, 7, = 4.7 x 10 ?seg, e decai logo
para o fundamental. O resultado é que uma fonte deste género emite,
em cada decaimento atémico, nao um, mas dois fotoes, separados de
um intervalo de tempo que s6 muito raramente é superior a w = 275 &~
10 nanosegundos. Ora variando a intensidade dos lasers de excitagao
podemos ajustar o numero médio de decaimentos por unidade de tempo.
Os dados da fig. 1.5 foram obtidos para uma taxa de um decaimento em
cada 10 X w ~ 100 nanosegundos.

Eis entao como ¢ feita a experiéncia. Os contadores do interferéme-
tro estao quase sempre inactivos. Quando um fotao é detectado num
fotomultiplicador colocado do outro lado da fonte, relativamente ao in-
terferémetro (fig. 1.6) os detectores sdo activados durante um intervalo
de tempo w. Se eles detectarem um fotao é com grande probabilidade o
par do primeiro, resultante do decaimento do mesmo atomo. Para existir
outro fotao no interferémetro nesse intervalo seria neccessario ocorrerem
dois decaimentos atémicos num intervalo de tempo dez vezes inferior ao
tempo médio entre decaimentos . A probabilidade de isso acontecer é de
cerca de 1 parte em 200. A contagem s6 é feita em situacoes em que,
com grande probabilidade sé existe um fotdo no interferémetro! Com
estas restrigoes chegamos a um taxa de contagem de cerca de 300 fotoes
em 15 segundos ou seja uma medigao em cada 5 centésimos de segundo.
Recordemos que um fotao percorre um metro em 3 nanosegundos, isto é,
o tempo entre duas medigoes é, no minimo um milhao de vezes superior
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Figura 1.6: método de activagdo dos contadores

ao tempo de viagem de um fotao no interferémetro.

Os resultados das taxas de contagem mostram, inequivocamente, que
a probabilidade de um fotao que atravessa o interferémetro ser encon-
trado numa ou noutra das duas saidas depende da posi¢ao relativa dos
dois espelhos M e M’. Cada fotao sabe onde se encontram os dois espe-
lhos. De outro modo nao seria possivel que 200 ou 300 fotoes que viajam
pelo interferémetro em milénios diferentes (numa escala em que um dia
é o tempo de viagem da fonte ao detector) se distribuissem pelas saidas
de um modo que depende das posi¢oes dos dois espelhos. Como é que
eles adquirem esse conhecimento?

1.3.3 Os fotoes nao se dividem

O titulo desta secgao parece incompativel com o que foi dito na anterior.
Parece inquestiondvel que de algum modo cada fotao tem que se dividir
entre os dois caminhos para poder interferir consigo proprio a saida do
interferémetro. (Um fotao sd interfere consigo prdprio — Dirac). De
outro modo como é que o seu destino a saida do interferémetro pode
depender da posi¢ao dos dois espelhos?

Ora bom, para tirar dividas faz-se uma experiéncia. Numa segunda
montagem GRA substituiram os espelhos M e M’ por dois fotomul-
tiplicadores FMr e FFMt em relagao aos quais mediram nao sé taxas
de contagem mas também taxas de coincidéncia. Isto é, o nimero de
vezes que os dois fotomultiplicadores disparam no mesmo intervalo de
activacao w.

Suponhamos que o fotao (o que quer que ele seja) se divide em duas
partes no primeiro divisor de feixe. Isso seria certamente o que aconte-
ceria se se tratasse de uma perturbagao ondulatoria de duracao finita.
As duas partes de um mesmo fotao chegariam aos dois detectores ao
mesmo tempo. Se os detectores detectassem meio fotao com eficiéncia
de 100% entao disparariam sempre em conjunto e a taxa de coincidéncias
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Figura 1.7: nesta montagem procura-se detectar disparos simultaneos dos dois
contadores indicativos da eventual divisdao do fotao

N, seria igual as taxas de contagem N, e N;. Por outro lado se o fotao
nao se dividir as coincidéncias serao muito menos frequentes pois serao
devidas a presenca simultanea de dois fotoes no dispositivo, o que vimos
ser extremamente raro.

Este argumento pode ser quantificado com grande facilidade. Na
hipétese de divisao do fotao em duas partes seja 1 a probabilidade de
meio fotao atingir um dos contadores FFMr ou FMt dado que o outro
fotao do mesmo decaimento atéomico fez disparar o contador de referéncia
FM,. Sendo v, a eficiéencia de detecgao de meio fotao por F'M, temos

N, =v.1nNg (1.14)

e de igual modo para N
Ny = vnNg (1.15)

Se meio fotao atinge um dos contadores a outra metade atinge o outro.
Logo a taxa de coincidéncias

Ne = vmnNe (1.16)

Definindo um parametro de correlacao o« = P./P; P, em que P, = N, /Ng,
P, = N;/Ny, P, = N, /N, sao as probabilidades de haver coincidéncia ou
deteccao em cada um dos contadores num intervalo de activagao obtém-
se

_ NNy Loy (1.17)

NtNr 77

Um valor de o = 1 significa que P, = P, P, o que seria esperado se os
acontecimentos de deteccao em cada um dos contadores fossem total-
mente independentes. Um valor de o < 1 indica anticorrelagao entre
as detecgoes . Os resultados estao reproduzidos na fig. 1.8 em que se

«
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Figura 1.8: um valor do parametro « inferior & unidade significa a o niimero
de disparos simultdneos é menor do que se os disparos dos contadores fossem
independentes [2].

representa o em funcao do nimero médio de decaimentos atémicos num
intervalo de activacao. Nao s6 os valores de o sao sempre inferiores a
1, como, quando a probabilidade de dois decaimentos ocorrerem num
intervalo w diminui, o diminui também. Encontramos um fotao inteiro
num dos detectores e nenhum vestigio dele no outro.

1.4 A Funcao de Onda

Estes resultados colocam-nos problemas deveras curiosos. Um tnico fo-
tao viaja por um dispositivo e tem um comportamento que depende da
posicao relativa de dois espelhos colocados a metros de distancia. Mas
quando procuramos evidéncia do seu “espalhamento” pelo dispositivo
nao encontramos nenhuma. O leitor avisado poderia dizer. “Mas nao
é o comportamento de um fotao que depende da posigao relativa dos
dois espelhos. é o comportamento de muitos. As oscilagoes das taxas
de contagem da fig. 1.5 correspondem a medigoes de muitos fotoes 7. E
assim falando estaria bem acompanhado. H4 uma escola de pensamento
que defende que as “supostas” propriedades ondulatérias dos objectos
quéanticos (ndo tomemos partido chamando-lhes particulas ou ondas) sao
propriedades de grandes ntimeros desses objectos. Com efeito se fizermos
uma medi¢ao com um fotao obtemos um click num dos contadores (Deus
sabe qual !) e nada podemos concluir. E se houvesse determinismo e
o click caisse sempre no mesmo contador? Poderiamos concluir alguma
coisa de uma tnica medi¢ao? Certamente teriamos que confirmar com
muitas esse determinismo. Nem por isso negariamos que as propriedade
de originar o tal click pudesse ser atribuida a um fotao. Serd que um
dado estar viciado é uma propriedade de 1000 lancamentos?

Se levarmos em conta, como ficou claro da discussao desta experi-
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éncia, que entre duas medigoes tanto podia passar um dia como uma
semana, como os 5 centésimos que de facto passaram, parece-me pouco
sensato negar que a configuragao completa do interferémetro influencia
de facto o resultado de uma tnica experiéncia e que a sua descrigao o
deve reflectir.

Mas vamos por partes. Comecemos por enfrentar a nossa incapaci-
dade de saber com seguranca em que contador vai terminar a sua exis-
téncia o proximo fotao. Poderiamos defender o ponto de vista que a
incapacidade é mesmo s6 nossa. Isto é, que no feixe hd dois tipos de
fotdo os que vao para uma saida e os que vao para outra, e que se ape-
nas fossemos capazes de os distinguir, o indeterminismo desapareceria.
Este é o fundamento das chamadas variaveis escondidas. O ponto é que
elas estao mesmo escondidas. Isto é, nao sé nao sabemos hoje distinguir
os dois hipotéticos tipos de fotdo como nao ha nehuma ideia, conceito,
ou teoria que nos diga como o poderiamos fazer. Ao contrario do que
por vezes se diz em exposicoes esquematicas de filosofia de ciéncia, isso
nao seria impedimento a admitir essas varidveis escondidas se por essa
via chegassemos a uma esquema racional, simples e conveniente de fa-
zermos sentido deste comportamento (ao fim ao cabo quem ji viu um
quark?). Mas de facto n@o é isso que acontece. Chega-se a uma teoria
muito mais simples se admitirmos que nada distingue dois fotdes nesta
experiéncia mas que o seu comportamento nao é completamente deter-
minado. Precisamos pois de uma maneira de atribuir probabilidades as
varias possibilidades de detecgao.

Suponhamos que bloqueamos o caminho II (M’) no interferémetro.
Qualquer fotao detectado tera viajado por I. Mas podera terminar a sua
existéncia em F'M}, ou F'M,. Sejam entao Pr(h) e Pr(v) as probabilida-
des de deteccao do fotao na saida h e v respectivamente. E evidente que
estas probabilidades nao dependem da posicao do espelho M’ pois esse
caminho estd bloqueado. Bloqueando o feixe I em vez de I podemos
definir de modo semelhante Pjr(h) e Prr(v). Nesta experiéncia estas
probabilidades sao todas iguais e nao dependem da posicao relativa dos
dois espelhos. Tentemos agora responder & seguinte pergunta: com os
dots caminhos disponiveis quais serao as probabilidades P(h) e P(v)?

Vimos atrds, na segunda experiéncia, que cada fotao se encontra
integralmente em um dos dois bragos do interferémetro. Assim sendo
pareceria seguro concluir que:

i) Chegar a h é equivalente a chegar a h viajando por I ou por II.

ii) Um fotao que viaje por um caminho tem um comportamento que
nao depende do outro estar ou nao bloqueado.

Parece entao claro que deveriamos ter P(h) = Pr(h) + Pr;(h); mas ja
vimos que esta resposta estd errada, pois com os dois caminhos aber-
tos, a probabilidade P(h) depende da posicao relativa dos dois espelhos
enquanto Pr(h) e Prr(h) nao.

No entanto se reflectirmos um pouco vemos que ja sabemos calcular
esta probabilidade. E que a energia depositada em cada um dos detecto-
res num dado intervalo de tempo é simplemente proporcional ao niimero
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de fotoes que 14 sao detectados. E essa energia pode ser calculada usando
a representacao classica da radiacao, que sabemos ser valida quando um
grande numero de fotoes passa no interferémetro. Vimos atras que po-
diamos calcular a intensidade num dado ponto tomando o mdédulo do
campo eléctrico complexo |E (+) |2 . Punhamos entdo que a probabilidade
de deteccao de um fotao num dado ponto é proporcional ao quadrado do
médulo do campo eléctrico nesse ponto

P(r,t) o< |EF) (v, 8)? (1.18)

Se tivermos um dos caminho bloqueados o campo num dos detectores é o
que for determinado pelas leis de propagagao (as Equacoes de Maxwell)
pelo outro caminho. E obviamente nao varia com a deslocagao do espe-
lho do caminho bloqueado. Mas se os dois caminhos estiverem abertos
os campos correspondentes aos dois feixes somam-se na zona de interfe-
réncia. Como vimos atras o médulo do campo resultante tera oscilagoes
com a variacao da diferenga de caminhos 6pticos dos dois feixes. Para
cada um dos dois canais de saida temos (ver eq.(1.10) )

pirit) o B (r,t)+ B (r ) + 2
o €2 +4¢e%, 4 25er1c05(Ap)
= Pr(r,t)+ Prr(r,t) + 2/ Pr(r,t) Prr(r, t)cos(Ap)1.19)

Quando variamos a posi¢ao de um dos espelhos varia a diferenca de fase
Ay e o terceiro termo da equagao anterior origina as oscilagoes que se
véem na fig.(1.5).

Assim somos levados associar a um sé fotao um campo complexo,
isto é, com uma amplitude e uma fase. A probabilidade de deteccao do
fotao num ponto é proporcional ao quadrado da amplitude desse campo.
As equagbes que governam o comportamento desse campo sdo exacta-
mente as equagoes do campo electromagnético classico. Em particular
esse campo obedece ao principio de sobreposicao o que da origem aos
fenémenos de interferéncia. Este campo passard a ser designado por
funcao de onda.

1.4.1 A funcao de onda nao é um campo classico

Por esta altura o leitor ja estd acostumado a ver o titulo de uma sec-
¢ao contradizer as conclusoes da anterior. H& de facto uma diferenca
fundamenteal entre uma fungao de onda e um campo classico. O que
vimos atras é que as equagoes que governam um e outro podem ser do
mesmo tipo ou até as mesmas como no caso presente. Mas uma lei fisica
nunca se reduz a uma equacao. As nossa leis tem que nos dizer o que
acontece com contadores, espelhos, multimetros, balancas, osciléscopios,
etc. A volta de uma equagao tem que existir um agregado complexo de
conceitos e suposigoes (por vezes dificeis de explicitar) mas sem os quais
a equacao fica vazia de conteido. No caso presente temos que considerar
com mais cuidado a natureza deste campo associado ao movimento de
um fotao.
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Recordemos a segunda montagem da experiéncia de GRA. O campo
eléctrico em cada um dos contadores é nao nulo pois o fotao tem proba-
bilidade idéntica de ser detectado em qualquer deles. Mas suponhamos
que num dado instante o fotao é detectado em F M,.. Apds esse instante
qual é a probabilidade de o detectar em F'M,;? A experiéncia responde
a essa questao: zero! Um fotdo aparece num ou no outro dos contadores
nunca nos dois! Em termos da nossa descricao isso significa que apds a
detecgao em F'M, a fungao de onda em F'M; passa a ser zero (De facto
ela passa a ser zero em todo o espago porque aquele fotao nao mais vai
ser detectado em lado nenhum). E repare-se que nao importa que a dis-
tancia entre os dois detectores seja de um metro, um kilémetro ou um
ano luz. Nenhum campo classico tem este comportamento.

De facto um campo cldssico é um objecto fisico cujas caracteristi-
cas e propriedades podem ser especificadas sem qualquer referéncia ao
processo de observacao. As suas variagoes sao totalmente determinadas
pelas equagoes de campo. A fungdo de onda, como campo de ampli-
tude de probabilidade, é uma representacao matematica dos resultados
possiveis de observagoes e das respectivas probabilidades. Naturalmente
uma observagao, com a correspondente concretizagao de uma das ocor-
réncias possiveis implica uma alteragao dessa representagao. Os famosos
saltos quanticos sao precisamente essas modificagoes nas amplitudes de
probabilidade ocasionadas por observacoes .

Estamos ja a tocar alguns dos problemas mais delicados da discussao
sobre os fundamentos da mecanica quantica. Um caminho cheio de pe-
rigos e escolhos sobretudo se nao tivermos o cuidado de clarificar o uso
que fazemos da linguagem através da referéncia constante a experiéncias
reais ou conceptuais. Voltemos entao a experiéncia que servido de base
a toda esta discussao para retirar dela mais uma licao.

A funcgao de onda pode ter valores nao nulos em regides macroscépi-
camente distantes, como por exemplo nos dois bragos de um interferéme-
tro. No entanto, é toda a particula que podemos encontar numa dessas
regioes. Nessa altura nada aparece na outra. Poderiamos pensar entao
que uma tal funcao de onda apenas traduzia o nosso desconhecimento
sobre a verdadeira posicao da particula e que na realidade ela ja teria
uma das duas posigoes . O problema é que essas duas partes da fungao de
onda podem interferir ao reunir-se 4 saida do interferémetro. Ficariamos
entao na desconfortavel posicao de ter que explicar como é que o com-
portamento de um objecto fisico pode depender do (des)conhecimento
que temos das suas propriedades! Por outras palavras:atribuicao de uma
posicao definida o particula que viaja no interferometro, fica esvaziada
de sentido pelo facto de o comportamento da particula a saida do mesmo
depender da configuracao relativa dos dois bracos do interferometro. Tal-
vez seja entao mais prudente nao nos comprometermos sobre as andancas
dos fotoes entre medicoes e contentarmo-nos para ja com o facto de po-
dermos prever as probabilidades de eles nos surgirem num dado ponto.

Resumamos entao o o que esta experiéncia nos ensinou sobre a fungao
de onda.

i) Associamos ao estado de um fotao um campo complexo (amplitude
e fase) definido em cada ponto do espago. O quadrado da sua
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amplitude da a probabilidade de deteccao do fotao.

ii) Este campo obedece ao principio de sobreposicao, e as suas equa-
¢oes de propagacao sao semelhantes as equagoes que governam o
comportamento dos campos campos classicos. No caso de fotoes
sao as equagoes de Maxwell, nem mais!

iii) esta semelhanca matemdtica nao deve ofuscar-nos para as diferen-
gas conceptuais entre uma campo classico e um campo de ampli-

tude de probabilidade.

1.5 Nao s6 Fotoes

Este comportamento quantico dos fotoes é, no minimo, bizarro. Mas
felizmente (ou infelizmente?) essa bizarria é universal. Aplica-se nao
s6 a fotoes com a electroes, neutroes, protoes, mesoes, a todo o tipo de
particulas e até a bolas de ténis. Mas as condigoes em que é possivel
observar os aspectos ondulatorios variam sendo em geral mais restritivas
para particulas com massa do que para fotoes. As razdes sdo de dois
tipos.

As primeiras sdo, digamos, acidentais. O comprimento de onda as-
sociado aos fotdes (luz visivel, A ~ 5000A) sao bastante superiores aos
de electroes ou neutroes nas situagbes mais correntes (A ~ lA) Dai
resulta que, no caso de electroes ou neutroes, pequenissimas variagoes de
caminhos 6pticos originam vérias oscilagoes dos padroes de interferéncia
e estes sao mais dificeis de observar.

A segunda razao é mais fundamental, mas também mais subtil, e
tem a ver com algo que nao chegaremos a discutir, as estatiticas de
particulas idénticas. O que acontece é que é facil conseguir estados em
que muitos fotoes sao descritos pela mesma funcao de onda. Nesse caso
a fungao de onda aquire as propriedades de um campo cléssico porque
qualquer processo de deteccao envolve um niumero elevado de fotoes,
isto é, energias macroscépicas. Devido ao principio de exclusao de Pauli
isso nao é possivel para electroes ou neutroes. Por isso a teoria classica
descreve a radiacao como uma onda e os electroes como particulas. Mas
no comportamento ao nivel uma particula nada distingue, no essencial,
um feixe de luz de um de electroes ou neutroes. Na referéncia [4] o leitor
encontrard a descricao de um interferémetro em tudo idéntico ao que
aqui foi descrito, mas para feixes de neutoes e podera confirmar esta
afirmacao.

Daqui para a frente falaremos sobretudo de electroes lentos (com
velocidade muito inferior 4 da luz) para evitar juntar as complica¢oes da
Relatividade as da mecanica quéantica. A equacdo de campo da funca de
onda para este caso foi descoberta por Schrodinger e baptizada com o
seu nome.



Capitulo 2

Energia e Estados
Estacionarios

2.1 Introducao

No ano de 1900 Planck (com muita relutancia [1]) fez nascer a fisica
quantica ao sentir-se obrigado, para justificar a sua lei da radiacao do
corpo negro, a postular uma relacao entre os valores possiveis de energia
de um oscilador e a sua frequéncia. Cinco anos mais tarde Einstein foi
mais longe ao sugerir que a energia do campo electromagnético estava
quantificada em porcoes E = hw em que h era a constante introduzida
por Planck dividida por 27 e w a frequéncia da radiacao. Sabemos que
Einstein fez esta sugestao a propdésito do efeito fotoeléctrico que consiste
na emissao de electroes por um material por incidéncia de luz.

O que é interessante do nosso ponto de vista é pensar no modo como a
energia e frequéncia que entram na relagao de Planck-Einstein, F = hw,
podem ser medidas. Recordemos que a energia é obtida, no contexto
do efeito fotoeléctrico, medindo a energia cinética dos electroes emiti-
dos. Inferimos dai a energia dos fotoes admitindo que numa interaccao
elementar a energia do fotao é transferida para um electrao. Por outras
palavras, F é medida aplicando a conservagao de energia a uma colisao
entre duas particulas. Por outro lado a frequéncia w caracteriza a radia-
¢ao. E determinada, em geral, por uma medicao de um comprimento de
onda (através de uma experiéncia de interferéncia) que podemos relaci-
onar com a frequéncia usando as leis de propagacao da luz (w = 2me/\).
Ou seja a frequéncia aparece relacionada com uma descrigao ondulatéria.

Como poderemos compreender esta relacao no contexto da fungao
de onda introduzida no capitulo anterior? Vimos como podemos asso-
ciar a uma particula um campo de amplitude de probabilidade. Iremos
ver que certas configuragoes deste campo tem uma evolucao temporal
particularmente simples, nomeadamente

U(r,t) = p(r)e”™! (2.1)

Estes estados estao associados a valores bem definidos de energia dados
pela relacao de Planck-Einstein, £ = hw. Uma vez que a Eq.2.1, que

21
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Figura 2.1: Dois Osciladores acoplados

especifica a evolugao temporal de um estado, é valida para qualquer
t, um estado deste tipo é sempre caracterizado pelo mesmo valor de
w, ou seja pelo mesmo valor de energia. Surge assim uma associa¢ao
muito intima entre a conservagao de energia e a evolugao temporal dos
estados. Vamos ver que os estados com evolugao temporal descritos pela
Eq.2.1 sao, fundamentamente, os modos normais do campo de amplitude
de probabilidade. Invocaremos a andlise em modos normais de alguns
sistemas classicos para facilitar a compreensao do caso quantico.

2.2 Modos Normais de Vibracao em Fisica
classica.

2.2.1 Oscilagao harmonica

Em Fisica designamos por oscilador harmoénico simples, um sistema com
um grau de liberdade, que tem uma posi¢ao de equilibrio definida e
uma forga restauradora que varia linearmente com o deslocamento dessa
posicao. Os exemplos candnicos sao uma massa ligada a uma mola ou
um péndulo em oscilagoes de pequena amplitude. E por demais sabido
que um tal sistema tem movimentos de oscilacao sinusoidal no tempo

x(t) = o cos(wt + 0) (2.2)

A frequéncia w é caracteristica de cada oscilador, mas as constantes x
e 0 sao determinadas pelas condigoes iniciais. O movimento de um tal
oscilador fica entao totalmente definido por uma amplitude xy e uma
fase #. Por outras palvras, podemos caracterizar o movimento por uma
amplitude complexa. Ty = z¢exp(if). Como se viu no apéndice A uma
funcado como a da Eq.2.2 corresponde & projeccao no eixo real de um
nimero complexo zoe!“tt?) que roda com velocidade angular w. O seu
médulo é zg e a sua fase em t =0 é 6.

2.2.2 Dois osciladores acoplados

Consideremos o sistema de duas massas da Fig.?? em oscila¢ao na di-
recgao das molas. osc-acopl Porque a forca numa das massa depende da
posicao da outra nao é facil adivinhar como eles se irao mover para uma



2.2. MODOS NORMAIS DE VIBRACAO EM FISICA CLASSICA.23

configuracao inicial arbitaria. Mas certas configuracoes sao particular-
mente simples. Por exemplo, se pusermos

21(t) = 22(t) = A(%) (2.3)

a mola do meio tem um comprimento que nao varia e as equagoes de
Newton para as duas massas reduzem-se a

22,
d dt;t) — ko (t) (2.4)
220
d dtf) — ko (t) (2.5)
ou seja A
mTQ() — koAl (2.6)

que é a equacao de um oscilador com uma frequéncia wy = \/ko/m. A
solugao é pois A(t) = Ag cos(wot+6). O leitor pode talvez adivinhar que
uma outra solugao, igualmente simples, é obtida pondo x1 () = —xz2(t) =
B(t) pois nesse caso a forgas restauradoras em cada uma das massas sao
simétricas e valem, para a massa da esquerda, —(koz1 + k1(x1 — x2)) =
—(ko + 2k1)B(t) ou seja

d*B(t)

i = (ko + 2k)B(2). (2.7)

m

De novo a equacao de um oscilador simples mas com uma frequéncia

diferente da anterior, wq = +/(ko + 2k1)/m.

Para o primeiro modo de vibragao podemos escrever
x1(t) = a1 A(¢); xa(t) = az A(t) (2.8)
e de modo semelhante para o segundo
z1(t) = b1 B(t); xo(t) = baB(t) (2.9)

em que as contantes a1, as e by,bs podem ser fixadas de uma vez por todas
(a1 =1, ax=1, by=1, by=-1)e A(t) e B(t) sdo solugoes de um
oscilador harmonico simples. Nestes modos de vibracao, modos normais,
todos os graus de liberdade tém uma oscilagao harménica com a mesma
frequéncia e relacoes de fase fixas. Isto é, a oscilacao fica completamente
caracterizada por uma amplitude e uma fase exactamente como no caso
do oscilador com um grau de liberdade. As constantes a; e b; definem a
forma dos modos normais.

Mas, se um modo normal fica totalmente caracterizado por uma fase e
uma amplitude, nao pode ser o movimento mais geral pois existem neste
problema quatro condic¢oes iniciais a satisfazer, duas posi¢oes e duas
velocidades. Por exemplo a configuragao inicial z1(0) = u, x2(0) = 0,
com velocidades nulas, é impossivel de satizfazer supondo que o sistema
oscila num dos modos normais.

Felizmente destas duas solugoes é possivel construir com facilidade
qualquer uma. Com efeito as equagoes de movimento sao lineares, isto
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é, se x1(t) = f1(t), xa(t) = f2(t) e z1(t) = g1(t), x2(t) = g2(t) sdo dois
movimentos possiveis, entao x1(t) = f1(t) + g1(t), x2(t) = f2(t) + ga(t)
também é. Isto resulta nao s6 do facto de as aceleragoes de cada massa
serem a soma das aceleragoes que teriam nos dois movimentos considera-
dos, mas também do facto de as forcas serem lineares. Se somarmos dois
deslocamentos as forgas resultantes sao a soma das forgas corresponden-
tes a cada um. Isto significa que podemos ter o seguinte movimento

Q?l(t) = alA(t)—l—blB(t) (210)
22(t) = asA(t) + baB(t) (2.11)

O que é realmente interessante é que qualquer solucdo das equacao de
movimento se pode exprimir nesta forma. Com efeito esta solucao tem 4
contantes arbitrarias, as duas amplitudes e fases dos dois modos normais,
que podem ser fixadas de modo a satizfazer quaisquer condigoes iniciais.
E fixadas estas o movimento fica univocamente determinado. Assim,
neste caso muito simples de um sistema com equacoes de movimento
lineares encontramos o seguinte:

i) Existem modos normais de vibragdo em que todas as partes do
sistema oscilam com a mesma frequéncia e relagoes de fase fixas.

ii) O movimento de um modo normal é idéntico ao de um oscilador
simples ficando totalmente determinado por uma amplitude e uma
fase.

iii) O movimento mais geral ¢ uma soma de modos normais e fica entao
univocamente determinado dando para cada um deles a respectiva
amplitude e fase. Uma vez que as condigoes iniciais determinam
também o movimento, isso significa que as condigoes iniciais defi-
nem a amplitude e a fase de cada modo normal presente num dado
movimento.

As fungoes A(t) e B(t) do nosso exemplo caracterizam o movimento
tao completamente como as coordenadas originais x(t) e xa(t) (ver
Eqs.2.10 e 2.11); sao designadas por coordenadas normais. A sua evolu-
cao temporal é a mais simples possivel, uma oscilacao harmonica.

Esta analise pode ser com facilidade generalizada para sistemas linea-
res com um nimero N arbitrario de graus de liberdade (N coordenadas
de posigao). Encontramos exactamente N modos normais como é ne-
cessario para garantir que uma combinacao linear deles tem a latitude
suficiente para satizfazer 2N condigoes iniciais. O conjunto de frequén-
cias dos modos normais é o espectro do sistema.

O conceito de modo normal mantém a sua validade mesmo no caso
de campos, em que a configuracao do sistema tem que ser indicada, nao
por N coordenadas, mas por uma funcao ¢ (x) com um valor definido em
cada ponto de uma dada regido (sistemas com ntmero infinito de graus
de liberdade). Em situagdes em que o principio de sobreposi¢ao seja
vélido, isto é se ¥ (x,t) e ¥o(x,t) designam dois movimentos possiveis
athy (z,t) + bipa(x,t) é também um movimento possivel (para qualquer
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valor das constantes a e b), é possivel definir-se modos normais de vi-
bragao e exprimir qualquer movimento como soma de modos normais.
A anélise detalhada dessa situagao exige ferramentas matemaéticas de-
sadequadas a este tipo de curso, mas a discussao de um caso concreto
permitir-nos-4 tirar as conclusoes mais importantes.

2.2.3 Modos Normais de um Campo

Consideremos uma corda elastica, tensa, em vibracao transversal num
dado plano e representemos o deslocamento tranversal da posicao de
equilibrio por ¥ (z,t). E um exemplo muito simples de um sistema com
um numero infinito de graus de liberdade, nomeadamente, os desloca-
mentos em cada ponto da corda.

O que constituiria um modo normal para um tal sistema? Recor-
dando o que aprendemos na secgao anterior esperariamos que todos
os pontos da corda tivessem uma oscilagao harmoénica com a mesma
frequéncia ;

Y(x,t) = ¢(z)acos(wt + 0) = ¢(x) A(t) (2.12)

Neste caso a fungao ¢(x) determina a forma do modo. Existirdo movi-
mentos deste tipo? Isso depende da equagao que determina a evolucao
deste campo. No caso presente ela tem a forma

curvatura de 1 no ponto = o aceleracao do ponto x (2.13)

A razdo é simples. Se olharmos para um segmento da corda que estd
rectilineo vemos que as tensoes nas extremidades tém uma resultante
com componente nula na direcgdo do deslocamento transversal (Fig.2.3).
Mas se o segmento tiver curvatura (o seu declive variar de um extremo
ao outro) hd uma forga na direcgao transversal (Fig.2.4 ). A equacao
escrita acima diz que a aceleracao do segmento é proporcional a essa
forga.
Para um modo normal devemos ter

A(t) = acos(wt + 0) (2.14)
e a aceleragao do ponto x sera

0% (z,t) d?>A(t)

—oz = o(x) prEa —w?(x) A(t) (2.15)
Para a curvatura de ¢ (x,t) teremos
82¢($,t) _ d2¢(x)A(t)' (2.16)

02 dx?

a curvatura é proporcional & curvatura da forma do modo, ¢(x). Nao é
dificil concluir que a fungao da Eq.2.12 serd uma solucao se ¢(z) satisfizer
a condigao

d?o(x
curvatura de ¢ no ponto x = % o
x

—w?(x) (2.17)

X

Figura 2.2: vibragoes
transversais numa corda.

7

%,o

X

Figura 2.3: as tensoes na
extremidade do segmento
anulam-se.

X

Figura 2.4: Se o segmento
tiver curvatura as tensoes
na suas extremidades nao se
anulam
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Esta equagdo determina a forma do modo ¢(z). As funges cuja se-
gunda derivada é proporcional & propria funcao e de sinal contréario sao
as fungoes sinusoidais. Se

o(x) = sen(kx + n) (2.18)
a Fq.2.17 sera verificada se
w? o k2. (2.19)

Note-se que a equagao de campo, ao relacionar a variagao espacial da
campo (a curvatura) com a sua variagao temporal, determina a relacao
entre a frequéncia w (variagdo de fase por unidade de tempo) com k
(variagao de fase por unidade de comprimento).

Obtemos entao um solucao das equagoes de campo da forma

P(x,t) = sen(kx + n)a cos(wt + 6) (2.20)

Esta funcao satizfaz a equacao de campo para qualquer frequéncia e, com
efeito, uma corda infinita tem um espectro continuo. Mas se a corda for
finita é necessério especificar que condicoes deve satisfazer a solucao nos
extremos. Por exemplo se ela estiver fixa nos pontos de coordenadas
x = 0ex = L teremos que ter n = 0 e kL multiplo de 7 para que
¢(0) = ¢(L) = 0; logo

a . .
kn = nr (n inteiro) (2.21)
Esta condigao fixa um conjunto discreto de frequéncias (w,, o nw/L)) e
modos normais. O espectro passa a ser discreto. Como no caso da seccao
anterior o movimento mais geral da corda é uma combinacgao linear de
modos normais,

T 2rx

W(x,t) = Ay (t)sen(f) + Ag(t)sen(T) +- (2.22)

em que, de novo, as coordenadas normais executam uma oscilacao har-
monica simples,

Ai(t) = Ajcos(wit+0y) (2.23)
As(t) = Ascos(2wit + 62) (2.24)
(2.25)
(2.26)

com wy x wx/L. As amplitudes e fases dos modos normais determi-
nam completamente o movimento através desta equacao. Isto significa
também que o valor da amplitude de cada modo normal (assim como
a fase) fica definido pelas condigdes iniciais e nao mais varia durante o
movimento. Os modos normais neste caso sao em ntmero infinito. E
assim que funciona a corda de uma guitarra!



2.2. MODOS NORMAIS DE VIBRACAO EM FISICA CLASSICA.27

2.2.4 Modos Normais na representacao Complexa

Porque é que os sistemas lineares, que obedecem ao principio de sobre-
posicao, tém como movimentos possiveis, modos normais

P(x,t) = ¢(x) cos(wt + )7 (2.27)

A resposta a esta pergunta obriga-nos a olhar para solugoes comple-
xas das equagoes de movimento. No caso de um campo cléssico, (x, t)
corresponde a uma grandeza mensurdvel directamente (deslocamento,
velocidade, etc) e, por isso, s6 as solugoes em que ¥ (x,t) é real tém inte-
resse fisico. Mas ha duas razoes para considerar solucoes complexas das
equagoes de movimento. Mesmo no caso classico podemos aprender algo
sobre a estrutura das solugoes que nao seja evidente se considerarmos
apenas solucoes reais. Por outro lado, no caso quantico, o significado
fisico de ¥ (x,t) nao obriga a que seja real.

Como exemplo escrevamos mais uma vez a equagao de movimento
de um oscilador harménico (pode ser a equacao da coordenada de um
modo normal)

d*x(t) 2
el x(t) (2.28)
com a solugao geral, real
x(t) = o cos(wt + @) (2.29)

No apéndice A mostramos que no plano complexo existe uma relacao
entre as fungoes sinusoidais e a exponencial. A funcao

e = cosat + isenat (2.30)

tem uma derivada temporal

4,
dt

ot

= iaelat (231)
o que implica que se o = w? (a = +w), serd uma solucao complexa da
equagao de movimento. Como a equacao de movimento tem coeficientes

reais e é linear, a parte real e a parte imaginaria de uma solugao complexa
s@o por sua vez solugdes reais. Pondo z(t) = a(t) + ib(t)

d?z(t)
dt?

+wz(t) = (2.32)
_ <ddigt) +w2a(t)> +i (ddi(;) —|—w2b(t)(>z.33)

O segundo membro s6 sera nulo se forem nulas as respectivas parte real
(a(t) é solugao) e imaginaria (b(t) é solugao).

A existéncia de modos normais pode entao ser associada ao facto de
existirem solugoes complexas das equacoes de campo na forma

U(w,t) = p(z)e™! (2.34)
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Existe uma razao profunda pela qual a maior parte das equagoes de
campo tém solugoes deste tipo e tem a ver com a simetria de translacao
no tempo. Imaginemos um movimento t(z,t) determinado por uma
dada condigao inicial

U(x,0) = f(z) (2.35)

com velocidade inicial nula em todos os pontos. Suponhamos, agora que
estas condigoes sao impostas, nao no instante ¢ = 0, mas noutro instante
t = to. A arbitrariedade de escolha de origem do tempo, implica que para
campos com condi¢oes externas nao dependentes do tempo teremos uma
nova solugao

Yo, t) = Y(x,t —to) (2.36)

ou seja, o movimento que no instante t = tg+ 7 toma o valor que o ante-
rior tomava em t = 7. Esta propriedade é uma simetria de translagao no
tempo. As solugoes complexas tém um comportamento particularmente
simples numa translacao temporal

ewt=to) — gmiwlogiwt — congt x et (2.37)
Trata-se da mesma solu¢cdo multiplicada por uma constante. Por ou-
tras palavras estas solugoes tém a mesma simetria que as equacgoes de
movimento. E daqui que resulta a universalidade de solugoes deste tipo.

Seja como for, a ligao principal a tirar desta discussao é que, em
geral, os modos normais de uma equagao de movimento linear podem
encontrar-se na forma

U(w,t) = p(x)e™! (2.38)
Em fisica classica, as solugoes fisicamente interessantes sao a parte real
de solugoes complexas:

z(t) = Rage' @0 (2.39)

2.3 A equacao de Schrodinger

2.3.1 Modos Normais do campo Electromagético

O estudo completo dos modos normais do campo electromagético, obrigar-
nos-ia a considerar em detalhe as equagoes de Maxwell e esta fora de
questao neste contexto. Aqui pretendemos apenas salientar aspectos ge-
rais que sao comuns a qualquer campo numa situacao de homogeneidade
espacial.

No vazio, na auséncia de cargas, todos os pontos sao equivalentes.
Imaginemos uma dada componente do campo eléctrico num modo nor-
mal

E(r,t) = Re(r)e ™! (2.40)

Dada a homogeneidade espacial, se substituirmos ¢(r) por €(r — a) de-
veremos ter também um modo normal. Serd o mesmo modo normal se
e(r) corresponder a uma onda plana, isto é

e(r) = kT, (2.41)
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com efeito,

e(r—a)= ek (r —a) _ omikagikr _ oopgp i ikT (2.42)

A existéncia de solucoes deste tipo estd, entao, relacionada com a sime-
tria de translagao espacial, do mesmo modo que a de modos normais
corresponde a simetria de translacao temporal. Nao é pois de admirar
que todos os campos, em situacoes homogéneas, tenham modos normais
que sao ondas planas. O mdédulo do vector de onda k, é a variagao de fase
por unidade de deslocamento na direc¢ao de k (a direc¢ao dos raios). As
equagoes de Maxwell, no caso do campo electromagnético, determinam
a relacdo entre k (e o comprimento de onda A = 27 /k) e a frequéncia w,
k=w/ec.

O campo eléctrico é a onda de amplitude de probabilidade de um
fotao. Por outro lado, um fotao no vazio tem uma energia dada por
FE = hw de acordo com as propostas de Planck e Einstein. A teoria elec-
tromagnética classica associa a uma onda plana com uma intensidade
(energia por unidade de tempo e de drea) uma quantidade de movimento,
na direcgao de propagacao (por unidade de tempo e de drea) I/c. Este
facto seria facilmente explicado se cada fotao tivesse uma quantidade de
movimento p = hw/c = hk. Encontramos pois uma forte indicagdo no
sentido de associar a uma onda plana do campo electromagnético com
frequéncia w e vector de onda k um fotao de energia e quantidade de
movimento:

E = hw
p = hk. (2.43)

Foi a experiéncia do efeito de Compton que veio confirmar plena-
mente estas equacoes. Nessa experiéncia, radiagao de frequéncia muito
elevada incide sobre atomos. A radiacao é difundida sofrendo um desvio
e uma variacao de frequéncia. Simultdneamente é detectada a emissao
de electroes de cuja velocidade pode ser medida. Para os fotoes mede-se
entdo a frequéncia e o vector de onda antes (w,k) e depois (', k') da
interagao. Sendo conhecida e energia e quantidade de movimento dos
electroes emitidos (E,p) e podendo os seus valores iniciais ser conside-
rados nulos dado que F é muito superior, em maddulo, as energias dos
electroes nos dtomos, verificou-se que a interagao pode ser descrita como
um colisao entre um electrao e um fotdo em que se verificam as leis de
conservagao de energia e quantidade de movimento:

p+hk' = hk (2.44)
E+h' = hw (2.45)

Estas equagoes confirmam pois a identificacao de fiw e hk (caracteristicas
de uma onda plana) como a energia e quantidade de movimento de uma
particula, o fotao.

2.3.2 A equacao de onda para o electrao

A teoria do campo electromagnético (em particular as respectivas equa-
¢oes de campo) estava bem desenvolvida antes de os aspectos corpuscu-
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lares dos fotoes se tornarem patentes. No caso dos electroes e das outras
particulas constituintes da matéria, no seu estado corrente, a ordem das
descobertas foi invertida. A natureza corpuscular e discreta destas en-
tidades foi estabelecida com a respectiva descoberta. A identificacao do
fotao como particula de radiacao, com uma energia determinada pela
respectiva frequéncia, veio mostrar que o espectro de riscas dos dtomos
resultava da existéncia de valores de energia discretos o que, sé por si,
reveleva que a dinamica destas particulas teria que ser muito diferente
da newtoniana. Em 1913, Bohr assumiu esta necessidade ao propor o
seu famoso postulado de que de todas as érbitas classicamente permiti-
das s algumas sao possiveis e estdaveis. Precisamente aquelas em que o
momento angular do electrao (érbita circular) vale

h
mur =n— =nh (2.46)
27
com n inteiro. A aplicacdo das leis da mecanica cldssica ao movimento
do electrao no campo coulombiano do nticleo, juntamente com esta res-
tricao, conduziu Bohr a determinagao das energias possiveis como

1 me
En=—-—35m (2.47)
(€2 = 2 /4mey). Esta previsao correspondia de facto ao espectro experi-
mental do dtomo de hidrogénio.

A hipdtese de Bohr é absolutamente incompreensivel no contexto da
Fisica clédssica, no ambito da qual é formulada. Durante 13 anos os fisicos
tiveram condigoes semelhantes a esta enzertadas em teorias classicas com
as quais continuavam a calcular as 6rbitas. Era bem claro para muitos
fisicos (mais até para Bohr do que para alguns daqueles que exploraram e
desenvolveram as suas ideias) que esta situagao era provisdria e que o seu
postulado teria que resultar de uma teoria mais englobante, que, nao s6
desse conta do comportamento de particulas microscépicas, mas também
contivesse a mecanica classica em limites apropriados. Esta tinha a sua
validade e dominios de aplicabilidade bem estabelecidos.

Louis De Broglie abriu uma porta muito importante no caminho para
essa teoria ao propor que o caracter ondulatério e corpuscular da radia-
¢ao era também extensivel aos electroes. As suas ideias foram brilhante-
mente confirmadas quando Davisson e Germer, realizaram experiéncias
de difracgao (um fendémeno que é, no essencial, a interferéncia de um
grande numero de ondas) com electroes.

Coube a Schrodinger o passo importante de descobrir a equagao de
campo para o electrao. O significado desse campo iludiu Schrodinger,
como referimos no Cap.1l, mas isso nao o impediu de adivinhar correc-
tamente a equagao correspondente no limite nao relativista (a equacao
relativista foi descoberta alguns anos mais tarde por Dirac). Felizmente
a velocidade dos electrées nos atomos (pelo menos nos mais leves) é
bastante inferior a da luz.

Schrédinger inspirou-se numa formulagao avangada da mecanica clés-
sica. A equagdo a que chegou nao é mais complexa que muitas das
equagoes de campo da fisica classica. E, certamente, muito mais simples



2.3. A EQUACAO DE SCHRODINGER 31

que as equacgoes do electromagnetismo. Apesar disso um estudo com-
pleto dessa equacao exige uma sofisticacao matematica superior a que se
presume neste curso. Por isso filosofia que vamos seguir é tentar compre-
ender alguns aspectos gerais das suas solugoes que sao semelhantes aos
que ocorrem em contextos classicos mais familiares. De momento ana-
lisemos certos argumentos que nos permitem tornar plausivel a forma
dessa equacao.

Comecemos por considerar um electrao nao sujeito a forgas. Trata-se
duma situacao de homogeneidade espacial semelhante a que discutimos
a proposito do campo electromgético. Serd estao de esperar encontrar
solugoes do tipo onda plana:

(1) = e'Frmen (2.48)

(para simplicar suponhamos apenas uma dimensao). Recorde-se a este
propdsito que, como referimos no primeiro capitulo, existe uma notavel
unidade de comportamento entre todos os tipos de particula. Esta funcao
de onda deve descrever um electrao com energia E = hw e quantidade
de movimento p = hk. Mas, para um electrao, sabemos que

1
E= 5va (2.49)
ou seja
hk?
= 2.50

Recordemos que no caso da corda vibrante tinhamos uma relacao de
dispersao

w? o k? (2.51)
que era o resultado de uma equagao

—aceleragao do ponto & ox —curvatura de 1) no ponto x (2.52)

O factor w? é o resultado de derivar duas vezes a funcdo e™! que carac-
teriza um modo normal. Para obter a relagao de dispersao da eq.(2.45)
Schrédinger escreveu

i x velocidade de ¥ do ponto & & —curvatura de ¥ no ponto z (2.53)

ou mais precisamente

O (x,t) e 0%(x,t)

! T T om 0x2

2.54
5 (2.54)
A curvatura aparece associada & energia cinética da particula.

O préximo passo é generalizar a equacao de campo para uma parti-
cula sujeita a forgas, com uma energia potencial V(z):

o %mvz +V(2) (2.55)

Parece claro comparando as eqs.(2.44) (2.49) e (2.50) que deveremos
neste caso adicionar um termo a eq.(2.49). Schrodinger tentou um termo
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de energia potencial que, como o de energia cinética fosse linear na funcao
de onda. Desse modo o principio de sobreposicao seria verificado pelas
solugoes da equacao de campo, assim como todas as suas consequéncias
(modos normais, interferéncia, difracgao, etc). A equagao que propos foi

2 92
wWend) I OVED |y e (2.56)

ih
convenientemente generalizada para movimento a trés dimensoes .
Schrodinger aplicou esta equacao ao dtomo de hidrogénio usando o
potencial Coulombiano V (r) = (e?/4meor). Comegou por procurar mo-
dos normais

Y(r,t) = p(r)e™? (2.57)

e encontrou para as frequéncias possiveis os valores que Bohr tinha en-

contrado

E, 1 me'
wTL = — =

h  n2 2R3

(2.58)

E pois bem fundada a identificacao dos modos normais da forma da
eq.(2.52) com estados de energia F,, = hw.

2.3.3 Estados de energia para o electrao numa caixa

Para aclarar ideias consideremos o exemplo concreto de um electrao con-
finado a mover-se a uma dimensao entre dois pontos x =0e z = L. A
equagao de Schrodinger é muito semelhante a da corda vibrante estudada
na seccao anterior.
52
—g- % curvatura de i(x,t) = ih x derivada temporal de ¥ (z,t) (2.59)

A derivada temporal da exponencial é simplesmente (ver apendice A)

d . )
Ee—wt = —jwe” ! (2.60)

e portanto a equagao para o modo normal é

f% x curvatura de ¢(z) = hwo(x) (2.61)

A tnica diferenga entre esta equagao e a eq.(2.15) para a corda vibrante,
é que a curvatura é agora proporcional a frequéncia, nao ao seu quadrado.
As solugdes sdo novamente as fungoes sinusoidais. Se impusermos as mes-
mas condicdes fronteira de anulamento da funcdo de onda nos extremos'
obtemos para a forma dos modos, exactamente como antes

on(z) = \/gsen(k}nm) (kn = n%, n inteiro ) (2.62)

IMostra-se a partir da pépria equacido de Schriodinger, que estas condicdes sdo
correctas na situagdo em que se considera que a regiao a esquerda de 0 e a direita de
L sao inacessiveis.
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e as energias

h%k2
E, = z

5 (2.63)
(o factor \/2/L é determinado pela condigao de normalizagao)

Nao ha nada de estranho em um campo ter um espectro de frequén-
cias discreto. Todos os campos classicos confinados a regioes finitas
os téem. Mas a sua energia estd relacionada com a sua amplitude de
vibracao; enquanto que em fisica quantica surge uma identificacao entre
o espectro de frequéncias proprias e o espectro de energias.

2.3.4 Coordenadas normais em Mecanica Quantica

Um dos aspectos curiosos da discussao anterior é que, se a funcao de onda
do sistema for do tipo da eq.(2.24) a probabilidade de encontrar a par-
ticula em qualquer ponto P(r,t) = |¢(x,t)|? = |¢(x)|? é independente
do tempo. Estes estados sao , por essa razao , designados por estacio-
narios. Mas tal como no caso classico nem todas as solugoes da equacao
de movimento sao deste tipo. Como a equacao de Schrodinger é linear

podemos ter combinagoes lineares arbitrarias de solugoes estacionarias
P(x,t) = a1y (x)e” ™M + aga(x)e "2 - .- (2.64)

Acontece ainda, de novo como no caso classico, que esta decomposicao
é possivel para qualquer solucao da equagao de Schrodinger e é unica.
A fungao de onda fica univocamente determinada se conhecermos as
amplitudes

{aje™ ™1t goe™2t 1} (2.65)

A questao que certamente se estard a formar na mente do leitor é
como interpretar estado da eq.(2.30) no que diz respeito a energia? Nao
é um estado caracterizado por uma dada frequéncia.Como interpretar
a relacdo de Planck-Einstein? Na realidade ja encontramos uma situ-
acao semelhante em relacao a outra grandeza fisica — a posi¢ao. Ao
descrevermos uma particula através de uma funcao de onda nao lhe atri-
buimos uma posigdo definida. Apenas especificamos a sua distribuicao
de probabilidade. Nao devemos pois admirar-nos se esta situacao se
estender a outras grandezas fisicas. Parece pois plausivel (e revela-se
correcto) interpretar o estado da eq.(2.30) como especificando uma si-
tuagdo em que a energia nao tem um valor definido. Ao ser medida,
num sistema descrito por esta fungao de onda, o valor obtido podera ser
Ey = hwy, ou Ey = hwy ete. A probabilidade de obter cada um destes
valores serd dada pelo quadrado do médulo do coeficiente respectivo?,
|alefiu}1t|27 |a2€7iw2t|27‘...

A equivaléncia entre as duas maneiras de especificar o estado do
sistema, nomeadamente indicando a funcao i (z,t) ou as coordenadas
normais

{aje ™1t age= ™2t} (2.66)

2Quando a fungio de onda 1 (z, t) satisfizer a condigio de normalizacao.
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revela-se ainda mais profunda . Em ambos os casos estamos a espe-
cificar para cada resultado possivel de uma medicao, as posi¢oes x ou as
energias F1, Fs, ..., um nimero complexo cujo médulo ao quadrado é a
probabilidade de ocorréncia desse resultado.

2.4 Estados nao estacionarios

2.4.1 Espectroscopia de batimentos

Gostaria agora de discutir brevemente uma experiéncia que mostra que
estados que sao combinacao linear de estados de energia diferente sao
bem reais, ndo apenas ficgdes de tedricos convenientes para conseguir
determinados resultados.

Vejamos primeiro que consequéncias teria colocar um sistema nao
num estado estaciondrio mas numa combinacao linear de dois de energia
diferentes

G, t) = ardi(z, t)e” " + aggo(w, t)e™ "
e~ (a1 (w,1) + azga (@, t)e 27ty (2.67)

Se olharmos para o valor da fun¢ao de onda num dado ponto vemos que
é uma soma de dois complexos de médulos fixos mas com fases a aumen-
tar no tempo com velocidades angulares diferentes w; e we. No plano
complexo o valor da funcao de onda em cada ponto é dado pela soma de
dois vectores de médulo fixo e com velocidades de rotacao diferentes. E
evidente da equagao anterior que a diferenca de fase entre os dois estados
que se sobrepoem varia no tempo como

AB(t) = const — (wg — wq)t (2.68)

Assim ao fim de um tempo T tal que (wo —w1)T = 27 os dois estados
sao sobrepostos com a mesma diferenca de fase e a funcao de onda ¢é a
mesma que inicialmente a parte um factor de fase global

Y, t +T) = e Top(z, 1) (2.69)

Como exemplo deste comportamento mostramos na fig(2.6) em vérios
instantes o médulo ao quadrado da funcao de onda de um electrao numa
combinacao linear dos dois primeiros estados do electrao numa caixa
(representados na fig.(2.5)). Note-se que no instante inicial as fungoes
dos dois estados sao adicionadas com a mesma fase. Por isso de reforcam
do lado direito da caixa e se cancelam no lado esquerdo. Ao fim de um
tempo T/2 = 7/(wa — wy) a diferenga de fase é 7 e por isso o electrao
tem maior probabilidade de estar do lado esquerdo da caixa. Assim esta
sobreposicao define um movimento de oscilacado do electrao com periodo
T =2r/(ws —wr)

Mas poderemos realmente preparar um atomo num tal estado? Que
consequéncias isso teria?

Podemos com efeito. Isso nao é dificil, particularmente se os dois
estados estiverem préximos em energia. Por exemplo ao fazer passar um
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Figura 2.7: Os Atomos de Hélio, ao atravessar a folha de carbono ficam numa
sobreposicao linear de dois estados de energia préxima (Ref.[5])

feixe de atomos de Hélio por uma folha fina de carbono pode precisa-
mente verificar-se que estes dtomos sao excitados para uma combinagao
linear de dois estados com energias muito préximas (ver fig.(2.7)). A
funcao de onda passa a ter uma oscilagao com uma frequéncia que ¢é a
diferenga de frequéncia dos dois estados (g1 — €2)/h. Um periodo longo
portanto (T = 2wh/(e1 — €2)). Isso tem uma consequéncia fascinante.
A probabilidade de haver um dacaimento para o estado fundamental
depende da funcao de onda do sistema excitado. Consequentemente a
probabilidade de haver emissao de fotoes tem uma oscilacao com um
periodo 2mh/(e1 — €2). Como os dtomos foram excitados ao atravessar
a folha de carbono e viajam a uma mesma velocidade hd uma oscilacao
do numero de fotdes emitidos com a distancia a folha de carbono. Na
fig.(2.8) mostram-se resultados reais de uma destas experiéncias . Este
método (espectroscopia de batimentos) constitui uma ferramenta preci-
osa para discernir niveis atémicos muito préximos e medir a respectiva
diferenca de energia.

2.5 Conservacao de energia e decaimentos

2.5.1 A relagao AEAt > h

Suponhamos que num dado instante fazemos uma medigao de energia
num sistema. O estado do sistema serd, apds a medicao, um estado
caracterizado por um valor definido de energia, precisamente o valor
encontrado na medigdo. Ora como vimos a evolugao temporal desses
estados é muito simples e traduz-se por uma variacao de fase global. Se
posteriormente renovarmos a medi¢ao de energia o valor encontrado sera
o mesmo. Assim obtemos neste caso a conservagao de energia.

Mas, como vimos, existe outra possibilidade. O estado do sistema
no instante t = 0 pode ser uma combinagao linear de estados de energia
diferente. Nesse caso uma medicao de energia podera dar um de varios
valores. Para investigar a sua distribuigao teremos que preparar varios
sistemas idénticos no mesmo estado e fazer medigoes sobre cada um deles.
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Figura 2.8: A medicdo de intensidade mostra oscilagbes com a distancia ao
ponto de excitacdo, de onde se pode deduzir a diferenga de energia dos dois
niveis excitados (Ref. [5]).

A frequéncia com que obtemos o valor de energia F; serd proporcional
a |a;|?. Se fizermos a medicdo sobre este conjunto de sistemas® num
instante 7 posterior as probabilidades sdo |a;e~*i7 |2 ou seja exactamente
as mesmas. E este o contetido do principio de conservagao de energia. As
probabilidades associadas a cada valor de energia nao variam no tempo.

No entanto o leitor ja deve ter reparado numa flagrante incongruéncia
entre esta exposicao e a aplicagao corrente deste principio. Com efeito
um estado de energia definida é por definicado um estado que nao evolui.
Se um nivel de energia atémico correspondesse a um verdadeiro estado
estaciondrio ele nunca decairia. Como entender um processo de transi-
¢ao neste contexto? Por outro lado um estado que é combinagao linear
de estados estacionarios € sempre uma combinacao dos mesmos estados
estaciondrios, so varia a fase dos respectivos coeficientes. Nao parece
que dai venha muita ajuda.

Surpreendentemente é efectivamente a variagao de fases das ampli-
tudes dos modos normais que da origem a decaimentos. Este é um con-
ceito a partida um pouco estranho, mesmo para profissionais de mecanica
quantica. Isto porque em situagoes envolvendo transicoes entre estados
estacionarios, ou melhor estados que na auséncia dessas transicoes se-
riam estaciondrios, os métodos de calculo nunca envolvem a construcao
dos verdadeiros estados estacionarios do sistema. Mas para entendermos
como isto funciona iremos considerar um exemplo concreto em que isso
é possivel.

Voltemos entdao a particula a mover-se a uma dimensdo . Sé que
agora, em vez de impormos o anulamento da fungdo de onda para = > L
vamos apenas especificar nessa regiao uma energia potencial superior a
energia da particula. Como a energia cinética é sempre positiva essa

3Excluindo os que medidos no instante inicial pois esses ja néo sdao descritos pla
mesma fungao de onda
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Figura 2.9: Estado fundamental de um electdo confinado por um potencial
finito & direita de = 10

regiao é inacessivel a uma particula classica. No entanto as solugoes da
equagao de Schrodinger regiao de potencial constante superior a energia
da particula nao sao nulas mas sim exponencialmente amortecidas em
vez de oscilatérias. Com efeito a equagao para os modos normais , na
presenga de um potencial tem a forma (comparar com a eq.(2.27))
52

—g X curvatura de ¢(x) = (hw — V(x))p(x) (2.70)
Assim quando o potencial num ponto é superior & energia F = fuw do
estado a curvatura tem o mesmo sinal da funcao. Para o comportamento
ser oscilante é necessario que a curvatura tenha o sinal oposto. Seja como
for na fig.(2.9) representa-se o estado fundamental para um potencial
que é nulo para x < 10 e vale 1 para z > 10. A energia dos estado
fundamental estd indicada na figura e é inferior a 1. A funcao de onda
respectiva decai exponencialmente para x > 10; descreve uma particula
confinada a vizinhanga da origem. Para energias menores que o valor do
potencial a direita de x = 10, s6 é possivel construir solucoes da equacao
de Schrodinger que decaiam exponencialmente para x — oo para certos
valores discretos de energia. A “caixa” entre z = 0 e z = 10 é 0 nosso
modelo de atomo. Na realidade, ¢ um modelo mais apropriado para o
decaimento « de nucleos. Mas para o efeito de compreender decaimentos
isso nao importa.

Nesta situacao o estado representado é realmente estacionario e nao
decai. Mas imaginemos agora que o nosso electrao pode “fugir” da caixa.
Para isso supomos que o potencial volta a ser nulo a direita de x = 15;
temos pois uma barreira de potencial. Nas fig(2.10-2.14) representam-se
varios estados estacionarios para este potencial para uma gama estreita
de energias. Agora existem solugoes aceitaveis da equagao de Schrodinger
para qualquer energia, porque a regiao de comportamento exponencial
da fungao de onda é limitada, 10 < x < 15. A direita da barreira de
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potencial as fungoes de onda sao oscilantes (E > V(z)). Mas é claro
das figuras que, proximo da energia do estado fundamental do potencial
anterior, (fig.(2.13)) a funcdo de onda é muito diferente das das energias
vizinhas. Com efeito é semelhante a funcao de onda do potencial anterior.
Com efeito o decaimento exponencial da funcao de onda para z > 10
faz com o seu valor seja muito pequeno em x = 15 onde o potencial
volta a ser nulo. A variacdo do potencial pode entdo ser considerada
uma pequena perturbacdo. Mas enquanto que no caso anterior a fungao
decaia exponencialmente na regiao do potencial, no caso presente ela
oscila, embora com amplitude muito menor que dentro do “a4tomo”.
Mas como esta regiao ¢ ilimitada ao somar (integrar) sobre todos os
pontos encontramos uma probabilidade muito superior de ter a particula
fora do que dentro do dtomo. Entao como podemos decrever a particula
num estado confinado ao atomo? A resposta é simples. Basta escolher
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a funcao de onda do estado fundamental do potencial anterior. Claro
que agora esse estado nao é estacionario. Mas no limite em que a bar-
reira de potencial se torna cada vez mais “espessa”’ deve parecer-se cada
vez mais com um. Na presente situagao é possivel determinar exacta-
mente os coeficientes do desenvolvimento de um tal estado no conjunto
de verdadeiros estados estacionarios.

¢(x) = aptp(x) (2.71)
E

Na fig.(2.15) mostra-se um grafico dessas amplitudes ap em fungao da
energia. Como vemos elas sao apreciaveis num intervalo de energia muito
estreito em torno da energia do estado fundamental da “caixa”. A funcao
de onda nao tem rigorosamente uma energia bem definida mas tem uma
incerteza de energia AFE, a largura do pico da fig.(2.11), muito pequena
(note-se a escala do eixo de energias)?.

O estudo da evolucao temporal deste estado revela um facto sur-
preendente. A probabilidade de o electrao estar no dtomo vai diminuir
no tempo. A amplitude da funcao de onda diminui no interior deste
e aumenta no exterior. Isso ocorre num intervalo de tempo da ordem
At ~ h/AE. Para tempos muito superiores a este o electrao estd com
toda a certeza fora do atomo. Como é que a simples variacao de fase das
amplitudes ag pode conduzir a este resultado?

Comecemos por notar que para o estado inicial da Fig.2.9 estas am-
plitudes tém todas a mesma fase (reais e positivas). As fungdes de onda
dos estados estacionarios estao também em fase na regiao da caixa. Na
soma da eq.(2.35) (que na realidade é um integral) todos os termos
contribuem em fase. Mas com a passagem do tempo os coeficientes da
combinacao linear vao ficando desfasados pois correspondem a energias

40 leitor atento poderd notar que o pico nio ocorre exactamente & energia do
estado fundamental no potencial anterior. Com efeito este estado tem uma energia
média ligeiramente mais baixa no novo potencial.
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Figura 2.15: O estado da figura 2.9 pode ser escrito como combinagao linear
de estados estaciondrios como os das figs 2.10-2.14. As amplitudes ag tem um
pico agucado em funcdo da energia, centrado na energia do estado fundamental
da Fig. 2.7.

ligeiramente diferentes
ag(t) = ag(0)e EY/R (2.72)

Se considerarmos que temos um incerteza de energia AF, ao fim de um
intervalo de tempo t << h/AFE, a diferenca de fase entre dois quaisquer
coeficientes é muito inferior a 27. Designando por E a energia média (
valor onde ap é mdximo) podemos por

ap(t) ~ ag(0)e E/h (2.73)
e a fungao de onda
p(x,t) ~ e P(2,0), << h/AE (2.74)

Isto é,0 estado comporta-se, para tempos curtos, como um estado estaci-
ondrio de energia E. Mas para tempos t >> h/AFE um pequena variacio
de energia na soma da eq.(2.35) corresponderd a uma grande variacao de
fase das amplitudes e haverd um cancelamento muito eficaz dos termos
da soma. Haverd entao uma diminuicao da amplitude da funcao de onda
no interior da caixa. Serd cada vez menos provavel encontrar a particula
na caixa. Fla escapa-se!

2.5.2 Conservagao de energia em decaimentos

Suponhamos que a uma distancia grande do nosso “4tomo” (ou “niicleo”)
medimos a energia da particula emitida. O valor que encontramos sera
com toda a probabilidade muito préximo do pico da curva da fig.2.11
porque o estado final continua a ser a sobreposicao dos mesmos estados
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estaciondrios que o inicial e com coeficientes com o mesmo mddulo. A
distribuicao de probabilidade de energia nao se alterou na evolugao tem-
poral. Se a nossa resolucao de medida de energia for superior a incerteza
AFE do estado (também chamada largura natural do mesmo) nao vere-
mos sequer que existe uma variabilidade intrinseca nos valores de energia
e diremos simplesmente que a energia cinética da particula que foi emi-
tida é igual a energia do estado inicial (quase)ligado do dtomo. E assim
chegamos a conservagao de energia em decaimentos.

Podemos confirmar esta descricao com uma pequena estimativa da
largura risca atéomica. Um estado atémico pode ter um tempo médio de
decaimento tipico, 7 de cerca 10~ seg. A discussdo anterior permite-nos
estimar a sua incerteza em energia. Sabemos que um estado com uma
largura AFE sera caracterizado por um tempo de evolugao da ordem de
h/AE. Para tempos muito inferiores a este, as amplitudes ag(¢) mantém
as mesmas relagoes de fase e o estado praticamente nao evolui. Mas se
num tempo 7 ¢ significativa a probabilidade de o estado atémico ter
decaido, isso implica que o estado nesse instante difere substancialmente
do inicial. Ou seja h/AE nao é superior a 7, AET > h. A largura
energética do estado atémico vale pelo menos h/7, isto é, em electrdes
volt, AE =~ h/(er) ~ 10734/1071979 = 1075, Para uma energia tipica
de 1 €V isso significa uma incerteza relativa da energia de um estado
de 1076, E pequena mas mensuravel. De facto é possivel verificar que,
numa transicdo atémica entre dois niveis, os fotoes emitidos tem uma
estreita distribuigao em energia em torno de um valor médio (as riscas
espectrais tém uma largura intrinseca)’.

A razao fundamental para a boa definicao energética destes estado
resulta de um acoplamento muito fraco entre as cargas atomicas e a
radiagao. Por isso Schrodinger pode calcular os niveis de energia do
atomo de hidrogénio ignorando-a completamente e os valores que obteve
coincidiam com éptima precisao com os da experiéncia. O mundo seria
certamente diferente se a interaccao electromagnética fosse diferente.

5Existem também outros factores que podem contribuir para a largura de uma
risca,o movimento dos d4tomos, colisGes entre eles, etc .



Capitulo 3

Orbitais, Simetrias e
Numeros Quanticos.

3.1 Numeros quanticos no atomo de hidro-
génio

O que confirmou a validade da equacao de Schrodinger foi a previsao
completa dos niveis energéticos de um electrao no potencial atractivo de
um protao,

1 e e
— 3.1
, (3.1)

V(r)

B 4meg m

isto é, no atomo de hidrogénio. Schrodinger previu exactamente as mes-
mas energias que Bohr tinha encontrado com a sua condigao ad hoc de
quantificacao de dérbitas classicas,

com
mee’4
Ry = 97,2 (3.3)

Contudo, a diferenca entre duas descrigoes era abissal. Bohr tinha “adivi-
nhado” as energias da Eq.(3.2) supondo que, de todas as 6rbitas compa-
tiveis com as leis de Newton para a energia potencial da Eq.(3.1), s6 um
conjunto discreto correspondia a érbitas estacionarias, em que o electrao
acelerado nao emitia radiacao electromagnética. Para érbitas circulares,
a condigcao de “quantificagao” que determinava as érbitas estacionarias
era:

mur = nh (n, inteiro) (3.4)

Schrodinger, por sua vez, partiu de uma equagao de campo para a funcao
de onda

ihﬁw(r, t) _ K2

o = o V) + V(r)u(r,t). (3.5)

43
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Note-se que o primeiro termo do segundo membro é proporcional a
V249 (r,t), que é uma generalizacdo a trés dimensoes do termo de cur-
vatura, referido no capitulo anterior. Schrédinger procurou os modos
normais desta equacao de campo, isto €, as solugoes em que a dependén-
cia temporal é harmonica:

P(r,t) = e “o(r). (3.6)
Identificou as energias correspondentes a cada modo com
E = hw. (3.7)

Deste modo é possivel determinar, nao apenas as energias F,,, como
também as funcoes da onda caracteristicas de cada modo. Ja discutimos
atrds o significado deste campo ¥ (r,t), que Schrédinger alids desconhe-
cia. Neste capitulo iremos debrucar-nos mais sobre a forma como sao
caracterizadas as fungoes de onda.

Convém comegar por referir que cada energia (frequéncia) corres-
ponde em geral a mais do que um modo, isto é, a mais do que uma
solucdo ¢(r). A caracterizacao completa de todos os modos, para qual-
quer potencial V(r) que s6 dependa de r = |r|, pode ser feita usando
um conjunto de ndmeros inteiros (nimeros quanticos) com as seguintes
caracteristicas:

e Cada nivel de energia (cada frequéncia normal) é definida por dois
ndmeros inteiros n,., [ em que

n, = 1,2,...
I = 0,1,2,... (3.8)

e Em cada um destes nimeros hd 2/ + 1 modos distintos, cada um
deles caracterizado por um numero inteiro,

m=—l,—l+1,...,0,....0—1,1 (3.9)

No caso do atomo de hidrogénio Schrodinger verificou que niveis com o
mesmo valor de n = n, + [ tinham a mesma energia. No entanto se o
potencial mantiver a simetria esférica (s6 depender de |r|) mas nao for
exactamente do tipo coulombiano, isso deixa de ser verdade e valores
distintos de n,. e [ correspondem a energias diferentes. Mas em cada
nivel continua a haver 2] + 1 modos com a mesma energia.

E bem conhecida a notacao espectroscépica de usar uma letra para
representar um nimero quantico [

l = b ]" 27

!
p

®w — &2

!
d

— e w

A energia, para o atomo de hidrogénio s6 depende de n = n, + 1, o
nimero quantico principal. Como n, = 1,2,..., [ < n. os niveis de
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energia tém as seguintes designacoes:

ns — 1s,2s,3s,... (1=0)
np — 2p, 3p, . .. (l=1)
nd — 3d,4d,... (1=2)

Os niveis s tem um modo normal (m = 0) os p, 3 (m = 0,£1) os d, 5
(m=0,£1,£2) etc.

A questao que vamos considerar agora é a da origem desta “numero-
logia”. Que significado tém estes nimeros quanticos, n,, (radial), [ (de
momento cinético) e m (azimutal)? Qual o papel da simetria de rota-
¢ao na determinagao desta estrutura do espectro de modos normais? O
quarto nimero quantico, o de spin, serd para ja ignorado. Mais tarde
voltaremos a ele.

A resolugdo matemadtica da equacdo de Schrodinger (Eq.(3.5) com
o potencial da Eq.(3.1) é um problema relativamente complexo. Em
vez disso vamos olhar para um problemas mais simples e familiar que
partilha com aquele duas caracteristicas muito importantes:

e E descrito por uma equacao de campo linear;

e Tem simetria de notagdo (embora apenas segundo um eixo).

3.2 Os modos de vibracao do timbale

O problema a que nos referimos é o dos modos de vibragao do timbale.
Trata-se de uma membrana elastica homogénea fixa num perimetro cir-
cular. Designando o deslocamento da membrana na direccao perpendi-
cular ao seu plano por 1, o deslocamento de um ponto de coordenadas
polares (r,0) serd determinado por ¥ (r,6,t) em que 0 < r < a (a é
o raio da membrana) e 0 < ¢ < 27. Um modo normal de vibracao
correspondera a uma solugao com variagao sinusoidal no tempo,

U(r,0,t) = ¢(r, 0) cos(wt).

Como veremos, os modos possiveis ¢(r, ) podem ser caracterizados por
um conjunto de ntimeros inteiros muito semelhantes aos das orbitais do
atomo de hidrogénio.

3.2.1 Modos com simetria de rotagao

A simetria de rotacao deste problema exprime-se de um modo simples:
pontos da membrana a igual distancia do centro (mesmo r, 6 varidvel)
sao equivalentes. Os modos mais simples tém precisamente esta simetria.
Como pontos com o mesmo r e 0 diferentes tém a mesma amplitude de
vibragao,

o(r,0) = R(r).

A forma do modo, a amplitude de movimento de cada ponto da mem-
brana, nao depende de . H4 um ntimero infinito de modos deste tipo
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Figura 3.1: Sistema de coordenadas polares

Figura 3.2: Dois modos de vibragao do timbale com simetria de rotagao. O se-
gundo, tem uma linha nodal com a forma de uma circunferéncia. A amplitude
de vibracao é nula para um certo valor do raio.



3.2. 0S MODOS DE VIBRACAO DO TIMBALE 47
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Figura 3.3: Variacao radial da amplitude de vibracao dos modos radiais de
mais baixa frequéncia (r = 1 é o limite da membrana).

dois dos quais estao representados na Fig(3.2). As respectivas fungoes
R(r) estao representadas na Fig. (3.3).

No primeiro modo (o de menor frequéncia) a amplitude s6 se anula no
limite da membrana (r = a). Para o segundo modo a fungéo radial Ra(r)
tém um zero, Ra(rg) = 0. Os pontos da membrana a uma distancia rg
da origem nao se deslocam, tém amplitude de vibracdo nula. A funcao
Ry (r) toma sinais diferentes para r < rg e r > ro. Esta duas regioes da
membrana vibram em oposicao de fase. A funcdo Ra(r) apresenta pois
uma linha nodal (r = ro e # a variar entre 0 e 27 ).

Na Fig.(3.4) mostra-se uma representacao esquematica destes modos
com indicacao das linhas nodais e da fase relativa da vibragao de cada
lado da linha nodal. H4 uma infinidade de modos deste tipo com niimeros
crescentes de linhas nodais e trocas de sinais de amplitude em cada uma.
Podemos caracterizar estes modos por um nimero quantico radial n,.,
que conta o nimero de linhas (circunferéncias) nodais, incluindo a do
limite da membrana, r = a.

n, = 1,2,3,... (3.10)

As frequéncias destes modos wy,,. crescem com n,. Quanto maior é n,,
mais curvatura existe na membrana, para amplitudes de vibragao idénti-
cas. Logo, maiores sao as forcas elasticas internas que tendem a aproxi-
mar a membrana da configuragao de equilibrio e mais curto é o periodo
de vibracao.

3.2.2 Modos nao simétricos

Os modos simétricos nao podem ser a historia completa. Imaginemos
que o instrumentista percute a membrana do timbale fora do centro.
A configuracao inicial, ;4 (r,6,t = 0) dependerd em geral de 6. Nao é
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Figura 3.4: Representagao esquemaéticas dos dois modos radiais de mais baixa
frequéncia. A linha a tracejado é uma linha nodal. As vibragoes estdo em
oposigao de fase nos dois lados desta linha.
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Figura 3.5: Um modo com uma linha nodal radial. Este modo altera-se numa
rotagao.

possivel através de uma sobreposicao de modos simétricos
a1 Ry (t) + agRQ(t) + G3R3(t) + ... (311)

obter senao funcoes independentes do angulo 6. Como qualquer movi-
mento da membrana se pode escrever como sobreposicao de modos nor-
mais terao que existir modos em que a amplitude de vibragao dependa
de 0.

Um destes modos estd representado na Fig.(3.5). A forma do modo

[©

¢(r,0) = R(r)send (3.12)

(a fungao radial nao é nenhuma das modos anteriores).

O aparecimento da variagao sinusoidal com o angulo nao é surpreen-
dente se lembrarmos que a simetria de rotacao é uma simetria de trans-
lacao na variavel 6. O problema nao muda se mudarmos # — 6 + a. No
caso de movimento a uma dimensao a simetria de translacao x — x + a
traduzia-se no aparecimento de modos com a forma

¢(z) = sen(kx). (3.13)
Nao surpreende pois, que aqui nos surjam modos em que

o(r,0) o sen(kb) (3.14)



3.2. 0S MODOS DE VIBRACAO DO TIMBALE 49

Figura 3.6: Representacao esquemética de varios modos de vibragao. O nu-
mero n aumenta da direita para a esquerda (n, = 1,2) e o nimero p de cima
para baixo (p = 0,1, 2).

No caso presente, 0 e 6 + 27 identificam o mesmo ponto, o que implica
que

sen(kf) = sen (k (6 + 2m)) = sen(k6 + 2k). (3.15)

Para ser verdade para qualquer 6, isto implica que k£ seja um inteiro,
k = p, com
p = 0, 1, 2, 3,... (3.16)

Os modos simétricos correspondem a p = 0; o modo da Fig.(3.5) tem
p=1.

Note-se que este modo tem uma linha nodal radial (o eixo dos zz),
que corresponde a # = 0, 7. Um modo da forma

o(r,0) o senpl (3.17)

terd linhas nodais nas direcgoes de § = 0,7 /p, 27 /p, . ...

Para cada valor de p surgem também modos com linhas nodais que
sao circunferéncias correspondentes a zeros das funcgoes radiais. Na
Fig.(3.6) representam-se alguns destes modos.
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Figura 3.7: Um ponto Pde coordenadas (r, ) na membrana depois de rodada
corresponde a um ponto de coordenadas (7,0 — «)antes da rotagao.

Voltemos agora a considerar o modo da Eq.(3.12). Usando o facto
de y = rsenfl podemos escrever

6(r,8) = R(r)send — y@ — yF(r) (3.18)
Designemos este modo por ¢, (tem uma linha nodal em y = 0). Como
é 6bvio, este modo nao é simétrico numa rotacao. Que quer isto dizer?
Suponhamos que rodamos a membrana de um angulo «. A linha nodal
roda do mesmo angulo. Por exemplo, se & = 7/2 obtemos um modo com
uma linha nodal segundo o eixo dos yy (z = 0). Nao é pois o mesmo
modo; esta vibracdo nao é descrita pela Eq.(3.18). Mas a membrana
rodada ¢ indistinguivel da original. Continua a ser uma membrana ho-
mogénea, circular fixa no seu perimetro, r = a. Se nao testemunharmos
a rotacao nao podemos saber se a membrana foi rodada, ou se se trata de
um outro modo de vibrag¢ao da membrana na posi¢ao original. Este novo
modo, que obtemos rodando o modo ¢,, é entao um modo da membrana
original exactamente com a mesma frequéncia que ¢,. Que funcao de r
e 0 descreve a sua amplitude? Para responder a esta pergunta vejamos
como se faz a rotacao de uma funcao.

Tomemos uma configuragao arbitraria da membrana, f(r,8). Recor-
demos que f(r, 0) é o deslocamento na direcgao perpendicular ao plano de
repouso da membrana. Rodemos a membrana de o, mantendo o mesmo
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sistema de eixos zy. O ponto de coordenadas (r,#) de membrana rodada
tinha coordenadas, antes da rotagao, (r,6 — «). O deslocamento per-
pendicular de um ponto (r,6) da membrana rodada, que designaremos
por g(r,0), é exactamente o deslocamento do ponto (1,0 — «) antes da
rota¢ao, que é dado pela funcao f,

g(r,0) = f(r,0 — a). (3.19)

Dizemos que a configuracao definida pela fungao f, por accao de uma ro-
tagao de «, transforma-se numa configuracao determinada pela funcao g,
definida pela Eq.(3.19). Esta descrigao pode generalizar-se para qualquer
campo cujo valor nao se altere numa transformacao R :r — r/(r) dos
pontos do espago onde estd definido. Se a configuracao inicial do campo
é determinada por uma funcao ¥(r) a configuragio final serd dada por
uma fungao ¥ r(r) definida pela seguinte equacao:

Yr(r) = ¥(). (3.20)

A coordenada que aparece no segundo membro, r, é a que se transforma
em r’ no primeiro membro. A definicdo de 1¥r s6 fica completa se pu-
dermos inverter a transformacao e exprimir r em termos de r’. Sé assim
podemos saber em cada ponto o valor da funcao ¥ g.

Voltemos agora ao exemplo do modo ¢,. Apds uma rotagao de «
teremos entao o modo,

(r,0) = ¢y(r,0 — ) = R(r)sen(f — o) (3.21)
Para a = /2
#(r,0) = R(r)sen (0 - g) = —R(r)cos®

Como x = rcos  podemos escrever

R
o(r0) = —= ) —
Obtemos assim um modo —¢, = —zF(r) que tem a mesma frequéncia

que ¢,. Estes dois modos dizem-se degenerados. A sua degenerescéncia
é uma consequéncia da simetria de rotacao.

E 6bvio da discussao que obtemos um modo com a mesma frequéncia
qualquer que seja o angulo de rotacao. Podiamos pois pensar que temos
um nimero infinito de modos (a linha nodal pode ter qualquer direcgao).
Mas notemos que numa rotagao de « de ¢, obtemos(ver Eq.(3.21))

¢(r,0) = R(r)sen(d — «).
Como
sen (6 — «) = senf cos a — cos fsenc

temos

¢(r,0)

cos asenf R(r) — sena cos O R(r)
= cosagy(r,0) — senag,(r,6)
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Todos os modos resultantes da rotacao de ¢, sao combinacoes lineares de
¢o € ¢y. Por esta razao dizemos que para esta frequéncia temos apenas
dois modos (independentes) degenerados.

O mesmo acontece para modos da forma

Gpz (1, 0) o< cos(ph)

Numa rotacao ficamos com

o(r,0) o cos(p(d — a))
X aPpg + bdpy

com a = cospa e b = sen(pa).

E bem claro que estes modos ¢, e ¢, ou, em geral ¢,,0u ¢y, Nd0 tém
a mesma simetria do problema original. A seguir vamos ver que é possivel
escolher como independentes, modos que nao se alteram em qualquer
rotacao segundo um eixo de simetria. Mas antes disso aproveitamos
para introduzir uma representacao muito utilizada para especificar a
variacao angular do modo, a representacao polar. Dada uma funcao
¢(0) representa-se por uma linha no plano zy de tal modo que a distancia
de um ponto da linha com coordenada 6 & origem seja proporcional ao
|p(6)]. Por exemplo, a fungao constante ¢() = a é representada por uma
circunferéncia. Como 6 e 6 + 27 sao coordenadas do mesmo ponto, as
linhas sao fechadas. Na Fig.(3.8) representa-se a dependéncia angular de
alguns dos modos da membrana. Deixo ao leitor a tarefa de as identificar.

3.2.3 Base de modos simétricos em rotacgoes

Suponhamos que sobrepomos os modos ¢, e ¢, mas agora com uma
diferenga de fase (na variacao temporal) de /2

P(r,0,t) = ¢z cos(wt) + @, cos(wt + 7/2)
= ¢, cos(wt) + pysen(wt)
= R(r) (cos 0 coswt + senfsenwt)
= R(r)cos(f — wt)

Trata-se de um modo normal (sobreposi¢ao de ¢, e ¢,, modos com a
mesma frequéncia) e cada ponto da membrana tem de facto um movi-
mento harménico de frequéncia w (a frequéncia de ¢, e ¢, ). A linha
nodal, ¢ = 0, corresponde a § — wt = 7/2,37/2, isto é, = wt + 7/2 ou
0 = wt + 37/2; roda com a frequéncia angular w. O modo é uma onda
progressiva na coordenada 6. Uma rotacao deste modo transforma-o em

o(r,0,t) = P(r,0 —a,t)
= R(r)[cos(f — a — wt)]
= R(r)cos (0 — (wt + «))
Trata-se claramente do mesmo modo apenas com uma variagao de fase «

correspondente a uma escolha diferente da origem dos tempos. O modo
1, numa rotacao de «, sofre apenas uma variagao de fase —a.
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X

Figura 3.8: Representacao polar da variacao angular de véarios modos.

53
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Para modos caracterizados por um niimero m de linhas nodais radiais
podemos construir modos semelhantes sobrepondo modos que resultam
um do outro por rotagao de 7w/2m

Assim
Gma(r,0) o cos(mb)
Gy (,0) ¢ sen(mb).
Pondo
U(r,0,t) = Gma(r,0)cos(wt) + @y (r, 0)sen(wt)

o cos(mb) cos(wt) + sen(mb)sen(wt)

x  cos(mb — wt).
Rodando de um angulo «

o(r,0,t) = P(r,0 —a,t)
cos (mf — (wt + ma))

x
< P(r,0,t —majw)

A variacdo de fase é, neste caso —ma. Como prometido obtivemos dois
modos independentes que, a menos de uma variagao de fase, sao invari-
antes numa rotagao em torno do eixo de simetria da membrana. Nao é
dificil ver que com sobreposicoes destes dois modos é possivel representar
qualquer modo com a mesma frequéncia. Por exemplo

cos(mb — wt) + cos(mb + wt) = 2cos(mb) cos(wt)

X D cos(wt)

3.2.4 Simetria de inversao temporal

H&a contudo, uma outra simetria importante neste problema, a simetria
de inversao temporal. O que é a inversao temporal? Imaginemos um
filme do movimento da membrana. Passemos o filme partindo do fim
para o principio (invertendo a ordem das imagens). Se o sistema ti-
ver simetria de inversao temporal o filme invertido mostra também um
movimento possivel do sistema.

Se 0 modo for invariante sob inversao temporal, nao distinguimos os
movimentos nas duas maneiras de passar o filme. Nos modos que aca-
bamos de construir a linha nodal roda; sob inversao temporal o sentido
de rotagao é invertido. Temos simetria de rotagao mas nao de inversao
temporal.

Formalmente a inversdo temporal consegue-se com a transformacao
t — —t. Tomemos um movimento definido por ¢ (r,8,t). Se definirmos
uma nova funcao ¥r(r, 6,t) pela equagao

p(r,0,t) = (r, 0, —t)
uma sequéncia de imagens

wT(Ta 97 7t)7 wT(Ta 05 7t+At7 s ¢T(r7 97 0)7 1/)T(7’, 9’ At)v cee qu(ra 97 tht)v wT(Ta 9) t)
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é a sequéncia

W(r,0,t),0(r,0,t—At,...¥(r,0,0),10(r,0, —At), ... (r, 0, —t+At),(r, 0, —t)
que é exactamente a sequéncia

W(r, 0, —t), w(r,0, —t+At,...2(r,0,0),(r, 0, At),...(r,0,t—At),(r,0,1)

na ordem inversa, passada do fim para o principio. O modo ¥ é a
inversao temporal do modo .

A inversao temporal é uma simetria muito frequente em problemas
de fisica cldssica ou quantica. Exprime-se de um modo muito simples.
No caso presente, se um movimento ¥(r, 6,t) é um movimento possivel,
solugdo da equagoes de movimento, a sua inversao temporal (7, 0,t) =
(r,0,—t) também o é. Por outras palavras, o filme de um movimento
passado de tras para a frente é o filme de um movimento possivel.

Para um modo como ¢,,

Y(r,0,t) = yF(r) cos(wt + )
obtemos na inversao temporal
Y (r,0,t) = (r,0,t) = yF(r) cos(—wt + ) = yF(r) cos(wt — )

que é exactamente o mesmo modo aparte uma mudanca de fase. E pois
um modo nvariante sob uma inversao temporal.
Mas para
Y(r,0,t) = R(r) cos(pf — wt) (3.22)

a inversao temporal d&a

¥(r,0,t) = pr(r.0,t) = P(r,0,-1)
= R(r)cos(pf + wt). (3.23)

O modo da Eq(3.22) tem linhas nodais que rodam no sentido ¢ crescente

o(t) = g +owt

ou 3
o(t) = 7” +wt

enquanto que no caso da Eq.(3.23) a rotacao das linhas nodais é no
sentido oposto

o(t) = g —wt
ou 3
o(t) = 77T —wt

Estes dois modos transformam-se um no outro sob inversao temporal,
tendo obviamente a mesma frequéncia.

Em resumo, podemos escolher os modos independentes de modo a
terem apenas uma mudanga de fase na inversao temporal. E o caso dos
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modos ¢me € Gmy. Mas estes modos nao sao invariantes sob rotagoes;
Oma€ Gmy transformam-se em combinagoes deles proprios.
Alternativamente podemos escolher modos invariantes debaixo de ro-
tagoes
©m(r,0,t) = R(r) cos(mb — wt)

@—m(r,0,t) = R(r) cos(—mb — wt) = R(r) cos(mf + wt)

Estes modos, numa rotacao de «, tém apenas uma mudanga de fase
temporal de —ma com

m=0,41,+2...

Sob inversao temporal @, «— ©_ .

O que nao podemos fazer é escolher simultaneamente modos invari-
antes sob as duas transformagoes. As duas simetrias dizem-se incompati-
veis. O resultado é que para cada frequéncia hé dois modos degenerados.
Se levarmos em conta o facto de podermos caracterizar a fungao radial
pelo nimero n, de nodos (incluindo r = a), n = 1,2,... ficamos com
modos caracterizados por dois niimeros quanticos (n,m). O primeiro
indica o numero de nodos da funcao radial e o segundo a variagao de
fase numa rotagao (—ma). Numa rotagao temos

(n,m) — (n,m)

Os modos (n,m) e (n, —m) sao degenerados, nao por causa da simetria
de rotagdo, mas por simetria de inversao temporal. Com efeito, como
vimos atras, por inversao temporal

(n,m) — (n, =m).

O facto de a membrana ter simetria de inversdo temporal (um movi-
mento invertido no tempo é um movimento possivel) implica entdo que
cada frequéncia tem dois modos distintos (n,m) e (n,—m). Esta de-
generescéncia tem origem na presencga de duas simetrias incompativeis.
Isto é, podemos escolher modos invariantes em rotagoes (a menos de
uma mudanga fase temporal) mas esses modos nao sao invariantes sob
inversao temporal. Cada modo tem um parceiro com a mesma frequén-
cia que é a sua imagem sob a transformacao t — —t. Alternativamente
podemos escolher modos invariantes sob inversao temporal (como ¢y, e
®my), com linhas nodais estaticas, mas estes modos nao sao invariantes
sob rotagoes. Cada modo tem de novo um parceiro que é a sua imagem
debaixo de determinada rotacao. Nao existem modos simultaneamente
invariantes sob duas transformagoes, dai que cada frequéncia tenha pelo
menos um par de modos independentes.

3.3 O Atomo

3.3.1 Simetria de rotacao em trés dimensoes

O problema de determinacao dos estados estacionarios para um electrao
num potencial central V(r) (r = |r|) é o da determinacao dos modos
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Figura 3.9: Sistema de coordenadas esféricas

normais de um campo de amplitude de probabilidade ¥ (r). Neste caso
a simetria de rotacao é mais alargada que no caso da membrana. Todos
os pontos a igual distancia da origem - posi¢ao do nucleo do atomo - sao
equivalentes. Uma rotagao de qualquer angulo em torno de qualquer eixo
é uma simetria do problema. No entanto rotagdes em torno de eixos nao
co-lineares nao sao compativeis no sentido em que nao existem funcoes
de onda 9¥(r) que tenham apenas uma mudanga de fase numa rotagao
em qualquer eixo.

Escolhamos por exemplo um eixo determinado, eixo zz. Se carac-
terizarmos um ponto r pelas suas coordenadas esféricas (r,6, p) numa
rotagao de a em torno de zz temos

r - r
0 — 0
Y — ¢ta

Uma funcao de de onda 1 transforma-se em ¢ dada por

wR(Ta 9, (P) = 1/J(7"a 97 Y — 04)

Como no caso da membrana, podemos escolher modos normais que
numa rotacado em torno de zz tém apenas uma variacao de fase. Como
os modos normais, em mecanica quantica, tem a forma

Verifica-se 4

(b(ra 9, Y = a) = e—zma¢(r7 9, 90)
O ntmero quantico m é um inteiro ja que, como ¢ e ¢ — 27 sdo coorde-
nadas do mesmo ponto, temos que ter

(725(7”', 97 ¥ = 27T) = ¢(T7 03 90)
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Figura 3.10: A ordem porque as rotagdes sdo efectuadas é relevante para de-
terminar a rotagao global

o que implica
61m27'r -1

isto é, m inteiro. Como no caso da membrana, podemos continuar a ca-
racterizar os estados pelo nimero quantico m, que determina a variacao
de fase numa rotagao em torno de zz.

Mas estes estados nao podem ser invariantes sob rotagoes segundo
outros eixos. Isto é devido a uma caracteristica geométrica das rotagoes,
nomeadamente o facto de ndo comutarem. A ordem por que é executada
uma sequéncia de rotagoes é importante para determinar o estado final.

Vejamos, num exemplo simples como podemos provar que nao ha
estados com m = 1 para todas as direcgoes. Rodando de 7/2 segundo z
e depois z

P —> e—imm‘n'/2,(/) . e—i(mm+m2)7r/2w — _w
Na ordem inversa (primeiro x e depois z)
w _ e—imzfr/Zw _ e—i(mz+m2)7r/2 _ _w

O estado final seria 0 mesmo. Mas como se vé na Fig.(3.10), para passar
do estado final no primeiro caso, para o estado final do segundo, temos
que realizar uma rotacao de 7 /2 em torno de um terceiro eixo. A variacao
de fase correspondente, seria /2 se m = 1 para esse eixo. Mas fungoes
Sa0 as mesmas e por isso a variagao de fase nessa rotagao tem que ser nula.
Nao podemos ter m = 1 segundo este terceiro eixo. E possivel mostrar,
a partir das propriedades geométricas das rotacoes que os unicos estados
invariantes sob todas as rotagoes tém m = 0, e correspondem as funcoes
que nao dependem de 6 ou ¢, apenas de r.

Sendo assim, e escolhendo os modos normais de modo a serem inva-
riantes (a menos de fases) para rotagoes segundo um dos eixos (eixo zz,
por convencao) temos apenas duas possibilidades:
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i) O estado tem simetria esférica 1 (r, 8, p) = F(r) independente de 6 e
. Nesse caso m = 0 também para o eixo zz.

ii) o estado pertence a um conjunto de estados que as rotagdes segundo
eixos nao co-lineares com zz transformam uns aos outros. Todos
estes estados tem a mesma energia.

Encontramos aqui uma situagao semelhante a da membrana. Neste caso
as simetrias incompativeis sao as rotacoes em torno de eixos nao co-
lineares.

Verifica-se que estas familias de estados podem ter 1,3,5,...2] + 1,
estados com [ inteiro sendo os valores de m em cada familia m = —[, —[+
1,...,+l. Estas familias de estados (I,m), m = —I,...,[ sdo degeneradas
porque estes 2] + 1 estados se transformam mutuamente em rotagoes.
Sao em tudo semelhantes aos pares de estados (n,m), (n, —m) que, no
caso da membrana tem a mesma frequéncia, por causa de duas simetrias
incompativeis: rotagdo em torno de um eixo e inversdo temporal. O
conjunto de simetrias de rotagdo em trés dimensoes é mais vasto, ha
mais transformagoes que deixam a energia (frequéncia) invariante e por
isso as familias de estados que se transformam mutuamente em rotagoes,
sao mais complexas.

Além destes dois nimeros quanticos | e m existe ainda o nimero
quantico radial n, que determina, para cada [, o nimero de nodos da
fungao de onda radial. No caso do atomo um anulamento da funcao
de onda a uma dada distancia do ntcleo define uma superficie nodal
esférica.

Em conclusao, podemos dizer que, para um potencial de simetria es-
férica, os niveis de energia sao caracterizados por dois nimeros quanticos
n, el e em cada nivel ha 2] + 1 orbitais que correspondem a estados com
a mesma energia em virtude de se transformarem entre si sob rotagoes.

J& mencionamos atras a designacao espectroscopica para o nimero
quantico [

N
I
o
—
DO

w —
QU —
o W

Assim cada nivel p tém 3 estados com m = 0,+1. Os niveis de d tém 5
estados m = 0,1, £2. Na seccao seguinte concretizaremos estas ideias
com o caso dos niveis p.
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3.3.2 Orbitais p

Transformagao de Coordenadas numa Rotagao

Numa rotagao de a em torno de zz a coordenada z de um
ponto nao é alterada. A transformacgdo de coordenadas z,y

pode deduzir-se das equacoes:
¥ = pcos(¢p+a)

/

Yy = psen(p+a)
em que p = /z? + y2 é a distancia ao eixo zz. Como

T = pcosy
y = pseny

usando as férmulas de adigao para as fungoes cos e sen obtemos

/
T = X COos« — ysenw

/
= xseno + Y Ccos«

A funcao de onda de uma orbital p, tem a seguinte forma (xy é um
plano nodal)

¢, = zF(r) (3.24)

Numa rotacao em torno de zz a coordenada z nao é alterada. A distancia
a origem r também ndo. A transformagao (z,y,z) — (2/,y/,2') é dada
por:

¥’ = xcosa— ysen
" = msena+ycosa (3.25)
7 = z

A transformacao da funcao de onda, como habitualmente, é definida
pela equacgao:

¢, — (@'Y, 2) = ¢.(x,y,2) (3.26)

O que da
(' y', 2) = 2F(r)=2"F(r')

uma vez que 2/ = zer = /22 +y?+27 = Va2 y? + 22 =r. Isto
mostra que

¢=¢z

Por outras palavras a orbital p,tem niimero quantico m = 0 para rota-
¢oes segundo zz. Mas consideremos, por exemplo, uma rotacao em torno
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de zz de /2. Neste caso

¥ = =z
y = —z (3.27)
2 y

Sendo assim,

¢z - "/}(xl7yl7 Z/) = ¢z(xa Y, Z) = ZF(T) = _y/F(T/) = _¢y (328)
Se a rotacao for em torno de yy,

!
T = Z

!/ — y
2 = -z (3.29)

¢z = P2’y 2) = ¢:(x,y,2) = 2F(r) = 'F(r') = o

Sao de facto as trés orbitais ¢, ¢, € ¢. que constituem um nivel p:

o = xF(r)
by = yF(r)
¢. = zF(r) (3.30)

Numa rotacao arbitraria o ponto (z,y,z) — (2/,y',2') em que z,y e
z se podem escrever como combinacao linear de 2/, ¥’ e z/. Como a
distancia a origem é invariante, estas trés fungoes transformam-se, como
as coordenadas, em combinagoes lineares delas mesmas.

Se quisermos construir os estados invariantes segundo rotacoes em
torno do eixo do zz temos que considerar as transformacoes de ¢, e
¢y, Pois, como vimos ¢, j4 é um estado invariante com nimero m =
0.Consideremos entao uma rotagdo de o em torno de zz. Inverter as
Eqgs.(3.25) é simples pois se (z,y,z) — (2/,y,2’) numa rotagdo de um
angulo « em torno de zz, (2',y’,2') — (z,y, 2) numa rotacao de —a.

x 2’ cos o + y'sena
y = —a'sena+1y cosa (3.31)
z = 2.
Como
¢z — V1(2) Y, 7)) = ¢a(@,y, 2)
vem

(2,2 = aF(r)
= 2’ cosaF(r)+ y'senaF(r)
= COS i, + senagy.

De igual modo
¢y - 1)[)2($,, yla Z/) = ¢y(xa Y, Z)
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com

Ua(a’,y', 7)) = yF(r)
—x'senaF (1) + y' cos aF(r)

= —senag, + cos ap,.

Recordemos que no caso da membrana os dois modos com linhas
nodais segundo zx e yy tinham exactamente a forma de ¢, e ¢,. Nesse
caso construimos modos que s6 tinham mudanca de fase em rotacao
sobrepondo estes modos com um diferenga de fase de 7/2. Podemos
tentar o mesmo aqui:

¢+ = ¢, + eiﬂ/2¢y = ¢z + Z(z)y
Numa rotagao

¢+ — cosady + senag, + i (—senag, + cosad,)

(cos a — isenar) g, + i(cos o — isena) g,
—i
e Yop
Este é entao um estado com m = 1.De modo idéntico se mostra que

¢7 = ¢z _id)y

é um estado com m = —1.

Como dissemos atras, os trés estados p, correspondentes a [ = 1
constituem uma familia de estados que se transformam mutuamente em
rotagoes e com valores de m inteiros m = —I, —l + 1,...[ ou seja, para
=1, m=0,%1.



Apéndice A

Numeros complexos

A.1 Representacao geométrica

Um ntmero complexo tem uma representagao geométrica no plano bem
conhecida. A um complexo arbitrario z = x + iy associamos um ponto
cujas coordenadas cartesianas sao a parte real a a parte imaginaria de z,
isto é o ponto (z,y). Esse ponto define também um segmento que tem
uma extremidade na origem de coordenadas. Para o especificar podemos
indicar, em vez das suas componentes segundo os eixos coordenados, o
seu comprimento r e o angulo 6 que faz com o semi-eixo positivo dos
zx. Essa representacdo corresponde a especificar o complexo pelo seu
modulo e fase. eométricamente é facil ver que

= rcos(f) (A1)
= rsen(f) (A.2)

ou seja
z =r(cos(f) +isen(d)) = rE(0) (A.3)

Esta equagao define uma funcao E(6) = cos() + isen(#) com proprieda-
des bem interessantes.

A.1.1 Férmula de Euler

Usando propriedades elementares das fungoes trigonométricas o leitor
nao tera dificuldade em provar as seguintes relagoes

E@+¢) = E0)E(p) (A.4)
d .

—BO) = iB(©) (A.5)
E(0) = 1 (A.6)

se ignoramos por um momento que ¢ € um ndmero imaginario talvez
recordemos que existe uma funcao de variavel real exactamente com esta
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y
Figura A.1:
A
x re(e)
rsen(8) r ‘ y
¢ |
rcos(8) -
E(8)=cos(8)+i sen(8)

Figura A.2:
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Figura A.3: complexos
somam-se segundo a regra
do paralelogramo.
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propriedades, nomeadamente a funcao exponencial. Com efeito

e = eol@ty) (A7)
%e‘” = ae™ (A.8)
e = =1 (A.9)

A generalizagao evidente da fungao exponencial para argumento imagi-
nério é

' = cos(0) + isen(f) (A.10)
Este resultado é conhecido como férmula de Euler. Um ndmero com-
plexo pode ser agora representado como re?. Isso significa que ¢ é um
complexo de moédulo unitédrio e de fase 6. Para registo aqui ficam mais
dois resultados que decorrem facilmente dos anteriores

1

cos(f) = 5(ei9+e—i9) (A.11)
sen(d) = %(ew—e_ie) (A.12)

A.2 Representacao complexa de oscilacoes
sinusoidais

Uma oscilagao sinusoidal, tal como um complexo é determinada por am-
plitude e uma fase.

F(@t) = focos(wt+ ) (A.13)

Esta amplitude fjy e a fase wt + ¢ definem um nimero complexo

f(t) = foe' @9 (A.14)

de que f(t) é a parte real. O complexo f(t) é representado geométrica-
mente por um vector cuja fase aumenta linearmente no tempo ou seja um
vector que roda com velocidade angular w. Suponhamos agora que temos
o problema de somar dois sinais f(t) e g(t) = go cos(wt+6) de amplitudes
e fases diferentes mas com a mesma frequéncia . A parte real da soma
de dois complexos é a soma das partes reais de cada um. sso significa
que a soma f(t)+ g(t) é a parte real do complexo foe!“t+#) 4 goe(@t+?),
Mas agora repare-se. Se somamos dois complexos f(t) e §(t) que rodam
com velocidade angular w a soma necessariamente roda com a mesma
velocidade. Isto é tem a forma fz(t) = hoe!@t) | Tsto é suficiente para
nos dizer que a soma de h(t) = f(t) + g(t) é também uma oscilacao
sinusoidal.

h(t) = hg cos(wt + 1) (A.15)

Para calcular hg é 1til recordar que o complexo conjugado de um nimero
z = x + iy é definido como sendo o que tem a mesma parte real e
parte imaginéria simétrica z* = x — iy. Quer partindo da representacao
geométrica de complexos, quer da definicao de e é facil ver que z* =
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re~". Entdo usando as propriedades das eqs.(A.7 a A.9) vemos que

2*z =12~ = 2. Voltando & soma de sinais sinusoidais
B = (foe M) 4 goe ) ettt o (o149
= fitrgi+ fogo(ei(e‘*") + ei(—9+w))
= [+ 95 + 2fogocos(6 — ) (A.16)

A amplitude do sinal resultante depende da diferenca de fase entre os dois
serd maxima para diferenga de fase nula (ou miltipla de 27) e minima
para m (ou multiplo impar de 7). Dada a representacao geométrica
dos complexos este resultado nao surpreende. Com efeito se os dois
complexos tiverem a mesma fase os segmentos que os representam sao
paralelos e os seus comprimentos adicionam-se. Se a diferenca de fase
é de m os segemntos correspondentes tém direcgdes opostas e os seus
comprimentos subtraem-se.
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