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Uma introducao & descricao do Movimento em 3D, e aos conceitos de tra-
jectoéria, comprimento de arco, curvatura e aceleragoes normal e tangencial.

1 Trajectéria

Quando um corpo se move no espaco tri-dimensional (o qual designaremos por E3) e a
sua posicdo é modelizada por um ponto, o seu movimento define um subconjunto de E3,
designado por trajectéria. Formalmente a trajectoria é a imagem da funcao

tsr(t) € B3 (1)

em que t é o tempo, pertencente ao intervalo em que o movimento estd definido, e
r(t) representa o vector de posi¢ao do corpo num dado referencial. Em linguagem mais
coloquial a trajectéria é o conjunto de posi¢des ocupadas pelo corpo.

Eis alguns exemplos:

a) Dado um vector v, a equagao
r(t) =ro+ vt (2)

define uma recta se t € |—00, 00|, ou segmento de recta se t € |t;,tf[ , j4 que, para
quaisquer dois instantes 1, to,

r(te) —r(t1) =v(ta—t1) (3)

e o deslocamento tem sempre a mesma direcdo, a do vector v.
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b) Dado um vector v e uma funcao f(t)

r(t) =ro+ vf(t); (4)

o conjunto de pontos ocupados pelo corpo é em geral um segmento da mesma recta
do caso anterior.

c) Dados uma distancia r e uma frequéncia w, se
r(t) = r [cos(wt)1 + sin (wt) ], (5)

a trajectoria é (parte) de um circulo pois a distancia a origem é constante:

Vr(t)-r(t) = \/7"2 [cos?(wt) + sin® (wit)] =7 (6)

Esta definicio de um subconjunto de E? por uma aplicacio ¢ — r(t), que surge muito
naturalmente no contexto da descricdo de um movimento, é designada em Matematica
por defini¢cao paramétrica de uma curva. Uma mesma curva (trajectoria) pode ser per-
corrida de modos muito distintos. Por exemplo, se no caso b) escolhermos f(t) = t3, a
trajectoria é a mesma do caso a) (a mesma recta) mas os movimentos sao distintos: no
primeiro caso ¢ uniforme e no segundo variado (com aceleracio variavel).

Exercicio 1.
Na Eq.(4), identifica a trajectoria—reta real, semi-reta segmento de reta—, para os seguintes
exemplos, sendo ¢ €] — 0o, 0o[ (Unidades SI)

F(1) = 2%
ft) = 25111( )
ft) =

4 f) =+

Torna-se 1til para a descricdo de movimentos separar as caracteristicas intrinsecas da
trajectéria, do modo como ela é percorrida. Nas secgoes que se seguem teremos isso em
conta.

1.1 Velocidade e Tangente

O deslocamento entre dois instantes é definido por
Ar =r(tg) — r(ty) (7)

Pode ser geometricamente representado por um segmento orientado do ponto inicial para
o final, ou por qualquer outro equipolente a este (Fig. 1). As suas componentes num
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Figura 1: Quando um ponto se desloca no espacgo, as suas projecgdes nos eixos coorde-
nados tém um movimento 1D.

1

sistema de eixos ortogonais* sdo
Ax =z (t2) —x (t1), (8a
Ay =y(ta2) —y(t1), (8b
Az = z(ta) — 2z (t1), (8¢c)
isto é, .
Ar = Azi+ Ayj + Azk. (9)

Quando to —t; — 0, Az, Ay, Az — 0 também Claramente, o vector deslocamento
Ar — 0, ja que o ponto final e inicial coincidem quando o intervalo de tempo tende para
zero. Como vimos, os limites

Ax
Ay Ay = va () (102)

. Ay
Al A~ ) v

. Az
Ay ap = v () (10c)

definem as velocidades das projecoes da posicao nos eixos coordenados e sdo, em geral,
finitos. O vector velocidade instantanea é entao definido por

. Ar R R N
Jim =v(t1) =vs (t1)i+vy (t1)j+v. (t)k (11)

A direccao deste vector é a da recta limite de uma secante a trajectéria quando os pontos
de intersec¢ao tendem um para o outro. Parece natural tomar a direc¢do de v(t) como

!Neste texto usamos a notacio (i, j, k) para os versores dos eixos coordenados, (&, &,,8é.).



definindo a direcgao da tangente a trajectoria em r(t). E de facto é assim que se define a
direcdo da tangente a uma curva definida parametricamente por uma aplicacio ¢ — r(t).2

o1
YO = )

e parece claro que é uma propriedade da curva descrita no movimento; ndo depende do
modo como a trajectoria é percorrida, desde que o sentido nao seja alterado. O vector

v(t) (12)

velocidade pode entdo ter a forma
v(t) = [v(t)|¥(t) == v(t)¥(t) (13)

Nestes dois factores separamos as caracteristicas intrinsecas da trajectoria, v(t), do mo-
dulo da velocidade, v(t), que depende do modo como a trajectoria é percorrida.

Exercicio 2.
Considera a curva plana (trajectoria) definida parametricamente por

r(t) = 2cos(27t)i + tj (Unidades SI)

Contréi um vetor tangente a esta curva no ponto de coordenadas (z,y) = (2,2) e determina o
angulo que faz com o eixo Oz.

2Este vector s6 pode ser definido se |v(t)| # 0. Se, para um movimento, a velocidade se anular num
dado ponto, isso ndo significa que a tangente a trajectoria esteja indefinida nesse ponto. Um outro
movimento com a mesma trajectéria (uma mudanga da equagao paramétrica de curva) pode permitir
definir o versor tangente.



2 Comprimento de arco.

Medir o comprimento de um segmento de recta é uma operagdo directa: usamos uma
régua. Por outro lado o conceito de perimetro de um circulo, 27r, é familiar. Mas nao
podemos medi-lo com uma régua: o circulo é uma curva e nao podemos sobrepo-lo a
uma régua. Como medir entdo o seu comprimento?

A Fig. 2 ilustra um método possivel. Em (a) inscrevemos um quadrado de lado ¢; (cujo
perimetro pode ser medido com um régua) no circulo. Uma aproximagao ao perimetro
do circulo seria

Ly = 40y. (20)

E, obviamente, uma aproximacao com erro por defeito: o perimetro do circulo é superior
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Figura 2: Como medir o perimetro de um circulo?

P N
8/ (02
1

Figura 3: O comprimento da corda ¢ 2rsin (6/2).

a Ly. Em (b), com um régua mais pequena, inscrevemos um octogono. Parece que
Lg = 805 (21)

estd mais préoximo do perimetro do que Ly. Com efeito Lg > Ly, visto que a soma dos
comprimentos de dois lados do octégono é superior ao de um lado do quadrado; mas,
por outro lado, Lg € ainda menor que o perimetro do circulo. Aumentando o ntumero de
lados do poligono inscrito devemos convergir para o verdadeiro comprimento do circulo.
Vejamos que assim é.

O comprimento de uma corda que sub-tende um angulo 6 é , como se vé na Fig. 3,

d = 2rsin (Z) (22)



Figura 4: Como calcular o comprimento de uma curva genérica.

Para um poligono regular inscrito de n lados, cada lado sub-tende um angulo 27/n e o
perimetro é

L, = 2nrsin (E) = 2r X nsin (E> (23)
n n
definindo x = 7/n, vem
L, = 2mr x S0@) (24)
x

Quando n — oo, x — 0. Usando

lim 28 _ (25)
z—0 T
venl
P = lim L, =2nr (26)
n—oo

um resultado bem familiar.

Vejamos com podemos usar esta ideia para uma curva mais geral. Suponhamos uma
curva percorrida por uma particula entre dois instantes [tg,t]. A nossa primeira aproxi-
magcao ao comprimento serd simplesmente o médulo do vector deslocamento entre ty e
t.

So = [e(t) —  (to)] (27)

Se dividirmos o intervalo [tg,t] em n intervalos to,t1,...tn—1,tn =1

n—1
Su = 3 Ir(tas1) = v (1) (25)
n=0



podemos definir o comprimento de arco entre r(tg) e r(t) como o limite desta expressao
quando n — oo. Mas, nesse caso, o deslocamento em cada intervalo infinitesimal é

r(tpt1) — 1 (tn) = v(tn) (tn — th—1) = v(tn) At (29)

(t,t0) = hm Z |v(tn)| At (30)

Mas esta ¢ a defini¢ao de integral da funcao v(t)) = |v(t)| , o médulo da velocidade.

s (b ty) = /t Lot (31)

0
Este integral define o comprimento de um arco descrito por uma particula de velocidade
u(t).

Uma trajectéria pode ser percorrida em dois sentidos. Por exemplo, num lan¢camento
vertical a particula sobe, para e volta a descer. Se tyg = 0 for o momento de langcamento
e ty o instante de regresso a posigao inicial, o que é que obtemos para o comprimento de
arco?

Nao é dificil ver que obtemos duas vezes a altura atingida. Com efeito v(t) = vg—gt e

ty
s(tij):/O |vo — gt| dt
tf/2 ty
_ / (vo — gt) dt + / (gt — vo) dt (32)
0

tf/2
em que
Ly 2vg
v—g-=0=t=— (33)
2 s g
Obtemos
tr 1 (t\® ty tr)?
(tf,O)—v02 29<2> U02+29 5
1 9

Embora o conjunto de pontos percorridos pela particula seja apenas um segmento de
comprimento h o arco € esse segmento uma vez para cima e outra para baixo e o seu
comprimento é 2h.

Numa segundo nota reparemos que

i)~ ot = [ el (3)

1
implica que
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Figura 5: Se a trajectéria é percorrida em dois sentidos, entre tg e ¢t a Eq. 31 d4 um
comprimento de arco que é a distancia total percorrida pela particula, 2h.

Por, isso podemos igualmente concluir de

s(t,to) = /tt v(t")dt (37)

0

que

o(t) = %5 (1,10) (38)

E este o sentido da afirmacdo que o modulo da velocidade é a distdncia percorrida por

unidade de tempo e
ds
v(t) = -V (t) (39)

3 Aceleracao e Férmulas de Frenet

Com o conhecimento que temos do conceito de derivada ndo surpreende que possamos
definir a aceleracao

t) = 4
a() =" (40)
ou, explicitamente,
. 1
a(t) = AI?EO A [v (t+ At) — v(t)] (41)

Todas as operages do segundo membro sdo conhecidas como operagoes em vectores:
v (t+ At) — v(t) é a soma de dois vectores (v (t + At) e —v(t)) e o produto por 1/At
é o produto por um escalar. A aceleracdo, tal como a velocidade, € um vector cujas
componentes cartesianas sao

dvg . dvy, dv,
a(t) = —1+ —
®) dt + dt + dt
Uma vez que sabemos que a aceleragao é uma vector, que interpretacao podemos dar ao
seu modulo e direccao?
A velocidade, sendo um vector, pode variar:

(42)



Figura 6: Se a velocidade s6 variar em modulo, Av e, consequentemente a(t), sdo para-
lelas a v(t).

1. S6 em moédulo;
2. 56 em diregao;
3. Em médulo e em direcao.

No primeiro caso, é claro que a aceleracao tera a diregao da velocidade: se v(t) e v(t+At)
tem a mesma dire¢do, a variacao de velocidade Av = v(t + At) — v(t) tem a direcdo
deste dois vectores (Fig. 6) Como

v(t) = v(t)v (), (43)
o caso 1 corresponde a haver uma variagao apenas do modulo (V(t) constante) e

aw:dZOom (44)

O caso 2 corresponde a uma variacdo apenas na dire¢do: ou seja, v(t) nao varia, mas
a direcdo, dada por v(t), altera-se. Um vector de modulo constante varia deslocando a
sua extremidade sobre uma esfera. No limite em At — 0 a dire¢do de AV esta no plano
tangente & esfera, ou seja normal a V.

Exercicio 3.

O argumento geométrico dado acima, de que a derivada de um vector de modulo constante é
normal (ortogonal ) a esse vector, pode ser confirmado do modo seguinte. Se a norma de u (¢) é
constante, a sua norma quadrada também é

[u(t)||* = const.

Entao
u(t) - u(t) = Jut)|”

tem derivada temporal nula. Mostra que isso é suficiente para concluir que u e du/dt sdo
ortogonais.

Por isso, no caso 2, a aceleracio é perpendicular a velocidade. Assim

a(t) = v—v(t) (45)
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Figura 7: Se a velocidade s6 variar em dire¢cdo a sua extremidade desloca-se sobre um
circulo (2D) ou uma esfera (3D). Em qualquer caso, no limite em que At — 0,
a direcao de Av é perpendicular a v.

Um resultando importante pode ser obtido separando na derivada do versor v aspectos
que dependem apenas da geometria da trajectoria, e nao do modo como esta é percorrida.

Comecemos por notar que escolhendo uma origem (¢ = 0) para medir o comprimento
de arco

s(t,0) = /0 o(B)dt = s(1) (46)

definimos para cada instante, t e cada ponto da trajectoria, r(¢) um valor s(t), a distancia
percorrida desde ¢t = 0. Entéo

V(t+AL) —v(t)  V(s(t+ At)) —v(s(t)) As

= — 4
At As At (47)
em que As = s(t + At) — s(t). Ao tomarmos o limite At — 0 obtemos
v dvds dv
T dsdt U(ﬂ@ (48)

Como v tem mo6dulo unitario, a sua derivada em ordem a s é normal & velocidade tem

a forma .
v _ KN (49)
ds

em que N é um versor normal a v, que aponta no sentido em que este roda. O parametro

k € o modulo de dv/ds,

_|av
~lds |’
Neste caso, a aceleragao dada por
dv o dVv
t = _— = _
all) =v =V
= kv’h (50)

Quer v, quer s, quer n sd0 caracteristicas geométricas da trajectoéria. Porisso k, o taza de
variacdo da tangente por unidade de comprimento do arco, é também uma caracteristica
da trajectoria, designada por curvatura.

11
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Figura 8: A curvatura x em s; ¢ o limite A0/As quando As — 0.

Em geral a curvatura varia de ponto para ponto. Quanto maior o dngulo que roda a
tangente & trajectoria, v, por unidade de distancia percorrida maior é a curvatura. Se o
angulo que v roda entre s e s + As for Af, temos

|Av| _ _ sin(A0/2) _sin(A6/2)
As 21l As =2 As (51)
No limite em que As — 0
o ldv| .. sin(Af/2) A0 do
" as| T Aliglo A0/2  As ds (52)

A curvatura é a taza de variacdo do dngulo da tangente, por unidade de comprimento de
arco. Como as suas dimensoes sao as do inverso de um comprimento, designa-se por raio

de curvatura o inverso de K 1
— 53
w R (53)

Conclui-se facilmente desta discussdo que no caso geral, em que a velocidade varia em
mddulo e em direcio, a aceleracdo tem duas componentes: uma é paralela & velocidade—
aceleracdo tangencial—, e resulta da variagdo do moédulo da velocidade; a segunda é
perpendicular i velocidade—aceleracao normal— e ocorre sempre que a direcao da velo-
cidade varia,

3.1 Interpretacdo geométrica do raio de curvatura

Suponhamos que escolhemos trés pontos proximos numa curva, 4, B e C, que, por sim-
plicidade, supomos plana (Fig. 9). A recta perpendicular ao segmento AB pelo seu ponto

12



Figura 9: Construgao geométrica do raio de curvatura

Figura 10: Como varia a raio de curvatura de uma elipse, ao longo da mesma?

médio é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de A e B. Por isso, a intersecgdo
desta com a perpendicular pelo ponto médio ao segmento BC' é um ponto equidistante
de A, B e C. Com centro nesse ponto podemos tracar um circulo que passa por estes trés
pontos A B e C. O raio desse circulo, quando A — B e C' — B, é o raio de curvatura da
curva em B. Esta construcao dad-nos uma interpretacao geométrica de raio de curvatura.
O circulo que melhor “encosta” a curva em B, no sentido de ser o circulo que passa por
trés pontos muito préximos, tem um raio que é o raio de curvatura em B.

Repare-se na relagao entre este conceito e o de tangente. A tangente indica a diregdo
da curva num dado ponto; é a recta que melhor se aproxima da curva num ponto. O
circulo de raio R é, de modo semelhante, o circulo que melhor se ajusta localmente a
curva.

Exercicio 4.
Na curva da Fig.(10) (uma elipse) podemos identificar cada ponto pelo angulo 6 € [0, 2x].
Esboga um grafico do raio de curvatura da elipse em func¢ido do angulo 6.
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Figura 11: relacao entre coordenadas cartesianas e polares.

4 Movimento Circular e Coordenadas Polares

O movimento com trajectoria circular ¢ um dos movimentos planos mais simples. Se
pensarmos em mdaquinas que tém pegas em rotagdo (é muito mais dificil pensar em
méquinas que ndo tém pegas em rotagao) vemos que, apesar de simples, tem um papel
central na nossa tecnologia.

E 6bvio que escolher a origem do sistema de eixos como centro da trajectéria sim-
plifica a descricdo do movimento. Nesse caso, o raio de curvatura da trajectéria—que é
constante—, é também a distancia & origem, r. Fica claro que, especificando r e o dngulo
 que o vector de posicado faz com o eixo Oz, por exemplo, determinamos completamente
o vector de posicao:

r (t) = [cos (¢ () 1+ sin (¢ (1)) ]] (69)
x(t) =rcos(¢(t)), (70a)
y(t) =rsin (¢ (1)) . (70b)

Em verdade esta transformacdo nao esta limitada a um movimento circular. De um modo
geral conhecer (z,y) ou (r,¢) sdo maneiras equivalentes de especificar a posi¢ao de um
ponto no plano (11).
As Equacoes
(t) = r(t) cos (¢ (1)) (Tla)
y(t) =r(t)sin (¢ (1)) (71b)

fixam a transformacdo (r, ) — (z,y), e a transformacio inversa é facil de obter?.

r =22+ y>? (72a)

tan p = y (72b)
T

=r
=r

*Note-se que a transformagio inversa nio esta definida para a origem, (z = 0,y = 0). A origem é um
ponto em que ¢ estd indefinido.
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Figura 12: angulos de latitude () e longitude (¢) na superficie da Terra. A coordenda
© indica a posicao num circulo, tal como no caso de coordenadas polares.

As coordenadas (r, @) designam-se por coordenadas polares e sdo muito mais conveni-
entes que as coordenadas cartesianas em muitos movimentos, ndo apenas no movimento
circular. A simplificacdo essencial, nesse caso, é que apenas uma das coordenadas polares,
©(t), varia no tempo, uma vez que 7(t), a distancia a origem, é constante.

Exercicio 5.
Um trajectoria parabdlica é descrita pelas equagoes

z(t) = vot
L

y(t) =h— 59t

Obtém expressoes para a descrigdo deste movimento em coordenadas polares (r(t), p(t)).

A conveniéncia de usar coordenadas ndo cartesianas ndo é uma novidade. Quando
queremos indicar a nossa posi¢ao na (superficie da) Terra, usamos dois dngulos, a latitude
e a longitude. Para uma latitude fixa, a longitude é uma coordenada semelhante &
coordenada polar, indicando a posi¢ao num circulo paralelo.

Se queremos descrever um movimento em coordenadas polares, temos que exprimir,
ndo apenas a posicao, mas também a velocidade e aceleracdo, nestas coordenadas. O
vector de posicao escreve-se em coordenadas polares de modo muito econdémico

r(t) = r(t)é ((t)) (73)

em que
&, (¢) = cos i + sin ¢ (74)

é o versor da direcao radial. Note-se como o préprio versor €, varia 1no tempo uma vez
que depende da coordenada (.
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Figura 13: Linhas coordenadas (com uma coordenada constante, nos sistemas de coor-
denadas cartesianas (azul) e polares (vermelho). Os respectivos versores (1, j,
a verde) e (&, €, a magenta) sdo tangentes as linhas coordenadas.

Num movimento em que apenas varia r (¢ constante) o deslocamento tem a dire¢ao
de €,. Ora os versores 1 e J s30 também as dire¢cGes de movimentos em que apenas varia
uma coordenada: x, no caso de 1 e y no caso de j. Isso sugere a questao de saber se
podemos definir um versor na dire¢cdo de movimento de uma particula em que apenas ¢
varia. Mas isso é precisamente um movimento circular. Entao, se r é constante

v = % =r [— <‘§fsin<p(t)> i+ (?fcow(ﬂ) 5]

= rcfi—f [—sinp (t) 1+ cose () ]] (75)

O vetor unitario tangente & circunferéncia é entao,

&, (¢) == —sinpi+ cos¢j (76)

Os vectores €, e €, tém o mesmo papel em coordenadas polares que i e j em coordena-
das cartesianas; indicam as direcoes em que varia apenas uma das coordenadas. O versor
iindica a diregdo em que apenas varia x (y constante) e j em que varia y (x,constante);
o versor €, é a direcdo em que apenas varia r (¢ fixo) e &, em que apenas varia ¢ (r
constante). A fig. 13 ilustra a relagao entre os dois sistemas de coordenadas. A azul estao

as linhas de x ou y constante e a vermelhos as de r (circulos) ou ¢ (raios) constante.
Note-se que tal como (i, j) e (&,,6,) sao ortogonais. Mas, ao contrario deie j, &, e &,
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variam de ponto para ponto, pois dependem de ¢:
€, = cos ¢l + sin ¢J (77a)

d
&, 1= —sinpi+ cos pj = %ér. (77h)

Descrever um movimento em coordenadas polares é exprimir a posicao, a velocidade e a
aceleracao, pelas suas projecgoes nas direcoes destes versores, €, ¢ €, . E crucial recordar
que os préprios versores variam se variar a coordenada (.

Para terminar esta introducéo a coordenadas polares vamos entao escrever as expres-
soes da velocidade e aceleragao; nao apenas em termos das coordenadas (r, ¢), mas tam-
bém projectadas segundo os versores €, e €,. Veremos que essas expressoes sao muito
convenientes em movimentos com rotacao. Para esse efeito comecamos com o vector de
posicdo que, por definigdo, s6 tem componente segundo &;:

r(t) =r(t)e ((t)) (78)

Ao calcular a velocidade ndo podemos esquecer que o versor €, varia no tempo, pois

depende de ¢(t). Assim,
B dr dr d .

V==l + e (79)
Usando a regra de derivacio da funcio composta?,
d . d . de do,
—e, = | —é, —_ = 80
dt© <@e>xﬁ dt ¢ (80)
ou y q
r. 0.
\% (t) = %er + T'Eew (81)

Interpretemos este resultado. A velocidade aparece-nos num dado ponto decomposta
segundo duas direcoes:

e a direcdo radial de é,;
e ¢ a direcao tangente ao circulo centrado na origem que passa nesse ponto, €.

O deslocamento na dire¢ao radial é a varia¢do de r, Ar, e por isso essa componente da
velocidade é dr/dt. Um deslocamento infinitesimal na dire¢do perpendicular & primeira
é um deslocamento sobre um circulo; o deslocamento é rAy e por isso a componente
angular da velocidade é r (dp/dt). A taxa de variagao de ¢, por razoes 6bvias, chama-se
velocidade angular.

Passemos agora & aceleragao:

d (dr \ d [ dp.
= (e )+ 2 (%, ). 2
a(t) dt(dte)+dt (Tdte“"> (82)
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Figura 14: Deslocamento projectado nas direcoes de e, e €.

O célculo destas derivadas vai gerar varios nos termos, mas no final poderemos entendé-
los com facilidade.

d <d7x > d2r dr de,

ar\at™) = a2 " at dr
2 .
gér + %%fé@ (84)
O segundo termo é mais complexo
% <rcj;:é¢> = %%é“” + r(f;;ép + r%’:%éw (85)

Para calcular a ultima expressao, usamos o mesmo procedimento que usamos para derivar
€,

o= e, =2 (-8
dt dt dy dt
O tltimo passo obtém-se das defini¢oes dos versores €, e €,. Juntando termos, obtemos
a expressao completa da aceleracao:

&>r dp\*
alt)= |55 -7 &
dt dt
Vejamos agora a razao do aparecimento destes termos, considerando alguns casos par-
ticulares. No caso em que = const, fica apenas

(86)

d?p 2dr dcp] .

o+ |12 2 4 2T 87
© +[rdt2+ dt dt | ¢ (87)

d*r
a(t) = e para ¢ = const (88)
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que é o esperado para um movimento que é rectilineo na direccao de é,.. Por outro lado,
se r = const, a trajectéria é circular. Obtemos

a) - [ (%)

Neste caso a direcdo radial é normal & trajectoria e o termo —r (dg/dt)* é aceleracio
normal: dirigida para o centro da trajectérias e de médulo

2 2 2 2

do/dt

an =T (d(p> - (T SO/ ) = fU(p’ (90)
dt r T

2
é,. + [T(ciit(ﬂ e, para r = const, (89)

um resultado conhecido. Mas note-se que este movimento nao tem necessariamente
velocidade constante em modulo e por isso tem em geral uma aceleragdo tangencial (na
direcao de é,) ndo nula. Ora como

v=r—r (91)
temos J
v=r d—f (92)
€ por essa razao
d d
(Lo V@ a0 (93)
a2 | —dv e o

Note-se que o versor da velocidade ¢ v = €, se a trajectéria é percorrida no sentido
anti-horario (dy/dt > 0), e v = —&, se percorrida no sentido horario (dy/dt < 0). Por
outras palavras

_dv
ar = EV
a formula de Frenet para a aceleracao tangencial.

A expressdo mais geral, valida para qualguer movimento é a da Eq. 87; o termo mais
dificil de relacionar com os casos que ja conhecemos é precisamente aquele que 86 ocorre

se variarem 7 e ,isto &,

(94)

drdy .
——8&,.
dt dt 7
Seja como for, convém nao esquecer que a expressao da FEq.(87) aplica-se a qualquer
tipo de movimento. Pode parecer desnecessariamente complicada, em comparacdo com
a expressao equivalente em coordenadas cartesianas,

(95)

R deA
a(t) = a2t + prork (96)

mas, na verdade, existem indmeros casos de movimentos em que a analise € muito mais
conveniente em coordenadas polares. A frente veremos exemplos.
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Antes de terminar convém chamar a atengdo para uma confusao comum. A coordenada
r nao € o raio de curvatura, excepto no caso de uma trajectoéria circular; é a distancia
a origem. As direcoes dos versores, ndo sao as diregoes normal e tangente 4 trajectdria
excepto no caso do movimento circular. Assim, os dois termos da Eq. 87 ndo devem ser
identificados com as aceleragbes normal e tangencial.
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