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Enrico Fermi foi um fisico excepcional, que, entre muito outros feitos, se
notabilizou pela capacidade de estimar grandezas com escassez quase total
de informacao. Os problemas abordados com a técnica de Fermi ficaram
conhecidos por Problemas de Fermi.

1 Problemas de Fermi

Enrico Fermi (1901-1954) foi um fisico italiano excepcional, prémio Nobel da Fisica em
1938, orientador de doutoramento de uma lista de fisicos notéaveis (que inclui trés prémios
Nobel), e construtor do primeiro reactor nuclear. Fermi foi o ultimo fisico capaz de
trabalho de qualidade Nobel, quer em Fisica Experimental, quer em Fisica Teérica.

Ficou também famoso pela sua capacidade de fazer estimativas com base em quase
nenhuma informacao. No primeiro teste nuclear, Trinity test em 1945, Fermi tera deixado
cair uma folha de papel, e, com base no seu deslocamento com a onda de choque da
explosao, estimou a energia da explosao em toneladas de TNT, tendo errado apenas por
um factor de 2.

Antes de ler estas notas é essencial ver o video |A clever way to estimate enormous
numbers de Michael Mitchell[2], que explica 0 modo como Femi estimou o nimero de
afinadores de piano em Chicago (onde construiu o primeiro reactor nuclear).

2 Notacao cientifica

Em Fisica e Engenharia a notagdo cientifica é essencial para exprimir grandezas cujos
valores podem ter enormes variagoes. Assim, por exemplo, a Massa do Sol é

Mg =1.99 x 10% kg (1)
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https://youtu.be/0YzvupOX8Is
https://youtu.be/0YzvupOX8Is

e a do protao
my = 1,67 x 107" kg (2)

Sem recurso a notacdo cientifica, como poderiamos escrever a massa do Sol em kg,

Mg = 1989000000000000000000000000000 kg? (3)

Nesta representacdo, para operar com este valor terfamos de contar os digitos permanen-
temente. Pior que isso, depois dos primeiros digitos a contar da esquerda, os restantes
nao tém qualquer significado. Os 26 zeros podiam ser qualquer outro digitoﬂ Simples-
mente ndo sabemos quanto valem porque s6 conhecemos a massa do Sol com quatro
algarismos significativos.

No caso da massa do protao

m,, = 0.000000000000000000000000000167 kg (4)

sabemos que os zeros & esquerda sao realmente zero (nao sdo algarismos significativos),
mas operar com esta notacdo continua a ser um pesadelo.

Na notacao cientifica, a informagao é dada por um namero a € [1,10[, a mantissa, e
pelo expoente, n inteiro, da poténcia de 10.

X =ax10" (5)

O expoente ¢ a ordem de grandeza (base 10)EI. No exemplo que demos, entre a massa
do Sol e a do protao, temos ja 57 ordens de grandeza de diferenga. Note-se que uma
variagdo de £1 na ordem de grandeza significa a multiplica¢ao (divisdo) por um factor
de 10. Isto d& uma ideia da enorme gama de massas com que lidamos em Fisica. E nao
esgotamos a escala. Por exemplo o electrao tem uma massa de

me =9.11 x 103 kg (6)

e a nossa galdxia
My, ~ 1012 Mg ~ 10*%kg, (7)

uma variacdo de 72 ordens de grandeza! A consideracao de outras grandezas (comprimen-
tos, intervalos de tempo, resisténcia eléctrica, etc.) mostra que a existéncia de fen6menos
com escalas com variacoes de vérias ordens de grandeza é comum.

A base do método de Fermi é a estimativa do expoente, que designdmos por ordem
de grandeza. Pode parecer pouco, mas dadas as enormes gamas de variagdo possiveis,
conhecer o expoente ¢ um grande avan¢o em relacao a nada saber. Por outro lado, a
simplicidade do método permite usa-lo frequentemente como verificacao de calculos mais
detalhados.

No que segue exemplificamos uma série de estimativas em problemas de Fermi:

!Se tivermos confianga no tdltimo 9 a contar da esquerda, o digito seguinte deveria estar entre 0 e 4.
Sobre os restantes 25 nada sabemos.
2Numa primeira abordagem; no final deste documento refinamos esta definicio



1. Quantos carros ligeiros novos se vendem em Portugal por ano?

2. Quantas arvores hé em Portugal?

3. Quantas farmacias ha no Porto?

4. Qual é a massa de um grao de areia?

5. Quantos habitantes tem um pais com 100 000 nascimentos por ano?

6. Quantos médicos de familia precisa um concelho com 50 mil habitantes?

Imaginar um problema deste tipo e tentar resolvé-lo é um excelente exercicio. O Google
permite depois verificar a nossa estimativa e afinar as nossas Fermi skills.
3 Exemplos

3.1 Quantos carros ligeiros novos se vendem em Portugal por ano?

A populagao portuguesa é cerca de 10 milhoes
P~ 10", (8)
Para um agregado médio familiar de 3 pessoas, o niimero de familias
P
Fr~—~3x10° (9)
3
Com um carro em média por familia, o nimero de carros em circulagao.

C ~ 3 x 100 carros.

Um carro dura mais que 1 ano e menos que 100. Por isso a vida média de um carro pode
ser estimada como
V ~ 10 anos (10)

Isto quer dizer que em 10 anos a populacao de automéveis é substituida, ou seja, em 10
anos vendem-se 3 x 10° carros:

Carros vendidos por ano ~ 3 x 10° ~ 300 mil. (11)

Segundo informagao dos meios de comunicacao, no primeiro semestre de 2010, o nimero
de carros ligeiros vendidos em Portugal foi 147 000!



3.2 Quantas arvores ha em Portugal Continental?

Portugal continental é um rectangulo de cerca de 200 x 600 km?, com area
A~12%x10* x 10° = 1,2 x 10" m?; (12)

se metade da area for de floresta,
Af~§~6x 1019 m?; (13)
se cada arvore ocupar uma area de 2 x 2m?, em média, o nimero de arvores
Ny ~ % ~ 1.5 x 10 arvores. (14)

Sendo o ntmero de habitantes de cerca de 107, o ntimero de arvores por habitantes seria
de 1500. Dados de um artigo recente na Nature[l] estimam o namero de arvores na Terra.
Para Portugal dao cerca de 300 &rvores por habitante em Portugal (420 por habitante
na Terra).

3.3 Quantas farmacias ha no Porto?
Os habitantes do concelho do Porto rondam 300 ~ 400 mil. Punhamos
P ~5x10° (15)

Se cada pessoa visitar uma farmécia uma vez em cada duas semanas, o ntmero de visitas
di4rias seré

P
~~ 10%. 1
%4 14 3 x 10 (16)
Se cada farmacia puder atender 100 pessoas por dia
3 x 10*
nimero de farméacias ~ >1<00 ~ 3 x 102 (17)

O namero listado de farméacias no Porto é de 113.
Quando este exemplo foi discutido numa aula, um estudante respondeu imediatamente.

nimero de farméacias ~ 100 (18)

Instado a comentar como chegara tao depressa a este ntimero, respondeu, bem no espirito
de Fermi:

Achei que 10 era pouco e 1000 era demais. Por isso propus 100.

Este estudante revelou uma compreensao muito boa do que é uma estimativa de ordem
de grandeza. Neste caso particular, a sua vivéncia da cidade permitiu uma estimativa
directa da ordem de grandeza do ndmero de farmacias, que se revelou, neste caso, bastante
precisa. De um modo geral teremos de passar pelo processo de estimacao de factores
intermédios, como nos exemplos vistos até agora.



4 Mais exemplos

Chegado aqui sugere-se ao leitor que interrompa a leitura e tente fazer as estimativas
relativas as questoes 4 a 6 da seccao [II Depois pode confrontar com as solugdes aqui
apresentadas.

4.1 Qual é a massa de um grao de areia?

Um paralelo de estrada tem uma massa de cerca de 5 kg. Se a sua dimensao linear for
10 cm a sua densidade é

M 5
== ~—==5x10kgm™? 19
P=T Y o) g (19)

Tomemos para dimensao linear de 1 grao cerca de 0,5 mm, o que d&4 um volume
Vy~d®=(5x10743 =625 x 19 m? (20)

€ uIna massa
mg ~ pVy ~ 6 x 10710 x 5 x 103 ~ 3 x 10 6 kg. (21)

Obtemos uma estimativa de mgy ~ 3 mg.

4.2 Quantos habitantes tem um pais com 100 000 nascimentos por ano?

Se a expectativa de vida for de E, = 75 anos a populagao é integralmente substituida
neste periodo. Por isso

P ~10° x B, = 7.5 x 105 = 7, 5 milhdes. (22)

Portugal tem uma expectativa média de vida de 80 anos, cerca de 100 000 nascimentos
por ano e uma populacao de 10 milhdes.

4.3 Quantos médicos de familia precisa um concelho com 50 mil
habitantes?

Um meédico trabalha cerca de 40 horas por dia. Um ano tem 52 semanas, menos 4
semanas férias e duas de feriados; ou seja, o médico trabalha cerca de 46 semanas. O
nimero de horas de consulta por ano é

H ~ 46 x 40 ~ 1840 ~ 2 x 10*>h/ano (23)
Com 1/2 hora por consulta, dard em cada ano
Cyy ~ 4 x 10? consultas (24)

Se cada habitante fizer n consultas em média por ano, o namero de consultas do concelho

sera
C.~mnx5x10! (25)



O numero de médicos seré

5 x 10*
namero de médicos ~ % ~ 10 x n. (26)
Segundo os dados do SNS existem 1416 médicos de familia para os 10 milhdes de habi-

tantes. Por cada 50 mil habitantes

1416

médicos SNS ~ == x 5 x 10 ~7xn (27)

Isto sugere que n ~ 1,

5 Porque é que funciona

Se repararmos nos exemplos anteriores, vemos que a estimativa resulta de um produto
de factores, X,Y,Z,... sobre os quais temos mais informacdo do que sobre o resultado
final. Escrevendo cada um dos factores em notagio cientifica

XYZ- = (zyz...) x 10"ty tnz (28)

O foco do nosso interesse reside no expoente n = n, + ny + n., ji que as mantissas
estdo cada uma no intervalo [1,10[. Alguns factores serdo estimados por excesso outros
por defeito. Ao fazermos o produto, sera de esperar algum cancelamento dos erros dos
expoentes dos factores (e dos produtos das mantissas), e ¢ isto que permite, amiude,
chegar a uma estimativa da ordem de grandeza correcta.

O mesmo tipo de raciocinio esté na base da famosa equacao de Drake [3], que pretende
estimar o nimero de civiliza¢des existentes na nossa galdxia através de um produto de 7
factores.

Para terminar, deixamos uma questdo para reflexdo. Suponhamos que obtemos de
duas fontes igualmente confidveis duas estimativas para uma dada grandeza, X; e X»
com ordens de grandeza diferentes; por exemplo,

X; ~ 3 x 10?, (29)
Xy ~ 5 x 10%. (30)

Uma vez que temos igual confianca nas duas estimativas, somos tentados a fazer uma
média entre as duas. A questdo é: que média? A aritmética

X; 4+ Xo
2 b)

X ~ /X1 X5? (32)

X

ou a geométrica
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Figura 1: Escala Logaritmica. A ordem de grandeza de 9 x 10° ¢ mais préxima de 1 do
que de 0.

6 Definicdo de ordem de grandeza. Refinamento
Uma grandeza X, escrita em notagdo cientifica, tem a forma
X =ax10" (33)

em que a € [1,10[ é a mantissa e n o expoente. Queremos construir uma régua em que as
divisoes, igualmente espacadas correspondem aos valores de n. A régua tem uma divisao
central, n = 0, X = 1, a direita, n = 1,2, ... correspondentes aos valores X = 10, 100,. ..
eadesquerdan = —1,—-2,....,o0u X =107,1072,.... Ao contrario de uma escala linear,
em que variagoes AX = Xy — X iguais sdo comprimentos iguais, aqui, razdes Xo/X1
iguais sao comprimentos iguais. Chama-se a esta escala uma escala logaritmica, pois se
Y1 = logio(X1) e Y2 = log(X2)

Xo
Ora
log;((X) = n + logyg(a) (35)

e como a € [1,10[, log(a) € [0,1[. Entre duas marcagbes inteiras na régua variamos a
mantissa.

Parece entao razoével definir a ordem de grandeza como sendo n —para usar sempre
um inteiro—, quando os valores de log;,(X) estao mais proximos de n do que de outro



valor inteiro. Isso acontece para

1 1
n—§§log10(X)<n+§ (36)
o que da,
102 < X < 1071/2 (37)
1
— x 10" < X < V10 x 10" 38
vig X (3)
ou )
— <a< V10 39
V10 39
Uma vez que v10 = 3,2
0,325 a<3,2 (40)
A ordem de grandeza sera n na gama de valores de X
3,2x 10" < X <3,2 % 10" (41)
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