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Neste documento faz-se uma breve introducao aos conceitos
de dimensao e a andlise dimensional. A anélise dimensional é ap-
resentada como um principio de simetria das leis fisica, ou seja,
invariancia da forma das equacbes numa mudanga de unidades
Esta simetria impoe restricoes a sua forma das equacoes fisicas.
Apresentam-se alguns exemplos de resultados que se podem obter
por anélise dimensional.

1 Dimensoes

1.1 Introducao

O processo de medigao mais simples é a contagem. Nao é frequente pensarmos
numa contagem como uma medicao. Mas na realidade trata-se de um proced-
imento através do qual associamos um niimero a uma entidade que em muitos
casos podemos classificar como um grandeza fisica. Claro que s6 podemos
contar conjuntos. .. contaveis, também designados por numeraveis.

Este procedimento néo é suficiente para medir, por exemplo, uma distancia.
Senao vejamos. Para medir uma distancia entre dois pontos, tomamos um
objecto rigido, uma régua, colocamo-la ao longo de uma linha que una os dois
pontos e contamos o nimero de vezes que a régua cabe entre eles. Sé muito
excepcionalmente o comprimento serd expresso como um nimero inteiro de
réguas e vemo-nos obrigados a subdividi-la. Somos, pois, levados a conceber
uma distancia como expressa por uma expansao decimal (se as subdivisoes
sucessivas forem em dez partes). Uma expansao decimal que, pelo menos
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potencialmente, pode ser infinita. Dai que representemos comprimentos por
numeros reais. Nao iremos discutir até que ponto é que a estrutura matematica
dos numeros reais é realmente tornada necessaria pela nossa experiéncia do
mundo fisico. Alguns cientistas tém mesmo especulado que a representacao
do tempo e espaco pelo continuo de nimeros reais estaria na base de algumas
dificuldades profundas da fisica contemporanea. Mas o aparato matematico
construido com base nesta estrutura é de tal modo poderoso e eficiente que
nao serd facil destrona-lo.

O que nos interessa aqui salientar é um aspecto que o procedimento de
medida destas grandezas continuas, referido acima, torna bem claro. E que
para associar um numero real a uma grandeza deste tipo temos que escolher
um padrao, uma unidade. No caso em discussao uma determinada régua.

O ponto fundamental é que o padrao ¢ puramente convencional. Embora
tenha que ser especificado, para que o valor de uma grandeza possa ser ex-
presso por um numero real, ele pode ser mudado sem qualquer prejuizo para
a descricao dos fenémenos. Numa tal mudanca, os valores numéricos que rep-
resentam as grandezas transformam-se. Torna-se pois claro que uma relacao
entre os valores de duas grandezas fisicas sé tera significado se for preservada
(invariante) em qualquer mudanga de unidades. De outro modo nao exprime
uma relagao entre grandezas mas sim uma coincidéncia de valores resultante
de uma escolha particular de unidades.

Esta invariancia das relagoes envolvendo valores de grandezas fisicas debaixo
de uma determinada transformagao desses valores é um exemplo de uma sime-
tria. Na definicao cldssica de Herman Weyl, um objecto é simétrico se ficar
invariante debaixo de uma dada transformacao. Neste caso o “objecto” é a
relacdo entre as grandezas; a “transformacao” é a alteracao dos valores das
grandezas numa mudanca de unidades. A existéncia desta simetria implica
certas restrigoes a forma das equacgoes da fisica. Suponhamos, poe exemplo,
que sabemos que uma grandeza C' depende de duas grandezas A e B

C = f(A,B). (1)

O que estamos a afirmar é que esta relacao tem de respeitar a invariancia
sob transformacoes de unidades; mas os valores de A, B e C sao alterados.
Isto significa que, baseados apenas no conhecimento da maneira como mu-
dam os valores destas grandezas quando alteramos as unidades, podemos tirar
conclusoes sobre a forma desta relagao. E a isto que chamamos argumentos
dimensionais. Tal como as estimativas de Fermi, o seu alcance é limitado, e
nao podemos saber tudo s6 com estes argumentos. Mas repare-se também que
estamos a usar muito pouca informacao: apenas a transformacao de valores
grandezas com mundaca de unidades. Como veremos, é supreeendente o que
se consegue, em alguns casos, apenas com esta informacao.



1.2 Conceito de Dimensao

Como se transforma o valor de uma grandeza fisica numa mudanca de unidades?
Trata-se do mal amado problema de conversao de unidades, que vamos retomar
aqui formulado de um modo um pouco mais abstracto do que o habitual.

Seja, por exemplo, [ o valor real que representa um comprimento com a
unidade metro. Se passarmos para uma outra unidade (¢m) que novo nimero
real I’ representa o mesmo comprimento? Como bem sabemos

m— cm=10"?m (2)

implica que
I —1'=10% (3)

O nudmero real, I’, que exprime um dado comprimento em centimetros é 100
vezes o numero, [, que o exprime em metros.
De um modo geral, designando por u o padrao (unidade) de uma dada
grandeza, numa mudanga para um novo padrao u’ dado por
u

!
_ - 4
U —u A (4)

os valores dessa grandeza transformam-se como
I =1 =Al (5)

Mas como se transformam os valores de outras grandezas como uma massa
ou uma area? O padrao de comprimentos nao serve para medir massas. Nao
podemos determinar uma massa vendo quantas vezes nela cabe uma régua
de 15 cm. Pela mesma razao também nao podemos medir areas com uma
régua, pelo menos nao por comparacao directa. Para clarificar este ponto e,
simultaneamente, entender melhor o que é um sistema de unidades, vamos
gastar algum tempo com o caso trivial da escolha de unidade de &rea.

Para medir uma area temos que escolher um padrao: uma figura geométrica
convenientemente definida de que possamos construir varias unidades, com as
quais podemos pavimentar a area a medir reduzindo deste modo a medicao
a uma contagem. Para fixar ideias, consideremos a area de um circulo de
raio r e designemo-la por C(r). Nao seria dificil concluir, empirica ou teori-
camente, que independentemente do padrao, uma duplicacao do raio implica
uma quadruplicacao da area. Isto é, genericamente, para qualquer valor real
b7

C(br) = b*C(r) (6)

As fungoes C'(r) que satisfazem esta condi¢ao para qualquer b real tém a forma

C(r) = ar’. (7)



Isso pode-se ver com facilidade reescrevendo a Eq.(6 na forma
C(r) = b_QC(bT); (8)

se esta equagao é valida para qualquer b, é vélida, em particular, para b =1/r
e, por isso,

C(r) = C(1)r? (9)
em que C(1) = « é uma constante independente de r. Toda a gente sabe que
esta constante é igual a m. Ou serd? Na realidade o seu valor é w, apenas
como resultado da escolha da unidade de drea. Isto é da figura geométrica que
escolhemos como unidade de érea.

Para compreendermos esta afirmacao é 1til, por um momento, contemplar
outras escolhas, diferente da habitual (alinea b))

a) A unidade de drea é a drea de um circulo de raio igual a uma unidade de
comprimento;

b) a unidade de drea é a drea de um quadrado de lado igual a uma unidade
de comprimento;

c) a unidade de &rea é a drea de uma moeda de 1€.

No caso a) a constante « vale claramente 1, pois estamos a definir que um
circulo raio r = 1 (em qualquer unidade de comprimento) tem &drea 1; logo
c(1) =1.

No caso b), a defini¢cao habitual vale 7. Com efeito o argumento que nos
conduziu a Eq. 7, aplicado & drea de um quadrado de lado r, Q(r), leva-nos a
afirmar que

Q(r) = Br’ (10)
O que a geometria (ou a experiéncia) nos diz é que /8 = . E apenas isto
0 que estamos a afirmar quando dizemos que a drea de um circulo é 7r2. A
escolha a) equivale a fazer a = 1, logo § = 1/7. A escolha b) corresponde
ater § = 1, logo a = . Mas, e isto é o mais importante, o padrao de
area esta ligado ao de comprimento. Se a unidade de comprimento muda
ur — u’L = ur/A a de drea muda de um modo determinado pelas relagdes
das Eqs- 7 e 10, uy — vy = us/A%. Repare-se que esta dependéncia da
transformacao de dreas na de comprimentos sé existe porque o padrdo de drea
foi escolhido de um modo dependente do de comprimento. No caso da escolha
¢) acima referida, isso nao acontece. Nessa situacao, o valor que exprime a
area (o numero de vezes que la cabe uma moeda de 1€) é o mesmo quer os
comprimentos sejam medidos em metros ou em centimetros.

Nos casos das defini¢oes a) e b) a unidade de area € derivada da de compri-
mento. A relacio entre as transformagoes dos valores de drea e comprimento

I —1"=Al (11)
a—d =AMNa (12)



¢ habitualmente expressa dizendo que uma éarea tem dimensdo 2 (ou expoente
dimensional 2) no comprimento. E usual a notagao

[drea] = L2 (13)

Note-se que no caso da defini¢ao c) as dreas tém dimensao zero no compri-
mento, isto é, os valores que exprimem &dreas sao invariantes numa mudanca
de unidade de comprimento. Neste 1ltimo sistema de unidades a area de um
circulo pode ser expressa como

C(r) = ker? (14)

Mas a constante de proporcionalidade, ao contrario dos sistema a) e b) varia
numa mudanga de unidades. Com efeito uma vez que C(r) nao varia numa
mudanca de unidade de comprimento, mas » — r’ = Ar, temos que ter k. —
k! = A2k.. k. tem dimensdo —2 no comprimento.

Exercicio 1.
A constante k. vale 0,740 cm~2. Como é se chega a este valor?

Este exemplo, ainda que trivial, tem o mérito de por em evidéncia alguns
pontos relativamente a unidades:

1. Relagoes entre grandezas fisicas de natureza diferente envolvem, em geral
constantes multiplicativas cujos valores (e dimensoes) s6 sao determina-
dos pelas convengoes de escolha de unidades.

2. Em certos casos é possivel (e conveniente) relacionar a escolha de padroes
dessas grandezas de tal modo que essas constantes sejam independentes
das unidades escolhidas (desde que nao se altere a relagdo entre os
padrdes). Essas constantes dizem-se adimensionais. E o caso das con-
stantes « e 8 acima referidas.

3. Estas escolhas permitem reduzir o nimero de padroes independentes—
unidades fundamentais—sendo os restantes definidos a partir destes—
unidades derivadas. As leis de transformacao das unidades derivadas sao
determinadas a partir das das unidades fundamentais.

1.3 Unidades Fundamentais em Mecanica

Em Mecanica Classica é possivel escolher as constantes arbitrarias que po-
dem surgir nas leis e defini¢oes de modo ter apenas 3 unidades fundamentais,
quase universalmente escolhidas como massa (M), comprimento (L) e tempo
(T'). Para que nao caiamos na tentagao de atribuir um significado profundo
a este facto convém saber que em relatividade, por exemplo, é usual usar um
sistema de unidades em que apenas ha duas grandezas fundamentais, massa e



tempo, ou massa e comprimento. Nesses sistema tempo e comprimento tém as
mesmas dimensoes. Os fisicos de particulas usam correntemente um sistema
com uma unidade fundamental. Como vimos atrds, é a propria rede de leis e
relacOes entre grandezas que constituem uma teoria, que determina as possi-
bilidades de relacionamento de padrdes e consequente reducao do ntimero de
unidades fundamentais. Em Relatividade, e em Mecanica Quantica existem
leis e relagoes entre grandezas que nao existem em Mecanica Classica. E isso
que permite a reducao do nimero de unidades fundamentais.

Mas, para ja, fiquemos na Mecanica Classica. Vejamos através de alguns
exemplos como obtemos as dimensoes de cada grandeza nas unidades funda-
mentais:

e velocidade: uma qualquer componente de velocidade é definida por uma,
equacao

Ax
= lim -~ 1
v=[lim (15)

Numa mudancga de unidades de comprimentos e tempos L — AL, T —
AT (daqui em diante passaremos sempre a indicar as transformacgoes
dos valores das grandezas) como varia v? Claramente

Ax A Ax
N e 1
At Ay A (16)
e portanto
v— v =AA Y (17)

Isto é, v tem dimensao 1 no comprimento e —1 no tempo. Na notacgao
habitual
[velocidade] = LT~ (18)

e outras grandezas: o leitor poderd facilmente verificar por processos semel-
hantes as seguintes equagoes de dimensoes:

[momento linear | = [mv] = MLT ™!
[momento angular | = [mvr] = ML?*T™!
[forca] = [ma] = MLT >
[energia] = [mv? = ML*T 2

Exercicio 2.
Do secundario deves recordar-te da relagao que Planck e Einstein escreveram entre
a energia E de um fotao e a sua frequénciam v

E=hv



Quais sao as dimensdes da constante de Planck? E as suas unidades no SI?

Nao terd escapado ao leitor atento que todas as grandezas que referimos
acima sao definidas como produtos de poténcias (positivas ou negativas) de
grandezas fundamentais. Isso é uma condicao necessaria para que a mudancga
de unidades corresponda a uma transformacao de escala dos valores de qual-
quer grandeza (multiplicagdo dos respectivos valores por um factor de escala
comum) e possamos definir os respectivos expoentes dimensionais.

A— A= AA = AN AT A

Para grandezas como comprimento, massa e tempo, que se medem por com-
paracao directa com padroes, nao se vé como pudesse ser de outra maneira.
Mas a generalidade das grandezas fisicas nao se pode medir por comparacao
directa. Nao existe um padrao de velocidades que se possa sobrepor a uma
dada velocidade para ver quantas vezes 14 cabe. Poder-se-ia por a questao de
saber se nao seria possivel definir grandezas fisicas, uteis, que tivessem uma
lei de transformacao mais complicada. No entanto, certos requisitos gerais
(linearidade, composicao de transformagoes de escala), cuja discussao seria
um pouco avancada demais para este curso, reduzem as possibilidades aquelas
que nés consideramos.

1.4 Principio de Homogeneidade Dimensional

Estamos agora em posi¢ao de formular, de um modo mais preciso, o requisito
exposto atras, de que uma relagao com significado fisico entre duas grandezas
tem que ser preservada numa mudanca de unidades.

Tomemos uma relagao genérica entre duas grandezas que designaremos por

Ae B.

A=BRB (19)

Numa mudanca genérica de unidades
L — AL (20)
T — AQT (21)

A e B transformam-se de acordo com as suas dimensoes nas unidades funda-
mentais

A— A =ATAPAFA (23)
B— B = AV'APAPB (24)
Para que a relagao seja preservada no novo sistema de unidades deveremos ter

A =B (25)



isto é
_ APLAB2pB —B —B —B3 _
ATTASPAS? = ATVAP AL = ATV PTADTT AT =1 (26)
Como os factores de escala sao arbitrarios, a igualdade s6 se verificard, para
qualquer escolha das unidades fundamentais, se

ay = fi; g = [a; a3 = f33 (27)

Em conclusao, € condi¢cao necessdria e suficiente para que uma equagcdo seja
mvariante numa mudanca de unidades que todos os seus termos tenham as
mesmas dimensoes nas unidades fundamentais—Principio de Homogeneidade
Dimensional.

Este requisito, invariancia debaixo de uma determinada transformacao é, ba-
sicamente, um principio de simetria. Uma tal exigéncia coloca certa restrigoes
as relagOes possiveis entre determinadas grandezas. A Anadlise dimensional
baseia-se na existéncia destas restrigoes.

2 Estimativas Dimensionais

2.1 O Péndulo

Consideremos a questao de determinar o periodo de oscilacao de um péndulo
gravitico.

Do nosso conhecimento das leis da fisica poderiamos intuir que que os
seguintes parametros poderao ser importantes:

e g, a aceleragao da gravidade;
e m, a massa do péndulo;
e [, o comprimento do fio;
e 0y, o valor do angulo inicial.
Teremos entao, de um modo inteiramente geral, uma relacao,
T = f(g,1,m,b0) (28)

em que f designa uma fungdo desconhecida. Como vamos ver o principio
de homogeneidade dimensional vai permitir determinar completamente a de-
pendéncia de f nos primeiros trés parametros. Escrevamos, para referéncia,
as equacgoes de dimensoes destas grandezas:

lg) = LT? (29a)
=L (29D)
[m] = M (29¢)
[0o] =1 (29d)
[T]=T (29€)

l/lliiiiiiiiziiiiziezizg

Figura 1:
Péndulo
Gravitico.



Note-se que o angulo 6 é medido em radianos. Como tal é a razao de dois
comprimentos é adimensional (dimensdes LOT°M? = 1), isto é, tem um valor
independente das unidades escolhidas.

Vejamos o que acontece a estas grandezas numa mudanca de unidades de
massa, M — AgM. Todas sdo invariantes excepto m. No novo sistema de
unidades a relacao da eq.(1.31) deve ser mantida, isto é,

T = f(g',1',m’,6)) (30)

em que X' representa o valor da grandeza X no novo sistema de unidades. Com
estamos a exprimir uma relacao entre grandezas ela deve ser valida quaisquer
que sejam as unidades que escolhamos para determinar os seus valores,

Um ponto importante a notar: se a relagao é de facto universal a fungao f €
a mesma nas eqs(1.31) e (1.37); mas, para isso, é crucial que seja explicitada a
dependéncia em todos os parametros fisicos com dimensoes. Imaginemos, por
um momento que nos esqueciamos da dependéncia em g, j4 que esta pouco
varia se nao sairmos da superficie da Terra. Nesse caso ao mudar de unidades a
funcao f variaria porque a definicao de f incluia o parametro g , que mudaria
com a mudanca de unidades. E fundamental compreender bem este ponto
para poder aplicar correctamente os métodos que estamos a discutir.

Das equagoes de dimensdes sabemos que 77 = T, ¢ = g,l' = 1,60y = 0} ¢
m/ = A3M. Logo

f(g7l7A3m7 90) :f(galamveo) (31)

Esta relacao s6 pode ser valida para qualquer valor de Asg se f ndo depender
de m. O periodo nao pode depender da massa do péndulo!

T = f(g,1,60) (32)

Podemos agora prosseguir a explorar as consequéncias de outras mudangas
de unidades. Para a unidade de comprimento

I — Aql (33a)
g— Aig (33Db)
T—-T (33¢)
90 — 90 (33d)
de onde decorre,

f(AlgaAllaGO) = f(gal790) (34)

Escolhendo A; = I~ ! obtemos
F(g.1,60) = F(,1,60) (35)

l



O periodo é funcao da razao g/l e de fy. Finalmente numa mudanga de unidade
de tempo

[ —1 (36a)
g — Ay%g (36b)
6o — 6o (36¢)
T — AT, (36d)

o que d&
= AaT = f(A;%9,60), (37)

isto é,

F(-00) = A5 F(A577.00) (38)

Usando a mesma técnica que anteriormente, escolhendo As de modo a que
A5%g/l = 1, conclufmos que

T:fﬁﬁwszﬂL%y (39)

Em resumo, a andlise dimensional, determina toda a dependéncia em [ e g,

T = \/gf(go)- (40)

A funcdo f(y) fica indeterminada por esta andlise. O regime de pequenas
oscilagoes corresponde a fy < 1 (recorde-se que um angulo recto sao 7/2
radianos, isto é cerca de 1.57). Corresponde ao limite

TNVF _avﬁ (41)

Neste limite a nossa andlise determina o valor de 1" a menos de um constante
multiplicativa (a andlise completa das equagoes de movimento mostra que
a = 2m).

O método seguido na dedugao do resultado da Eq. 40 é algo longo, mas tem
a vantagem de tornar bem explicito o conteido de uma anélise dimensional e
o principio de invariancia que lhe estd subjacente. Mas é habitual proceder de
um modo mais expedito.

A funcgao f(g,l,m,0y) da Eq. 28 tem claramente as dimensoes de um tempo.
Olhando para as equagoes de dimensoes dos parametros (Egs. 33a a 33d) nao
é dificil ver que podemos definir um tempo com [ e g, nomeadamente /1/g.
Assim podemos desde logo escrever, sem perda de generalidade

T= \/gh(g,l,mﬁg) (42)
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em que a funcao h é adimensional, isto é tem um wvalor invariante em qual-
quer mudanca de unidades. Mas entao é claro que ela s6 pode depender
de parametros adimensionais, igualmente invariantes. Uma inspecgao das
equacoes de dimensOes mostra que com g,l,m,fy a Unica combinacao adi-
mensional possivel é o proprio 6y. Basta reparar, por exemplo, que sé m tem
dimensao de massa nao nula. Logo nao pode formar com ¢g e [ um parametro
adimensional. Por outro lado nao é possivel anular a dimensao temporal entre
g e l. Logo concluimos directamente que h s6 depende de 6y, e T' tem a forma
da Eq. 40.

Antes de abandonar este exemplo, convém reflectir um pouco sobre o que
fizemos. Ao fim ao cabo acabamos de deduzir uma lei fisica, a Eq.(40), sem
fazer uma Unica experiéncia. Serd que podemos de facto recostar-nos num sofa
e, usando as nossas células cinzentas, descobrir como se comporta o mundo?
Na verdade, a auséncia de um contetiddo empirico no nosso raciocinio é apenas
aparente. A nossa suposicao inicial sobre as varidveis de que pode depender
o periodo do péndulo resume observagoes muito importantes. O periodo do
péndulo poderia, & partida, depender de muito mais varidveis como, o tipo
de material que o constitui, o local onde oscila (latitude e/ou longitude), o
diametro do fio de suspensao etc, etc. Nao deixa no entanto de ser interessante
que tendo assim limitado o nimero de parametros, foi depois possivel chegar
tao longe com base no principio de homogeneidade dimensional.

2.2 Velocidade do Som

Suponhamos que aplicamos duas forgas iguais e opostas no extremo de uma
mola. Sabemos que a deformagao é proporcional a forca

F = kAl (k, constante da mola) (43)

Exercicio 3.

E mais usual definir a constante da mola supondo uma das extremidades fixas e
aplicando a forca F' na outra. A constante da mola é dada pela razao entre F e a
variacao de comprimento da mola. Esta definigao é equivalente a do texto? Porqué?

Suponhamos agora que, em vez da mola temos uma barra sélida. Se a forga
nao ultrapassar o limite de elasticidade da barra temos de novo a relagao da
Eq.(43) entre a variacao de comprimento da barra e a forga. Como depende
k do material e da geometria da barra? Se duplicarmos o seu comprimento k
varia? E se variarmos a seccao?

Para responder a estas perguntas, imaginemos a barra constituida por duas
partes do mesmo comprimento colocadas topo a topo. Cada metade da barra
estd sujeita as mesmas forcas que a barra completa. E ébvio que a barra A,
estando em equilibrio tem uma resultante das forcas aplicadas nula. Isto é

11
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a barra B exerce sobre A uma forca F/ = —F. Aplicando a lei de Hooke,
Eq.(43), & metade A da barra e designando por k; a respectiva constante de

forga
F

Tk
As forcas nas extremidades de B sdo também e F e —F e a barra B é idéntica
a A. Logo

Aly (44)

N (45)
ky

Ora, a barra completa tem uma variacao de comprimento que é a soma das
variagoes de cada metade.

1 1 2
Al = Al Al =F(—+ —)=F— 46
At Blp=F(-+ 1) = Fp (46)
A lei de Hooke aplicada & barra completa da entao
F Ik
FEANT
k1

k=— 47
. (47)

Por outras palavras, a constante k de uma barra de comprimento [ é metade
da constante k1 de uma barra de comprimento /2. Nao é dificil concluir que
k é inversamente proporcional ao comprimento da barra.

Em relacao as dimensoes transversais podemos raciocinar de modo semel-
hante. Imaginamos a barra dividida longitudinalmente em duas. As forgas
aplicadas a cada uma nas extremidades, a cada metade, tem agora moédulo
F/2, pois F' é a soma destas duas forcas. Como é 6bvio, cada uma das duas
partes sofre o mesmo elongamento que a barra completa. Assim a constante

de cada metade da barra é P

e neste caso k = F'//Al = 2k, : a constante k é proporcional a area da seccao
da barra. Em resumo, para uma barra de area A e comprimento [
F A
=—=F— 49
Al l (49)
em que F deve ser independente das dimensoes da barra, caracteristico do
material de que é feita. E conhecido como médulo de Young. Assim temos
para a relacao entre o elongamento da barra e a forca de estiramento
F Al
- = 50
I i (50)
As dimensoes de E sdo exactamente as de uma pressdo. No SI a respectiva
unidade é o Pa (Pascal). Valores tipicos para sélidos andam na gama das

k
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dezenas a centenas de GPa (1 GPa = 109 Pa, consultar Young modulus na
Wikipedia).

Agora que sabemos caracterizar as forcas eldsticas que se exercem num
sélido, vejamos o que podemos aprender sobre a propagacao do som nos mes-
mos. Como o som implica a propagacao de uma deformagao elastica, parece
claro que a sua velocidade vai depender do médulo de Young !. Este de-
termina as forcas que cada parte do sélido exerce sobre as vizinhas. Mas se
pensarmos nas leis de Newton, sabemos que o movimento é determinado, nao
apenas pelas for¢as que actuam sobre os corpos, mas também pelas respectivas
massas. Por outro lado é um dado adquirido que a velocidade de propagacao
do som é uma caracteristica de cada material e nao depende da geometria dos
corpos onde se propaga. Assim sendo, deve depender, ndo da massa do corpo,
mas da massa volimica do material que o constitui. Sem mais informagoes
arrisquemos

vsom = f(E,p) (51)
Olhemos para as dimensoes
F] MLT2

[E] = [Pressio] = LJ === ML'T2 (52)
p=ML"3 (53)

Ora 5
[] = L*T72, (54)

p

as dimensoes do quadrado de uma velocidade. Logo

E
Vsom = ;h(E,p) (55)

em que h(FE,p) é adimensional. Mas nao é possivel formar um parametro
adimensional de E e p, pelo que h nao pode depender de quaisquer destes
parametros e terd que ser uma constante adimensional.

E
Vsom = 04 | — 56
P (56)

Como exemplo calculemos v/ E/p para o aluminio , E = 71 GPa, p = 2.7 gcm ™3
[4], o que d&
Vsom(Al) = 5.13 x 103 ms ™! (57)

'Estamos a pensar em ondas sonoras em que a deformacdo da barra é de variacdes de
comprimento no sentido de propagacao: ondas longitudinais. Estas sao as que se podem
transmitir ao ar, criando alternancia de compressao e expansao, isto é som.
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A velocidade do som no aluminio é, 5100 m s~'. Uma anélise mais completa
mostra que a = 1.

A experiéncia mostra que as constantes adimensionais, como «, em regra,
nao afetam a ordem de grandeza das quantidades onde aparecem. Nesses casos
a andlise dimensional permite-nos estimar a ordem de grandeza da quantidade
analisada. Neste exemplo dirifamos, sem mais informacao, que a velocidade do
som neste material deve ser da ordem de alguns quilémetros por segundo.

Exercicio 4.

Tenta generalizar este problema da propagacao do som numa barra para o seguinte
sistema. Tens uma cadeia linear de molas ligadas, todas idénticas, com a mesma
constante, a mesma massa e o mesmo comprimento. Usa anélise dimensional para
tentar estimar a velocidade de propagacao de uma vibragao longitudinal (deformagoes
segundo o eixo das molas).

2.3 Forca de Stokes e Nimero de Reynolds

Dentro da mesma filosofia consideremos agora um exemplo no campo da fisica
de fluidos. E uma 4rea onde a andlise dimensional ¢ particularmente ttil.

Consideremos um corpo de forma esférica imerso num fluido. Se este se
mover exercera sobre o corpo uma forca na direccao do seu movimento. Note-
se que poderemos também considerar que é o corpo que se move no fluido em
repouso. O importante é o movimento relativo sélido—fluido. De que podera
depender tal for¢ga? Certamente da velocidade relativa sélido—fluido, U e das
dimensoes do corpo. Poderemos também pensar que pode depender da massa
volimica do fluido. Um fluido muito rarefeito nao deve arrastar com muita
forga o sdlido. Vejamos entao as dimensoes

[R] = L, (raio)

[p| = ML (massa volimica )
U] =LT™! (velocidade)
[F]=MLT2?  (forca)

Vemos, por inspec¢ao que F' « p (dimensdo 1 na massa); por outro lado
F oc U?( para acertar as dimensoes de 7). Portanto

[pU?R?| = MLT?* = [F] (58)

ou seja,

F = pU*R*n(p,U, R) (59)

A funcao h deve ser adimensional. Como nao é possivel, com os seus argumen-
tos, formar um parametro adimensional, h deve reduzir-se a uma constante:

F = kpU?R? (60)
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e toda a dependéncia de F' nos parametros do problema fica determinada.

Nesta altura podemos tentar impressionar um experimentalista com esta
lei fisica deduzida por raciocinio puro! Ele poderia argumentar, com justeza,
que o nosso ponto de partida (a selecgao dos parametros de que cremos que F
possa depender) resulta de uma experiéncia prévia, tem pois um forte contetiido
empirico. Mas, mais provavelmente, limitar-se-4 a apontar que o nosso re-
sultado esta errado pois, é bem conhecido experimentalmente que, a baixas
velocidades, a forca é proporcional a U, niao a U2. Trata-se da forca de atrito
de Stokes. Como é possivel?

Com efeito, a nossa suposicao de partida é demasiado restritiva, pois ignora
uma, caracteristica do fluido, a viscosidade. Para explicar o que é teremos que
fazer um longo paréntesis.

2.3.1 Viscosidade de Stokes

Consideremos um recipiente cheio de liquido, por exemplo dgua. A porgao de
liquido sombreada na fig(1.2) é actuada pela forga de gravidade. O respectivo
peso vale

Ap = pgAV (61)

(p, massa volimica, AV, volume)

O que sustenta esta porcao de liquido e o impede de cair? Naturalmente
as forcas de pressao exercidas pelo liquido que estd por baixo. Este liquido
¢ comprimido pelo peso do liquido acima dele (e da coluna de ar por cima
deste). Deforma-se (muito pouco, pois os liquidos, como os sélidos, sao pouco
compressiveis) e dai resultam forcas de pressdo que se exercem normalmente
a fronteira entre as duas porgoes de liquido. Essas forcas sao proporcionais
a area da superficie e por isso é bem definida a forga por unidade de area, a
pressao. O ponto é que os liquidos se comportam de modo muito semelhante
aos sélidos sob acgao de tensoes compressivas (normais as superficies através
das quais se exercem). Consideremos agora uma situa¢ao um pouco diferente.
Uma camada de liquido estd contida entre duas placas horizontais, sélidas. O
liquido, normalmente, adere ao sélido. Isto é, se arrastarmos uma das placas
horizontalmente o liquido que estd em contacto com ela move-se também. Se
entre as placas estivesse um sélido o deslocamento horizontal induziria uma
deformacao no mesmo. Surgiria uma forca eldstica que se oporia ao deslo-
camento. Seria necessario manter aplicada uma forca externa para manter a
placa deslocada da sua posicao inicial. Se imaginarmos uma superficie a sep-
arar o sélido em duas camadas vemos claramente que a condicao de equilibrio
da parte superior implica que a inferior exerca sobre ela uma forca paralela
a superficie através da qual ela se exerce . Estas tensoes sao designadas por
tensoes de corte.

Um liquido responde a tensoes de corte de um modo muito diferente de um
sélido. As camadas de liquido podem deslizar umas sobre as outras. A placa
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superior pode estar em equilibrio, sem forgas externas, em qualquer posicao.
Em equilibrio, num liquido, ndo ha tensdes de corte. Mas por experiéncia
sabemos que enquanto a placa e o liquido estdo em movimento surgem de
facto tensoes de corte que se lhe opoem—as forcas de viscosidade.

Para uma classe vasta de liquidos (n@o todos) verifica-se que para uma
velocidade da placa superior U e uma camada de espessura [ de liquido, a
forga por unidade de drea que é necessario exercer externamente sobre a placa
para a manter em velocidade uniforme vale

F U 69

1= (62)
O coeficiente n é a viscosidade. Note-se que, como a placa se desloca a uma
velocidade uniforme, a resultante das forcas que nela actuam é nula. Logo
esta expressao determina também o valor da forca que o liquido exerce sobre
a placa. A primeira vista esta definicao pareceria indicar que a viscosidade é
uma, propriedade da interface liquido—sdlido, mais do que do liquido em si.
De facto nao é assim. O que na realidade se verifica na situagdo considerada
é que a velocidade no seio do liquido varia de um valor nulo na placa inferior
até U, na superior, de um modo linear. Isto é

vz (y) = U% (63)

Se imaginarmos uma superficie paralela as placas a separar duas partes do
liquido vemos que a forca que cada uma destas partes exerce sobre a outra
¢ ainda dada pela Eq. 62 uma vez que nao hé aceleragoes no sistema. O
que estamos a dizer, portanto, é que a forca exercida através da superficie de
separacao entre as partes A e B do liquido vale

F U dvg(y)

117~ UW (No sentido negativo do eixo zx) (64)

Em conclusao, um deslizamento de uma camada de liquido sobre outra, (variagoes

de componentes da velocidade segundo um dado eixo numa direcgao perpen-
dicular ao mesmo, dv,/dy # 0) d4 origem a tensdes de corte proporcionais a
viscosidade do liquido.

2.3.2 A Forca de Stokes

Estamos agora em condigoes de voltar a discussao da forca sobre um sélido
em torno do qual se move um fluido. Parece claro que a viscosidade do liquido
¢é relevante. Com efeito se o liquido adere a superficie do sélido tera que
haver variacoes de velocidade no seio do fluido e surgirdao tensoes de corte
determinadas pela viscosidade. Analisando dimensionalmente 7

(MLT2)(L™)(L)(LT 1)~ (65)
(MLT (L) (L) (L) = ML~ 7! (66)

l
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Levemos em conta a informagao do nosso amigo experimentalista, F' o< U.
Temos

F=Uf(p,R,n) (67)
As dimensées da funcao f sao faceis de determinar
F
= | = =MT!
1=7] (69)

O produto nR tem precisamente estas dimensoes pelo que
F=nUR X h(p,R,n) (69)

em que a funcao h é agora adimensional. Mas nao hd nenhum parametro
adimensional que se possa formar a partir de produtos de poténcias de p, R e
7. Senao vejamos

paRﬁnv — Moty —3atf—yp—y (70)

Para termos um produto adimensional

a+v=0
—3a+B-v=0
7=0

que s6 tem a solugdo a = f = v = 0. Em conclusao a fungdo h reduz-se a
uma constante adimensional

F =knUR (71)

Neste regime, de F' o< U, a dependéncia no raio da esfera é linear e a forca nao
depende da massa volimica do liquido.

Finalmente, e para encerrar esta discussao sobre fluidos, podemos colocar o
problema com toda a generalidade, sem fazer suposicoes sobre a dependéncia
da forca na velocidade.

F = f(p7777R7 U) (72)

que podemos sempre escrever na forma
F =nUR X h(p,n,R,U) (73)

em que, de novo, h é adimensional. Mas com estes quatro parametros ja é
possivel formar um produto adimensional. De facto, o trabalho ja esta feito.
Como nUR e pU?R? tem as mesmas dimensdes (as de uma forca) a razdo entre
eles é adimensional
_pU 2R? ~ pUR
- nUR g

Este parametro é designado por niumero de Reynolds.

(74)
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A anilise dimensional conduz entao ao resultado
F=nUR x h(R) (75)

Repare-se que, na medida em que incluimos na discussao todos os parametros
relevantes, a funcao h(R) é universal, a mesma para todos os fluidos (desde que
caracterizados por uma viscosidade do tipo acima definido) e esferas sélidas
(para outras formas geométricas a fungao sera diferente).

O numero de Reynolds caracteriza o regime de variacao de F' com U. Para
R < 1 sera de esperar que h(R) =~ h(0) e teremos um regime em que F o< U.
Mas para R = 1 ou superior esse regime pode ser modificado. Com efeito
as caracteristicas do escoamento variam substancialmente com R. Para R
pequeno o escoamento é ordenado e estacionario. A velocidade do fluido em
cada ponto nao varia no tempo. Para R = 20 desenvolvem-se turbilhoes
na parte de tras do corpo sélido, que para R = 100, acabam por descolar
dando origem a variagoes temporais na velocidade do fluido em cada ponto.
Para R muito elevado a esteira do sélido tem um comportamento desordenado
(turbulento, ver Fig. 7).

Convém notar o poder da analise dimensional. A descrigao que acabamos de
fazer aplica-se a intimeras situagoes. Dois quaisquer escoamentos com 7’s, R’s,
U’s e p’s totalmente diferentes terao as mesmas caracteristicas se os respectivos
numeros de Reynolds forem idénticos. Uma das consequéncias praticas destas
ideias é que é possivel estudar o comportamento de grandes massas liquidas
(por exemplo, uma albufeira) com modelos de dimensoes reduzidas, se a massa
volumica e a viscosidade do liquido do modelo forem escolhidas de modo a
conduzir ao mesmo numero de Reynolds. O nuimero de Reynolds é apenas
um de muitos parametros adimensionais que surgem no estudo da mecanica

de fluidos.

3 Leituras Recomendadas

o Classical and Modern Physics, K. Ford, Vol I Cap. 2. Uma boa obra, na
tradigao americana de curso introdutério com cobertura global de todas
as areas da Fisica. Tem alguns anos e tem sido suplantado por obras
mais recentes, com apresentacoes graficas excepcionais, mas nem sempre
com lucidez comparavel.

e Forces and Particles, B. Pippard, Cap. 7 Um livro relativamente avancado,
que contém uma discussao cuidada de alguns dos topicos deste capitulo.

e Sistema Internacional Guilherme de Almeida Cap. 3 A énfase é mais
em sistemas de unidades mas no capitulo 3, trata alguns exemplos de
analise dimensional.
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Figure 7: escoamentos de um fluido em torno de uma esfera para varios valores
do nimero de Reynolds [5]
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