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Introducao

Estas notas destinam-se aos alunos da cadeira Medida e Integracao,
frequentada por alunos do terceiro e do quarto anos da licenciatura em
Matematica da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto.

Sdo usadas as seguintes notagdes:

R RU {+£oo}

Ry |{xeR|x>0}
Ry |R;U{+oco}

R | Ri\ {0}

P(E) | {partes de E}

Vai-se considerar em R a relacdo de ordem < que prolonga a relagéo
de ordem < de IR e para a qual se tem:

(Vr e R): —o0 < 7 < +oo0.

Sempre que se falar de supremo ou de infimo de uma parte de R serd
relativamente a esta relacdo de ordem. Observe-se que, com esta con-
vengao, qualquer parte P de R tem supremo e infimo e que o supremo
(respectivamente infimo) de P é um ntmero real se e s6 se P ndo for vazia
e se for majorada (resp. minorada) por algum ndamero real.

Um conjunto C dir-se-4 numerdvel quando C for finito ou quando
existir alguma bijecgdo de IN em C.

O simbolo m assinala o fim das demonstragdes.
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Teoria da medida

Na passagem do século XIX para o século XX, tornou-se claro que o
integral de Riemann era insuficiente para as necessidades dos analistas.
Por exemplo, se [, ] é um intervalo de R e se (f)neN € uma sucessdo
de fungdes de [a,b] em R integréveis segundo Riemann pontualmente
convergente para uma fung¢do f de [4,b] em R, ndo é necessariamente
verdade que f seja integravel segundo Riemann, mesmo que seja limitada.
Além disso, se f: [a,b] — R for uma fungdo para a qual haja fung¢des
integraveis segundo Riemann fy, f>: [4,b] — R tais que f; < f < fo,
seria desejavel que f fosse também integrdvel segundo Riemann, mas nédo
€ esse necessariamente o caso.

Figura 1.1: [lustragdo geométrica do conceito de «integral de Riemann»

Examinemos com um pouco de detalhe o conceito de «integral de
Riemann»; veja-se a O integral de Riemann de uma funcéo f de
um intervalo [a, b] em R ndo é mais do que a drea da figura situada entre
o grafico de f e o eixo dos xx. A ideia do integral de Riemann consiste
em enquadrar f entre duas fungdes, cada uma das quais é constante
num conjunto finito de sub-intervalos de [4, b] dois a dois disjuntos cuja
reunido é precisamente [a,b]. Para uma tal fun¢do, dispomos de um
conceito intuitivo de drea abaixo do gréfico: se [a, b| for a reunido disjunta
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2 Teoria da medida

dos intervalos Iy, I, ..., I, e se ¢ for uma fung¢do de [a,b] em R cuja
restricdo a cada I seja constante e tome sempre o valor ¢k, entdo a drea
abaixo do grafico de ¢ serd };_; ¢y comp(I)), onde comp(Ii) representa
o comprimento de Ii. O integral de Riemann de f serd entdo o valor para
que tendem as 4reas abaixo dos graficos das fungdes ¢ a medida que
tendem para a funcao f.

A ideia por trds do integral de Lebesgue, que é aquele que sera abor-
dado neste curso, é mais geral e consiste em substituir as familias finitas
de subintervalos de [a, b] dois a dois disjuntos cuja reunido é igual a [a, b]
por familias numerdveis de subconjuntos de [, b] dois a dois disjuntos
cuja reunido é igual a [4, b]. Ha dois problemas com esta abordagem. O
primeiro reside no facto de envolver somas de familias numeraveis de na-
meros reais ndo negativos ou, mais geralmente, de elementos de R ;. Este
problema resolve-se facilmente empregando séries. O segundo problema
é que surge a necessidade de se generalizar o conceito de comprimento
de um intervalo a um conceito mais geral de medida de um subconjunto
de R que seja aplicavel a uma grande quantidade de partes de R. E este
conceito de medida que vai ser definido.

1.1 Algebras e c-algebras

DEFINICAO 1.1 Dado um conjunto X, diz-se que um subconjunto A de
P(X) é uma dlgebra se

1. @ e A
2. (VA,Be A): AUB € A;
3. (VAe A): Al e A

Resulta da terceira condigdo que a primeira condi¢do pode ser subs-
tituida por «X € A». Por outro lado, deduz-se facilmente da segunda
condi¢do, usando indugdo, que se A for uma algebraese Ay,..., A, € A,
entdo U;-qzl Aje A

DEFINICAO 1.2 Diz-se que uma élgebra .4 é uma o-dlgebra se, para cada
sucessdo (Ay)nen de elementos de A, U, An € A.

Dado um conjunto X, para se verificar que um subconjunto A de P (X)
é uma c-dlgebra, ndo é necessdrio verificar separadamente que é estavel
para reunides finitas e para reunides infinitas numeraveis. De facto, se se



1.1. Algebras e o-dlgebras 3

verificar que é estdvel para reunides infinitas numerdveis, entdo resulta
de se ter @ € A que A também é estdvel para reunides finitas.

EXEMPLO 1.1 Dado um conjunto X, P(X) é uma c-dlgebra.

EXEMPLO 1.2 Dado um conjunto X, o conjunto das partes de X que sdo
finitas ou tém complementar finito forma uma algebra que ndo é uma
o-algebra.

PROPOSICAO 1.1 Se A for uma dlgebra (respectivamente uma o-dlgebra) e se
A1, ..., An € A (resp. (An)neN € uma sucessio de elementos de A), entio
im1 An € A (resp. Nyen An € A).

DEMONSTRACAO: No caso das o-algebras, basta ver que

(ﬂ An>ﬂ U Abea

nelN nelN

No caso das 4lgebras, a demonstragdo é analoga. n

PROPOSICAO 1.2 Sejam X um conjunto e P um conjunto de partes de X. Entdo,
das o-dlgebras de partes de X que contém P, existe uma e uma so que estd contida
em todas as outras.

DEMONSTRACAO: A unicidade é imediata: se A, A’ C P(X) forem o-
-algebras que contenham P e que estejam contidas em qualquer o-dlgebra
que contenha P entdo, em particular, A C A" e A’ C A, pelo que A = A'.

Por outro lado, seja A o conjunto de todas as o-dlgebras contidas em
P(X) que contenham P. O conjunto A ndo é vazio, pois P(X) € A.
Verifica-se facilmente que a interseccdo de todos os elementos de A é uma
o-algebra, a qual necessariamente contém P e estd contida em qualquer
o-algebra em P(X) que contenha P. n

DEFINICAO 1.3 Dados um conjunto X e um conjunto P de partes de X,
designa-se por c-algebra gerada por P a tnica c-algebra de partes de X
que contém P e que estad contida em qualquer outra c-algebra nas mesmas
condicoes.

Para o que se segue, é conveniente encarar IR como um espago métrico.
Para tal, considere-se a bijeccdo

f: R — [—1,1]

_x
NN T3] sex € R
+1 se x = £oo,
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e a distancia o
d: RxR — R

(xy) = f(x) = fy)l
Relativamente a esta distancia tem-se, por exemplo, que lim, e 7 = 400
e que a funcdo

R — R
/x| sex #0,+o00
X = 0 se x — oo

+o00 sex =0

¢é continua.
Vejamos como é possivel determinar se uma parte A de IR é aberta sem
usar a distancia d.

PROPOSICAO 1.3 Dado um subconjunto A de R, sio condigdes equivalentes:
1. A éum abertode (R, d);
2. AN é um aberto de R (relativamente a métrica usual) e, além disso,

® se foo € A, entdo |t, +oo] C A paraalgum t € R;
* se —o0 € A, entdo [—oo, t{C A paraalgum t € R.

DEMONSTRACAO: Seja f a fungdo que surge na defini¢do da distancia 4.
Entdo, pela defini¢do de d, f é uma isometria de R sobre [—1,1] (munido
da métrica usual); em particular, ¢ um homeomorfismo. Logo, R é um
aberto de R, pois R = f~!(] — 1, 1[). Resulta daqui que se A for um aberto
de R, entdo A N R também o é.

Vejamos que a restricdo de d a R x R é uma distancia equivalente
a distancia usual em R (que serd representada por d'), i. e. que d e d’
déo origem aos mesmos abertos. Isto é o mesmo que dizer que a fungdo
id: (R,d") — (R,d|rxr) é um homemomorfismo. Mas resulta nova-
mente da definigdo de d que f|r € um homeomorfismo de R sobre | — 1, 1]
(munido da métrica usual). Logo, id: (R,d’) — (R, d|rxr) € um home-
momorfismo se e so se f oid for um homeomorfismo de Rem | —1,1]
(relativamente a métrica usual em ambos os casos), o que claramente se
verifica.

Seja A um aberto de R. Entdo, como ja foi provado, A N R é também
um aberto de R. Como, por outro lado, ANR C R, resulta do que se
provou no paragrafo anterior que A N IR é um aberto de R (relativamente
a métrica usual). Caso +o0 € A, seja ¢ > 0 tal que

(Vx e R) :d(x,+o) <e=x€ A; (1.1)
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um tal € existe necessariamente por se estar a supor que A é aberto e
que contém +oo. Pode-se (e vai-se) supor que ¢ < 1. Pela definicdo da
distancia d, (1.1) é equivalente a

(VxEIR):‘ 1’<s:>x€A

x —_—
14 |x|
e, em particular,

(Vx€R+):HLx<s:>x€A.
Entdo |1/ — 1, +o0] C A. Mostra-se analogamente que, se —c0 € A, entdo
existe algum ¢ € R tal que [—o0, t[{C A.

Suponha-se agora que A C R satisfaz a segunda condigdo do enun-
ciado; quer-se provar que A é um aberto de R, o que é o mesmo que
afirmar que é vizinhanca de todos os seus pontos. Seja entdoa € A. H4
trés possibilidades:

a € R: entdo, como ANR éum abertode Rea € ANR, ANR é uma
vizinhanga de 4, pelo que A é vizinhanga de g;

a = +oo: existe algum t € R tal que |t, +o0] C A, pelo que A contém
B(+00,1/(141));

a = —oo: andlogo ao anterior. u

E claro que qualquer aberto de R pode ser obtido como reunido de
intervalos abertos, i. e. de intervalos do tipo ]x,y[ (com x,y € Re x < y),
do tipo [—o0, x] (com x € R) ou do tipo |x, +0] (com x € R). Vejamos
que é possivel dizer mais sobre isto.

LEMA 1.1 Qualquer aberto de R pode ser escrito como reunido numerdoel de
intervalos abertos dois a dois disjuntos.

DEMONSTRACAO: Seja A um aberto ndo vazio de R e, para cada x € 4,
seja I, a reunido de todos os intervalos abertos de R contido em A que
contenham x. Entdo, como a reunido de intervalos com um ponto em
comum é novamente um intervalo, a reunido de abertos é um aberto e a
reunido de subconjuntos de A que contém x é novamente um subconjunto
de A que contém x, I, é um intervalo aberto de R contido em A e que
contém x; de facto, ¢ mesmo o maior intervalo aberto contido em A que
contém x. Entdo A = U,c4 Ix e, por outro lado, é claro que, se x,y € A,
os intervalos I, e I, ou coincidem ou sdo disjuntos. Esta entdo provado
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que A pode ser obtido sob a forma de reunido de uma familia (I))jen
de intervalos ndo vazios dois a dois disjuntos. Cada intervalo I, contém
nimeros racionais e, como os intervalos sdo dois a dois disjuntos, nenhum
numero racional estd em dois intervalos distintos. Logo, (I AN Q) AEA é
uma familia de conjuntos ndo vazios dois a dois disjuntos cuja reunido
é igual a AN Q, que é numerdvel. Resulta desta observagdo que A é
numerdvel. |

DEFINICAO 1.4 Diz-se que um subconjunto X deg é boreliano se perten-
cer a o-dlgebra gerada pelos abertos de IR. Se A C R entdo o conjunto dos
borelianos contidos em A representa-se por B(A).

Alternativamente, poder-se-ia ter definido B(A) como sendo o a o-
-dlgebra gerada pelas partes abertas de A. Por outro lado, resulta do
lema|l.1|que B(A) também é a o-algebra gerada pelos intervalos abertos
de A.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos borelianos.

1. Resulta imediatamente da definicio que qualquer aberto de R é
boreliano.

2. Como as o-algebras sdo fechadas para a passagem ao complementar
e como um conjunto é fechado se e s6 se o seu complementar é
aberto, resulta da observacao anterior que os conjuntos fechados sdo
borelianos.

3. Qualquer conjunto finito ou numerdvel é boreliano, pois se C for
um tal conjunto, entdo C = {J,cc{x} e cada conjunto {x} é fechado
e, portanto, boreliano.

4. Resulta da observacio anterior que se X C R for tal que Xt seja
finito ou numeravel, entdao X é boreliano.

Em particular, Q e R \ Q sdo ambos borelianos.

Pode-se provar que ha partes de R que néo sdo borelianas. De facto, se
A for uma o-élgebra de partes de um conjunto com o mesmo cardinal que
R que seja gerada por um conjunto cujo cardinal ndo excede o de IR, entdo
o cardinal de A também nao excede o de R; pode-se ver uma demonstra-
cdo detalhada em [8| §1.6]. Como B(RR) é gerada pelos intervalos abertos
e o conjunto dos intervalos abertos tem o mesmo cardinal que R, isto
prova que o cardinal de B(RR) é igual ao de R, pelo que B(R) & P(R). O
mesmo argumento prova que B(R) & P(R).
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Um exemplo concreto de um conjunto ndo boreliano é o conjunto dos
numeros reais x para os quais existe alguma sucessao (4, )N de nimeros
naturais tal que

1

a1+
a, +

1

e que, para alguma sucessdo estritamente crescente (1), de nimeros
naturais, se tenha (Vj € IN) : am].|am]. .1; veja-se [11), cap. III].

1.2 Medidas

DEFINICAO 1.5 Dada uma o-dlgebra A, diz-se que uma fungéo m de A
em R} é uma medida se tiver as seguintes propriedades:

1. m(@) =0;

2. se (An)nenN € uma sucessio de elementos de A disjuntos dois a dois,

entao
m ( U An) = Jrzzm(An).

nelN

O termo da direita da igualdade anterior é +co caso a série em questdo
seja uma sére divergente de niimeros reais ou caso algum dos termos seja
~+o0.

Observe-se que a segunda condicdo poderia ser substituida pela con-
digdo a priori mais forte:

2" se (An)nen € uma familia numerével de elementos de A disjuntos
dois a dois, entdao

m < U An) =Y m(Ay).
neN neN

De facto, se Ay, ..., Ay € A forem conjuntos disjuntos dois a dois e se
se definir Ay = © para cada k > n, entdo

n +o00 +o0 n
m (U Ak> =m (U Ak> = Zm(Ak) = Zm(Ak),
k=1 k=1 k=1

k=1

uma vez que o conjunto vazio tem medida nula.
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EXEMPLO 1.3 Seja X um conjunto. Entdo a funcdo

m: P(X) — 1R+
{#A se A for finito
A —> )
+o00 caso contrario

é uma medida, que se designa por medida de contagem.

PROPOSICAO 1.4 Dadas uma o-dlgebra A e uma medida m definida em A,
tem-se

1. se A,B e Ae A C B, entio m(A) < m(B) e, além disso, se m(A) <
+oo, entido m(B\ A) = m(B) — m(A);

2. se (An)nenN € uma sucessio de elementos de A, entio

m( U An> < im(An).

nelN

DEMONSTRAGCAO: Para demonstrar a primeira alinea, basta ver que
m(B) =m(AU(B\A)) =m(A)+m(B\ A) >m(A).

Caso m(A) < +oo, resulta da igualdade m(B) = m(A) +m(B\ A) que
m(B\ A) = m(B) —m(A).

Quanto a segunda alinea, considere-se a sucessdo (B ),en de elemen-
tos de A tal que (Vn € N) : B, = Ay \ Uken Ax. Entdo os conjuntos
da forma B, (n € IN) sdo disjuntos dois a dois e a sua reunido é igual a

Unen An, pelo que
400 400
m( |J An | =m| |J Ba) =) m(By) <) m(Ay),
nelN nelN n=1 n=1

pela alinea anterior. n

PROPOSICAO 1.5 Dadas uma o-dlgebra A, uma medida m definida em A e
uma sucessio monétona (Ay),eN de elementos de A, tem-se

1. se Ay C Ay C A3 C - -+, entdo

m ( U An> = lim m(A,);

nelN nelN
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2. se Ay D Ay D Az D - ese Ay tem medida finita, entdo

m < N An) = Tlllerﬂr\tlm(An)

nelN

DEMONSTRACAO: No caso da primeira alinea, seja (Bn)neN a sucessao
de elementos de A tal que By = Aj e que B, = A, \ A,_1 para cada
numero natural #n maior do que 1. Entdo (B,),cN € uma sucessdo de
elementos de A disjuntos dois a dois e, para cadan € N,

n
An=J Bk
k=1

pelo que

Logo,

Para demonstrar a segunda ahnea, basta ver que, pela primeira alinea
neN neN
= lim m(A; \ An)
nelN

= lim (m(A1) —m(Ay)) (pela proposigao[T.4)
ne
=m(A71) — lim m(A,).
nelN

Esta entdo provado que

—m(ﬂAn>:m< ﬂA)-mAl)—%lerﬂr\llm(A)

nelN nelN
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de onde resulta que

neEN nelN -

m < N An> = lim m(A,).
DEFINICAO 1.6 Se A € P(RR), define-se a medida exterior de Lebesgue de A
e representa-se por m*(A) o infimo do conjunto dos ntiimeros da forma
Y nenw comp (I, ), sendo (I,),en uma sucessdo de intervalos abertos cuja
reunido contém A.

E importante observar que, apesar do nome, a medida exterior de
Lebesgue ndo é uma medida, como serd visto mais a frente.

Observe-se que se a palavra «abertos» fosse omitida da definicdo da
medida exterior de Lebesgue, a fun¢do assim definida seria a mesma. De
facto, dado A € P(IR) represente-se provisoriamente por 7(A) o infimo
do conjunto dos nimeros da forma ), .y comp(1,), sendo (I),en uma
sucessio de intervalos cuja reunido contém A. E imediato que m(A) <
m*(A). Se se tivesse m(A) < m*(A) para algum A € P(RR), entdo seja
r €]0,m*(A) — m(A)[. Pela definigdo de 7i(A), haveria alguma sucessdo
(I,)nenN de intervalos cuja reunido conteria A e tal que a soma dos seus
comprimentos seria menor do que m(A) + r/2. Para cada n € N, seja
J» um intervalo aberto que contenha I, tal que comp(J,) < comp(I,) +
271y Entdo (J;)new € uma sucessdo de intervalos abertos cuja reunido
contém A, pelo que ¥ comp(J,) > m*(A). Mas, por outro lado,

—+o00

+oo ,
nzlcomp(]n) < (comp(ln) + W>

=1
(A) +
(A) +
“(A),

=

A
3

_|_

SN
N =

A
S

o que é absurdo.

Antes de se passar as propriedades da medida exterior de Lebesgue,
vai-se demonstrar um resultado auxiliar. Convém comecar por relembrar
que uma parti¢do de um intervalo [a, b] é um subconjunto finito de [a, b]
que contém a e b. Se P for uma partigdo, entdo os intervalos da forma
[a’,V'] com a’ e b’ elementos consecutivos de P serdo designados por
intervalos da partigdo.!

INaturalmente, isto é um abuso de linguagem visto que, de facto, nunca se tem
/! !/
[a', V'] C P.
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LEMA 1.2 Sejam a,b € R com a < b e seja (Ay)uej uma familia de abertos de
R cuja reunido contenha [a, b). Existe entdo alguma particdo do intervalo [a, b]
tal que cada um dos seus intervalos estd contido em Ay, para algum o € |,

DEMONSTRACAO: Seja S o conjunto dos pontos x € [4,b] com a seguinte
propriedade: existe alguma parti¢do do intervalo [, x| tal que cada um
dos seus intervalos esta contido em A,, para algum « € J. Quer-se entdo
provar que b € S.

E claro que 2 € S e S que é majorado por b, pelo que S tem supremo
s € [a,b].

Vai-se comegar por ver que s € S. Visto que, como ja foi afirmado
acima, a € S, pode-se supor que s > a. Seja f um elemento de | tal que
s € Iz e seja t um elemento de Iz N [a,s]. Como supS = s > t, existe
algum t’ € SN [t,s]|. Por defini¢do de S, existe entdo alguma parti¢do P
do intervalo [a, '] tal que cada um dos seus intervalos esta contido em
Ay, paraalgum o € J. Mas entdo s € S, pois P U {s} é uma parti¢do do
intervalo [a, s] nas condicdes desejadas.

Vai-se agora provar que s = b, o que terminard a demonstragdo do
lema, uma vez que ja se demonstrou que s € S. Se ndo se tivesse s = b,
entdo s seria menor do que b. Seja B como acima e seja f um elemento
de IgN]s, b]. Como s € S, existe alguma particao P do intervalo |, 5] tal
que cada cada um dos seus intervalos esta contido em A,, para algum
« € J. Mas entdo a particdo P U {t} do intervalo |4, t] é tal que cada um
dos seus intervalos esta contido em A, para algum « € J. Isto quer dizer
quet € S, 0 que é absurdo, pois t > s = sup S. n

Como consequéncia do lema anterior, temos o

TEOREMA 1.1 (TEOREMA DE HEINE-BOREL) Se a,b € R com a < b, entdo
[a, b] é compacto.

DEMONSTRACAO: Seja (Ay)qej uma cobertura aberta de [a, b]; quer-se
provar que tem alguma subcobertura finita. Pelo lema existe alguma
particdoa = ap < a1 < --- < a, = b do intervalo [a, b] tal que, para cada
ke{1,2,...,n}, [ax_1,a] C Iy), paraalgum a(k) € . Entdo

n n
[ﬂ, b] - U [ak_l,ﬂk] C U Aﬂc(k)/
k=1 k=1
pelo que (Ay(x))kef1,2,..,n} € uma subcobertura finita de (Ax)e)- |

PROPOSICAO 1.6 A medida exterior de Lebesgue tem as seguintes propriedades:
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1. se A C B C R, entido m*(A) < m*(B);

2. se (An)nenN € uma sucessio de partes de R, entdo

—+o0
m* < U An> < gm*(An);

nelN

3. se I é um intervalo de R, entdo m*(I) = comp(I);

4. se ACRex € R, entiom*(A+x) =m*(A).

DEMONSTRACAO: A primeira alinea resulta de qualquer cobertura de
B por intervalos abertos ser também uma cobertura de A por intervalos
abertos.

A segunda alinea é trivial caso algum A, tenha medida exterior in-
finita. Caso contrario, seja r > 0 e seja, para cada k € N, (I, )neN
uma sucessdo de intervalos abertos cuja reunido contenha Ay e tal que
Y comp(Iy,,) < m*(Ag) +r/2%. Entdo a familia (In) (k myenz € uma
familia de intervalos abertos cuja reunido contém J,cpn Ax €, portanto,

—+00 400
m* (U Ak> < 2 Z comp (I ,,)
keN k=1n=1
—+00

< Z (m*(Ak) + %)

k=1
_ (f m*(Ak)> +r.
k=1

Como isto tem lugar para cada r > 0, estd demonstrada a desigualdade
da segunda alinea.

Seja agora I um intervalo de R; quer-se provar que m*(I) = comp(I).
Comecemos pela desigualdade mais facil de estabelecer, que é m*(I) <
comp(I). Esta é imediata caso I seja um intervalo aberto (pois nesse
caso o conjunto {I} ja é uma familia finita de intervalos abertos de R
cuja reunido contém [ e, portanto, m*(I) < comp(I)) ou quando I néo é
limitado. Caso I ndo seja aberto e seja limitado, é da forma ]a, b], da forma
[a,b] ou da forma [a, b] (a,b € R). Veremos somente o primeiro caso, pois
os outros dois sdo analogos. Se ¢ > 0, entdo |a, b] Cla, b + ¢[ e, portanto,
m*(]a, b]) < comp(]a,b+¢[) = b —a+e. Como se tem esta desigualdade
para qualquer ¢ > 0, tem-se m*(]a, b]) < b —a = comp(]a, b]).
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Falta s6 ver que se tem sempre m*(I) > comp(I). Vai-se comegar por
estabelecer esta desigualdade no caso em que I é um intervalo da forma
[a,b],coma,b € Rea <b.Seja N um conjunto numerével e seja (I,;),en
uma familia de intervalos abertos de R cuja reunido contenha [a, b]. Entéo,
pelo lema existe alguma partigdoa = a9 < a3 < --- < a, = bdo
intervalo [a, b] tal que cada intervalo [a;_1, a;] estd contido em algum I,
(n(k) € N). Entédo

Z comp(I,) > Z Comp(ln(k))
neN k=1

> ) comp([ag_1, ar])
=1

= comp([a, b]).

Vejamos agora o caso dos intervalos do tipo ]a, b], coma,b € Rea < b.
See €]0,b — af, tem-se

l[a+e¢,b] Cla,b] C[a,b] = m*([a+e¢ b)) <m*(Ja,b]) <m*([a,b])
< b—a—e<m"(Jab]) <b—a.

Mais uma vez, como isto tem lugar para qualquer ¢ > 0, m*(]a, b]) = b —a.
O mesmo argumento prova que m*([a, b[) = m*(]a,b]) = b —a.

Finalmente, se I for um intervalo ndo limitado, I pode ser obtido como
reunido de uma sucessio (I,),eN de intervalos limitados cujo compri-
mento tende para +oo, pelo que m*(I) > lim,en m* (1) = +oo.

Para demonstrar a quarta alinea, basta observar que se (I;),cN € uma
sucessdo de intervalos abertos cuja reunido contém A, entdo (I, + x)neN
€ uma sucessdo de intervalos abertos cuja reunido contém A + x e que se
(In)nen € uma sucessdo de intervalos abertos cuja reunido contém A + x,
entdo (I, — x),eN € uma sucessdo de intervalos abertos cuja reunido
contém A. Consequentemente, m*(A) e m*(A + x) sdo os infimos do
mesmo conjunto e, portanto, sdo iguais. |

Se X, A € P(R), entdo, uma vez que X = (XN A)U (X \ A), sabe-se
que
m*(X) <m*(XNA)+m*(X\A). (1.2)

DEFINICAO 1.7 Se A € P(R), diz-se que A é mensurdvel se, para cada
X € P(R), m*(X) = m*(XNA)+m*(X\ A). O conjunto das partes
mensurdveis de R representa-se por M (IR).
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Como serd visto, M (R) é uma c-élgebra e a restri¢do de m* a M(R)
é uma medida.

E conveniente observar que resulta da relacio que, a fim de se
provar que um conjunto A € P(R) é mensurdavel, basta provar que, para
cada X € P(R), m*(XNA) + m*(X\ A) < m*(X).

Resulta imediatamente da defini¢do de M (RR) que se A € M(R), en-
tdo A € M(RR). Como, obviamente, ® € M(R), a fim de se demonstrar
que M(IR) é uma o-édlgebra, s falta provar que é estavel para reunides
numeraveis. Comecemos por ver que é estdvel para as reunides finitas, ou
seja, que M (R) é uma algebra. Sejam entdo A, B € M(R). Tem-se, para
cada X € P(R),

m”(X)

*

N(AUB))+m"(X\ (AUB))

<m* (X

<m(XNA)+ *(XmAUmB>+m* (XﬂACﬂBB>
(XNA

(

>(<

)+ m* <X N AC> (pois B € M(R))
= m*(X),
pois A é mensurével. Esta entdo provado que M (IR) é uma 4lgebra.

Sejam agora Aq, ..., A, elementos de M (IR) dois a dois disjuntos e
X € P(R); vai-se provar que

m’ (Xﬁ U Aj> =Y mt (XN 4. (1.3)

= =1

A demonstracdo serd feita por indugdo. Naturalmente, caso n = 1 nada
hé a demonstrar. Vai-se entdo supor que n > 1 e que o resultado ja esta
demonstrado para valores menores do que n. Entdo, uma vez que A, é
mensuravel,

m* (Xﬂ QA]) =
oo () o () )

n—1
=m"(XNA,) +m* (Xﬁ U A]->
j=1
n—1
=m (XNAy)+ Y m* (XN A4;)
j=1
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f (XN A))

Seja agora (A )ncN uma sucessdo de partes mensurdveis de IR; quer-se
provar que a sua reunido é mensuravel. Para tal, seja (By,),cN a sucessdo
de partes de R tal que B; = A; e que

(foralln e N\ {1}) : B, = A, \ | 4;.

j<n
Entdo
1. como M (RR) é uma algebra, cada B, é mensuravel;
2. os elementos da sucessdo (B ),cN sdo dois a dois disjuntos;
3. Unen Bn = Unen An.

Tome-se agora X € P(R). Entdo, para cadan € N,

m*(X) = m* (Xﬂ CJ B]-) + m* (X O B]->
j=1 j=1

—Zm (XN B;) < UB)(por)

j=1
n
Z (XN Bj) U B;
Resulta de se ter esta desigualdade para cada n € IN que

m* Zm (XN Bj) +m< UB)

j=1

_|_
>m*<XmUBj)+m*<X UB,-).
j=1 j=1

Esta entdo provado que U,,cn Br (= Unen An) € mensuravel, o que con-
clui a demonstracao da

PROPOSICAO 1.7 O conjunto M(R) forma uma o-dlgebra.

PROPOSICAO 1.8 A restrigido de m* a M(IR) é uma medida.
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DEMONSTRACAO: Seja (An)neN uma sucessdo de partes mensuraveis
de R disjuntas duas a duas; quer-se entao provar que m* (U, en An) =
Y e m*(Ay). Que se tem m* (U, en An) < X155 m*(A,) resulta da pro-
posicdo 1.6/ (mesmo sem se estar a supor que os conjuntos A, (n € IN) sdo
disjuntos dois a dois). Por outro lado, tem-se, para cada N € IN,

N N
m*( U An> > m*(U An> = Zm*(An
nelN n=1 n=1

por (1.3). Logo,

N +oo
m( U An> > lim Z m*(A,) = Z m*(Ay).
neN n=1 n=1 |

DEFINICAO 1.8 Designa-se por medida de Lebesgue e representa-se por | a
restricdo a M (IR) da medida exterior de Lebesgue.

Tem-se entdo uma medida I definida numa o-algebra de partes de R e
quer-se mostrar que é adequada para definir um integral que generalize
o de Riemann, mas ainda s6 se provou que se M(R) contém algum
intervalo I, entdo I(I) = comp(I).

PROPOSICAO 1.9 Qualquer parte boreliana de R é mensurdvel.

DEMONSTRAGAO: Visto que, como foi observado na paginal6}, B(R) é a
o-algebra gerada pelos intervalos abertos de IR, basta provar que qualquer
intervalo aberto de IR é mensurével.

Seja I um intervalo ndo limitado de IR; quer-se provar que se X €
P(R), entdao m*(X) = m*(X N I)+m*(X \ I). Para demonstrar isso, vai-
-se recorrer a observagdo feita na péagina (10| segundo a qual a medida
exterior de um conjunto A € P(R) é o infimo do conjunto das somas
Y nen comp(I,), onde (I;),eN € uma sucessdo de intervalos cuja reunido
contém A. Seja entdo (I,),en uma sucessdo de intervalos cuja reunido
contenha X. Paracadan € Nsejam I}, = [,NIel] =1I,\ L, entdo I, e I}/
sdo intervalos? disjuntos cuja reunido é igual a I,, e, consequentemente,
comp(I,) = comp(I},) + comp(I}/). Resulta entdo da proposic¢do (1.6 que
m*(I,) = m*(I,) + m*(I})). Como, por outro lado,

(XN Zm (I;) e m*(X\1I) Zm (L)),

2Que I ¢ intervalo resulta de se estar a supor que I ndo é hm1tad0, o que implica
que I C ¢ um intervalo.
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deduz-se que

m* (XN 1) +m* (X\ 1) < +200(;11*(1,;) (1)) = f m*(Ly).

n=1 n=1

Como esta desigualdade tem lugar para cada sucessao (I,),en de inter-
valos cuja reunido contenha X, isto prova que m*(XN1I) +m*(X\ ) <

Est4 entdo provado que M(R) contém todos os intervalos néo limi-
tados. Mas qualquer intervalo pode ser obtido como intersec¢do de dois
intervalos ndo limitados, pelo que M(RR) contém todos os intervalos, de
onde se deduz, como ja se viu, que contém todos os borelianos. n

Tem-se entdo B(R) C M(R) C P(R). Alguma destas inclusdes ser4,
de facto, uma igualdade? Sera visto que a resposta é negativa em ambos
0S Casos.

Se E for uma parte mensurdvel de R e se A for um aberto de R que
contenha E, entdo A é mensurdvel (pela proposicdo el(E) < I(A),
pelo que

I(E) <inf{I(A) | Aéabertoe EC A}.

De facto, a desigualdade anterior é uma igualdade. Isto é trivial caso
I(E) = +00 e, caso contrério, sabe-se, pela defini¢do da medida exterior
de Lebesgue, que, para cada ¢ > 0, existe alguma sucessdo (I,),cn de

intervalos abertos cuja reunido contém E e tal que Y% comp(l,) <

I(E) +¢. Logo, se A = U e In, entdo A é um aberto de R que contém E
e

1(A) =1 ( U 1n> < +Zojl(ln) = +chomp(ln) <I(E) +«.

nelN n=1

Vai-se demonstrar agora um resultado anélogo.

PROPOSICAO 1.10 Se E for uma parte mensurdvel de R, entdo
I(E) =sup {I(K) | K écompactoe E D K }. (1.4)

DEMONSTRACAO: Comece-se por supor que E é limitado. Sejam a,b € R
tais que E C [a,b] e seja F = [a,b] \ E. Vai-se provar que

I(F) =inf{I(A) | [a,b] D A D Fe|a,b]\ Aécompacto }. (1.5)

E imediato que equivale a (1.5), pois, dados dois conjuntos A, B €
M(R) tais que A C B, tem-se [(B) + (A \ B) = I(A). Observe-se que
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se [a,b] D Aela,b]\ Aécompacto, entdo, em particular, [a,b] \ A é um
fechado de [a, b], pelo que A é um aberto de [a, b]. Reciprocamente, se A é
um aberto de [4, D], entdo [a,b] \ A, sendo fechado e limitado, é compacto.

Logo, equivale a
I(F) =inf{I(A) | A D Fe Aéumabertode [a,]] }.

Seja ¢ > 0 e seja (Iy)yeN uma familia de intervalos abertos cuja reunio
contenha F e tal que ;" ; I(I,) < I(F) + ¢. Entdo

! (U (Inﬂ[a,b])> <1 (U 1n> < il([n) <I(F) +e.
n=1

nelN nelN

Como U,en (In N [a,b]) é um aberto de [a, b] que contém F, deduz-se que
inf{I(A) | A D FeAéumabertode [a,b] } <I(F)+c¢
e, como isto ocorre para cada € > 0,
inf{I(A) | A D Fe Aéumabertode [a,b] } <I(F).

A desigualdade oposta é imediata, pois se A D F, entdo I(A) > I(F).

Suponha-se que I[(E) < +oc0 mas E ndo é necessariamente limitado.
Seja, paracadan € N, E, = EN [—n,n]. Entdo, visto que a sucessao
(En)nen € crescente e a sua reunido é E, [(E) = lim,en [(Ey), pela propo-
sicdo[1.5 Seja e > O esejan € N tal que I(E) — I(E,) < ¢/2. Pela alinea
anterior, existe algum compacto K C E, tal que I(E,) — I(K) < ¢/2. Logo,
I(E) < I(K) + &. Como isto tem lugar para cada ¢ > 0,

I(E) <sup{I(K) | Kécompactoe E D K}.

A desigualdade oposta é trivial.

Caso I(E) = +oo, seja E, como no pardgrafo anterior. Como se tem
lim,eN [(En) = 400 e como, para cada n € N, E,, contém compactos com
medida de Lebesgue tdo proxima quanto se queira de I(E,, ), hd compactos
contidos em E com medida de Lebesgue tdo grande quanto se queira, pelo
que [(E) = 400 =sup { /(K) | K C E e K é compacto }. u

PROPOSICAO 1.11 Qualquer parte de R com medida exterior nula é mensurd-
vel.

DEMONSTRACAO: Se A € P(R) for tal que m*(A) = 0ese X € P(R),
entdo, como XNA C A, m*(XNA) <m*(A) =0; logo, m*(XNA) =
0. Por outro lado, X\ A C X, pelo que m*(X \ A) < m*(X). Entdo
m*(XNA)+m*(X\A) <m*(X). u
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1.3 O conjunto de Cantor

1.3.1 Definicdo e propriedades bésicas

DEFINICAO 1.9 Para cada a €]0, 1], define-se o conjunto C, como sendo
a intersecgdo N,cz, In, onde (Iy)ncz, € a sucessdo de reunides de um
numero finito de intervalos fechados dois a dois disjuntos tal que:

1. IO = [O/ 1]/

2. I; é o conjunto que se obtém retirando de I o intervalo aberto central
de comprimento 4/3, ou seja,

L =10,1)\]V/2 —«/6,1/2 4+ «/6[= [0,1/2 — a/6] U [1/2 + a/6,1];

3. I; é o conjunto que se obtém retirando de I; o intervalo aberto central
de comprimento 4/9 de cada um dos intervalos que o formam;

4. mais geralmente, para cada n € IN o conjunto I, é reunido dis-
junta de 2" intervalos fechados e o conjunto I, obtém-se de I,
retirando de cada um daqueles intervalos o intervalo central aberto
de comprimento «/3"+1.

O conjunto C; designa-se por conjunto de Cantor e representa-se por C.

Veja-se a

Ip
L
I

L—— —— - ==

Figura 1.2: Construcdo do conjunto Cs /4

H4 uma passagem nesta definicdo cuja legitimidade exige uma de-
monstragdo. Para que a dltima alinea faga sentido, é necessario demons-
trar que o comprimento de cada um dos 2" intervalos fechados cuja
reunido disjunta forma I, é maior de que 4/3"+!; caso contrdrio, ndo se
pode retirar deles um «intervalo aberto central de comprimento #/3"1».
Para justificar a passagem, repare-se que o conjunto I; é obtido retirando-
-se de [0, 1] um segmento de comprimento ¢/3; logo, [(I;) =1 — /3. Em
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seguida, obtém-se I, retirando de I; dois segmentos de comprimento /9,
pelo que I(I;) = 1 — «/3 — (24)/9. Mais geralmente, tem-se:

n 2k71[X 271
(Vnezy):I(I,)=1-Y % :1—o¢<1—3—n) (1.6)
k=1

e entdo o que se quer mostrar é que:

1 2" «
(VnEZ+):2—n (1—0{(1—3—”)) > 31’1—1—1'

Verifica-se facilmente que esta expressao equivale a

1—«n 2u

(VTIEZ+)22—n>—W

e esta tiltima proposigdo é obviamente verdadeira.?

PROPOSICAO 1.12 Para cada « €]0,1], o conjunto C, é mensurdvel e a sua
medida é 1 — a. Em particular, o conjunto de Cantor tem medida nula.

DEMONSTRACAO: Cada I, (n € Z.) é boreliano e, em particular, é men-
suravel. Logo, C, é mensurdvel, por ser a interseccdo de uma sucessao
numerdvel de conjuntos mensurdveis. Resulta da segunda alinea da

proposicao 1.5 que
1(Cy) = lim I(I,,)

nelN
21’[
:%ierﬂr&}(l—uc(l—?)—n))por
=1—u. []

Os conjuntos C, com « €]0, 1] designam-se geralmente por conjuntos
de Cantor gordos. A proposicdo anterior explica esta terminologia; sdo
«gordos» pelo facto de terem medida positiva.

PROPOSICAO 1.13 Para cada « €0, 1], Cy é fechado e tem interior vazio.

DEMONSTRACAO: Que C, (a €]0,1]) é fechado resulta de ser definido
como a intersec¢do de uma sucessdo de conjuntos fechados. Por outro
lado, se o interior de C, ndo fosse vazio, entdo C, conteria algum intervalo
la,b[ (a,b € R, a < b). Um tal intervalo teria que estar contido em cada

3Também se deduz desta expressdo que a nao pode ser maior do que 1.
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um dos 2" intervalos dois a dois disjuntos cuja reunido forma I,, (n € Z)
e o comprimento de cada um destes intervalos é 27" (1 —a (1 — (2"/3%))),

pelo que
b—a=1(]ab]) <27" (1—oc (1— (2—:»)

Como isto tem lugar paracadan € Z

— < 1

o que é absurdo. n

Naturalmente, resulta da proposicdo anterior que cada C, é compacto,
visto que é fechado e limitado.

PROPOSICAO 1.14 O cardinal cada conjunto C, é igual ao de R.

DEMONSTRACAO: O conjunto I; é a reunido de dois intervalos fechados
disjuntos, que serdo representados por I e I(1); estes intervalos ficam
completamente determinados se se convencionar que cada elemento de
I(p) € menor do que qualquer elemento de I ().

Por sua vez, cada intervalo I(;) (i € {0,1}) é reunido disjunta de dois
intervalos fechados, ;) e I(;); mais uma vez, estes intervalos ficam
completamente determinados se se convencionar que cada elemento do
primeiro é menor do que qualquer elemento do segundo.

Prosseguindo assim, define-se uma familia { I | B € U,en10,1}" }
de intervalos fechados. Resulta da defini¢do desta familia que se tem

Liay,an) 2 Loy, bm)

seesosen<me (Vie{l,...,n}):a;=b;.
Seja s = (an)neN uma sucessdo de elementos de {0,1} e, para cada
n € N,sejas(n) = (ay,ap,...,a,). Entdo

Is(l) > Is(z) D) 15(3) Doy,

e, como cada I, (,,) é um intervalo fechado néo vazio, (e Ls(,) néo € vazio.
De facto, aquele conjunto tem um tinico elemento, visto que, por , 0s
comprimentos dos intervalos ) tendem para 0. Seja entdo ¢ a fungdo
de {0,1}N (i. e. o conjunto das sucessdes de elementos de {0,1}) em C,
tal que

(Vs € {O,l}N) : ﬂ Is(n) = {IP(S)}

nelN
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Entdo ¢ é uma bijecgdo e, portanto, o cardinal de C, é igual ao de {0, 1}N.
Este tltimo conjunto tem o mesmo cardinal que IR (veja-se o corolario

dofgpéndice A). .

Vejamos uma outra demonstracdo da proposigdo anterior no caso
especifico do conjunto de Cantor. Observe-se que neste caso

¢ [; é o conjunto dos ntimeros reais que podem ser escritos sob a forma
a1/3 4 r; coma; € {0,2} er; € [0, 1/3],'

* ], é o conjunto dos ntimeros reais que podem ser escritos sob a forma
a1/3 4 a2/9 4+ ry com ay, ay € {0,2} er € [O, 1/9]

e mais geralmente, que se n € IN

I = { <ké%) 1

Além disso, se x € I, eseay,...,a, € {0,2} er, € [0,37"] sdo tais que
x = (k=1 %/3) + 1y, entdo 0s (ax)ie(1,. n} € 'n 880 tnicos. De facto, isto
é 6bvio paran = 1 e se, dado n > 1, esta afirmacao ja estiver provada
para nameros naturais inferiores a 1, se se tivesse

(i ak)—Fr (i bk)—l—s
Py n — ar n
k:13k k:13k

para nameros a1, by, ..., a,, by € {0,2} ery, s, € [0,37"], entdo, como se

tem
n—1 n—1
Ay An by by
(k§1 3_k> + 3_;1 +ry = (1;1 ﬁ) + 3_n + s,

{ar,...,a,} € {0,2} er, € [0,37"] }

e como an/3" + 1y, bn/3" + s, € [0,37"T1], resulta da hip6tese de indugéo
que ax = by quando k < n e que /3" 4+ 1y, = bu/3" +5,,. Se a, # by, entdo
a, — by, = £2, pelo que se teria r, — s, = £2/3", 0 que é impossivel, uma
vez que 1y, Sy € [0,37"].

Sendo assim, C é formado pelos ntimeros reais que podem ser escritos
sob a forma Z;ﬁ an/3", com cada a, igual a 0 ou a 2. Além disso, cada
elemento de C pode ser escrito sob aquela forma de uma s6 maneira.*

4Esta maneira de descrever C é a que foi originalmente empregue pelo préprio
Cantor [9) §3.1] e é equivalente a afirmagdo de que C é formado pelos nimeros do
intervalo [0, 1] que podem ser escritos na base 3 usando unicamente os algarismos 0 e 2.
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E agora fécil provar que C e R tém o mesmo cardinal. Basta ver
que C tem o mesmo cardinal que o conjunto das sucessdes de zeros e
dois, o qual tem 0 mesmo cardinal que R, pelo coroldrio|A.1|dojapéndit
Recorrendo a demonstracdo daquele corolario, pode-se fazer uma
construgdo mais explicita. Para cada x € C, seja (a,(x)),en a sucessdo de
elementos de {0,2} tal que x = E;Z’i an(x)/31; entdo a fungao

f: C — [0,1]
%4, (x % a,(x)/2
o fu g
n=1 n=1

é sobrejectiva, visto que cada elemento de [0, 1] pode ser escrito sob a
forma 21_201 bu/2", com cada by, igual a 0 ou a 1.5 Além disso, para cada
x € [0,1] isto pode ser feito exactamente de uma maneira se se excluirem
as sucessdes (b, ),en tais que b, = 1 para cada n suficientemente pequeno,
as quais formam um conjunto numeravel. Mas isto é o mesmo que afirmar
que C pode ser escrito como reunido de um conjunto numeravel com um
conjunto que tem o mesmo cardinal que [0, 1| (que tem 0 mesmo cardinal
que R) e resulta desta observagdo que tém C e R tém o mesmo cardinal.

1.3.2 Aplicacbes a medida de Lebesgue

PROPOSICAO 1.15 Os conjuntos M(R) e P(IR) tém o mesmo cardinal.

DEMONSTRACAO: Visto que M(RR) C P(R), é claro que o cardinal de
M(R) é menor ou igual ao de P(R). Por outro lado, sabe-se, pela pro-
posicdo e pelo facto de o conjunto de Cantor ter medida nula, que
M(R) D P(C). Mas, como C e R tém o mesmo cardinal, resulta que o
cardinal de M(RR) é maior ou igual ao de P(RR). u

Esta proposi¢do pode ser empregue para provar que B(R) & M(R)
pois, como foi mencionado na paginalel B(R) tem o mesmo cardinal que
R. Também ha demonstracdes de que B(R) & M (IR) que nédo se baseiam
neste argumento de cardinalidade; veja-se [6, §8.2—4], por exemplo.

Ainda resta estabelecer que M(R) & P(R).

PROPOSICAO 1.16 Nio existe nenhuma medida m: P(R) — R tal que:

1. se I éum intervalo de R, entido m(I) = comp(I);

SPosto de outro modo, cada elemento de [0, 1] pode ser escrito na base 2 sob a forma

0,b1b2b3 . . .; veja-se ofapéndice Al
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2. (VA € P(R))(Vx € R) : m(A +x) = m(A).

DEMONSTRAGCAO: Considere-se no conjunto [0, 1] a relagdo de equiva-
léncia ~ assim definida: x ~ yseesésex —y € Q. Seja V C [0,1] um
conjunto que contenha um e um s6 elemento de cada classe de equivalén-
cia. Vai-se provar que

0,1]c J V+gc[-1,2] (1.7)
q€QN[-1,1]

e que a reunido € disjunta. Resultard destes factos que

1=m([0,1]) <m U V+g| <m(-1,2])=3
q€QN[—1,1]

e, portanto, que

1< ) m(V4+q)<3«<=1< ) mV)<3
9€QN[~1,1] 9€QN[~11]

Mas isto é impossivel, pois m(V) = 0 ou m(V) > 0. No primeiro caso,
Ygeon(—1,1] Mm(V) = 0 e, no segundo, ¥_cqn(—1,1] M (V) = +oo.

Passemos entdo a demonstracgdo de e de que a reunido é disjunta.
Esta tltima afirmacao resulta do seguinte facto: se se tivesse v; + 41 =
Uy +qgrcomuy,vp € Veqy,qa €Q,entdo ter-se-iav; —vy =2 — g1 € Q,
pelo que v; ~ v, e, portanto, v; = v2. Mas entdo g1 = 7».

Seja agora x € [0, 1]; quer-se provar que x pode ser escrito sob a forma
v+ g para algum v € V e para algum g € QN [—1,1]. Seja v o tnico
elemento de V tal que x ~ v e sejag = x — v. Entdo q € Q e, uma vez que
x,v€[0,1],9 € [-1,1].

Finalmente, sev € Veseq € QN [—1,1],éclaroquev+q € [—-1,2],
visto que v € [0, 1]. n

E consequéncia imediata que se tem o

COROLARIO 1.1 Hd partes de R ndo mensurdveis.

Naturalmente, a proposicdo anterior mostra que isto nao resulta de
alguma deficiéncia na maneira como foi definido o conceito de conjunto
mensurdvel, mas sim que resulta da natureza dos conceitos com que se
estd a trabalhar.

Resulta deste corolario que, tal como foi afirmado na pagina a
medida exterior de Lebesgue ndo é uma medida.



1.4. Aplicacdes ao integral de Riemann 25

Se se examinar a demonstragao da proposigao fica claro que o
conjunto V que ai surge ndo é mensuravel. E interessante observar que
a definicdo de V envolveu o axioma da escolha. De facto, este pode
ser enunciado do seguinte modo: dado um conjunto { X; |i € I }, em
que, para cada i € I, X; é um conjunto nao vazio, existe algum conjunto
{x;|i€I}talque (Vi € I): x; € X;. E precisamente este facto que se
usa implicitamente para garantir que existe um conjunto que tem um e
um s6 ponto de cada classe de equivaléncia da relacdo de equivaléncia ~.
Convém assinalar que se pode provar que sem o axioma da escolha néo se
pode demonstrar a existéncia de conjuntos ndo mensurdveis; veja-se [15].
Para mais detalhes sobre este assunto, veja-se [5].

1.4 Aplicagdes ao integral de Riemann

1.4.1 Definicdo e propriedades elementares

Vai-se comecar por definir de uma maneira bastante sucinta o integral
de Riemann. Para uma abordagem mais detalhada e com exemplos, veja-
-se [13} cap. 6] ou [16, cap. 13].

DEFINICAO 1.10 Sejam a,b € R tais que a < b, seja f uma fungdo limi-
tada de [a,b] em R e seja P uma parti¢do de [a,b]. Se P = {ag,a1,...,an}

coma=ay<a <ap<---<a,=Db, define-se entdo a soma superior e a
soma inferior de f relativamente a P como sendo os niimeros

5(f,P) = kzl sup £ (a1, ) (a5 — ag_1)

5(f,P) = k21 inf £((m_, o)) (o — ax_1)

respectivamente.

PROPOSICAO 1.17 Sejam a,b € R com a < b, seja f uma fungdo limitada de
[a,b] em R e sejam P e Q partigdes de [a, b]. Entdo:

1. se P C Q, tem-se &(f, P) < L(f,Q) e X(f, P) > X(f, Q);
2. £(f,P) <X(f, Q).
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DEMONSTRACAO: A primeira alinea demonstra-se por inducéo relativa-
mente ao cardinal de Q \ P. Se for igual a 0, entdo Q = P e nada ha a
demonstrar. Por outro lado, para demonstrar o passo de indugdo, basta
observar quesec,c’, ¢’ € [a,b] com ¢ < ¢’ < (", entdo

inf f([e,c"])(c" —¢) = inf f([c,c"])(c" = ¢) +inf f([c,¢"]) (" = )
<inf f([c,c'])(c" = ¢) +inf f([c, ")) (c" — )

sup f([c,¢"]) (" ~ ) = sup f([e, ")) (¢! — ¢) +sup F([e, (e ~ ¢
> sup f([e, (e =) +sup £([¢, ") (¢ = )

A segunda alinea resulta de se ter

Sendo assim, qualquer soma inferior é menor ou igual que qualquer
soma superior e, consequentemente, o supremo do conjunto das somas
inferiores € menor ou igual ao infimo do conjunto das somas superiores.

DEFINICAO 1.11 Sejama,b € R com a < b e seja f uma fungdo limitada
de [a,b] em R. Diz-se que a funcdo f é integrdvel sequndo Riemann se o
supremo do conjunto das somas inferiores for igual ao infimo do conjunto
das somas superiores. Este nimero designa-se entdo por integral de

Riemann da fungdo f e representa-se por [ : f(x)dx.

TEOREMA 1.2 (CRITERIO DE INTEGRABILIDADE DE RIEMANN) Se a,b €
R com a < bese f é uma fungio limitada de [a, b] em R, entdo f é integrdvel
sequndo Riemann se e s6 se, para cada € > 0, existir alguma particdo P de [a, b]
tal que Z.(f,P) — Z(f,P) < e.

DEMONSTRACAO: Se f for integravel segundo Riemann e se ¢ > 0, entdo
existem particdes P e Q de [a,b] tais que X(f,P) — Z(f,Q) < & Mas
resulta entdo da proposicao que Y(f,PUQ)—X(f,PUQ) <«
Reciprocamente, se a condigdo de enunciado se verificar e se se re-
presentar por s (respectivamente S) o supremo do conjunto das somas
inferiores (resp. superiores) entdo, dado € > 0, como ha alguma parti¢do
Ptal que X(f,P) — %(f, P) < eecomo L(f, P) < s < S < Z(f, P), tem-se
que S — s < g como isto tem lugar para qualquer e > 0,s = S. n
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1.4.2 Oscilacédo

DEFINICAO 1.12 Se A C R, se f é uma fungdode Aem Rese B C A,
define-se a oscilagdo de f em B e representa-se por o(f, B) o namero

sup f(B) —inf f(B) = sup {|f(x) — f(y)[ | x,y € B}.
Se x € A, define-se a oscilagio de f no ponto x como sendo

of(x) =inf{o(f, AN]a,b[) |a, b€ Rea<x <b}.

EXEMPLO 1.4 Se f: R — R for a fungéo identidade, entdo oy € a funcéo
nula, poisse x € Resee > 0, entdo o(f, |x —¢/2,x +¢/2[) = ¢.

EXEMPLO 1.5 Considere-se a funcao
f: R — R

0 sex<O
X = .
1 caso contrario.

Entdo of(x) = 0 paracada x # 0 e 0f(0) = 1.

PROPOSICAO 1.18 Se A C Re f é uma fungio de A em R, entdo os pontos de
A onde f é continua sdo exactamente aqueles onde a oscilagdo é nula.

DEMONSTRACAO: Seja x € A. Se f for continua no ponto x, seja ¢ > 0;
vai-se provar que o¢(x) < e. Seja 6 > 0 tal que

€

5

Entdo o(f, AN]x — 6, x + J[) < ¢, pois se y1,y2 € AN|x — J,x + [, entdo
(1) — f2)] < |F(1) — F(x)[ +f(x) = f(y2)| < . Resulta entdo da
defini¢ao de o¢(x) que 0¢(x) < e.

Reciprocamente, suponha-se que f tem oscilagdo nula num ponto x €
A.Sejae > 0esejama,b € Rtaisquea < x < bequeo(f,AN]a,b]) < e.
Se se tomar § > 0 tal que |x — J, x + 6[C]a, b|, entdo, por maioria de razéo,
o(f,AN]x —J,x 4+ J[) < e e, em particular, se y € AN]x — J, x + J[, tem-se

f(y) = fx)] <e m

H4 uma rela¢do importante entre o conceito de oscilagdo e a defini¢do
do integral de Riemann, que reside no facto de, se a,b € Rcoma < b,
se f: [a,b] — R é uma fungdo limitada e se P é uma parti¢do de |4, D],
entdo, se os pontos de P forema = ap < a; < ... < a, = b, tem-se

(VyeA):ly—x| <d=I[f(y) - f(¥)] <

n

(f,P) =Z(f,P) = Y of, [ak—1, a]) (ax — ax_1). (1.8)

k=1
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TEOREMA 1.3 Sejam a,b € R tais que a < b e seja f uma fungdo limitada de
[a,b] em R. Entdo f é integrdvel sequndo Riemann se e s6 se o conjunto dos
pontos de descontinuidade de f tiver medida nula.

DEMONSTRAGCAO: Seja D o conjunto dos pontos de descontinuidade de
f e paracadaa > 0, seja Dy = {x € [a,b] | of(x) > a}. Resulta da
proposicao que (Va > 0) : D, C D e que, por outro lado,

D={xelab]|of(x)>0}= ] Diw
nelN

consequentemente, afirmar que D tem medida nula equivale a afirmar
que cada conjunto D, tem medida nula. Vai-se entdo provar que f é
integravel segundo Riemann se e s6 se cada D, tem medida nula.

Comece-se por supor que f é integravel segundo Riemann e seja « > 0;
quer-se provar que D, tem medida nula. Seja ¢ > 0; vai-se mostrar que
existe alguma familia finita de intervalos abertos cuja reunido contém
D, e tal que a soma dos seus comprimentos é inferior a . Sabe-se, pelo
critério de integrabilidade de Riemann, que existe alguma particdo P de
[a,b] tal que

Z(f,P) ~Z(f,P) < 5

Entdo P = {ag,a1,...,ap} coma = a9y < a1 < --- < ay = b. Tem-
-se Dy = (DyNP)U (Dy \ P). O primeiro destes conjuntos € finito e,
consequentemente, existe alguma famdlia finita de intervalos abertos cuja
reunido o contém e cuja soma dos comprimentos é menor do que ¢/2; basta
tomar, por exemplo, o conjunto de intervalos

{]an—m,an—kml'ke{O,l,...,n}}.

Por outro lado, tem-se

5 > Z(f,P)— L(f, P)

=Y o(f, a1, @) (ax — ax_1) (por (L))

ke{l,..,n}
> ) o(f, [ax-1,ax]) (ax — ax1)
ke{l,...n}

Jax—1,ak[NDy #D

> Y w(ag — ag_1),
ke{1,..n}
]ﬂk,l,ﬂk[ﬂD“#Q
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pois cada um dos intervalos ]a,_1, 4| envolvidos contém algum ponto tal
que a oscilagdo de f nesse ponto é maior ou igual a a. Mas resulta destas
desigualdades que

}akflzak[mDoﬁéQ

ou seja, que a soma dos comprimentos dos intervalos |ay_1, ax[ que inter-
sectam D, \ P é menor do que ¢/2.

Suponha-se agora que cada D, tem medida nula; quer-se provar que
f é integravel segundo Riemann. Antes de se prosseguir, é conveniente
que se prove que D, é compacto. De facto, trata-se de um conjunto
limitado e por outro lado, R \ D,, é um aberto, pois se x € R\ D,, ha duas
possibilidades:

x & [a,b]: entdo x < a ou x > b; no primeiro caso, x €] — o0, a[C R\ D,
e, no segundo, x €]b, +00[C R\ D,;

x € [a,b]: entdo, como o¢(x) < a, existe algum intervalo aberto I que
contém x e tal que o(f, [2,b] N I) < a (pela defini¢ao de o¢(x)), o
que implica que I C R\ D,.

Seja entdo ¢ > 0; vai-se provar que existe alguma parti¢do P de [a, b]
tal que X(f,P) — Z(f,P) < & Sejam a e B niimeros reais maiores do
que 0 e tais que (b —a)a + o(f, [a,b])B < e. Por hipétese, I(D,) = 0
e, portanto, existe alguma sucessdo (I,),en de intervalos abertos de R
tal que Dy C U,en In € que ¥/ comp(I,) < B. Por outro lado, como
D, é compacto, existe algum N € NN tal que D, C U,Zg]:l I;.. Para cada
ke {1,2...,n},seja Jy = It N [a,b]. Entdo cada J; é um intervalo fechado
de R contido em [a, b] e, portanto, [J;_; Jx pode ser escrito sob a forma

(a1, a2] U [az, as) U - - - U [az,_1, a2,],

coma<m<a<---<a,<be

2n n
Z(azf — a2]>1) = Z comp([ﬂzjq,ﬂzj])
j=1 j=1

N
< ) comp(Ji)
k=1

N
< ) comp(I)

n=1

<ﬁi
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Seja P’ = {a,b} U{a;|1<k<2n}. Entdo P’ é uma partigdo de [a, b]
e, pela maneira como foi definida, é possivel dividir os seus intervalos
em dois conjuntos disjuntos, de modo que a soma dos comprimentos
dos intervalos do primeiro conjunto (os intervalos da forma [azj_l, azj]) é
menor do que f e cada um dos restantes intervalos é formado unicamente
por pontos x de [a, b] tais que 0¢(x) < a. Observe-se que se [a’,b'] é um
tal intervalo, entdo existe alguma partigdo Q de [4’, '] tal que a oscilagdo
de f em cada intervalo da particdo Q é menor do que a. Isto pode ser
demonstrado do seguinte modo: para cada x € [d,V'], seja I, algum
intervalo aberto de R que contenha x e tal que o(f, [a, 0| N I) < &; um tal
intervalo existe necessariamente, pela definigdo de o f(x). Entdo [/, V'] C
Uxela,p] Ix €, portanto, pelo lema existe alguma partigdo Q de [a/, V']
tal que cada intervalo da partigdo Q esta contido em algum conjunto I
(x € [d’,b']), pelo que a oscilagdo da fungdo f em cada intervalo é menor
do que a. Recorrendo a uma tal particdo para cada um dos intervalos da
particdo P’ que ndo sejam da forma [ay;_1,a5] (j € {1,...,n}), obtém-se
uma particdo P de [a, b] formada por pontosa = by < by < --- < by, =b
de modo a que o conjunto {1,2,...,m} pode ser escrito como a reunio
de dois conjuntos disjuntos I e I’ tais que:

e asoma dos comprimentos dos intervalos [bx_1, bg] (k € I) é menor
do que §;

* aoscilagdo de f em cada intervalo [by_1, by] (k € I') é menor do que
Q.

Logo, tem-se
Z o(f, [bk—1,bi]) (bx — bx_1) (por (L.8))

(f,
—20( (b1, bi]) (b — br—1) + Y o(f, [be—1, b)) (b — b—1)
(f,

kel kel
< Y o(f, [a,b]) (b —bx—1) + Y a(bx — b_1)
kel kel
<o(f,[a,b))B+ (b—a)x
<g,
pela escolha de « e de . n

Recorrendo a este teorema, é bastante facil demonstrar toda uma sére
de resultados do tipo «se a,b € Rcom a < b e se f é uma funcdo de [a, b]



1.4. AplicacoOes ao integral de Riemann 31

em R que satisfaz a condigdo P, entdo f é integravel segundo Riemann».
Vamos ver alguns. Em todos eles, a e b sdo nimeros reais coma < be f é
uma fungdo de [, b] em R.

COROLARIO 1.2 Se f é continua, entdo f é integrdvel sequndo Riemann.

DEMONSTRACAO: Pelo teorema de Weirstrass (veja-se [13, cap. 4] ou [16,
cap. 7]), f é limitada. Como o conjunto dos pontos de descontinuidade de
f € o conjunto vazio, que tem medida nula, resulta do teorema|1.3|que f é
integravel segundo Riemann. n

COROLARIO 1.3 Se f é mondétona, entdo f é integrdvel sequndo Riemann.

DEMONSTRAGAO: Vai-se fazer a demonstragdo no caso em que f é cres-
cente; 0 caso em que é decrescente é andlogo.

E claro que f é limitada, pois (Vx € [a,b]) : f(a) < f(x) < f(b). Basta
entdo provar que o conjunto dos pontos de descontinuidade de f tem
medida nula. De facto, vai-se mesmo provar que aquele conjunto é finito
ou numeréavel. Se f for descontinua num ponto ¢ €]a, b[, entdo, como os li-
mites lim,_,.- f(x) elim,_,.+ f(x) existem (sdo sup f([a, c[) e inf f(]c, b])
respectivamente) e como lim,_,.- f(x) < f(c¢) < lim,_,.+ f(x), a descon-
tinuidade de f em c s6 pode resultar de se ter

lim f(x) < f(c) ou lim f(x) > f(c),

X—C— X—C
0 que equivale a afirmar que lim,_,.+ f(x) — lim,_,.- f(x) > 0. Seja D o
conjunto dos pontos de descontinuidade de f e, para cada ¢ € D, sejam
ac =lim,_,.- f(x)eb, =lim,_, .+ f(x). Entdo os intervalos |a., b.[ (c € D)
sdo dois a dois disjuntos (pois se ¢,d € D e ¢ < d, entdo cada elemento
de Jac, b;| € menor do que cada elemento de ]ay, by[) e cada um deles
contém algum ntimero racional. Visto que Q é numeravel, resulta desta
observacdo que D é numeréavel. |

COROLARIO 1.4 Sejam ¢, d € R tais que ¢ < d e que f([a,b]) C [c,d]. Sef
for integrdvel sequndo Riemann e se g for uma fungdo continua de [c,d] em
entdo g o f é integrdvel sequndo Riemann.

DEMONSTRAGCAO: Pelo teorema de Weierstrass, g é limitada e, conse-
quentemente, g o f é limitada. Por outro lado, em todos os pontos onde f
é continua, g o f também o é; posto de outro modo, o conjunto dos pontos
de descontinuidade de g o f é um subconjunto do conjunto dos pontos de
descontinuidade de f. Como este tem medida nula, aquele também tem.m
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COROLARIO 1.5 Se existir alguma sucessio (fn)neN de fungdes integrdveis
sequndo Riemann de [a, b] em R que convirja uniformemente para f, entio f é
integrdvel sequndo Riemann.

DEMONSTRACAO: A funcdo f é limitada, por ser o limite uniforme de
uma sucessdo de fung¢des limitadas. Por outro lado, seja D, o conjunto dos
pontos de descontinuidade da fungéo f,, (n € IN). Se x € [a,b] \ Upen Dn,
entdo cada f, é continua no ponto x e, portanto, f é continua no ponto
x. Logo, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f esta contido em
Unen Dn, 0 qual tem medida nula, visto que cada D,, tem medida nula.m



Integracao

2.1 Funcdes mensuraveis
DEFINICAO 2.1 Um espago de medida é um tripleto (X, A, m), sendo X um
conjunto, A uma c-algebra de partes de X e m uma medida de Aem ..

Dado um tal espaco de medida, diz-se que uma fungéo f: X — R é
mensurdvel se (VB € B(R)) : f~1(B) € A.

EXEMPLO 2.1 Qualquer fungéo constante f € mensuravel, pois se f toma
sempre o valor A € RR, entdo, para cada B € B(R),

_ X casoAE€B
f7(B) = {@ -
caso contrario.

Visto que @, X € A, estd provado que f é mensuravel.

Nos enunciados que se seguem, estard pressuposto que se estard a
trabalhar num espago de medida (X, A, m).

PROPOSICAO 2.1 Se f é uma funcio de X em R, sdo condicdes equivalentes:

1. f é mensurdvel;

N

. (VaeR): f1([~o0,a]) € A;

SV

. (VaeR): f([~o0,a]) € A

HN

. (VaeR): f([a,+0]) € A

&1

. (Va€R): f1(Ja, +o0]) € A.

33
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DEMONSTRACAO: Se a primeira condicdo se verifica e se a € R, entdo,
como [—o0,a] € B(R), f~1([—o0,a]) € A.
Se a segunda condigdo se verifica e se 2 € R, entdo

=i = [-a-1] )

nelN

-0 (2]

que pertence a A, pois € a intersec¢do de uma sucessao de elementos de
A. Mostra-se de maneira andloga que a quarta condigdo implica a quinta.
Se a terceira condicdo se verifica e se a € R, entdo

FY([a, +00]) = X\ f([~o0,a]) € A.

Finalmente, suponha-se que a quinta condicdo se verifica. Vai-se
provar que se A é um aberto de R, entdo f1(A) € A; isto basta para
provar que f é mensuravel, pois { P C R | f~1(P) € A} é obviamente
uma c-dlgebra e, portanto, se se provar que contém os abertos de R,
ficara provado que contém B(R), o que é o0 mesmo que dizer que f é
mensurdvel. Por outro lado, qualquer aberto de R é uma reunido de
um conjunto numerével de intervalos da forma |a,b[ (a,b € Rea < b),
la, 4] (a € R) ou [—o0,4[ (a € R), pelo que basta provar que que a
imagem reciproca por f de cada um dos intervalos deste tipo pertence a
A. No caso dos intervalos da forma |a, +oo[ (a € R), esta-se precisamente
a supor isso. No caso dos intervalos da forma [—oo, 4| (a € R), basta ver
que

[—o0,a[= R\ [a, +0[=TR\ ﬂ }a — %,—Foo} ,
nelN
pelo que

FH(emal) =X\ () 57 (|- foro] ) e 4

nelN
Finalmente,se a,b € R e a < b, entdo

Ja, b[= [—o0, b[\[—00,a] = [—o0, [\ ) {_”’” H

nelN

F o) = 5 (o0 () 57 (| 1)

nelN
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EXEMPLO 2.2 Se (X, A, m) = (R, M(R), 1) e se f é a fun¢do definida por
f(x) = x?, entdo f é mensurdvel, pois, para cada a € R

%) casoa < 0

] —Va,\/a [ caso contrario.

Ha um conceito que é conveniente introduzir agora, pois ajuda a dar
um exemplo de uma funcdo ndo mensuravel e serd ttil posteriormente
em outros contextos.

fH ([0, a) ={

DEFINICAO 2.2 Sejam X um conjunto e A uma parte de X. Designa-se
por fungio caracteristica do conjunto A a funcao

XA X — {O,l}

1 sexe A
X o
0 caso contrario.

EXEMPLO 2.3 Se A # P(X), entdo hé fungdes nao mensuraveis de X em
R, pois se A € P(X) \ A, a fungdo x4 ndo é mensuravel, uma vez que
Xa([—eo, 1) =Ab ¢ A

PROPOSICAO 2.2 Seja N um conjunto numerdvel. Se (fu)nen for uma familia
de fungdes mensurdoeis, entdo as fungoes sup, . fn € infyen fn sdo mensurd-
veis.

DEMONSTRACAO: Seja a € IR; quer-se provar que

(sup £ ) (o, +o0]) € M(R),

neN

Mas, para cada x € X,

x € (supfn> _1(]61, +o0]) <= sup fu(x) >a

neN neN
< (M eN): fu(x) >a
< xe |J f, '(Ja, +oo]).
neN
Logo,

<supfn>1 (Ja, o)) = U £ ' (Ja, o)

neN neN
e este conjunto pertence a A, pois N € finito ou numeravel. Mostra-se de
maneira andloga que inf,cy f, € mensurdvel. n
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Se o conjunto N do enunciado anterior for finito, entdo sup,, .y fn =
maxyeN fn € inf,en fn = min,en fn. Em particular, isto mostra que se f e
¢ sd0 mensuraveis, entdo max{ f, ¢} e min{ f, g} também o sdo.

Convém relembrar o que sdo o limite superior e o limite inferior de
uma sucessio (4, ),eN de elementos de R. Definem-se por

limsup = inf <sup ap> epor liminf = sup (inf ap)

neN nelN p=n nelN nelN \P=1

respectivamente. A sucessdo (a,),en tem limite quando e s6 quando
limsup,, . @7 = lim inf, c\ a5 €, caso esta condicdo se verifique,

limsupa, = lim a, = liminfa, (2.1)
nelN nelN nelN

(veja-se [12} ap. A]).

COROLARIO 2.1 Seja (fu)neN uma sucessdo de fungdes mensurdveis de X em
R. Entio:

1. as fungoes lim sup,, . fn € liminf,cn fy sdo mensurdoeis.

2. se, para cada x € X, existir o limite lim,cN fr(x), a fungdo lim,en f é
mensurduvel.

DEMONSTRACAO: A primeira alinea resulta imediatamente da proposi-
¢do[2.2|e das defini¢des de limite superior e de limite inferior. Quanto a
segunda, é consequéncia da primeira e de (2.1)). n

TEOREMA 2.1 Sejan € N, sejam f1, fa, ..., fn fungdes mensurdveis de X em
R e seja F uma fungio continua de R" em R. Entdo a funcgdo h de X em R
definida por h(x) = F(f1(x), fa(x),..., fu(x)) é mensurdvel.

DEMONSTRACAO: Seja a € R; quer-se provar que h~1(] — o0, a[) € A.
Como ] — o, a[ é um aberto de R e F é continua, F~1(] — c0,a[) é um
aberto de R" e, portanto, pode ser escrito como reunido de produtos de
intervalos abertos de IR. Recorrendo ao mesmo método que foi empregue
na demonstracdo da proposi¢do|1.9|(ou seja, considerando apenas interva-
los com extremidades racionais), vé-se que F~1(] — o0, a[) pode ser escrito
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sob a forma Unenla1,n, b1, N[X]a2,N, b N[ X - - - X]ay N, by N[- Mas entdo

hH(] — o0,af) =

= {x e X (fl(x),...,fn(x)) < U ]allN,bLN[x ce x]an,N,bn,N[}

NelN

= U (A" Qaun bunD 00 f 7 (Jann, ban)) 2.2)

NelN

Mas, paracadan € Necadak € {1,2,...,n},

fi  Qan, benl) = £ (0 =00, bnD \ ' (] — 00, an]) € A.
Logo, pertence a A. ]

COROLARIO 2.2 Sejam f e g fungdes mensurdveis de X em R. Entdo as fungoes
f g fgel|f| sio mensurdveis.

DEMONSTRAGCAO: Basta aplicar o teorema anterior a adigdo, a subtraccao
e a multiplicacdo, que sdo fungdes continuas de R? em R, bem como a
funcdo valor absoluto, que é uma fungdo continua de R em RR. |

Em particular, se f é mensurdvel e A € IR, entdo Af é mensurdvel,
visto que as fungdes constantes sdo mensurdveis. Obviamente, é mais
natural demonstrar este resultado directamente a partir da defini¢do de
fungdo mensuravel.

2.2 Integral: defini¢do e propriedades
elementares

DEFINICAO 2.3 Diz-se que uma fungdo real f é uma fungdo simples se a
sua imagem for um conjunto finito.

E imediato que as fun¢des simples de um conjunto X em R formam
um espago vectorial, pois a soma de duas fun¢des simples é novamente
uma fungdo simples e o produto de uma fungdo simples por um es-
calar ainda é uma funcdo simples. De facto, trata-se do espago vecto-
rial gerado pelas fungdes caracteristicas (i. e. pelas fun¢des do conjunto
{xa | A C X}), pois se s for uma fungio simples e se a sua imagem for o
conjunto {x1,...,x,} C R, entdo

5= ) XkXs 1 ({x))-
k=1
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Em particular, se (X,.A,m) for um espago de medida e se s for uma
funcdo mensuravel simples de X em IR, s é combinacdo linear de fun¢des
caracteristicas de elementos de A, pois, para cada x pertencente a imagem
des, s 1({x}) € A.

E conveniente introduzir a seguinte notagdo: se f é uma funcédo de
um conjunto X em RR, entdo definem-se as fungdes f e f~ de X em R
por f = max{f,0} e f~ = —min{f,0}. Eimediatoque f = f* — f~ e
que |f| = fT + f~. Além disso, resulta da observacao feita logo ap6s a
demonstragdo da proposigéo 2.2/ que, se f for mensuravel, entdo f* e f~
também o séo.

PROPOSICAO 2.3 Se f é uma funcio de X em R, entdo existe alguma sucessio
(Sn)neN de fungdes simples tal que f = lim,cN Sp. Além disso:

1. se f > 0, pode-se tomar (s,),cN mondtona crescente e tal que, para cada
ne€N,s, > 0;

2. se f for mensurdvel, pode-se tomar (s, ),eN tal que cada s, seja mensurd-
vel.

DEMONSTRACAO: Basta demonstrar o teorema no caso em que f > 0,
pois, uma vez demonstrado isto, a validade do teorema no caso geral
resultard de se ter f = fT — f~ ede f*,f~ > 0, pois se (sy)neN €
(sh)neN forem sucessdes de fungdes simples tais que f = lim,cN sy €
f~ =limyen s;, entdo f = limyen(sn — s),)-

Seja entdo f: X — IRy. Para cadan € IN, seja

Fo={xeX|f(x)>n}

e paracadak € {1,2,...,n2"}, seja

k—1 k
En,k:{xex‘ o <f(x)<—}.

Define-se entdo s, : X — R por

n2" k—1
" (kzl 21 XE“*> T IXE,

e resulta de defini¢do de (s,),en que se f for mensurével, entdo cada
fungdo s, (n € IN) também o é e que a sucessdo (s,)neNn € mondtona

crescente. Veja-se na o gréfico da fungdo f: [-2,2] — R
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Figura 2.1: Aproximacao de f por func¢des simples

definida por f(x) = x? (representado a tracejado) juntamente com os
graficos de s; e de s;.

Para se provar que f = lim,cnN Sy, tome-se x € X. Se f(x) = oo,
entdo (Vn € IN) : s,(x) = n e, portanto, lim,en s,(x) = f(x). Caso
f(x) € Ry, entdo, para cada n € N tal que f(x) < n, tem-se que f(x)
pertence a um e um so intervalo da forma [(k=1)/27,k/2"[ e que s,(x) =
(k=1)/21, pelo que

0< £(x) —sulx) < o

Logo, lim,en sn(x) = f(x). n

Vai-se comecar por definir o conceito de integral no caso das fungdes
mensuraveis simples e usa-lo para definir o integral de uma fun¢do men-
suravel arbitréria. Se (X, A, m) for um espago de medida e se s for uma
fungdo mensuravel simples de X em R, define-se

Ix(s) = ), xm(s~1({x})),

xes(X)

convencionando-se que 0.(4+o) = (400).0 = 0. Convém observar que
ses =) XkXA, com Ay,..., A, elementos dois a dois disjuntos de A,
entao
n
Ix(s) = ) xxm(A). (2.3)
k=1

De facto, supondo que cada Ay é ndo vazio e que cada x; é diferente de
0 (o que ndo altera nem a fun¢do s nem o valor da soma (2.3)), tem-se
que cada x; pertence a imagem de s e que Ay C s ({x;}). De facto, se
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x € 5(X), entdo s~!({x}) é a reunido dos Ay contidos em s~!({x}). Logo,
se se representar por I o conjunto {k € {1,2,...,n} | Ay Cs~1({x})},
tem-se

i xem(Ag) = Z Z xpm(Ay)

k=1 x€s(X) kely

= Z me(Ak)

xes(X) kely

= ) x) m(Ay)
XGS(X) kelx

= Y xm(s7'({x}).

xes(X)

Serd provado posteriormente que se continua a ter mesmo quan-
do ndo se estd a supor que os conjuntos Ay sdo dois a dois disjuntos.

Observe-se quese Y € A, entdo Ay = {MNY | Me A} éumao-
-dlgebra e que a restricdo my de m a Ay ainda é uma medida, pelo que
(Y, Ay, my) é outro espaco de medida. Se s for uma fun¢do mensuravel
simples de X em R, entdo a s|y é uma fun¢do mensuravel simples de Y
em R, pelo que faz sentido falar de Iy (s|y). Por abuso de notagao, este
numero sera representado por Iy(s).

DEFINICAO 2.4 Se (X, A, m) é um espago de medida e f é uma funcéo
mensuravel de X em R, entdo representa-se por [, f dm o supremo do
conjunto

{Ix(s) | 0 < s < f esémensuravel e simples } . (2.4)

Caso [y fdm < 400, 0 nimero [, f dm designa-se por integral de Lebesgue
de f e diz-se entdo que a funcao f é integrdvel.

Se f for uma funcdo mensurdvel de X em R, entdo diz-se que f é
integravel se as fungdes f e f~ o forem. Nesse caso designa-se por
integral de Lebesgue de f o niimero

/dem:/xf+dm—/xfdm.

Quando f: X — R é mensuravel e, das fungdes f™ e f~, uma é
integrével e a outra ndo, também se emprega a notagdo [, fdm para
representar [, f*dm — [, f~ dm, embora neste caso ndo se diga que f é
integravel.
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Observe-se que, nas condi¢des da definicdo anterior, se f somente
tomar valores ndo negativos, entdo o integral de Lebesgue de f (que
se designard simplesmente por integral de f, a menos que haja ambi-
guidade) foi definido de duas maneiras diferentes: como o supremo do
conjunto (2.4) e como [y f*dm — [, f~ dm. Naturalmente, isto ndo leva
a qualquer ambiguidade, pois neste caso f = fT e f~ =0, pelo que

/Xf+dm—/xf—dm:/xfdm—o:/xfdm.

Analogamente ao que foi feito ap6s se introduzir a notagdo Ix(s), se
(X, A, m) for um espago de medida, se Y € A e se f for uma fungao de
X em R cuja restri¢do a Y seja integravel, entdo o integral desta restrigao
sera representado por [, fdm endo por [ f|y dmy.

Antes de se verem exemplos de fungdes integraveis e de fungdes nao
integraveis, serd demonstrado que o integral de uma fun¢do mensuravel
simples é aquilo que se esperaria que fosse.

PROPOSICAO 2.4 Se s é uma fungio mensurdvel simples de X em R, entdo

/Xsdm = Ix(s).

DEMONSTRACAO: Comecemos por demonstrar o teorema no caso em que
s > 0. Resulta imediatamente da defini¢do de [, sdm que este nimero é
maior ou igual a Ix(s), uma vez que [ sdm é o supremo de um conjunto
que contém Ix(s). Seja agora s’ uma funcdo mensurével simples de X em
Ry tal que s’ < s; quer-se provar que Ix(s') < Ix(s). Se se provar isto,
entdo resultara de definicdo de [y sdm que [, sdm < Ix(s).

A fungdo s pode ser escrita sob a forma

S =
k

XkX Agr

n
=1

onde os conjuntos A1, Ay, ..., A, sdo elementos dois a dois disjuntos de
A. Paracadak € {1,2,...,n}, arestri¢do de s’ a Ay pode ser escrita sob a
forma

Ny
s'la, = Y YikBik
=1

onde os conjuntos By, B, . .., B, sdo elementos dois a dois disjuntos de
A cuja reunido é igual a Ay. Como s’ < s, cada y;x € menor ou igual a x;.
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Entdo

n n

k
Ix(s") = ) ) VikXB,,

k=1j=1

n Ng

< Z Z XkXBj

k=1j=1
n ny

= Z, Xk Z XBj
k=1 j=1

n
= Z XkX Ay
k=1
= Ix(S) |

Vo ser vistos exemplos de fun¢des integraveis e de fungdes ndo inte-
graveis. Em todos os casos, as fung¢des terdo por dominio sub-conjuntos
mensuradveis A de R e, a menos que se diga explicitamente o contrario, a
o-algebra em questdo serd M (IR)4 e a medida serd /4.

EXEMPLO 2.4 Se f = 1, entdo f ndo é integravel, pois f = xR e, pela
proposigéo Jrxrdl = Ir(XR) = +0o.

EXEMPLO 2.5 A restrigdo a [—1,1] da funcdo f do exemplo anterior é
integréavel, pois || —11] f dl = 2, novamente pela proposicdo

EXEMPLO 2.6 Se f: R — R é a fungdo definida por f(x) = x, entdo f
ndo é integravel, pois

x sex >0
0 caso contrario

(VxeR): ff(x) = {
e entdo f = X1 4o, Pelo que

+m>/ Ll = +oo.
/]R f XLl 00
EXEMPLO 2.7 Sejama,b € R tais quea < beseja f: [a,b] — R a fungdo

definida por
1 sexeQ
o=

0 caso contrario.
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Entéo f ¢ integréavel, pois f = X5 5)nq- € f[a,b] fdl =1([a,b)NQ) = 0. Este
exemplo mostra que hd fung¢des integraveis segundo Lebesgue que ndo sdo
integraveis segundo Riemann, apesar de serem limitadas.! Serd visto mais
a frente que qualquer fungdo de [, b] em R integravel segundo Riemann

também ¢é integravel segundo Lebesgue e que [ : f(x)dx = [, ap Al

EXEMPLO 2.8 Considere-se em IN a medida de contagem m, definida no
exemplo[1.3] Entdo a fungdo f: N — R definida por f(n) = 1/n ndo é
integravel. De facto, se se definir, para cadan € IN,

1/k sek<n
k — .
0 caso contrario,

entdo (s,)p,eN € uma sucessdo de fungdes simples, mensuraveis e ndo
negativas e, além diso, (Vn € IN) : s, < f. Logo

1
v GNI/ d }/ ndm = 77
(Vn ) me | sndm k:Zlk

pelo que [y fdl = limyen Yp_y § = +oo.

Se (X, A, m) for um espago de medida, vai-se representar por £(X)
o espaco das fungdes integraveis de X em R. Se A € R é claro o que se
entende por Af, excepto se A = 0 e se +-co estiver na imagem de f. Vai-se
convencionar que, mesmo nesse caso, 0.f = 0.

Vai-se agora introduzir uma expressao que é empregue frequente-
mente em teoria da medida, nomeadamente quase sempre e que significa
«sempre, excepto num conjunto de medida nula». Assim por exemplo,
no enunciado do teorema [1.3[a condigdo «se o conjunto dos pontos de
descontinuidade de f tiver medida nula» poderia ter sido escrita sob a
forma «se f for continua quase sempre». E mesmo frequente empregar-se
g. s. no lugar de «quase sempre».

PROPOSICAO 2.5 Seja (X, A, m) um espago de medida.

1. Se f for uma fungido mensurdvel de X num intervalo [a,b] de R e se
m(X) < +oo,entio f € L(X) e

am(X) < /dem < b.m(X).

1Que a funcdo f nao é integravel segundo Riemann resulta do teorema (a funcao
f é descontinua em todos os pontos do seu gominio), mas é mais natural observar que,
para cada particdo P de [4,b], (f,P) =0e X(f,P) = b —a.
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2. Sef,ge L(X)ese f < g entio

dg/d.
JoSam< [ gdm

3. Sef e L(X)eseA € R, entido Af é integrdvel e

/X/\fdm:)\/xfdm.

4. Sem(X) =0e f: X — R for mensurdvel, entio [ fdm = 0.
5.SefeL(X)eseY € A, entdo fly € L(Y).

6. Se f é uma funcio mensurdvel de X em Ry e se [y fdm = 0, entdo
f(x)=0g.s.

DEMONSTRACAO: Para demonstrar a primeira alinea, comece-se por su-
por que a > 0. Entdo f > 0, pelo que

/dem > Ix(axx) = a.m(X)

e por outro lado, se s for uma funcdo simples e mensuréavel tal que 0 <
s < f,entdo s < b, pelo que Ix(s) < b.m(X). Como isto tem lugar para
cada s naquelas condi¢des, tem-se que [y fdm < b.m(X).

Se se tiver b < 0, entdo f™ = 0 e 0 argumento anterior mostra que

—b.m(X) < /Xf_ dm < —a.m(X),

pelo que
/dem:/xfwm—/xf—dm: —/Xf—dm € [a.m(X), b.m(X)].

Finalmente, se 2 < 0 < b, entdo 0 < [, fTdm < b.m(X) e 0 <
[x f~dm < —a.m(X), pelo que

/dem:/xf+dm—/xfdm€ la.m(x),b.m(X)].

A segunda alinea resulta imediatamente da definicdo do integral de
Lebesgue quando 0 < f < g. No caso geral, tem-se ft < gt ef >g¢,
pelo que

/dem:/xfwm—/xf—dm>/Xg+dm—/xg—dm:/xgdm,
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Tal como no caso da segunda alinea, a terceira resulta imediatamente
da defini¢do do integral de Lebesgue caso0 < fe0 < A. Caso0 < fe
A < 0, entdo

=0

/XAfdm:/X@F dm—/X(Af)—dm
:—/X—Afdm
=—(=A) [ fam

— [ fam.
Xf "
Caso f € L(X) e A >0, entdo

JAfam= [ Ap)dm— [ (Af)” dm
= [ Affdm— [ Afdm
:/\/Xerdm—A/Xf_dm
:/\/dem

Finalmente, caso f € £(X) e A < 0, tem-se
JAfdm= [ afytam= [ ()" dm

:/X_Af—dm—/X—Aﬁdm
:(—A)/Xf_dm—(—)\)/XfJ’dm

Para demonstrar a quarta alinea, comece-se por supor que f > 0. Se s
for uma fungdo mensurével simples tal que 0 < s < f, entdo Ix(s) =0,
poisses =Y | xxx4, tem-se

Ix(s) = Y wam(Ax) = 0,
k=1
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uma vez que, para cada k € {1,2,...,n}, m(Ax) < m(X) = 0. No caso
geral, tem-se entdo

/dem:/xﬁdm—/xf—dm:o.

Para demonstrar a quinta alinea, basta fazé-lo no caso em que f > 0,
uma vez que f 1|y = f| eque f7|y = f|y . Masse f > 0eseséuma
funcdo mensuravel simples de Y em R tal que 0 < s < f, entdo se se
definir s*: X — IR como sendo o prolongamento de s a X que se anula
em X \ Y, entdo s* é uma fun¢do mensuravel simples tal que s* < f, pelo
que

Iy(s)zzx(s*)g/xfdm,

de onde resulta que

/demg/xfdm<+oo.

Finalmente, vai-se demonstrar a sexta alinea. Para cada n € IN, seja

Dn:{xeX‘f(x)>l}.

n

Afirmar que f(x) = 0 g. s. equivale a afirmar que {x € X | f(x) #0}
tem medida nula e, visto que

{xeX|f(x)#0} = | Dy,

nelN

isto é o mesmo que afirmar que (Vn € IN) : m(Dy) = 0. Se se tivesse
m(Dy) > 0 para algum n € IN, entdo a func¢do n1 XD, seria uma funcdo
mensurdvel simplese 0 < n~xp, < f, pelo que

1 1
> — —
/dem//XnXD”dm nm(Dn)>O,

o que é absurdo. n

PROPOSIGAO 2.6 Seja f uma fungio mensurdvel de X em R. Entdo, caso
f > 0oucaso f € L(X), a fungdo

¢p: A — Ry
A d
v—>/Afm
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é o-aditiva, i. e. se (An)neN € uma sucessdo de elementos de A disjuntos dois a
dois, entio

¢ ( U An> = iwn)-

nelN

DEMONSTRACAO: Naturalmente, basta fazer a demonstragdo no caso em
que f > 0. A validade da proposicdo no caso em que f € L£(X) resultara
entdo imediatamente da definicdo de [, f dm.

Vai-se comegar por provar que ¢ é crescente, i. e. que se A, B € Aese
A C B, entdo ¢(A) < ¢(B). Resulta das defini¢des de ¢ e de integral de
Lebesgue de uma funcdo que, para tal, basta provar que se s € uma funcdo
mensuravel simples de A em R tal que 0 < s < f|4, entdo [4(s) < ¢(B).
Seja s* o prolongamento de s a B que se anula em B \ A. Entdo s* é uma
funcdo simples mensurdvel de B em R tal que 0 < s* < f|p, pelo que

I4(s) = Ip(s*) < /dem.

Seja entdo (Ay)neN uma sucessao de elementos de A disjuntos dois a
dois. Caso f = xg para algum E € A, entdo

(Y 8) = et
(W) e)

=m ( U (AN E)>
nelN
= ¥ m(A, NE)

n=1
+oo

= ,E/An XEdm
+o0

= Z ‘P(An)-
n=1

Caso f seja uma fun¢ao mensuravel simples, entdo f = Y/ _; XkXE,,
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com Eq, E, ..., E, elementos de A dois a dois disjuntos. Entao

¢<U An> =/U€N nkzxkxﬁkdm

nelN

Passemos agora ao caso geral. Se s for uma fun¢do simples mensurével
tal que 0 < s < f, entdo

o0 +oo +
sdm = / sdm < / fdm=1Y% ¢(Ay),
/UneIN An n;l An n;l An n;l "

pelo que
(P = dm (P
An — < An .
(ﬂLGJ]N ) /Une N Ap f nz =1 ( )

Para demonstrar a desigualdade oposta, basta considerar o caso em que
(Vn € IN) : ¢(An) < +00, pois se se tivesse ¢p(A,) = +oo para algum
n € IN, entdo, como ¢ é crescente, ter-se-ia

¢<U An)zgq)mn _

nelN

Sejan € N esejae > 0. Paracadaj € {1,2,...,n}, existe alguma fungéo
mensurdvel simples s tal que 0 < s < f e que

Vie{1,2,..., :/ d ;/ dm — &.
(Vj€{ n}) AjSm Ajfm .
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Entdo

2/ sdm
A

i

:]é/Adem
B ()

=(iw¢ﬁ—s
j=1

e, como esta desigualdade é valida para qualquer ¢ > 0, tem-se que
¢ ( i1 Aj> 2 Y1 ¢(A)). Como ¢ € crescente, isto prova que

jEIN

j=1
e, portanto, que

¢<U&J>fwm»
nelN n=1 [ ]

Resulta desta proposigao que, dado um espaco de medida (X, A, m) e
dada uma fun¢do mensuravel f de X em R4, a funcdo

A — Ry
A d
|—>/Afm

é uma medida. Segundo a quarta alinea da proposicdo 2.5/ esta medida
anula-se em todos os A € A tais que m(A) = 0. Pode-se provar que
se m for tal que X é reunido de alguma familia finita ou numeravel de
elementos de A de medida finita? entéo, para cada medida y de A em Ry
tal que

(VAe A):m(A) =0= u(A) =0,

2F o caso, por exemplo, de (R, M(R),1).
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existe alguma funcéo f € £(X) tal que f > 0 e que

wAeAyymy:Awa

Isto é o teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym; veja-se [14, cap. 6]. Sem
a hipotese de que X é reunido de alguma familia finita ou numeravel
de elementos de A de medida finita, o enunciado é falso. Tome-se, por
exemplo, X = R, A = M(R), m a medida de Contagem3 e | amedida de
Lebesgue. Se A € M(R) for tal que m(A) = 0, entdo A = @, pelo que
I(A) = 0. Mas néo existe nenhuma fungdo mensurével f: R — R} tal
que

(MEMmﬂMM:AMm 2.5)

pois, caso existisse, ter-se-ia, para cada x € R,
0=1({x}) = [ fim=FlIm({x}) = fx)

Logo, f = 0, o que é incompativel com (2.5).

COROLARIO 2.3 Seja f € L(X). SeY € A for tal que m(X \'Y) = 0, entdo
[y fdm = [, fdm.

DEMONSTRAGAO: Pela proposicdo anterior e porque X = YU(X \ Y),

tem-se
dm— [ fam+ [ fam= [ fam
/X fdm Y fdm Y\X fdm Y fdm
pela quarta alinea da proposi¢ao n

Resulta imediatamente do corolario que se (X, A, m) for um espa-
¢o de medida e se f,¢ € L(X) forem tais que f(x) = g(x) q. s., entdo
Jx fdm = [ ,gdm,poisseY = {x € X| f(x) = g(x) }, entdo

/demzfyfdm:/ygdm:/xgdm.

PROPOSICAO 2.7 Seja f € L(X). Entdo |f| € L(X) e

[ pam] < [ 1s1am

3Trata-se da medida definida no exemplo
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DEMONSTRACAO: Sejam
A={xeX|f(x)>20} e B={xeX|f(x)<O0}.
Entdo A, B € Ae X = AUB, pelo que, pela proposigao[2.6]

fldm = [ |fldm+ [ |f|dm

Jlftm= [ 1fidm+ |
:/Af+dm+/dem
< o,

visto que, por hipétese, [, f*dm, [, f~ dm < +oo. Estéd entdo visto que
| f| é integravel. Para terminar a demonstragdo basta observar que

—Ifl<fF<Ifl,
pelo que, pela segunda alinea da proposigdo

| ~Iftam< [ fam< [ (flam
== [ flam < [ fam< [ |f]dm
<:>’/dem'</x|f|dm. .

PROPOSICAO 2.8 Sejam f e g fungdes mensurdveis de X em R. Se g for
integrdvel e se | f| < g, entdo f é integrdvel.

DEMONSTRACAO: Basta observar que resulta de se ter |f| < ¢ que fT <
gef~ < g peloque

/Xerdm,/dem<—|—oo. .

Resulta das proposicdes 2.7 e 2.8| que, dados um espago de medida
(X, A, m) e uma fungdo mensurdvel f de X em IR, f é integravel se e s6 se
| f| for integravel.

EXEMPLO 2.9 Seja f = Y1 (711)71)([”_1,”[. Esta funcdo nao é integravel

segundo Lebesgue, pois se o fosse entdo |f| também o seria. Ora |f| =
LS 1 Xin-1,1p, Pelo que, para cada N € N, |f] = Ll 7 Xy 1,10

Entao
N 1 N 1
> — — —
/]Rfdl//Rr;nX[n—l,ln[dl ngﬂ

e, portanto, [ fdl > limyen YN nl = oo
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Este exemplo mostra que a observacao feita no exemplo[2.7, segundo a
qual qualquer funcdo integravel segundo Riemann ¢é integrdvel segundo
Lebesgue, ndo é valida no caso dos integrais impréprios,* pois a fungao f
do exemplo que se acabou de ver é tal que, paracadaa,b € Rcoma < b,
flja,p) € integravel segundo Riemann e, além disso, o integral impréprio

fj;o f(x)dx converge (¢ igual a Y/ (=1)"/n = —log(2)).

2.3 Integracdo de limites de sucessdes

TEOREMA 2.2 (TEOREMA DA CONVERGENCIA MONOTONA) Se (fn)neN

for uma sucessdo mondtona crescente de fungoes mensurdveis de X em R, entdo

timy | fudm = [ tim f, dm

DEMONSTRAGCAO: Antes de se passar a demonstracdo propriamente dita,
convém explicar porque é que existem ambos os limites mencionados
no enunciado. De facto, o limite da sucessao ( f X fn dm)n N existe ne-
cessariamente, pois trata-se de uma sucessao monétona, pela segunda
alinea da proposi¢do Para cada x € X, a sucessdo (fu(x)),en tam-
bém é monoétona, pelo que, mais uma vez, o limite lim, e fi(x) existe
necessariamente.

Seja f = lim,eN fr. Uma vez que (Vi € IN) : f, < f, aplicando mais
uma vez a segunda alinea da proposicado [2.5/deduz-se que

(VneN):/andmgfxfdm,

Vai-se agora demonstrar a desigualdade oposta. Seja s uma fungado
mensurdvel simples de X em R tal que 0 < s < f. Se se mostrar que
Jxsdm < limyen [y fudm, resulta da defini¢do de [ f dm que este nu-
mero é menor ou igual ao limite lim,en [y fu dm. Seja a €]0,1] e seja,
paracadan € N

En={xeX]| falx) >as(x)}.

*No entanto, serd visto mais a frente que continua valida no caso das fungdes nao-
-negativas.
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Se x € E, para algum n € N, entdo as(x) < fu(x) < f1+1(x), pelo que
x € E,41;logo, E;, C E,41. Por outro lado, se x € X, entdo, uma vez que
lim,en fn(x) = s(x) > as(x), tem-se necessariamente que f,(x) > as(x)
para algum n € IN, pelo que x € E,. Estd entdo provado que a sucessao
(Exn)nen € crescente e que a reunido dos seus elementos é X. Logo, resulta
da proposicdo[2.6/e de se ter s > 0 que a fungao

A — Ry
A»—)/sdm
A

¢ uma medida e, portanto, a proposigao [1.5 permite deduzir que

/Sdm:/ sdm = lim sdm.
X UneINEn nelN En

Mas, por outro lado,

(VnE]N):/dem>/Enfdm>zx/ sdm.

n

Resulta destas duas observagdes que [y fdm > a [, sdm. Como esta
desigualdade tem lugar para cada a €]0,1[, deduz-se que [ fdm >
Jx s dm, como se pretendia demonstrar. n

Se se retirar do enunciado do teorema a hip6tese de que a sucessdo é
mondtona, entdo o enunciado é falso, mesmo que se possa garantir que os
limites existem.

EXEMPLO 2.10 Considere-se em IN a medida de contagem e, para cada
n € N, seja f, a fungdo de IN em R definida por

1 sem=mn
0 caso contrario.

fn(m) :{

Entdo lim,cn fn = 0 e entdo fJN lim,enN fn dm = 0 mas, por outro lado,
(Vn € N): [y fudm = [ X{ny dm =1, pelo que limen [y fudm = 1.

TEOREMA 2.3 Se f e g forem fungdes integrdveis de X em R, entdo f + g
também é integrdvel e

/Xf+gdm:/xfdm+/xgdm.
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DEMONSTRACAO: Caso f e g sejam fung¢des mensuraveis simples entao,
pela proposigdo 2.4} basta provar que Ix(f +g) = Ix(f) + Ix(g). Supo-
nha-se entdo que f = )" ; x,xx, e que ¢ = )} ;.1 ¥1Xy,, sendo tanto os
conjuntos Xj, ..., X;; como os conjuntos Y7, ..., Y; dois a dois disjuntos.
Paracadak € {1,...,m}ecadal € {1,...,n},seja Zy = Xx N Y. Entdo
os conjuntos Zy; sdo dois a dois disjuntos e

f+g= ZZ Xk + Y1) Zu,
1i=1

pelo que
m n
Ix(f+8) = ) Y (i +y)m(Zy)
k=11=1
m n n m
=Y Y xem(Z)+ ). Y yim(Zy)
k=11=1 I=1k=1

n

m n m
Z Z (Z)+ Y v Y m(Zy)
-1 = =1 k=1

m n

=) xem(Xy) + Zylm (Y1)

= i=
= Ix(f) + Ix(g)-

Se f,g > 0, existem, pela proposicdo 2.3} sucessdes monoétonas cres-
centes (Sy)ueN € (s))nen de fungdes mensurdveis simples tais que se
ne€ N, entdio0 < s, < fe0 < s, < g Entdo (s, + s),)nen € uma
sucessdo monoétona crescente de fungdes mensurdveis simples tal que
(Vn € N) : 0 < s, +5), < f +g. Decorre entdo da proposigao 2.4]e do
teorema da convergéncia monoétona que

dm = li ' d
/Xf+g m né%/;{sﬂJr% m

= lim [ s,dm+ lim [ s, dm
eNJX neN JXx

— [ fd /d,-
/Xfm—i—xgm

em particular, f + g é integravel.

Isto permite provar que sempre que f e g sdo fun¢des integraveis de
XemR, f + g também é integrdvel. De facto, basta provar que |f + g é
integrdvel, mas isto resulta de se ter

dm < | dm = [ |flam+ [ |g]dm < +oo.
J \f+gldm< [ 1f1+Igldm = [ |fldm+ [ [gldm < +oo
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Para terminar, se f e ¢ forem fung¢des integraveis de X em IR, quer-se
provar que [y f +gdm = [, fdm+ [, gdm. Sejah = f + g. Entdo

W —h=h=f+g=f"~f +g" g,
pelo que
W+ f +g =h +f +g"
Logo, uma vez que todas as fungdes envolvidas sdo ndo-negativas,
whdmt [ fdme [ gmam= [ n-dme [ prame [ gt dm,
/x m—l—Xf m—l—Xg m . m—l—Xf m-i—Xg m
pelo que

/hdm:/h+dm—/h—dm
X X X
_ *d—/‘d /+d—/—d
/Xfm Xf m+Xgm Xgm
_ [ f4 /d.
/Xfm—l—Xgm n

Resulta deste teorema que, como foi mencionado na pagina se
S = Yi—1XkXA, como Ay, ..., Ay € A, entdo Ix(s) = Y xim(Ag),
mesmo ndo se estando a supor que os conjuntos Ay, ..., A, sdo disjuntos
dois a dois. De facto,

Ix(s) = /Xsdm (pela proposigao [2.4)
n
= / ZkaAk
X k=1
n
= Z / Xk X A
k=1"%
n

=) Ix(xkxa,)
=1

= i ka’H(Ak).

k=1

COROLARIO 2.4 Se (fn)neN € uma sucessio de fungdes mensurdveis de X em

R, entdo
[ fuam=¥ [ fud
m= m.
X =1 " n=1"%X "
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DEMONSTRAGAO: Seja f = Y7 fu. Se alguma fungdo f, ndo for inte-
gravel, entdo [y fydm = +o0 e, como f > fu, [ fdm = +co. Logo, a
igualdade do enunciado reduz-se a 0o = +-co.

Caso (fu)nenN seja uma sucessdo de fungdes integraveis, entdo, pelo
teorema anterior, cada fungdo YV, f, (N € IN) é integravel e

/Xifndm:;i/xfndm,

pelo que, pelo teorema da convergéncia monétona

/ Jiodem: lim andm
Xn:l

X NeN /

Sabe-se, pelo exemplo que o integral do limite de uma sucessao
(fn)nen de fungdes integraveis ndo é necessariamente igual ao limite dos
integrais, mesmo que todos os limites envolvidos existam. No entanto,
como se vai ver, a desigualdade do exemplo é a tinica que pode ter
lugar quando as fung¢des envolvidas sdo ndo-negativas.

TEOREMA 2.4 (TEOREMA DE FATOU) Seja (fy)neN uma sucessio de fungoes
mensurdveis de X em R.. Entdo

/X liminf f, d < lim inf /X Fudm.

nelN

DEMONSTRACAO: Para cadan € IN, seja ¢, = infy>, fp. Entdo (¢n)nen
€ uma sucessao mondtona crescente de fun¢des mensuradveis ndo-nega-
tivas. Além disso, lim,en ¢ = liminf,cn fn (por defini¢do de limite
inferior) e (Vn € IN) : ¢, < f,. Decorre entdo do teorema da convergén-
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cia monoétona que

/xh%]%\rllffn dm = /XTPGIHQI Qndm

= lim / dm
nelN JX P
— liminf / o dim
neN JXx
< liminf / Fudm.
nelN X
Se as hipoteses do teorema se verificam entdo, em particular, tem-se
lim f, dm < 11rn / dm
/X neN fn fn
sempre que todos os limites envolvidos existam

TEOREMA 2.5 (TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA) Seja ¢ uma

funcdo integrdvel de X em R. Se (fn)neN € uma sucessio de funcoes men-
surdveis de X em R, se o limite lim,cy fy(x) existe para cada x € X e se
(Vn € IN) : | fu| < @, entido cada fungio f, é integrdvel, a fungio lim,cn fr
integrdvel e

/X%gnfndm—hm/fndm

DEMONSTRACAO: Seja f = lim,en fn. Que a fungdo f bem como cada
fungdo f, sdo integraveis é uma consequéncia da proposigao
Uma vez que (Vn € N) : f, + ¢ > 0, resulta do teorema de Fatou que

= i < limi
/Xf—|—qodm /Xrllg]lr\llfn—l—(pdm\l1%ﬂ\rllf/xfn-l—qodm,

pelo que
/ fdm < liminf / Fodm. 2.6)
X
Por outro lado, como (Vn € N) : —f, + ¢ >
motivo, que

0, tem-se, pelo mesmo

— 3 < 1 1 — dﬂl

_/dem:/x_fdmghminf/x—fn

dm = —li d
mir m im sup fn m,

nelN

57
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ou seja,

/fdm lim sup f,,dm (2.7)
X nelN

Mas o limite superior de uma sucessao real é sempre maior ou igual ao
limite inferior da mesma sucessdo. Logo, decorre de (2.6) e de (2.7) que

fdm = limsup fn dm = hm 1nf/ fndm,
X nelN

ou seja, que

/demzilerﬂr\ll/xfndm. =

COROLARIO 2.5 Se m(X) < +o0 e se (fu)neN € uma sucessio uniformemen-
te limitada de funcgoes integrdveis de X em R que converge pontualmente para
alguma fungdo de X em R, entdo lim,,c\ fy, é integrdvel e

b o = i | o
DEMONSTRACAO: Seja M € R um majorante de todas as fungdes f,
(n € IN). Entdo pode-se aplicar o teorema da convergéncia dominada com
¢ =M. |

2.4 Integral de Riemann e integral de Lebesgue

Sejam a,b € R tais que a < b e seja f uma fungdo integravel segundo
Riemann de [a, b] em R. Quer-se provar que f é integravel segundo Le-
besgue e, para o fazer, vai-se aproximar f por fungdes que sdo integraveis
segundo Lebesgue. A maneira de definir tais fun¢des é sugerida pela
definicdo do integral de Riemann: a cada particdo P de [a, b], associam-se
duas fungdes s, S: [a,b] — P tais que s < f < S do modo a que, em
cada intervalo [a’, V] da parti¢do, a restri¢do de s a [@/, V[ seja o infimo
da restrigdo de f a [a’, V'] e, analogamente, a restri¢do de S a [a’, b'[ seja o

supremo da restri¢do de f a [a',b'[. Veja-se a

TEOREMA 2.6 Sejam a,b € R com a < b e seja f uma fungdo integrdvel
sequndo Riemann de [a, b] em R. Entdo f é integrdvel sequndo Lebesgue e

/u " Flxydx = /W] Fl. 2.8)
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Figura 2.2: Aproximacdo de f por fun¢des constantes nos intervalos de
uma particdo

DEMONSTRAGAO: Paracadan € IN, seja P, uma partigdo de [a, b] tal que

(B ~ (£, P}) < - 29

Define-se, para cada n € IN, P, = J}_; P,,. Entdo cada P, é uma partigdo
de [a, b], a sucessdo (Py),cN € crescente e resulta da primeira alinea da

proposicao de e de se ter P, D P), que

Z(f, Ba) ~Z(f, Pa) < -

Definem-se as fungdes sy, Sy : [4,b] — R do seguinte modo: se os pontos
de P, forema =ap, < a1, < --- < am,n = b, entdo

my—1
Sn = ( Z inff([ak—llak]))([ﬂk1,11k[> + inff([amn—lfamn])X[amn,l,am”]
k=1

e

my—1

&Z(ZSwﬂmwmmmwﬂ+wWW%4%Mm%hmy
k=1

Entdo a sucessdo (s,)neN € crescente, a sucessdo (Sy),eN € decrescente e
(VnelN):s, < f < S (2.10)

Sejam s = sup,, . Sn € S = inf,en Sy. Entdo, por (2.10), s < f < S. Por
outro lado, as fungdes s e S sdo mensuréaveis, pelo coroldrio Sen € N,
resulta das defini¢des de s, e de S,, que

/Xsndl:Z(f,Pn) e que /XSndl:f(f,Pn),
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pelo que

:I»—‘

/XSn—sndl —S(f,P)) — £(f, Py) <
Logo, pelo corolario[2.5,

/S—sdl 11mSn—Sndl—l1m S, —s,dl <0,
elNJXx

X neN

pelo que [ S —sdl = 0. Resulta entdo da sexta alinea da proposicao

que s(x) = S(x) g.s.e,comos < f < S,s(x) = f(x) = S(x) g. s., pelo
que f é mensuravel. De facto, como, para cadat € R

{xeX|s(x)>t}Cc{xeX|f(x)>t}Cc{xeX|S(x)>t}

e como o primeiro e o terceiro destes trés conjuntos sdo mensuraveis e
tém a mesma medida, o segundo também é mensuravel.
Finalmente, aplicando novamente o corolario 2.5, vé-se que

/[b]fdlznm sudl = lim (7, Py) /f

nelN [a,b]

e que

/W] dl—%gﬂrl]/ Sudl = lim £(, Py) > /f
pelo que se tem (2.8). n

Foi afirmado numa nota de rodapé na pagina[52|que o teorema anterior
continua valido no contexto dos integrais impréprios desde que f seja
ndo-negativa; que ndo é valido no caso geral, é algo que ja fora visto
no exemplo Para simplificar a exposigdo, vai-se supor que se estd a
trabalhar com uma fungéo real f definida num intervalo da forma [a, +00]
(a € R); os outros tipos de integrais improprios sdo andlogos. Afirmar que
o integral impréprio [ ;LOO f(x) dx converge é afirmar que a restri¢do de f
a qualquer intervalo [a, M|, com M > g, é integravel segundo Riemann e
que o limite limps_, oo | aM f(x) dx existe (em R); se for esse o caso, define-

-se
M

+oo '
i f(x)dx = Mlgioo : f(x)dx.

Visto que se estd a supor que f é ndo-negativa, a funcgdo
la, +o0]

M — /aMf(x)dx
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) T M . ) .
é crescente e entdo o limite limy;_, 1o [, f(x) dx existe se e 56 se o limite

lim,en [ :Jrn f(x) dx existir e, caso ambos os limites existam, tém o mesmo
valor. Seja (fn)nen a sucessdo de fungdes de [a, +co] em R tal que, para
cadan € Necadax € [a,+00],

ful(x) = {f(x) sex <a-+n

0 caso contrario;

posto de outro modo, f, = f. Xa,a+n]- Mas entdo, se n € IN,

+n
/ fndl:/ Fodl + fndl:/a Fulx) dx,
[a,400] [a,a+4n] la+n,+oo| a

pelo teorema anterior e porque f, se anula em |a + 1, +oo[. Por outro lado,
a sucessdo (fy)neN € crescente e f = lim,cnN fu, pelo que, pelo teorema
da convergéncia monotona,

a+n +00

dl = lim dl=lim [ () dx = dx.

/[u,—l—oo[f nEN [a,+oo[f” neN Ja fulx) a f

A partir deste ponto, se 4,b € R com a < b e se f for uma fungéo

integravel segundo Lebesgue de [4,b] em R, o integral de Lebesgue de f
vai ser representado pela notagdo tradicional

/abf(x) dx; (2.11)

o teorema 2.6/ garante que isto ndo leva a qualquer ambiguidade. Também
se empregard a notagdo se o dominio de f for um intervalo ndo
compacto. Como foi visto, isto s6 poderd conduzir a ambiguidades caso o
contradominio de f contenha tanto valores maiores do que 0 como valores
menores do que 0, mas nesses casos sera declarado claramente qual é o
integral com que se esta a trabalhar.

A titulo de exemplo de como os resultados demonstrados neste capi-
tulo podem ajudar ao célculo de integrais de func¢des integraveis segundo
Riemann, considerem-se as fungoes

r R, — R e (: ]1,4o[ — R
T b1 ©1
X e / e 't dt x s B
0 n=1 n

vai-se provar que

(Vx €]1, +o0]) : {(x)T(x) = /O e
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Convém comecar por observar que se n € IN entdo a substituicdo t = nu
permite concluir que

— X e —ntyx—1
I['(x)=mn e " dt, (2.12)
0

pelo que, se x > 1,

L)
nx

N

C()T(x) =

3
—

+0 40
— Z / e M1 gy (por (2.12))
n=1 0

400 +00

= Y~ e ™t dt (pelo coroldrio2.4)
0 n=1

+o0 e—t
= — 1t
/0 1—et

+o00 txfl
= dt.
/0 et —1




Derivacao

Neste capitulo, vai-se estudar a derivabilidade de fun¢des no contex-
to do integral de Lebesgue. Em particular, vai-se ver até que ponto é
véalido o teorema fundamental do Calculo neste contexto. Adaptar as
demontrag¢des do contexto do integral de Riemann (veja-se [13, cap. 6] ou
[16, cap. 14]) ndo apresenta qualquer dificuldade. De facto, demonstra-
-se facilmente, recorrendo ao teorema da convergéncia dominada, que é
valido o seguinte

TEOREMA 3.1 Sea,b € Rcoma < bese f éuma fungio integrdvel de [a, b]
em R, entdo a fungdo
F: [a,b] — R
t = f;f(x) dx

é continua e é mesmo derivivel em cada ponto x € [a, b] onde f seja continua,
tendo-se entdo que F'(x) = f(x).

Resulta deste facto, mesmo sem recorrer ao teorema [2.6|(i. e. ao facto
de o integral de Lebesgue ser uma generalizacdo do de Riemann) que se
f:[a,b] — R for uma funcéo continua e se F for uma primitiva de f,
entao

b
/ F(x)dx = E(b) — F(a).
a
O que se vai estudar é o que acontece se se enfraquecerem as hipéteses
referentes a funcéo f.

3.1 O teorema da derivacdo de Lebesgue

LEMA 3.1 (LEMA DA COBERTURA DE VITALI) Seja X uma parte de R tal
que m*(X) < o0 e seja C uma familia de intervalos de R com mais que um

63
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ponto tal que, para cada x € X e cada ¢ > 0, existaalgum I € C tal que x € I
e que comp(I) < e. Entdo, para cada € > 0, existem elementos I, ..., I, de C
dois a dois disjuntos tais que

ﬁﬁ(X\#ih)<i& (3.1)

DEMONSTRACAO: Basta fazer a demonstracdo no caso em que todos
os elementos de C sdo intervalos fechados, pois entdo, no caso geral,
considera-se o conjunto

c'={I|1ec},

o qual satisfaz as hipdteses do lema. Logo, haverd, para cada ¢ > 0,
elementos Iy, ..., I, de C dois a dois disjuntos tais que

I (X\,Ql I_k) <e,

de onde resulta que se tem (3.1), pois os conjuntos
n . n
X\U% e x\Uk
k=1 k=1

tém a mesma medida.

Seja A um aberto de R de medida finita que contenha X; um tal aberto
existe necessariamente pela defini¢do da medida exterior de Lebesgue e
por se estar a supor que X tem medida exterior finita. Seja

Cr={IeC|ICA}.

O conjunto C* satisfaz entdo as hipéteses do lema. Por outro lado, se
I € C*, entdo comp(I) < I(A). Logo, o conjunto { comp(I) | I € C*}
é majorado (em IR); seja sy o seu supremo. Fixemos I; € A* tal que
comp(I1) > so/2. Caso X C I, entdo X\ I; = @ e o lema estd demonstrado.
Caso contrdrio, consideram-se os intervalos I € A* que ndo intersectam
I;; existem tais intervalos, pelas hipoteses do lema e porque I; é fechado.
Seja s1 o supremo das medidas dos intervalos de C* que ndo intersectam I
e seja I um intervalo de C* que néo intersecta I tal que comp(I) > s1/2.
Caso X C [ U, entdo X\ (L UL) = @ e o lema estara demonstrado.
Caso contrario, recomeca-se 0 processo: seja sy 0 supremo das medidas
dos intervalos de C* que ndo intersectam I; U I, e seja I3 um intervalo de
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C* que ndo intersecta I U I, tal que comp(I3) > s2/2. Podem dar-se dois
casos: ou ao fim de um ntamero finito de passos, obtiveram-se intervalos
L, I, ..., I taisque X C Uj_; [k eentdo X \ (Uf_; Ix) = @, ou o processo
ndo acaba e leva nesse caso a uma sucessdo (I ),cn de intervalos dois a
dois disjuntos tal que (Vn € IN) : comp(I,) > su-1/2. No primeiro caso,
nada haverd a demonstrar, pelo que se vai supor que se estd no segundo.
E conveniente observar que, visto que os intervalos I,, (n € IN) sido
dois a dois disjuntos e visto que a sua reunido estd contida em A, entdo

Zcomp[n = m* <U1ﬂ>\ A) < +oo;
nelN
em particular, lim,cp comp(I,) = 0. Sejae > 0 e seja n € IN tal que
“+o0

Y comp(Iy) <

m=n+1

Q1| m

Vai-se provar que se tem (3.1) para esta escolha de Iy, I,..., I, e isso
serd feito provando que, se se definir, para cada m € N, J,; como sendo o
intervalo aberto centrado no centro de I,,, tal que comp(J,;) = 5comp(I,),

entao
X\ U L U I

m>n

Resultard daqui que

* (X\O Ik> < m* (U ]m) < ) 5comp(ly) <€
k=1

m>n m>n

Seja x € X\ (Ug_q Ik); quer-se provar que x € J, para algum algum
namero natural m > n. Seja I € C* tal que x € I e IN(Uf_; Ix)= D. Se
m € N ese IN(UJL, Ik) = @, entdo, pela definicdo de sy,

comp(I) < sy < 2comp(Ly41). (3.2)

Como I é um intervalo com mais que um ponto, comp(I) > 0, pelo que
ndo se pode ter (3.2) para qualquer m € IN. Consequentemente, existe
algum m € IN tal que I intersecta a reunido U’”’Ll1 Iy, mas nao a reuniao
UxL Ix e é 6bvio, pela escolha de I, que m > n. Mas entdo I intersecta

Lyt1 e comp(I) < sy < 2comp(Ly41).
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Seja y o centro do intervalo I, 1; vai-se provar que

5
x = y| < 3 comp(us1),
de onde resulta que x € J,,41. Para tal, sejaz € I N I,,41; entdo

[x =yl < [x—z|+ ]z -yl

I
< comp(I) + % (pois x,z € I)
5
< Ecomp(lmﬂ),
por (3.2). ]

Seja I uma parte de R, seja f uma funcdode I em R esejaa € I. O
limite superior e o limite inferior da fungdo f no ponto a sdo os elementos
de R definidos por

limsup f(x) = rl_i>%1+ sup{ f(x)|xeIn]—rr[}

X—a

e por

liminf f(x) = lim inf{ f(x) | x € IN] — 1, 7]}

X—a r—0+

respectivamente. E imediato que o limite superior da fungao f no ponto a
é maior ou igual ao limite inferior de f nesse ponto. Por outro lado, tal
como no caso do limite superior e do limite inferior de sucessdes, pode-
-se provar que o limite lim,_,, f(x) existe se e s6 se limsup, ., f(x) =
liminfy_,, f(x) e que, caso estas condigdes se verifiquem,

limsup f(x) = lim f(x) = liminf f(x).

x—a X—a X—a

Foi visto, no decorrer da demonstracio do corolério[1.3| quesea,b € R
com a < b e se f é uma fungdo monétona de [, b] em IR, entdo o conjunto
dos pontos de descontinuidade de f é finito ou numeravel; em particular,
f é continua q. s. Vai ser agora demonstrado um teorema de Lebesgue
que generaliza este resultado.

TEOREMA 3.2 (TEOREMA DA DERIVACAO DE LEBESGUE) Se f é uma fun-
¢iio mondtona de um intervalo [a, b] em R, entdo f é derivdvel q. s.
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DEMONSTRAGAO: Vai-se supor que f é monétona crescente. Se f for
monoétona decrescente, a demonstragdo é andloga, ou entdo pode-se em-
pregar o facto de os pontos onde f é derivavel sdo exactamente os pontos
onde —f é derivavel.

Se c € [a, b] sejam

Df(e) = limsup JEEW =1 e pf(e) = timine/ =IO,

Entdo f ¢ derivavel em c se e s6 se Df(c) = Df(c) € R e, nesse caso,
Df(c) = f'(c) = Df(c). Entdo, para demonstrar o teorema basta provar
que ambos o0s conjuntos

{c€la,b[| Df(c) > Df(c) }, (33)

{c€labl|Df(c) = +oo } (3.4)

tém medida exterior nula.!
Vai-se comegar por provar que o conjunto (3.3) tem medida exterior
nula. Se «, B € R sdo tais que & < B, seja

Xop={c€labl|Df(c) >p>a>Df(c)};

vai-se provar que todos os conjuntos desta forma tém medida exterior
nula. Resultara deste facto que o conjunto tem medida exterior nula,
visto que podera ser escrito como reunido numeravel de conjuntos com
medida nula, pois tem-se

{c€lab ‘ Df(c) > Df(c) } = UXarﬁ'
a,peQ
a<pB

Seja € > 0. Resulta da defini¢do de medida exterior de Lebesgue que
existe algum aberto A de R tal que X, g C A equem*(A) < m*(X,p) +e
Se c € X, p, entdo a > Df(c) pelo que ha nimeros i # 0 arbitrariamente
pertos de O e tais que « > (f(c+1)—f(c))/n. Consideremos todos os intervalos
contidos em |4, b[NA de uma das seguintes formas:

fleth) = fle).
h 7
De facto, prova-se facilmente que as fungdes D f e Df sio ambas mensuréveis, de
onde resulta que os conjuntos (3.3) e (3.4) sdo mensuraveis. Consequentemente, afirmar
que tém medida exterior nula é o mesmo que afirmar que tém medida nula.

* [c,c+h],comc € X, gecomh >0 tal quea >
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flet+h) = f(c)
; :

O conjunto C, g de todos estes intervalos estd nas condigdes do lema
da cobertura de Vitali. Existem entdo intervalos Iy, ..., Iy € Cyp dois
a dois disjuntos tais que m* (X, g\ (L U---UIy)) < & Sed pertence a
XapN ([ U---Uly), entdo, visto que Df(d) > B, pode-se tomar k # 0
arbitrariamente perto de 0 tal que (f(d+k)—f(d))/k > B e que [d,d + k|
(respectivamente [d + k, d]) esteja contido em algum intervalo I;, caso k >
0 (resp. k < 0). Temos assim uma familia D, g de intervalos que satisfaz
as condi¢des do lema da cobertura de Vitali, relativamente ao conjunto
X,X,ﬁ N (101 U---U IN) Portanto, existem intervalos [1,..., J;m € Da,ﬁ dois
a dois disjuntos tais que

® [c+h,c],comc € X, 5ecomh <0 tal quea >

m (XN (U~ U\ (AU UJw)) <e (3.5)
Mas
m*(X,X//g) = m* (Xa,ﬁ\(ll Uu---u IN)> + m* <th,/3 N (Il J---u IN)>

<e—|—m*<X,X,/3ﬂ (flLJ-..U[;\]))
Por outro lado, m* (X,x,[; N(Lu---U IN)) é menor ou igual a soma de

m*(Xa,ﬁﬂ(flu---Ul;\])\(hU---U]M)) (3.6)

com .
m*(X,X,l;ﬂ(IlU---UI;\,)ﬂ(]lu---U]M)>. (3.7)

Mas (3.6) é menor ou igual a ¢ (por (3.5)) e é menor ou igual a
m*(JLU---UJm) < k| + -+ kml.

Isto prova entdo que m* (X, g) < 2e+ YM. |ki|. Por outro lado, uma vez
que

(i€ {12, M}): ’f(di‘i‘l‘(;'().‘_f(di)’ _ f(dz'+k;{)'—f(di) > B,

tem-se que

M

M
Bm* (Xup) <26+ Y Blkil <2ep+ Y |f(di+k) — f(di)].  (3.8)
i=1

i=1
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Mas cada intervalo [d;, d; + k;| (caso k; > 0) ou [d; + k;, d;] (caso k; < 0)
estdo contido em algum intervalo [cj, ¢; + hj] ou [c; + hj, ¢;], pelo que

i=1 j=1

Resulta de e desta série de desigualdades que
pm*(Xyp) < 2ef+am™ (X, p) + ag,
o que equivale a afirmar que

26 +a
B—a

m*(X,X,l;) <e

Como ¢ ¢é arbitrario, resulta desta desigualdade que m*(X, ) = 0.

Vejamos agora porque é que o conjunto (3.4) tem medida exterior nula,
o que terminard a demonstragdo. Seja ¢ > 0. Analogamente ao que foi
feito atrds, define-se, para cada p € R,

Xg={c€lab[|Df(c)>pB}.

Como o conjunto é a intersecgdo de todos os conjuntos da forma
Xg, se se provar que m*(Xg) < ¢ para f suficientemente grande, estard
provado que o conjunto também tem medida exterior menor do que
g; como ¢ é arbitrario, resultard entdo que o conjunto tem medida
exterior nula.

Por um processo analogo a demonstragdao de que o conjunto tem
medida exterior nula, pode-se mostrar que hé intervalos I3, I, . . ., I dois
a dois disjuntos e todos da forma [c;, ¢; + h;] ou da forma [c; + h;, ¢;] tais
que

m* (X'g\(ll Uy---uU IN)) <

N ™
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Entdo

o (X5) < (X (U 1)+ (X1 (U 14)

Logo, m*(Xg) < & quando B for suficientemente grande. n

Pode ser vista em [3] uma demonstragdo deste teorema que ndo em-
prega nem o lema da cobertura de Vitali nem qualquer teoria da medida
para 14 de conjuntos de medida nula.?

Dado que, se se verificarem as hip6teses deste teorema, o conjunto
dos pontos de descontinuidade de f € finito ou numeravel, é natural que
se ponha a questdo de se saber se 0 mesmo serd ou ndo verdade para o
conjunto dos pontos onde f ndo é derivdvel. Vai-se ver que a resposta é
negativa.

EXEMPLO 3.1 Seja C o conjunto de Cantor e considere-se a funcdo f de C
no intervalo fechado [0, 1] definida na pagina[23] Vai-se prolongar f a uma
fungdo (que também serd representada por f) monétona crescente de [0, 1]
em [0, 1]. Comecemos por ver como definir f(x) quando x € [1/3,2/3]. De
facto, hd apenas uma maneira de o fazer: visto que f(1/3) = f(2/3) = 1/2
e visto que se pretende que f seja crescente, tem-se entdo necessariamente
f(x) = 1/2 para cada x € [1/3,2/3]. O mesmo argumento aplica-se aos
intervalos [1/9,2/9] e [7/9,8/9]; pelo argumento anterior, f toma sempre o
valor 1/4 no primeiro destes intervalos e 3/4 no segundo. Prosseguindo
deste modo, obtém-se um funcdo crescente de [0,1] em [0,1], a qual é
obviamente derivavel (com derivada nula) em todos os pontos de [0, 1]\C
e pode-se provar que o conjunto dos pontos onde f ndo é derivavel é
precisamente o conjunto de Cantor. Esta fun¢do designa-se por fungio de

2Observe-se que a demonstragdo que foi feita pode ser facilmente reescrita numa
linguagem ligeiramente diferente de maneira a serem eliminadas quaisquer referéncias
a teoria da medida, com excepg¢do do conceito de conjunto de medida nula.
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Cantor e o seu grafico estd esbogado nafigura 3.1} Observe-se que a funcio
de Cantor é continua, pois a sua imagem é [0, 1] e, dada uma fungéo real
monodtona definida num intervalo de R, ela é continua se e s6 se a sua
imagem for um intervalo.

7/8 b —

3/4t+ —_—

5/8 | —

1/2+

3/8 + —_

1/4+ N

1/8+ —

/9 2/9 1/3 2/3 7/9 8/9 1

Figura 3.1: Esboco do gréfico da fungdo de Cantor

TEOREMA 3.3 (TEOREMA DA DERIVACAO DE FUBINI) Seja I um intervalo
de R, seja YT fn uma série pontualmente convergente de fungdes mondtonas
crescentes de I em R e seja f = Y fu. Entio

o0
fi(x) = ;fr/z(x) g . (39)

DEMONSTRAGCAO: Sejam a,b € I tais que a < b; vai-se provar que a
relagdo é vélida em |a, b|, de onde se deduz que é valida em I.

Vai-se supor que (Vn € N) : f,(a) = 0, o que implica que f(a) = 0.
Se se demonstrar o teorema sob esta hipétese, entdo o teorema ficara
demonstrado no caso geral, visto que f' = (f — f(a))’ e que (Vn € N) :
fo = (fn— fula))"

Uma vez que Y/ fu(b) = f(b), existe, para cada k € N, algum
n(k) € IN tal que

—+00
fu(b) < 27K,
m=n(k)
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Naturalmente, podem-se escolher os nameros n(k) de modo a que a
sucessdo (n(k))ren seja estritamente crescente. Define-se entdo, para cada
ke NN,

t: ]a, b[ — R

—+00
x =Y fu(x).
m=n(k)

Cada funcao t;, € monétona crescente e
(Vx € [a,b]) : 0 < t(x) <27%.
Faz entao sentido definir a funcao
t: la, b — R
—+00
x =Y t(x),

k=1

a qual é mondétona crescente.
Seja E Cla,b] um conjunto de medida nula tal que cada uma das

fungdes f, fn (m € IN), t e t; (k € IN) seja derivdvel em cada ponto de
|a, b[\E. Para cada n € N, seja

+00 n
su= ) h=t—)Y t,
k=n-+1 k=1

a qual também é derivavel em todos os pontos de |a, b[\E. Se x €]a, b[\E,
entdo, paracadan € N

{(x) — sh(x) = ( kzl tk) (x) = k”zlt,:(x)

e, visto que s, (x) > 0, tem-se #'(x) > Y }_; t;(x). Logo, visto que a série
21_201 t;c(x) é uma série de nimeros maiores ou iguais a 0, ela converge e,
portanto, limyep £ (x) = 0. Isto prova entdo que

0 = lim #(x)

kelN
. n(k)—1 !
ZI}IEIHI\II(f— mZ_) fm> (x)
n(k)—1
=) - lim 3 i)
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Logo, a sucessdo (Z;@fl f,%(x))k o converge para f'(x). Mas trata-se

x ~ N /
de uma sub-sucessdo da sucessao crescente (¥,_; f, (x))N o Pelo que
esta ultima também converge para f'(x); por outras palavras,

f(x) = iﬂ%(x)-

3.2 O teorema fundamental do Céalculo

Se A,B € M(R),com B C Ael(A\B) =0, ese f¢éuma fungio
integravel de B em IR, vai-se empregar a notacao:

/Afdl:/del.

Observe-se que se F for um prolongamento qualquer da fungdo f a A,
entdo [, Fdl = [, fdl, pois

/Fdl:/, Fdl
A BU(A\B)

:/dez (pois F|p = fel(B\ A) = 0)

:/Afdl.

Com esta notagdo, faz sentido considerar o seguinte problema: se a,b € R
(coma < b)e f:[a,b] — R é uma fun¢do continua e derivével q. s.,
tem-se ou ndo necessariamente

[ £ e =50 - flay

A resposta é negativa, pois viu-se (exemplo que é possivel definir uma
fungdo ndo constante de [0, 1] em [0, 1] cuja derivada é nula q. s.. Alids,
este ndo é o tnico problema que pode surgir.

EXEMPLO 3.2 A fungédo
f: 0,1 — R

0 sex =20
X — 2 1 L.
X< sen (;) caso contrario

é derivavel em todos os pontos, mas f’' ndo é integravel, pois verifica-se
facilmente que |f’| ndo é integravel.
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Apesar destes exemplos, é possivel, sob hipéteses adicionais, relacio-

nar f f'(x)dx com f(b) — f(a) quando f é derivavel q. s. Por exemplo,
se as hlpoteses do teorema da derivacdo de Lebesgue se verificarem, entdo
tem-se

[ 7)< £0) - £la). (3.10)

De facto, prolongue-se f a uma fungdo (que também sera representada
por f) de [a,b + 1] em R definindo-se f(x) = f(b) quando x > b. Para
cada n € N e para cada x € [a, b] define-se entdo

Pu(x) = n(f(x+1/n) = f(x)).
Entdo
1. (VneNN): ¢, >0;
2. limyen @u(¥) = £1(x) q.

Observe-se que se tem entdo, para cada n € IN:

b b
/a(pn(x)dx:n/a f(x+1/n) — f(x)dx
:n(/abf(x+1/n)dx—/abf(x)dx>

= n(/azr/l:nf(x) dx — /abf(x) dx)
(| T e — / ) tx)

< f(b) = f(a),

pois f(x) = f(b) em todos os pontos de [b,b + 1/un] e f(x) > f(a) em
todos os pontos de [a,a + 1/x]. Entdo, pelo teorema de Fatou:

[reoe= [imons
< liminf qon(x) dx
a

nelN

< f(b) = f(a).

DEFINICAO 3.1 Seja A C R e seja f uma fungéo de A em R. Diz-se que a
fungdo f é localmente integrdvel se cada x € A possuir alguma vizinhanca
V tal que a restricdo de f a ANV seja integravel.
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EXEMPLO 3.3 A funcdo identidade de R em R é localmente integravel,
pois a sua restrigdo a qualquer intervalo limitado é integrdvel e qualquer
ponto tem vizinhangas que sdo intervalos limitados.

EXEMPLO 3.4 A funcdo

IR+—> R

1/x sex >0
X —
+o0o sex =0

ndo é localmente integravel, pois ndo existe qualquer vizinhanga V de 0
tal que a restricdo de f a V N R seja integravel.

PROPOSICAO 3.1 Sejam I um intervalo de R e f uma fungiio mensurdvel de |
em R. Sdo entdo condigdes equivalentes:

1. a fungdo f é localmente integrdvel;

2. sea,b € Iea <b,entdo fl, éintegrdvel.

DEMONSTRAGAO: E claro que a segunda condigdo implica a primeira.
Suponha-se que a primeira condigdo se verifica e sejam a e b elementos
de I tais que a < b; quer-se provar que f|,; € integravel. Para cada
x € [a,b], seja I, um intervalo aberto que contenha x e tal que a restri¢ao
de f a Iy N I seja integravel. Entao [, b] C Uycq ) Ix € entdo, pelo lema
existe alguma parti¢do P de [, b] tal que cada intervalo da parti¢do esta
contido em I, para algum x € [4,b]; em particular, a restri¢do de f a
cada intervalo da parti¢do é integravel. Mas entdo, uma vez que [a, D] é
a reunido daquele conjunto finito de intervalos, a restri¢do de f a [a, b] é
integravel.

Sendo assim, se f for uma fungédo localmente integravel de um inter-
valo I de Rem R e se a € I, entdo faz sentido considerar, para cada x € I,
o integral faxf(t) dt (caso x > a) bem como o integral ff f(t)dt (caso

. ~ X g
x < a). Vai-se empregar a notagéo | . f (t) dt para representar o nimero
- f ! f(t)dt quando x < a. Com esta convencdo, tem-se, para quaisquer
S

X
a,b,cel,

/acf(x)dx:/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx_ 3.11)
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TEOREMA 3.4 Seja I um intervalo de R, seja ¢ € 1, seja f uma fungdo local-
mente integrdvel de I em IR e seja

F: I — R
RN /xf(t)dt.

Entdo tem-se F'(x) = f(x) q. s.

DEMONSTRAGAO: Para simplificar, vai-se supor que I = R. A demons-
tracdo do teorema neste caso particular implica que ele é valido no caso
geral, pois se I # IR, pode-se prolongar f a R pondo f(x) =0sex € R\ L.
A «nova» funcdo F obtida a partir deste prolongamento é um prolon-
gamento a R da fungdo F original (que é constante em R \ I). Entdo
F'(x) = f(x) para quase todos os x € R e, em particular, F'(x) = f(x)
para quase todos os x € I.

Vai-se comegar por demonstrar este teorema no caso particular em
que F = 0. Nesse caso, F/ = 0 e o que se quer demonstrar é entdo que
f(x) =0gq.s. Observe-se que afirmar que F = 0 é o mesmo que afirmar
que, para qualquer a € R, [ f(x) dx = 0. Mas entdo, se 4,b € R tem-se

b b a
/af(x)dx:/cf(x)dx—/cf(x)dx(por)

= F(b) — F(a)
= 0.
Vai-se provar que
A€ M(R) — /Afdl _o, (3.12)

de onde resulta que f(x) = 0q.s., poisse A = {x€R| f(x) >0},
tem-se

/Afdl:0<:>/IRf+dl:0:f+(x):oq,s,

e, analogamente, f~(x) = 0 q. s., pelo que f(x) = 0 q. s., pois f =
fr—f.

Comece-se por supor que A é limitado. Para cada n € IN existe, pela
definicdo de medida exterior, algum aberto A, que contém A e tal que
m(An \ A) < 1/n; naturalmente, visto que se estéd a supor que A é limitado,
pode-se supor que cada A, é limitado. O aberto A, pode ser escrito como
uma reunido finita ou numerével de intervalos limitados de R dois a dois
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disjuntos, pelo lema Mas resulta entdo de se estar a supor que se

tem sempre fab f(x)dx =0eda proposigéoque fAn fdl éasoma dos
integrais de f em cada um daqueles intervalos e, portanto, é igual a 0.

Seja A* = N,en An- Entdo A* D Ael(A*\ A) = 0. Por outro lado, as
funcdes

M(R) — Ri e MR — Ri
B = [yftd B [ fdl

sdo medidas e, portanto, pela proposicao

dl:/ *dl—/ —dl

A*f A*f A*f
_ . + o i
_igﬁ( A dl)

=0

Mas, por outro lado,

0= dl:/ dl dlz/ dl,
A*f Af + A*\Af Af

pois [(A*\ A) = 0.

Finalmente, se A ndo for limitado é sempre possivel escrever A como
reunido disjunta uma sucessao de partes mensuraveis e limitadas de IR.
Como o integral de f em cada uma destas partes é igual a 0, f A fdl =0,

pela proposicao

Passemos agora ao caso geral. Basta demonstrar o teorema no caso
em que f > 0. De facto, uma vez demonstrado neste caso, pode-se
demonstrar o teorema no caso geral definindo F,,F_: R — R por

F+(x)=/cxf+(t)dt e por P_(x)z/cxf_(t)dt.

Entdo, para cada x € R,

P = [ far= [ prwar— [Cf (0 dt=Fax) - ()
e, como se tem F, (x) = fT(x) e F.(x) = f~ (x) q. 5., tem-se

F'(x) = Fi(x) = F.(x) = f"(x) = f~(x) = f(x) q.5.

Suponha-se entdo que f > 0 (o que implica, pelo teorema da derivacdo
de Lebesgue, que F é derivdvel em quase todos os pontos de [a,b]) e
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suponha-se também que f é majorada por algum M € R;. Quer-se
provar que F/(x) = f(x) q. s. e, para tal, vai-se provar que se a,b € R
sdo tais que a < b, entdo F/(x) = f(x) em quase todos os pontos de
[a,b], 0 que equivale a afirmar, pelo caso particular do teorema que foi
demonstrado no inicio, que

(Va,b € R) :a<b:>/bF’(t)—f(t)dt:O. (3.13)

Vei-se supor que ¢ = 4, o que faz somente com que a funcdo F seja
substituida por uma outra fungédo (que também serd representada por F)
que difere daquela por uma constante; consequentemente, tém a mesma
derivada. Definem-se

f* ab+1 — R
. . {f(x) sex <b

f(b) caso contrério.

F*: [a,b+1] —
X
y - / £ dt;
a
define-se ainda, para cadan € N e cada x € |4, D],
x+1/n
on(x) = n(F*(x +1/n) — F*(x)) = n/ FH(E) dt

X

Resulta entdo de uma nova aplica¢do do teorema da derivagdo de Lebes-

gue que cada ¢;,(x) existe q. s. e resulta de se estar a supor que 0 < f < M
que (Vn € N) : 0 < ¢, < M. Mas entdo

x)dx = 1
[ [
= lirﬂr\1I (pn(x) dx (pelo corolario[2.5)
ne
o bb+1/n F*( )dx ; fanrl/n [ (.X') dx
o nler]lr\lI 1/11 nler]lr\lI 1/1’1
= F(b) — F(a),

pois F é continua, pelo teorema Esta entdo provado que

/ab F'(x)dx = F(b) — F(a) = /abf(x) dx
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Isto foi provado para cada a,b € IR tais que a < b; portanto, tem-se (3.13)).
Passemos agora ao caso geral; por outras palavras, ndo se estd a supor
que f é majorada. Sejam a,b € RR tais que a < b. Para cada n € IN, seja

Qn: [a,b] — R
N H>{ﬂﬂ se f(x) <n
n caso contrario.
e seja
Gn: [a,b] — R

Pelo que ja foi visto, tem-se G,,(x) = gu(x) q. s. Para cada x € [a,b],
tem-se

X
F(x) = Gal(x) + [ () = gu(t)dt (3.14)
[
e, pelo teorema da derivagdo de Lebesgue, a fungdo
[a,b] —

R
P /Cf(t)—gn(t)dt

é derivavel em quase todos os pontos; além disso, nos pontos onde for
derivével a derivada é maior ou igual a 0, visto que se trata de uma funcéo
crescente. Mas resulta entdo de (3.14) que

F'(x) 2 Gy(x) = gn(x) q- 5.

Como isto tem lugar para qualquer n € IN, deduz-se que F/(x) > f(x)
g- s. e, portanto,

b b
/ F'(x) dx >/ F(x)dx = F(b) — F(a).

Mas esta desigualdade €, de facto, uma igualdade, pois tem-se sempre a
desigualdade oposta (que é a relagdo (3.10)), como ja foi visto. Esta entdo
provado que

/abF’(x)dx=/abf(x)dx .

sempre que a,b € Rea < b;logo, F/(x) = f(x) q.s.
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Como ja foi mencionado, se a,b € R com a < b e se f for uma fungéo
de [4,b] em R derivavel em quase todos os pontos de I e tal que f’ seja
integravel, ndo é necessariamente verdade que se tenha

[ fwa = ) - fla), 3.15)

mesmo supondo que f é continua. Havera alguma condi¢do mais forte do
que a continuidade que garanta que se tem (3.15)? A resposta é afirmativa.

DEFINICAO 3.2 Sejam a,b € R tais que a < b e seja f uma fungdo de
[a,b] em R. Diz-se que a funcdo f é absolutamente continua se para cada
e > (0 existir algum J > 0 tal que para qualquer familia finita de intervalos
abertos dois a dois disjuntos |ay, b1[, |az, ba|, ..., |an, by| de [a, b], se

n

Y (b —a) <6,

k=1

entao

évmw¢wn<a

E imediato que qualquer fungao absolutamente continua é continua;
basta tomar n = 1. Em contrapartida, ha fun¢des, tal como a fungado de
Cantor, que sdo continuas mas nado absolutamente continuas.

TEOREMA 3.5 (TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO) Sejam a,b € R
tais que a < b e seja f uma fungdo de [a,b] em R. Sdo entdo condicdes equiva-
lentes:

1. a fungdo f é absolutamente continua;

2. afungio f é derivdvel q. s., ' é integrdvel e
(¥x € [o,b]) : ()= f(a) = [ f(B)at

Veja-se [1), §7.3] ou [14, cap. 7] para uma demonstragdo deste teorema.

Finalmente, convém observar que se f: [a,b] — R for derivével em
todos os pontos de [a, b] e se se supuser que f’ é integravel, entdo é verdade
que a relagao (3.15) é valida, sem haver necessidade de qualquer hip6tese
adicional; veja-se [14, cap. 7] para a demonstragao.



Espacos L?

4.1 FuncgOes convexas

DEFINICAO 4.1 Sea,b € R, a < b e ¢ é uma funcio de ]a, b[ em R, diz-se
que @ é convexa se

(Vx,y €la,b[)(Vt € [0,1]) : ¢((1 = t)x +ty) < (1 —t)o(x) + to(y).

Ao estudar-se uma fungdo convexa ¢: |a, b[— R, empregar-se-d a
seguinte convengdo: se um elemento de |a, b| for representado por uma
letra mintscula (x, por exemplo), entdo o ponto do grafico de ¢ cuja
abcissa é aquele elemento (ou seja, o ponto (x, ¢(x)) no caso do exemplo
dado) serd representado pela letra maitscula correspondente (X, no caso
do exemplo dado). Com esta convengdo, o significado geométrico da
convexidade a o seguinte: dados quaisquer dois pontos x e ¥ do dominio
de ¢, com x < y, o grafico da restri¢do de ¢ ao intervalo [x, y] estd abaixo

do segmento de recta que une X a Y; veja-se a

Figura 4.1: Fungdo convexa

Também se pode observar na outro comportamento tipico
das fungdes convexas, nomeadamente o facto de, dados quaisquer dois
pontos x e y do dominio de ¢, com x < y, ndo s6 o grafico da restrigdo
de ¢ ao intervalo [x, y| estar abaixo do segmento de recta que une X a

81
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Y como também o grafico da restri¢do de ¢ a |a, b[\ [x, y] estar acima da
recta definida por aqueles dois pontos. Para ver porqué, seja z €]y, b[; o
caso em que z €]a, x[ é andlogo. Geometricamente, é imediato que se o
ponto Y esta abaixo da recta definida por X e por Z entdo o ponto Z estéd
necessariamente acima da recta definida por X e por Y. Também é facil
demonstrar analiticamente aquela propriedade. De facto, se t €]0, 1] for
talquey = (1 —t)x +tz,i. e.se t = (y—*)/(z—x), entdo

o(y) = ¢((1 - t)x + tz)
< (1=He(x) +te(z)
= —Lo(x)+I—0(2),
pelo que
—o(x z—Xx z—
o) > PO 2o gy E Vg

EXEMPLO 4.1 A funcéo
R — R
x = x|
¢ convexa, poisse x,y € Reset € [0, 1], tem-se

|(1=t)x+ty| <[(1—B)x] + [ty = (1= 1) |x[ + tly].

PROPOSICAO 4.1 Sea,b € R, a < be ¢ éuma fungio de Ja,b| em R,

1. @ é convexa se e s0 se, sempre que s, t e u forem niimeros reais tais que
a<s<t<u<hb,setiver

o(t) — ¢(s) _ () —o(t) (4.1)

F—s = u—t

2. se @ for derivdvel, entdo é convexa se e s6 se ¢’ for crescente.

DEMONSTRAGCAO: Se a fungdo ¢ for convexa e se s, t e u forem nameros
reais taisquea < s <t <u <b,seja

B t—s

u-—s=s
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Entdo t —s = a(u — s), o que equivale a afirmar que t = (1 — a)s + au.
Resulta entdo da defini¢do de fun¢do convexa que

o(t) < (1—a)g(s) +ag(u) <= (u—s)p(t) < (u—t)p(s) + (¢ - S)(P(Eluz)j
Recorrendo a igualdade u —s = (u — t) + (f — s), deduz-se de que
(u—t)(@(t) —@(s)) < (t—s)(@(u) — ¢(t)), o que equivale a ter-se (&.1)).

Reciprocamente, se a condigdo (4.1)) se verifica sempre que a < s <
t<u<bsex,y€lableset € [0,1] entdo, supondo que x < y, como
setema < x < (1 —t)x+ty <y < b, os cdlculos do paragrafo anterior
mostram que

P((1=t)x+ty) < (1—1H)g(x) +to(y).

A demontracdo é analoga caso x > y e, caso x = y, nada ha a demonstrar.
Passemos agora a segunda alinea. Vai-se comecar por provar que se ¢

for convexa e derivavel, entdo ¢’ é crescente. Sejam entdo x,y €]a, b] tais

que x < y; quer-se provar que ¢'(x) < ¢'(y). Se 0 < h < y — x, entdo

pxth) —ox) _ox+h) —olx) _ oy) —elx+h)

h - (x+h)—-x T y—(x+h) 7
pelo que
oy s QR —e(x) L e(y) —e(x+h) _ e(y) — ¢(x)
q)(X)_}lllE}g] h <;111£% y—(x+h) —  y—x
(4.3)

e, analogamente,

e(y) —o(x) _

EETE <@'W), (4.4)

pelo que ¢'(x) < ¢'(y). Em termos geométricos, o que as desigualda-
des e significam é que o declive do segmento de recta que une
X a (y, ¢(y)) é maior ou igual ao declive da recta tangente ao grafico de ¢
no ponto X e é menor ou igual ao declive da recta tangente ao grafico de
@ no ponto Y; veja-se a

Finalmente, suponha-se que ¢ é derivdvel com derivada crescente;
quer-se provar que ¢ é convexa. Sejam entdo s, t, u €)a, b tais que s <
t < u; quer-se provar que se tem (4.I). Vai-se comegar por demonstrar
isto no caso em que ¢(u) = ¢(s), caso em que (4.I) equivale a afirmar
que ¢(t) < ¢(s) = ¢(u). De facto, pelo teorema da média, hd ntiimeros
c €]s,t[ed €]t, u[ tais que

o(t) — ¢(s)
t—s

o(c) = eque /()= 2 =00

7
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Figura 4.2: Significado geométrico das desigualdades e

pelo que, se se tivesse ¢(t) > ¢(s) = ¢(u), ter-se-ia ¢'(c) > 0 > ¢'(d), o
que é absurdo, pois esta-se a supor que ¢’ é crescente.

Finalmente, vai-se demonstrar que se tem no caso geral. Para
cada x €]a, b, seja

() = 9(s)

X —5).
u-—s )

n(x) = ¢(x) —
Visto que 71’ e ¢’ tém diferenga constante e visto que ¢’ é crescente, 7’
também é crescente. Por outro lado, 7(s) = n(u)(= ¢(s)). Mas entdo,
pelo que foi visto no pardgrafo anterior, tem-se que

1(8) < 9s) = 9(t) ~ LU= (o) < s)
e 9 —9(s) _ () — ¢(s) .
t—s u-—s

Resulta da segunda alinea desta proposigdo que, por exemplo, a fun¢do
exponencial é convexa, bem como, para cada n € IN a fungao
RY — R
x = x"

PROPOSICAO 4.2 Se a,b € R sdo tais que a < b, entdo qualquer funcio
convexa de |a, b em R é continua.

DEMONSTRACAO: Se x €]a, b[, vai-se mostrar que lim,_,+ ¢(y) = ¢(x);
pode-se mostrar de maneira andloga que lim,_,,- ¢(y) = ¢(x). Sejam s
e t pontos do intervalo ]a, b tais que s < x < t e seja y €]x,t[. Como ¢
é convexa, Y estd acima da recta definida por S e por X e abaixo da recta
definida por X e por T, i. e. Y esta na regido angular marcada a tracejado
na

Ha entdo fungdes afins r1,77: |x, t{— R tais que r1(x) = ra(x)
¢(x) e que (Vy €lx,t[) : 11 (y) < @(y) < r2(y). Como limy_, .+ r1(x) =
lim,_,.+ 12(x) = ¢(x), resulta que lim,_, .+ ¢(x) = ¢(x).
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~
~

Figura 4.3: Justificacdo geométrica da continuidade de ¢

4.2 Desigualdades de Jensen, Holder e
Minkovski

TEOREMA 4.1 (DESIGUALDADE DE JENSEN) Seja (X, .A, m) um espago de
medida tal que m(X) = 1, sejam a,b € R tais que a < b, seja f uma fungio
mensurdvel de X em |a, b e seja ¢ uma fungio convexa de |a, b[ em R. Entio
[x fdm €la,b[, a fungio ¢ o f é mensurdvel e

f/)(/xfdM) </X<00fdm

DEMONSTRAGCAO: Que ¢ o f é mensuravel resulta imediatamente do
teorema 2.1]

Sabe-se, pela primeira alinea da proposigdo[2.5e por se estar a supor
que m(X) =1, quea < [y fdm < b. Se se tivesse [y fdm = a, entdo
ter-se-ia [, f —adm = 0, o que, pela sexta alinea da proposigdo
implicaria que f(x) = a g. s., 0 que é impossivel. O mesmo argumento

mostra que [y fdm < b.
t e]a,l[}

Sejat = [y fdm e seja
Resulta imediatamente da defini¢do de s que se t €]a, (], entdo

s — sup { M
o) —o(t) _

—t
T S5 0() —o(t) Ss(—t) == o) = 9(1) +5(t —0).

Por outro lado, sabe-se, pela primeira alinea da proposicdo e pela
definicdo de s que se t €], b[, entdo

—‘P(t)t - ["’(‘) >5 <= @(t) — (1) = s(t—t) <= ¢(t) = (1) +s(t —1).
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Entdo tem-se
(Vt €la, b)) = 9(t) = (1) +5(t —1)
e, portanto,
(Vx € X) 1 o(f(x)) = 9(1) +s(f(x) —1).
Resulta desta desigualdade que

Jooofam= [ o)+s(f—vdm

=<P(dem>- u

Observe-se que o enunciado anterior ndo afirma que ¢ o f é integra-
vel. No entanto, resulta da parte final da demonstra¢do que se ndo for
integravel, entdo [y ¢ o fdm = +o0.

EXEMPLO 4.2 Sejan € IN, seja X = {1,2,...,n} e considere-se a medida
definida em P(X) tal que (Vk € X) : m({k}) = 1/n. Se f for uma
fungdo de X em R, seja, para cada k € X, x; = f(k). Visto que a fungao
exponencial é convexa, a desigualdade de Jensen afirma que:

efxfdmg/expofdm,
X

o que equivale a afirmar que

ou seja, que
et e*2 ... 4 p¥n
. .
Designando, para cada k € X, e* por ay, esta desigualdade escreve-se sob
a forma

n eX1eX2 ... eXn g

aytay+--ta
Yaay g < = <

n
que é a desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica.

EXEMPLO 4.3 No exemplo anterior, ndo havia necessidade de todas as
partes de X formadas por um tnico ponto terem a mesma medida. Re-
petindo o mesmo raciocinio, conclui-se que se a1, ..., &, € R4 forem tais
quea; +---+ua, =leseay,..., a, € RY, entdo

n
ay' -y <aqag o+ andn.
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DEFINICAO 4.2 Diz-se que dois elementos p e q de [1, +-o0] sdo expoentes
conjugados se 1/p +1/q = 1.

Assim, por exemplo, p = 1 e g = +00 sdo expoentes conjugados, bem
como p = 2eq = 2. Um calculo simples revela que para cada p € [1, +o0]
hd um e um s6 g € [1,4+o0] tal que p e g sejam expoentes conjugados.
Diz-se entdo que g é 0 expoente conjugado de p.

PROPOSICAO 4.3 (DESIGUALDADE DE HOLDER) Sejam (X, A, m) um es-
pago de medida e p, q €]1, +oo[ dois expoentes conjugados. Se f e g sdo fungoes
mensurdoeis de X em 1R+, entdo

[ossime ([ gram) ([ grim)

DEMONSTRACAO: Se [y f¥ dm = 0ouse [, g7dm = 0, entdo, pela sexta
alinea da proposigéoﬁ = 0q.s.oug(x) = 0gq.s. e, portanto,
f(x)g(x) = 0q.s., pelo que a desigualdade de Holder se reduz neste
caso a 0 < 0. Caso um dos integrais [, f¥dm e [, ¢7dm seja maior do
que zero e o outro seja igual a +oo, a desigualdade de Holder reduz-se a
Jx fgdm < +oo

Vai-se agora demonstrar a desigualdade de Holder no caso em que
0< [y fPdm, [, §7dm < +oco. Sejam

1/q

f 8
(fcfrm)"" (Jgrdm) "'
resulta destas defini¢des que
/X P dm = /X’yq dm = 1. (4.5)

Seja x € X. Se ¢(x),v(x) €]0, +00[, entdo ha ntimeros reais y e z tais
que @(x) = e¥/P e y(x) = e*/4. Visto que se estd a supor que I/p +1/q = 1
e como a fungdo exponencial é convexa, deduz-se que

y
Y/ Per/d = py/ptalg < &L 8

0 que é o mesmo que afirmar que

v(x)7T 46)
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e esta desigualdade também se verifica se algum dos valores ¢(x) ou y(x)
for igual a 0 ou a +oo. Integrando, deduz-se de (4.6), de e de se ter
p+1/g=1que

dm <1,
[ ovam

o que equivale a desigualdade de Holder. n

PROPOSICAO 4.4 (DESIGUALDADE DE MINKOVSKI) Sejam (X, A, m) um
espago de medida e p €1, +oo[. Se f e g sdo funcdes mensurdveis de X em R,

entdo
(frvarm) "< (o) ()"

DEMONSTRACAO: Seja g o expoente conjugado de p. Resulta de desigual-
dade de Holder que

1/p

1/q

[ Fr+g)tam < ( /. fpdm>1/p< /X<f+g)<”>wm) (47)
e que

1/q

/Xg(f+g)”‘1 dm < (/Xgp dm>1/p(/x(f+g)(”‘”qdm) . (48

Somando as desigualdades {.7) e e usando o facto de se ter p + g =
pg <= (p —1)q = p, vem que

/X(f+g)”dm <
1/q

< <</Xfpdm)1/p+</xgpdm>1/p> (/X(erg)pdm) . (49)

Para terminar a demonstragao, vai-se supor que [ (f + g)? dm > 0 e que
ambos os integrais [, f¥ dm e [, ¢9dm sdo finitos; no caso contrario, a
desigualdade de Minkovski é trivial. Visto que a fungdo de R’ em R*
definida por x — x” é convexa, tem-se que

(55 <z+%



4.3. Espacos de fungdes integraveis 89

e, portanto, 0 < [, (f + )P dm < +co. Entdo a desigualdade de Min-
kovski resulta de se dividirem ambos os membros da desigualdade

por
(/}((Hg)r’dm)l/q:(/}((Hg)vdm)l_l/p. .

4.3 Espacos de fungdes integraveis

DEFINICAO 4.3 Seja (X, .A, m) um espaco de medida e seja f uma fungao
mensuravel de X em R. Diz-se que a fungdo f é essencialmente limitada se
existir algum M € Ry tal que

m({xeX||f(x)|>M})=0. (4.10)

Se f for essencialmente limitada, entdo o infimo do conjunto dos ntimeros
M € Ry para os quais se tem (4.10) designa-se por supremo essencial da
fungdo f e representa-se por || f||co-

PROPOSICAO 4.5 Se f for uma fungio essencialmente limitada de X em R,
entdo o conjunto { x € X ||f(x)] > ||f|le } tem medida nula.

DEMONSTRAGAO: Basta ver que, pela defini¢do de || f ||, se tem

(e ({e x| @l > Il }) =0

e que

(reX|1F@I> Ifle} = U {re x| @l > Ifles |-

nelN [ |

Se p € [1,4oo[ e se a fungdo |f|? for integravel, entdo emprega-se a

notagao
1/p
151 = (117 am)

EXEMPLO 4.4 A funcéo

f: [1,400] — R

{1/x sex >0
X —
400 sex =0
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ndo é essencialmente limitada, pois se M > 0,
I{xeX||f(x)] >M}) =I([0,1/Mm]) =1/m.
Por outro lado,
1 \'"7 1
wp e+ Il = (25) = oo

A notacdo || - ||, (p € [1,+0]) sugere que se estd a falar de normas.
De facto, poder-se-ia pensar que, dado p € [1,+o0], se se considerasse
o conjunto E, de todas as fungdes f para as quais o nimero || f||, estd

definido, entdo E, seria um espago vectorial e que a fungao || - ||, seria
uma norma definida em E,. De facto, em geral ndo € esse o caso, pois
se f € Eyese || - ||, fosse uma norma, entao ter-se-ia ||f||, = 0 se e s6

f = 0. Mas o que se tem efectivamente é que || f||, = 0seesbse f(x) =0
g s.; isto resulta da sexta alinea da proposicdao2.5/se p € [1,+oo[ e da
proposicao 4.5 caso p = +oo.

Vai-se ver como obter uma norma a partir de E, e de || - || ,. Para ja,
convém observar que estamos efectivamente a trabalhar com espacos
vectoriais e que, por outro lado, o obstadculo mencionado no paragrafo
anterior a que || - ||, seja uma norma é de facto o tinico obstaculo.

PROPOSICAO 4.6 Sejam f e g fungdes mensurdveis de X em R e seja A € R.

1. Se p € [1,+o00[ e se as fungdes |f|P e |g|P forem integrdveis, entdo as
fungoes |f + g|P e |[Af|P também o sio e tem-se

1f+8llp < Ifllp +liglly e NAfllp = IMIf]lp-

2. Seas fungoes f e g forem essencialmente limitadas, entdo as fungdes f + g
e Af também o sdo e tem-se

1f 4 8llo < flleo +lIglleo € 1A fllo = [A[|fleo-

DEMONSTRACAO: Se as hip6teses da primeira alinea se verificarem, en-
tdo resulta da desigualdade de Minkovski que |f + g|P é integravel e que
I +8lly < Iflly + lly- E imediato que se tem [|Af]}, = [A[fLf1],

Se as hipéteses da segunda alinea se verificarem entdo, pela proposi-

cao L5 tem-se | £(x)] < [[fe € [§(x)| < [Ig]l= G- 5., pelo que se tem
() + @) < 1F@)]+ 18] < oo + 18]l g5

Isto ndo s6 mostra que f + g é essencialmente limitada, como também
mostra que ||f + gllo < ||flloo + l|g]loc. Mais uma vez, é trivial que

[Aflleo = (AT} loo- n
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DEFINICAO 4.4 Sejam V um espago vectorial real e p uma fungao de V
em R, . Diz-se que p é uma semi-norma se

1. VA e R)(Vo € V) : p(Av) = |A|p(v);
2. (Vo,weV):plv+w) <p(v)+p(w).

E claro que, se V e p forem como na definicio anterior, entdo p é uma
normase esése (Vo € V) : p(v) = 0 <= v = 0. De facto, até se poderia
ter empregue o simbolo = em vez de <=, pois a outra implicacdo
verifica-se automaticamente, uma vez que

p(0) = p(0.0) = |0[p(0) = 0.
A proposicdo4.6|afirma entdo que, dado um espaco de medida X,

1. para cada p € [1, +0c0], 0 espaco das fungdes mensuraveis f de X em
R tais que f? é integravel forma um subespago vectorial do espago
das fungdes de X em R e, além disso, || - ||, ¢ uma semi-norma neste
espago;

2. o espago das fun¢des mensuraveis e essencialmente limitadas de X
em IR forma um subespago vectorial do espaco das func¢des de X em
R e, além disso, || - ||c € uma semi-norma neste espaco.

PROPOSICAO 4.7 Sejam V um espago vectorial real, p uma semi-norma defi-
nidaemVeW = {v e V| p(v) =0}. Entdo

1. W é um subespago vectorial de V;
2. paracadav € V, a restrigio de p a v + W é constante;

3. a fungdo
Il V/W — R,
v+W —  p(v)

é uma norma.
DEMONSTRACAO: Sejam w, w’ € W e A, u € R. Entdo
0 < p(Aw + pw') < p(Aw) + p(puw') = [Alp(w) + Julp(w’) =0,

pelo que Aw + uw' € W. Isto prova que W é um espago vectorial.
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Sejav € V.Sew € W, entao

p(v) = p((v+w) —w)
<plo+w)+p(—w)
=p(v+w)+p((-1)w)
=pv+w)+|—1|p(w)
=p(v+w)
<p(v) +p(w)
= p(v),

o que mostra que p(v+ w) = p(v)
Vejamos agora que || - || ¢ uma norma. Se v € V, entdo

lo+W||=0<=p(v) =0<=veW<=v+W=0+W.
Se A € R, entdo
Ao+ W| = p(Av) = [Ap(v) = [Al[lo+ W]
Finalmente, se v € V entdo

[@+W)+ @ +W)|| =|(+)+W|
=p(v+7)
< p(o) 4+ p(v')
= |[o+ WJ + ||[o" + W||. n

Seja p € [1,+0o0] e aplique-se a proposi¢do anterior ao conjunto de
todas as fun¢des mensuraveis f: X — R tais que |f|? seja integréavel
(caso p < +o0) ou que f seja essencialmente limitada (caso p = +o0)
e a semi-norma || - ||,. Representa-se por L?(X) o quociente do espago
vectorial em questdo pelo subespaco das fungdes f tais que ||f||, = 0, i. e.
o espacgo das fung¢des que se anulam q. s. Resulta desta defini¢do e das
proposi¢des |4.6/e 4.7/ que LP (X) é um espaco vectorial real relativamente
as operagoes

LP(X)x LP(X) — LP(X) e RxLP(X) — LP(X)
(If1, 1g]) = [f+g] D = [Af)

que faz sentido considerar a fungdo

L’(X) — R
1 = Al
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e que esta fungdo é uma norma definida em LP(X). Esta norma sera
novamente representada por || - |,

No paragrafo anterior, foi empregue a notagdo [f] para representar um
elemento genérico de L?(X), o que esta correcto do ponto de vista 16gico,
pois cada elemento de LP(X) é, por defini¢do, a classe de equivaléncia
de alguma funcdo f. No entanto, é usual e é mais natural representar-se
um elemento genérico de LP(X) por f e ndo por [f] e é assim que se
fara daqui para a frente. De facto, é usual pensar-se nos elementos de
LP(X) como sendo fungdes. E apenas preciso ter-se em mente que, ao
proceder-se assim, duas das fungdes com que estaremos a trabalhar serdo
consideradas idénticas sempre que diferirem apenas num conjunto de
medida nula.

TEOREMA 4.2 Sejam p,q € [1, +00] expoentes conjugados. Se f € LF(X) e se
g € L1(X), entio fg € L} (X) e

1£glls < IflIpllgllg-

DEMONSTRAGAO: Se p,q €]1, +c0], isto ndo é mais do que a desigualda-
de de Holder. Caso p = 1 e g = 400, entdo tem-se, pela proposigao 4.5},

18(x)] < [8lleo q- 5.,

pelo que
f()g() < [fF )l g- -
Logo, fg € LY(X) (pois f € L1(X)) e

Il < [l = ([ 171dm ) gl = 11l

A demonstracdo é andloga no casoem que p = +oceqg = 1. u

Visto que || - ||, ¢ uma norma definida no espago vectorial L? (X), existe
uma distancia natural neste espago, definida por

LP(X)x LP(X) — Ry
(f.8) = If =gllp-

Estéd-se entdo a lidar com um espago métrico, o que leva naturalmente a
algumas questdes topoldgicas.

TEOREMA 4.3 Cada espago LP (X)) é completo.
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DEMONSTRAGAO: Seja (fy)nenN uma sucessdo de Cauchy de elementos
de LP(X); quer-se mostrar que converge para algum f € L?(X). Afirmar
que a sucessao (fu)nen € de Cauchy é afirmar que

(Ve € RY)(AN € N)(Vm,n € N) : m,n > N = || fu — fullp <&

Suponha-se que p < +oo. Existe entdo alguma subsucessao (fu, )xeN
da sucessao (fu)nen tal que

1
(Vk S N) : ank+1 _fﬂk”P < ? (4-11)

Definem-se entdo as fung¢des ¢ (k € IN) e ¢ de X em R por

k +o00

Pk = Z‘fni“ _f”i’ epor ¢ = %lem Pr = Z ‘fflz‘ﬂ _f”i"

i=1 N i=1

Como || - ||, ¢ uma norma e se tem (4.11), entdo
(VK€ N) : gill, <1 <= (Vk € N): / | @ul? dm < 1.
X

Aplicando o teorema de Fatou a sucessdo (|¢k|?)ken, vem que

P dm < i 'f/ Pdm <1,
[ \ol? dm < timint | |gi? dm

o0 que equivale a afirmar que | ¢||, < 1. Mas entdo tem-se |¢(x)| < +oco0
g. s. e, nos pontos x € X tais que |¢(x)| < +0co, a série

—+o00

Y (fas () = (%)) (4.12)

k=1
é absolutamente convergente; define-se entdo f: X — R por

“+o00

F) = fu, () + 3 (frs (%) = i ()

k=1

quando a série (4.12) for absolutamente convergente e por f(x) = 0 nos
restantes x € X. Entdo tem-se

—+o00

f(x) = f”1(x) + Z(fnkH(X) _fnk(x)) qg.s.,

k=1
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0 que é o mesmo que afirmar que
x) = lim .S.
f ( ) o If n 9

Vai-se provar que f € LP(X) e que, em LP(X), f = lim,en fu- Seja entdo
e € R% ; quer-se provar que || f — fu||, < € se n for suficientemente grande.
Para tal, tome-se N € N tal que ||f, — ful|p < € quando m,n > N. Se
m = N, decorre do teorema de Fatou que

/X\f—fm\pdm: lim | fy, — fun|?

X kelN

o p
< hirel]ll\?f/x‘fnk —fm‘ dm
< e,
0 que é 0 mesmo que afirmar que || f — fu ||, < &. Resulta também daqui
que f € LP(X), pois

1/p
we N = ([ 1Aram) " <17 = foll+ 1l < e+l < o

Falta apenas demonstrar o teorema no caso em que p = +oco. Seja
(fn)nen uma sucessdao de Cauchy de elementos de L*(X) e seja Y o
conjunto de todos os pontos x € X para os quais se tem simultaneamente:

L (Vi € IN) = [fu(x)] < [l fulloo;
2. (Vm,n € N) = [ fn(x) = fu(X)| < | fm = fulloo-

Entdo X \ Y tem medida nula, pois é a reunido de todos os conjuntos de
um dos tipos

{x e X|fa(x)[>[fullo} (neN)

{x e X|fu(x) = fa()[ > [|f = fullo} (m,n €N)

e o conjuntos de todos os conjuntos de algum destes tipos é um conjunto
numeravel de partes de X de medida nula.

Se x € Y, entdo, como se tem |fm(x) — fu(x)| < ||fin — full para
cada m e n naturais e como a sucessao (f,)nen € de Cauchy em L®(X),
a sucessdo (fn(x))yen € uma sucessdo de Cauchy de numeros reais e,
como tal, converge; seja f(x) o seu limite. Prolonga-se f a X definindo
f(x) =0sex € X\ Y. Vai-se provar que f € L*(X) e que, em L®(X),
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f = lim,eN fu. Para tal, tome-se ¢ € R e tome-se N € N tal que se
m,n > N, entdo || fu — fullee < €. Entdo, paracadax €Y,

n2N=|f(x) = fu(x)| = lim |fu(x) = fu(x)| <e. (4.13)

Entdo, paracadax € Yecadan > N, |f(x)| < |f(x) — fu(x)| + |fu(x)| <
€ + || fulloo, pelo que f|y € limitada e, portanto, f € L®(X). Por outro lado,
resulta de (4.13) que

n2N=|f - fallo <e =

Resulta da demonstragdo do teorema anterior que se tem.

TEOREMA 4.4 Se p € [1,+co] e se (fn)neN € uma sucessio de Cauchy de
elementos de LP (X), entdo existe alguma subsucessio (fu, )xeN tal que a sucessio

(fn, (x))ken converge q. s.

DEFINICAO 4.5 Seja E um espago métrico. Dada uma fungdo f de E em
R, o suporte de f é a aderéncia do conjunto { x € E | f(x) # 0 }.

Posto de outro modo, o suporte de uma funcgéo f é o menor fechado
de E que contém todos os pontos de E onde f ndo se anula.

Observe-se que se A € M(IR) e se f for uma fun¢éo continua de A
em R com suporte compacto, entdo f pertence a todos os espagos LF(A)
(p € [1,4o0]). De facto, seja K o suporte de f. Entdo f(A\ K) = {0} e f|k
é uma fungéo limitada, pois f é continua e K é compacto; seja M = sup |f|.
Entao

® sup|f| = M < +oo, pelo que f € L®(A);
® sepc€ [1, —|—OO[, entao

=0
AN

Pd:/ Pd+/ P dm< MPm(K) < +oo,
[ fdm= [ 1f7 s [ FP dms MOm(K) < oo
pelo que f € LF(A).

O conjunto de todas as fun¢des continuas com suporte compacto de E
em R representa-se por C.(E).

TEOREMA 4.5 Seja I um intervalo de R e seja p € [1,4+o0[. O conjunto Cc(I)
é entdo uma parte densa de LP(I).
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DEMONSTRACAO: Seja f € LP(I); quer-se mostrar que hd fungdes g €
C.(I) arbitrariamente proximas de f. Vai-se comegar por ver que isto
é verdade quando f = xx para alguma parte compacta X de I. Seja A
um aberto de I tal que X C A e que A seja novamente um compacto
de I. Que um tal aberto existe, resulta da seguinte observacdo: para
cada x € X considera-se algum intervalo aberto |ay, by [ que contenha x e
que [ay, by] N I é um intervalo fechado de R; como X é compacto, existe
uma parte finita {x1,...,x,} de X tal que o conjunto A = U?Zl]ax]., bxj NI
contém X e

n
Z: U[ax],bx]] ﬂ[ C I.
j=1

Seja e € R’ Paracadan € IN, seja A, um aberto de R contido em A que
contenha X e tal que I(A, \ X) < 27"~ l¢?; para se ver que um tal aberto
existe, basta ver que resulta da definicdo de medida de Lebesgue que
existe algum aberto A}, de R que contém X e tal que [ (A} \ X) <27 "¢P e
que se pode entdo tomar A, = A} N A. Seja g,: I — [0, 1] uma fungdo
continua que tome o valor 1 nos pontos de X e o valor 0 nos pontos de
I\ Ay; pode-se, por exemplo, definir g, por

gn: I — 0,1]
innyI\An |x - ;l/’

X : : :
infyep 4, |X — y| 4 infrex [x — k|

Seja g =Y ;127 "gu. A fungdo g é continua, por ser soma de uma série
uniformemente convergente de fungdes continuas. Além disso, cada g,
anula-se em [ \ A e, portanto, o suporte de g estd contido em A; em
particular, ¢ tem suporte compacto. Se x € I, entdo g(x) s6 podera
ser diferente de xx(x) se x € U, e An \ X e este conjunto tem medida
inferior a e”. Por isto e porque as fun¢des xx e § s6 tomam valores no
intervalo [0, 1],

1/p
lxx =g, = (/I\xx —g\’”dl) <e.

Continue-se a supor que f = Xx, mas agora vai-se supor apenas
que [(X) < 400 (i. e. que f é integravel). Seja ¢ € RY.. Sabe-se, pela
proposicao que X contém algum compacto K tal que (X \ K) <
27P¢f, 0 que implica que || xx — XKHP < ¢/2. Mas sabe-se, pela primeira
parte da demonstragdo, que h4 alguma funcdo g € C.(I) tal que || xx —
ng < ¢/2, pelo que ||xx —ng <e.
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Suponha-se agora que f é uma funcao simples integravel que s6 toma
valores ndo negativos. Entao f = Y/, arxx,, onde cada Xj é uma parte
mensuravel de I com medida finitae ay,...,a, € R%.. Sejae € R, e, para
cadak € {1,2,...,n},seja gx € Cc(I) tal que ||xx, — ngp < ¢/(ain). Entdo

Hak)(xk — Ak 8k

]p < ¢/n e, portanto, se se definir g = Y /' ; a9y,

Is = gllp =

n n
Z XX, — E Ak 8k
k=1 k=1

n
< Y llarxx, — agill, <&
p k=1

Seja agora f € LP(I) uma funcdo que s6 tome valores ndo negativos.
Seja (sy)neN uma sucessdo mondétona crescente de fungdes simples men-
suraveis de I em R, que convirja pontualmente para a fungdo f; uma
tal sucessdo existe, pela proposicao Como se tem |f —s,|P < f7
para cada n € IN, decorre do teorema da convergéncia dominada que
limyen ||[f — sullp = 0; em particular, se e € R*, entdo existe algum
n € N tal que ||f —su||p < ¢/2. Mas ja foi visto que existe alguma fungao
g € C(I) tal que |[s; — gl|p < ¢/2eentdo ||f — g <e.

Finalmente, se f € LP(I) e e € RY, sejam g1,¢» € C.(I) tais que
1f* = &1llp, [If~ — &2llp < ¢/2. Entao, se g = g1 — g2,

If=glly =(f"=81) = (f = )|, <= -

Em particular, se 2,b € R e a < b entdo o espago de todas as fungdes
continuas de [, b] em R é denso em L!([a, b]) e pode-se deduzir daqui que,
de certo modo, o integral de Lebesgue estd para o de Riemann tal como
0s nimeros racionais estdo para os niimeros racionais. De facto, o espaco
métrico dos ntimeros reais contém os ntimeros racionais juntamente com
exactamente aqueles pontos que é necessdrio acrescentar para que fique
um espago métrico completo, nem mais (como seria o caso dos ntimeros
complexos) nem menos (como seria o caso do conjunto dos niimeros
algébricos reais). Podia-se ter definido o espago R!([a,b]) de maneira
anéloga ao espaco L!([a, b]), empregando o integral de Riemann em vez
do de Lebesgue, e definir naquele espaco uma norma andloga a norma
|| - |1 (a qual seria, de facto, a restricao da norma || - ||; aquele espaco, pelo
teorema . No entanto, este espago nao é completo! De facto, se fosse
completo, entdo seria um subespaco completo de L!([a, b]); em particular,
seria um fechado de L!([a, b]). Como, por outro lado, L!([a, b]) contém
todas as fungdes continuas de [a,b] em R, teria que conter a aderéncia
deste conjunto de fungdes, o qual, como foi mencionado, é todo o espaco
L'([a, b]). Logo, ter-se-ia R!([a, b]) = L!([a,b]), mas isto ndo é verdade.
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Convém observar que afirmar que R'([a,b]) ¢ L!([a, b]) ndo é o mesmo
que afirmar que hé fungdes integraveis segundo Lebesgue que nédo sdo
integraveis segundo Riemann!, pois L'([a, b]) e R'([a, b]) ndo sido espacos
de fun¢des mas sim espagos de classes de equivaléncia de fun¢des. O
que se quer entdo é provar que hda fungdes f: [a,b] — R integraveis
segundo Lebesgue tais que se ¢: [a,b] — R é mensuravel e f(x) = g(x)
g. s., entdo ¢ ndo é integravel segundo Riemann. Para tal, tome-se, por
exemplo, um conjunto mensurédvel A C [a, b] tal que

1. A é fechado;
2. A= D;
3. 1(A) >0;

pelas proposi¢oes e os conjuntos de Cantor gordos estdo nestas
condigdes caso [a,b] = [0, 1] e, naturalmente, é possivel definir de ma-
neira andloga conjuntos com as mesmas propriedades em [a, b] ou entdo
considerar a imagem de um conjunto de Cantor gordo pela fungao

0,1] — [a,b]
t —  a+tb—a).

Se f: [a,b] — R for uma fun¢do mensuravel tal que f(x) = xa(x) q. s.,
vai-se provar que f ndo é integravel segundo Riemann. De facto, se
D={x¢€lab]| f(x) # xa(x) } entdo, por hipétese, D tem medida nula
e, em particular, A N D tem medida nula. Mas entdo I[(A\ D) =1(A) >0
e, para cada x € A\ D, tem-se que

o f(x) =xalx)=1;

e qualquer vizinhanga aberta V de x em [a, b] tem pontos de [a,b] \ A
e, sendo o conjunto ([a,b] \ A) NV um aberto de [a, b], tem medida
ndo nula e, portanto, ndo esta contido em D, pelo que ha algum
y € Vitalque f(y) = 0.

Logo, o conjunto dos pontos de descontinuidade de f contém A \ D que
tem medida ndo nula e, portanto, f ndo é integravel segundo Riemann.
Isto mostra que x4 € L'([a,b]) \ R'([a, b]).

!Para tal, veja-se o exemplo |2.7 na pagina 42[







Espacos vectoriais normados

5.1 Complementos de Algebra Linear

5.1.1 Familias livres, familias geradoras e bases

Vai-se trabalhar com espacgos vectoriais reais e é conveniente rever
alguns conceitos de Algebra Linear. Sempre que ndo se disser qual é o
corpo sobre o qual se esta a trabalhar, isso querera dizer que o que se esta
a fazer é vélido para qualquer corpo.

DEFINICAO 5.1 Seja V um espago vectorial e seja B uma familia de ele-
mentos de V.

1. Diz-se que a familia B é livre se, para cada n € IN, para quaisquer n
elementos vy, ..., v, de B e quaisquer nimeros reais Ay, ..., Ay, se
tiver

Mo +Aop+ -+ A0, =0= A=Ay =---=A, =0.

2. Diz-se que a familia B gera o espago V se o tinico subespaco vectorial
W de V que contém B é o préprio V.

3. Diz-se que a familia B é uma base de V se for uma familia livre que
gera V.

Verifica-se facilmente que, dado um subconjunto B de um espago vec-
torial V, afirmar que B é livre (respectivamente gera V) equivale a afirmar
que, para cada vector de V, h4, no méximo (resp. minimo) uma maneira
de o escrever como combinacdo linear de elementos de B. Consequente-
mente, B é uma base de V se e s6 cada vector de V puder ser escrito como
combinacdo linear de elementos de B de uma e uma s6 maneira.

Vai-se provar que qualquer parte livre de um espago vectorial esta
contida em alguma base. Visto que qualquer espago vectorial contém

101
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alguma parte livre (nomeadamente @), isto prova que qualquer espago
vectorial tem uma base. A demonstracdo sera baseada no lema de Zorn,

que é enunciado e demonstrado no [apéndice B

TEOREMA 5.1 Qualquer parte livre de um espago vectorial V estd contida numa
base de V. Além disso, quaisquer duas bases tém o mesmo cardinal.

DEMONSTRACAO: Seja V um espago vectorial, seja L uma parte livre de
V, seja
L={BCV|BélivreeBDL}

e considere-se em L a relacdo de ordem induzida pela inclusdo, i. e. a
relagdo de ordem < tal que A < Bseesése A C B. Seja (B;)jc; uma
familia de elementos de L totalmente ordenada e seja B = |J;c; B;. Vai-
-se provar que B € L, de onde resultara imediatamente que B é um
majorante de (B;);c; em L. E claro que B O L. Além disso, B é livre,
pois, se v1,...,0, € Bese,paracadak € {1,...,n},i(k) € I for tal que
Ur € Bj(x), entdo, como a familia (B;);c; € totalmente ordenada, existe
algum j € {1,...,n} tal que B;j) D By, paracadak € {1,...,n}. Mas
entdo B D {v1,..., v} e, portanto, se Ay,..., Ay € R, Y7 1 Aoy =
0= /\1 =...=A, =0, pOiS Bi(j) é livre.

Uma vez que qualquer parte de £ totalmente ordenada por inclusdo
tem um majorante, resulta do lema de Zorn que £ tem algum elemento
maximal M, o qual é livre (por defini¢do de £). Vejamos que gera V. Se
ndo fosse esse o caso, haveria algum v € V que ndo seria combinagdo
linear de elementos de M. Mas entdo M U {v} seria livre,i.e. M € L, 0
que é absurdo, pois M é maximale M & M U {v}.

Vejamos agora que quaisquer duas bases tém o mesmo cardinal. Co-
mece-se por supor que V tem alguma base finita {vq,...,v,} (n € N).
Vai-se provar que se {wy, ..., wy } (m € N) for uma familia livre de ele-
mentos de V, entdo m < n, de onde resulta que qualquer base de V tem,
no maximo, n elementos, de onde se pode deduzir, por simetria, que
qualquer base tem exactamente 1 elementos. O vector w; pode ser escito
sob a forma

w1 = Ao+ A+ - - -+ Ay, (5.1)
e, como wj # 0, algum A; é diferente de 0. Suponha-se que se trata de A;.
Entdo vy pertence ao espaco vectorial gerado por

{Z’UIIUZI U3, .. -/Un}/ (52)

o qual é necessariamente igual a V. Além disso, a familia (5.2)) é necessari-
amente livre, pois se 171,12, ..., 1n» € R forem tais que

mwi +nv2 + - + 40, =0, (5.3)
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entdo, caso 11 # 0, tem-se simultaneamente (5.1)) e

2 3 n
wlz_r]_UZ_rl_U3+"‘—U—0n;

m m m
o que é absurdo, pois {vy, ...,v,} é livre. Logo, tem-se 771 = 0 e, portanto,
os restantes #; (i € {2,...,n}) sdo nulos, por e porque {v1,...,0,} é
livre.

Pode-se agora recomegar o processo e ir mostrando sucessivamente
que os conjuntos {w1, Wy, V3, vy, ..., 0n}, {1, W2, W3, 0y, ..., 0y}, etc. SEO
bases de V. Mas entdo, caso se tivesse m > n chegava-se a conclusao
que {wl, ... ,wn} seria uma base de V e, portanto, que wy, seria uma
combinacdo linear dos elementos daquela base, o que é absurdo, pois
estd-se a supor que o conjunto {wq, wy, ..., Wy} élivre.

Suponha-se agora que {v; [ i € [ } e {w; | j € ] } sdo bases de V com
um namero infinito de elementos cada uma; quer-se provar que [ e |
tém o mesmo cardinal. Para cada j € ], w; pode ser escrito sob a forma
Yic1 Aijvi, com Ay # 0,sendo [; = {i € I | A;j # 0 } um conjunto finito e
ndo vazio. Vejamos que I = J;c; I;. Por um lado, é claro que I O Uje; I
Por outro lado, qualquer v € V pode ser escrito como combinacéo linear
de vectores da forma w; (j € IN) e, portanto, como combinagao linear de
vectores v; (i € Ujej Ij). Logo, V € gerado por {v;|ie Ujes I } e, como
{vi|i€l}éumabasedeV, = Ui I

Visto que I = {Jj¢j Ij e como cada ; € finito, o cardinal de I ndo exce-
de o de | x IN, que é igual ao cardinal de J. Pelo mesmo argumento, o
cardinal de | ndo excede o de I e, portanto, I e | tém o mesmo cardinal.m

Convém observar que o uso do lema de Zorn na demonstragdo anterior
é dispensavel caso se esteja a supor que o espago vectorial V é gerado
por um conjunto finito F de vectores de V. De facto, se M for uma parte
de F que gera V e com o menor namero possivel de elementos, prova-se
facilmente que M é uma base de V. Seja n = #M. Entdo, como foi visto
no decorrer da demonstragdo, qualquer parte livre de V tem, no maximo,
n elementos e, em particular, qualquer elemento de £ tem, no maximo, n
elementos, pelo que £ tem algum elemento maximal.

Visto que qualquer espaco vectorial tem alguma base e que todas as
bases tém o mesmo cardinal, faz sentido fazer a seguinte

DEFINICAO 5.2 Designa-se por dimensio de um espago vectorial o cardi-
nal das suas bases.

Relembre-se que, dados dois subespacgos vectoriais Wi e W, de um
espaco vectorial V, se diz que sdo suplementares se W; N W, = {0} e se
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W1 + W, = V, 0 que equivale a afirmar que a aplicagdo linear

WyxWo —s
(v,w) +— ov+w

é bijectiva. Quando W; e W, sdo suplementares diz-se que V é a soma
directa interna de W; e W, e escreve-se V = W;  Wh.

PROPOSICAO 5.1 Qualquer subespago vectorial de um espago vectorial tem
algum suplementar.

DEMONSTRAGAO: Sejam V um espago vectorial e W; um subespaco vec-
torial de V; quer-se mostrar que existe algum subespago vectorial W, de
V tal que V = W; @ W,. Seja B uma base de W;. Entdo B é uma parte
livre de V e, portanto, pelo teorema existe alguma base B’ de V que
contém B. Entdo o subespago vectorial de V gerado por B’ \ B estd nas
condi¢des pretendidas. n

5.1.2 Hiperplanos

DEFINICAO 5.3 Sejam V um espago vectorial e W um subespaco vectorial
de V. Diz-se que W é um hiperplano se diim(V /W) = 1.

Alternativamente, poder-se-ia definir um hiperplano como sendo um
subespaco préprio maximal. De facto, é claro que se W for um hiper-
plano de V, W tem que ser um subespago proprio (pois, caso contrério,
dim(V /W) = 0) e caso ndo fosse maximal, i. e. caso houvesse algum
subespago vectorial W de V tal que W & W' ¢ V, entdo a aplicagdo

natural
V/W — V/W

v+W — o4+ W

seria sobrejectiva mas ndo injectiva e entdo
dim(V/W') > 1 = dim(V/W) > 2.

Reciprocamente, se W for um subespago de um espago vectorial V
que ndo seja um hiperplano, entdo dim(V /W) = 0 ou dim(V/W) > 2.
No primeiro caso, W = V, pelo que W nao é um subespaco préprio de
V. No segundo caso, seja U um subespaco de V /W de dimensao 1 e seja
7T a projeccdo natural de V sobre V/W. Entdo 71! (U) é um subespaco
vectorial de V tal que W & 7w~ 1(U) & V, pelo que W ndo é um subespaco
préprio maximal.



5.1. Complementos de Algebra Linear 105

EXEMPLO 5.1 Seja V o espago vectorial real das sucessdes convergentes
de ntimeros reais e seja H o subespaco vectorial formado pelas sucessdes
de nameros reais convergentes para 0. Comece-se por observar que o
conjunto das sucessdes convergentes de niimeros reais forma um espago
vectorial (relativamente as operagdes usuais de soma de duas sucessoes
e de produto de uma sucessdo por um namero real) porque, dadas duas
sucessdes convergentes de ntimeros reais (4, ) yeN € (bn)pen e dado A € R,
se ter

lim (a, + b,) = lima, + lim b, e lim Ag, = A lim a,,. (5.4)

neN ne neN neN nelN
Resulta também deste argumento que H é efectivamente um subespaco
vectorial de V. Vejamos que se trata de um hiperplano. Seja H' um
subespacgo vectorial de V que contenha estrictamente H. Entdo existe
alguma sucessdo convergente de nimeros reais (4, ),cN que ndo converge
para 0 e que pertence a H'; seja I o seu limite. Dada qualquer sucessao
convergente de numeros reais (b,),cN, se o seu limite for I/, entdo a

sucessao
l/
(bn - Tan
nelN

converge para 0, ou seja, pertence a H e, portanto, a H'. Mas entédo
(bn)nen € H', pois H' é um espago vectorial e
eH’
€H’ ~ 2 <
P /

(bn)neN = 7 (ﬂn)ne]N + (bn)ne]N - T(Qn)ne]N .

Isto prova que H' = V e, consequentemente, que H é um subespago
proprio maximal.

DEFINICAO 5.4 Seja V um espago vectorial sobre um corpo k. O dual
algébrico de V é o conjunto V* das formas lineares de V em k.

O dual algébrico! de um espaco vectorial tem uma estrutura natural
de espacgo vectorial, assim definida: se f,g € V*,sea,f € Resev €V,
entio (af + ) (0) = af (v) + (o).

Nao é 6bvio a priori que o dual algébrico de um espago vectorial
V # {0} néo seja reduzido & fungdo nula. De facto, isso nunca acontece.

!Num contexto puramente algébrico, o dual algébrico designa-se unicamente por
«dual», mas iremos trabalhar mais a frente com outro tipo de dual.
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PROPOSICAO 5.2 Se V é um espago vectorial e v e w sio dois elementos distin-
tos de V, entio existe algum f € V* tal que f(v) # f(w).

DEMONSTRACAO: Visto que V* é um conjunto de formas lineares, afir-
mar, para algum f € V*, que f(v) # f(w) é o mesmo que afirmar que
f(v—w) # 0. Como {v — w} é um conjunto livre, é prolongével a uma
base de V. Logo, existe uma e uma s6 forma linear f: V — k tal que
f(v—w) =1 e que se anula nos restantes elementos da base. Em particu-

lar, f(v —w) # 0. u

Se X é um conjunto e F é um conjunto de fun¢des de X num conjunto
Y, diz-se que o conjunto F separa os pontos de X se, dados dois pontos
distintos x e y de X, existir alguma funcgdo f € F tal que f(x) # f(y).
Com esta terminologia, a proposigdo anterior afirma que o dual algébrico
de um espago vectorial V separa os pontos de V.

PROPOSICAO 5.3 Seja V um espago vectorial sobre um corpo k. Os hiperplanos
V sido os niicleos dos elementos nio nulos de V*. Além disso, se f,g € V*\ {0},
sdo condigdes equivalentes:

1. ker f = kerg;
2. f=Ag paraalgum A € k\ {0}.

DEMONSTRACAO: Seja H um hiperplano de V, seja 7t a projecgdo natural
de V sobre V/H e seja ¢ um isomorfismo linear V/H em k, o qual existe
necessariamente, visto que dim(V/H) = 1. Entdo, se se definir f € V*
por f = ¢ o 7T, tem-se, paracadav € V,

vekerf <= f(v)=0
<~ ¢(n(v)) =0
<= 7(v) = 0 (pois ¢ € injectiva)
<~ v € H.

Esta entdo provado que H = ker f. Como H # V, f # 0.
Reciprocamente, se f € V*\ {0} e se H = ker f, quer-se provar que
H é um hiperplano. A aplicagdo linear f induz um isomorfismo entre
V/ker(f) e aimagem de f. Mas V/ ker(f) = V/H e aimagem de f é
k; logo, estd provado que o espacgo vectorial V /H é isomorfo a k, o que
equivale a afirmar que dim(V /H) = 1, ou seja, que H é um hiperplano.
Sejam agora g € V*\ {0} tal que ker ¢ = H = ker f; quer-se provar
que f = Ag para algum A € R. Visto que g # 0, existe algum vector v
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tal que g(v) = 1. Seja A = f(v). A forma linear f — Ag anula-seem v e,
obviamente, anula-se em H, pois tanto f como g se anulam em H. Mas
entdo ker(f — Ag) 2 H, o que implica, visto que H é um hiperplano, que
ker(f — Ag) = V eisto equivale a afirmar que f —Ag = 0. u

EXEMPLO 5.2 Reexaminemos o exemplo[5.1] Com as notagdes empregues
nesse exemplo, H é um hiperplano de V pois é o nticleo da forma linear

|4 — R
nelN

Que se trata realmente de uma forma linear resulta de uma nova aplicagado

das relagoes (5.4).

5.2 Normas: exemplos e propriedades

elementares
DEFINICAO 5.5 Um espago vectorial normado é um par ordenado (V, || - ||),
onde V é um espacgo vectorial real e || - || é uma norma de V em R.
EXEMPLO 5.3 Seja n € IN. A norma usual em R” é anorma || - ||2, que se
define por

|t )l = (22 + 32 4+ 22

Mais geralmente, se p € [1, 00|, pode-se definir em R"” a norma || - ||,
que se define por

(e, )|y = (122 ]P A4 2]+ - 4 x| P)P

eanorma || - ||, que se define por
[(x1, ..., %n) |0 = max{|x1], |x2], ..., |xn]}.

Se X ={1,2,...,n}, entdo o conjunto F(X) das fun¢des de X em R
identifica-se naturalmente a R" através da bijec¢ao

F(X) — R”
£ (f)£2) 0, f(m).

Seja p € [1,+00]. Se se considerar em X a medida de contagem, entdo
(LP(X), || - [|p) identifica-se naturalmente a (R", || - ||,).
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EXEMPLO 5.4 Seja C([0,1]) o espago das fungdes continuas de [0, 1] em
R. Duas normas com que se trabalha frequentemente neste espago sdo a
norma do supremo

I flleo = sup |f]

I = [ 11

Observe-se que, dada uma fungdo f € C([0,1]) e dada uma sucessao
(fn)nen de elementos de C([0, 1]), afirmar que (fy),enN converge para f
relativamente a norma do supremo é o mesmo que afirmar que a sucessao
(fn)neN converge uniformemente para a fungéo f.

e a norma do integral

EXEMPLO 5.5 Seja X um conjunto e seja p € [1, +o0]. Se se considerar em
X a medida de contagem m, entdo (X, P(X), m) é um espago de medida
e faz entdo sentido considerar o espago vectorial normado (L7 (X), || - ||)-
Este espaco é geralmente representado por I7(X). Em particular, /7 (IN)
identifica-se naturalmente, caso p < +o0, a0 conjunto das séries 22‘1 ay
de ntimeros reais tais que a série Y |a,|? converge, munido da norma

+00 p
n=1

Por outro lado o espago I*°(X) ndo é mais do que o conjunto das fungdes
limitadas de X em R e, dada uma tal fungéo f, || f|l = sup |f]-

+o0
)
n=1

p

Seja (V, | - ||) um espago vectorial normado. Pelo mesmo motivo que
foi apresentado na pagina[93|no caso dos espagos L¥(X), é possivel definir
uma métrica natural em V induzida pela norma || - ||.

Se (Eq,d1) e (Ep,dy) sdo espagos métricos, é natural considerar no
produto cartesiano E; x E; a métrica produto d, que se define por

d((x1,%2), (y1,¥2)) = max{dy(x1,y1),d2(x2, ¥2) }.

PROPOSIGCAO 5.4 Seja (V, || - ||) um espago vectorial normado e considerem-se
nos produtos cartesianos V- x V e R x V as métricas produto. Entdo as sequintes
fungdes sdo continuas:

. V— R
v o= ofl;

2. VxV — v
(v,w) +— v+w
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3. RxV — V
(A,v) = Ao

As duas primeiras sdo mesmo uniformemente continuas.
DEMONSTRACAO: Se v, w € V, entdo
loll = ll(v = w) + w]| < [lo = w] +[lwl,

ou seja
[oll = l[wll < o —wl| (5.5)

Trocando v com w, conclui-se que

[wl]| — [|o]| < [lo—w]. (5.6)
Mas afirmar que se tem simultaneamente (5.5) e (5.6) é o mesmo que
afirmar que |||v|| — [|[w||| < ||v — w||. Entdo, dado € > 0, se § = ¢, tem-se,
paracadav,w €V,

lo—w|| <é = llv—w| <e=|[[o] - [w]] <&,

pelo que || - || é uniformemente continua.
Passemos agora a adigdo de vectores. Se vy, vp, wq, wp € V, entdo

o1+ 02) (s + )] = o1 — 1) + (2 — )|
< lor — wr| + [[va — w2 .

Logo, dado € > 0, se § = ¢/2, tem-se, para cada (v1,v2), (w1, wy) € V XV
o1 —w1l], ||o2 —wa|| <6 = ||(v1 +v2) — (w1 +w2)|| <,
pelo que a adigdo de vectores é uniformemente continua.

Sejam agora Ag € R e vg € V; quer-se provar que a multiplicagdo de
um escalar por um vector é continua no ponto (Ag, 7). SeA € Rev €V,
entao

AV — Apgvy = ()\ — /\0)(7) - Uo) + ()\ — /\0)00 + /\0(0 - Uo),
pelo que

[Av — Aguo|| < [A = Aolllo —woll + [A = Aol o] + |Ao][[v — voll.
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Entdo, se d < lesev € Ve A € R forem tais que ||v — vg|| < J e que
A — Ag| < 4, tem-se

[Av — Aguol| < 6% + S|voll + |Aold
<O+ dlvo|| + |Aold
= (1 + [[vol| + |Aol)-

Logo, dado € > 0, se se tomar § = min{l, 8/(1+||v0||+|A0\)}, tem-se que
o —woll, [A = Ao <6 = [[Av — Aguol| <.
ou seja, a fungdo é continua no ponto (Ag, vp). n
A terceira fun¢do do enunciado anterior s é uniformemente continua
quando V = {0}.
5.3 Aplicagdes lineares continuas

TEOREMA 5.2 Sejam (V, || - ||) e (W, || - ||) espagos vectoriais normados e seja
f uma aplicagdo linear de V em W. Sdo entdo condigdes equivalentes:

~

. a fungdo f é uniformemente continua;
2. a fungdo f é continua;
3. a fungio f é continua em O;

4. o conjunto
U f@Ilol <1} (5.7)

é majorado;

5. existe algum K > 0 tal que (Vv € V) : ||f(v)| < K||v||; por outras
palavras, o conjunto

{K=0[(VoeV):|[f(v)| <Kol } (5.8)
ndo é vazio.

Além disso, caso se verifiqguem entdo o conjunto (5.8) é o conjunto dos majorantes
do conjunto (5.7); em particular, o supremo do conjunto (5.7) coincide com o
infimo do conjunto (5.8).
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DEMONSTRAGAO: E imediato que a primeira condigdo implica a segunda
e que a segunda implica a terceira.

Se a terceira condicdo se verificar, entdo existe algum r > 0 tal que
lv]| <= ||f(v)]| < 1. Entéo, se ||v| <1,

I1£@) =7 I @) = 7 1)l < 4,

pois ||rv|| < 7.

Suponha-se agora que a quarta condigdo se verifica e seja K um majo-
rante do conjunto (5.7). Entdo, para cada v € V, ouv = 0, caso em que
|f(v)|| =0 < K][v|]| =0, ouentdo v # 0, pelo que |[v/||v]||| = 1 e entdo

I (%) < x = @i <xpel.

Finalmente, suponha-se que a quinta condicdo se verifica, e seja K > 0
tal que (Vo € V) : || f(v)]]| < K||7]|. Se K = 0, entdo f = 0 e é entdo claro
que é uniformemente continua. Caso contrario, se ¢ > 0, toma-se § = ¢/K.
Entdo,sev,w €V,
€
K
= [flo—w)| < Kllo—w|| <e

= [If(v) - f(w)]| <e

Por outro lado, tem-se, para cada v € V tal que ||v|| < 1, que

If (@) < K]lo|] < K.

o —w| <éd<=|v-—w| <

pelo que qualquer elemento do conjunto é maior ou igual a qualquer
numero da forma || f(v)|| com ||v|| < 1, i. e. é majorante do conjunto (5.7).
Como, ao demonstrar-se que a quarta condi¢do implica a quinta, se provou
que qualquer majorante do conjunto pertence a (5.8), isto conclui a
demonstracdo. m

EXEMPLO 5.6 Seja coo(IN) o espaco das sucessdo (a,),cN de ntimeros
reais tais que a, = 0 se n for suficientemente grande,2 considere-se neste

espaco anorma || - ||« € a forma linear
fi Coo (N) — R
+00
(ﬂn)nGIN = Z an.
n=1

2 A notagao coo(IN) pode parecer estranha, mas provém do facto de se empregar a
notagao co(IN) para o espaco das sucessdo de nimeros reais convergentes para 0.
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Esta forma linear ndo é continua, pois se n € IN e se (s, ),eN € a sucessdo
de elementos de ¢y (IN) tal que, para cadan € N

nvezes

sn=/n,1/n,...,1/2,0,0,...)

entdo (Vn € IN) : HS”HOO = 1/n, pelo que lim,cn s, = 0. Mas, por outro
lado, (Vi € IN) : f(sy) = 1. Logo, como f(0) = 0, a fungdo f ndo é
continua no ponto 0.

DEFINICAO 5.6 Se (V, || - ||) e (W, | - ||) forem espagos vectoriais norma-
dos e f for uma aplicacdo linear continua de V em W, define-se a norma
de f e representa-se por || f|| o numero

1Al =sup { [| F(@)I[llo]l <1}

Observe-se que, pelo teorema nas condi¢des da defini¢do anterior
tem-se que

Ifll =inf{K=>0](VocV):|f(o)ll <Klo]}. (5.9)

Este infimo é mesmo um minimo, pois, ainda pelo teorema o con-
junto (5.8) é o conjunto dos majorantes de outro conjunto e, portanto,
contém o seu infimo. Estd assim demonstrado o

COROLARIO 5.1 Se V e W forem espagos vectoriais normados e f for uma
aplicagdo linear continua de V.em W, entio

(Vo e V) f@Il < lfllol-

Nao se deve pensar que, analogamente ao que foi visto no corolario
anterior, o supremo que surge na defini¢cdo de norma de uma aplicacao
linear continua é sempre um méximo.

EXEMPLO 5.7 Seja co(IN) o espago das sucessdes convergentes para 0 de
numeros reais, munido da norma || - ||« € considere-se a aplicagdo linear

f: CQ(N) — R

+oo
(an)nen Z 27"ay.
n=1

Para j4, observe-se que esta defini¢do faz sentido, i. e. que se (a,),eN €
uma sucessdo de niimeros reais convergente para 0, a série Y 2 "a,
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converge; basta ver que uma tal sucessdo é necessariamente limitada e
que se L > 0 for um majorante de (|a,|) , _,,, entdo

+o0 —+o0
Y 27", <) 27"L =1L,
n=1 n=1

pelo que a série Y% 27"a,, ¢ mesmo absolutamente convergente. Mas os
mesmo calculos mostram que se tem

(V(an)nen € coo(N)) = [ f((@n)nen) | < |(

pelo que ||f|| < 1. De facto, ||f|| = 1, poisse n € IN e se (a,)n,eN € @

sucessao
nvezes

11,..,1,0,0,...)
entdo || (an)nen||, = 1€ |f ((an)nen)| =1—27", pelo que
IfllZsup{1-2""[neN} =1

Mas nunca se tem |f((a,)nen)| = 1 para uma sucessao (a,),en tal que
H (an)neN ||oo = 1 pois, como se trata de uma sucessdo convergente para 0,
existe algum N € IN tal que |a,| < /2 quando n > N, pelo que

1 “+o0 “+o0
|f((an)nen)| < 22 +5 Y, 27"<1=) 27"
n=N+1 n=1

Se V e W forem espacos vectoriais normados vai-se representar por
L(V,W) o espago das aplicagdes lineares continuas de V em W. Prova-se
facilmente que é um subespaco vectorial do espago de todas as aplica¢des
lineares de V.em W.

PROPOSICAO 5.5 Se V e W forem espagos vectoriais normados, entdo || - || é
uma norma no espago vectorial L(V, W).

DEMONSTRACAO: E imediato que ||0]] = 0 e, por outro lado, se f €
L(V,W) é tal que || f|| = 0, entdo, pelo corolario

(Vo e V) If @l < lfllllvll =0,
pelo que f = 0.
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Se f € L(V,W)eseA € R, quer-se provar que ||Af| = |A|||f||- Basta
observar que

Al = sup {Af (@) [ o]l =1}
= sup { [A[[[f(@)[||[lo]| =1}
= [Alsup {[[f ()] [ ][0l =1}
= [AMIA-

Finalmente, é preciso provar que se f,g € L(V, W), entado ||f + g|| <
IfI+1igl|- Sew € V, entdo

I(f+ )@ = [If(v) + (@)
< f @I+ lig@)]
< [IF Il + gl

LA+ lig Dl
o0 que mostra, pela relacdo (5.9), que || f + gl < |IfIl + lIg]l- ]

PROPOSICAO 5.6 Sejam Vi, V, e V3 espagos vectoriais normados, seja f €
L(Va, V3) esejag € L(V1,Va). Ento ||f o g[| < [If]llgll

DEMONSTRAGCAO: Sejav € Vi. Entdo

[(Feg)@)| = [f(g@)] < Ifllg@] < lIfHghlel
pelo que ||f o gl| < [Iflig]l, pela relagdo (5.9). =

Segundo a proposicao os hiperplanos de um espaco vectorial V
sdo os nucleos das formas lineares ndao nulas. Se V for um espaco vectorial
normado e se se considerarem somente as formas lineares continuas, que
hiperplanos se obtém?

DEFINICAO 5.7 Seja V um espago vectorial normado. O dual topoldgico de
V é o conjunto V' das formas lineares continuas de V em R.

PROPOSICAO 5.7 Se V for um espago vectorial normado, entdo os niicleos dos
elementos de V' \ {0} sdo os hiperplanos fechados de V.

DEMONSTRAGAO: Se f € V/, entdo ker f é um fechado de V pois é igual

a f1({0}).
Reciprocamente, seja W um hiperplano fechado de V e seja f € V*
tal que H = ker f; quer-se provar que f é continua. Seja v € V tal que
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f(v) = 1. Entdao f~1({1}) = v + W, que é um fechado de V. Existe entdo
alguma bola aberta centrada em 0 que ndo intersecta v + W; seja r o raio
de uma bola nessas condi¢des. Vejamos que

1

(vwe V) : o <1= |f(w)| <

(5.10)

Se assim ndo fosse, i. e. se existisse algum vector w € V tal que |w| < 1e

que |f(w)| > 1/r, entdo
il < <+ () =

o que é impossivel, pela escolha de r. Est4 entdo provado que se verifica
a relacdo (5.10) e resulta entdo da quarta alinea do teorema 5.2/ que f é
continua. |

A proposigdo anterior sugere que um subespaco vectorial de um es-
paco vectorial V ndo é necessariamente um fechado de V, pois resulta do
enunciado que uma maneira de obter um tal subespaco consiste em tomar
o ntcleo de uma forma linear descontinua.

EXEMPLO 5.8 Foi vista, no exemplo uma forma linear descontinua
definida em (cgo(IN), || - [|eo ). O seu nucleo é

+o00

Z a, =0 } ,

n=1

que entdo é um subespaco vectorial V de coo(IN) que ndo é fechado.
Também se pode ver directamente que V ndo é um fechado de coy(IN)
dando um exemplo de alguma sucessdo (s )N de elementos de V que
seja convergente para algum elemento s € coo(IN) que ndo pertenca a

V. Por exemplo, seja (s,),enN a sucessdo de elementos de V tal que, para
cadan,m € N,

{ (an)ne]N € COO(N)

1 sem=1
sp(m) =< -1/n se2<m<n+1
0 nos restantes casos;

posto de outro modo, tem-se
s1 = (1,-1,0,0,0,0,...),
sp = (1,-1/2,-1/2,0,0,0,...),
83 - (]—/ 71/3/ 71/3/ 71/3/ 0/ 0/ .. )

e assim sucessivamente. Entdo lim,en s, = (1,0,0,0,...) € V.
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EXEMPLO 5.9 Seja D([0,1]) o espago das fungdes derivéveis de [0, 1] em
R, o qual é claramente um subespaco vectorial de C([0, 1]). Considere-se
neste tltimo espaco a norma do supremo. E visto nos cursos de Analise
Real que hd exemplos de sucessoes (f,),cN de fungdes derivdveis que
convergem uniformemente para funcoes f ndo derivaveis; por exemplo,
pode-se tomar

fu: [0,1] — R

f:[0,1] — R
x o= |x—=1/2].

Mas afirmar que existe uma sucessdo de elementos de D([0, 1]) que con-
verge uniformemente para uma funcéo f € C([0,1]) \ D([0, 1]) é o mesmo
que afirmar que D([0, 1]) ndo é um subespaco fechado de C([0, 1]).

Seré visto mais a frente que qualquer subespago vectorial de dimensdo
finita de um espago vectorial normado V é um fechado de V.

Se V for um espago vectorial real e p e g forem normas definidas
em V, entdo as métricas induzidas por p e por g sdo distintas se e s6 se
p # q. E no que se refere as topologias, i. e. aos abertos obtidos a partir
de cada métrica? A priori, nada impede que normas distintas induzam as
mesmas topologias. Para estudar este assunto, vai-se introduzir a seguinte
terminologia: se V é um espago vectorial real e p € uma norma definida em
V, dir-se-4 que um conjunto A C V é p-aberto se for aberto para a métrica
induzida por p. Comecemos por estudar o seguinte problema: quando é
que qualquer p-aberto é g-aberto? Observe-se que afirmar que qualquer
p-aberto é g-aberto equivale a afirmar que a funcdo id: (V,q) — (V,p) é
continua, pois, mais geralmente, afirmar que uma funcdo f de um espago
métrico E num espago métrico F é continua equivale a afirmar que se A
for um aberto de F, entdo f~!(A) é um aberto de E. Mas, pelo teorema
id: (V,q) — (V, p) é continua se e s6 se existir algum k > 0 tal que
(Vo € V) : p(v) < kq(v) ou, posto de uma maneira mais simples, se e s6
se existir algum k > 0 tal que p < kgq. Estd entdo demonstrada a

PROPOSICAO 5.8 Seja V um espago vectorial real e sejam p e q normas definidas
em V. Sdo entdo condigdes equivalentes:

1. (FkeRy):p<kg(ie (VoeV):p(v) <kqg(v));
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2. qualquer p-aberto é g-aberto.

EXEMPLO 5.10 Se f € C([0,1]), entdo [, |f| <sup |f],i e [ f]1 < [If]co-
Entdo, pela proposi¢do anterior, qualquer parte de C([0, 1]) que seja aberta
relativamente a norma do integral também é aberta relativamente a norma
do supremo. O reciproco nédo é verdadeiro. Isto pode ser visto de vérios
modos.

1. Sejam s e i a norma do supremo e a norma do integral respectiva-
mente. A bola aberta unitdria relativamente a norma do supremo,

B;(0,1) = {f e C([0,1]) | [f <1}

ndo é um aberto relativamente a norma do integral. De facto, para
qualquer ¢ > 0 é possivel encontrar f € B;(0,¢) \ Bs(0,1); por
exemplo, toma-se ¥ < min{2¢, 1} e define-se

f: 0,1 — R
{1 —x/r sex <tr
X — .
0 caso contrario.

Veja-se o grafico de f na a distancia de f a funcdo nula
(relativamente a norma do integral) é a 4rea a sombreado. Entdo
sup|f]=1e fol |f| = r/2 < e. Isto mostra que, seja qual for e > 0,
Bs(0,1) 2 B;(0,¢); logo, Bs(0,1) ndo é um aberto para a norma do
integral.

r 1

Figura 5.1: Gréfico de f

2. Para cadan € N, seja (fu)neN a sucessdo de elementos de C([0,1])
tal que, para cadan € N e cada x € [0,1], f,(x) = x™. Entdo, para
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cadan € N, ||fulli = (n+ 1)1 e | fullo = 1. Logo, ndo existe
nenhum k > 0 tal que || - || < k|| - ||1, pois se existisse tinha-se

k
(vn € N) :1 = |lfullo <Kl full ==

0 que é impossivel.

Se V for um espago vectorial real e p e g4 forem normas definidas em V,
quando é que p e g induzem em V as mesmas topologias? Pela proposicdo
anterior, isto acontece quando e s6 quando houver ntmeros k1, ky > 0 tais
que p < kigeque g < kop.

DEFINICAO 5.8 Se V for um espaco vectorial real, diz-se que duas normas
p e q definidas em V sdo equivalentes se houver ntameros ki, k; > 0 tais

que p < kigeque g < kop.

Com esta terminologia, resulta entdo da proposi¢do 5.8/ e do que foi
observado antes da defini¢do anterior que é valido o

COROLARIO 5.2 Seja V um espago vectorial real e sejam p e q normas definidas
em V. Entdo as normas p e q induzem as mesmas topologias se e sé se forem
equivalentes.

EXEMPLO 5.11 Pelo que foi visto no exemplo no espago C([0,1]) a
norma do supremo e a norma do integral ndo sdo equivalentes.

5.4 Espacos vectoriais normados de dimenséao
finita

No ambito de exemplos de normas equivalentes, poder-se-ia ter mos-
trado também que, em R" (n € IN), as normas || - ||, (p € [1, +o0]) sdo
todas equivalentes entre si. Mas, de facto, pode-se provar mais do que
isso.

TEOREMA 5.3 Num espaco vectorial real de dimensdo finita, todas as normas
sdo equivalentes.

DEMONSTRACAO: Para demonstrar este teorema, basta demonstrar que
em R" (n € IN) qualquer norma p: V — R, é equivalente a norma || - [|2.
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Seja {e1,¢€,...,en} abase candnica de R". Entdo, se A,..., Ay € R,

p(/\lel ++Anen) < ‘/\1“7(31) +ot ‘/\”‘p(en)
n

p(ex) max{|A1],...,|Au|}

N
i

ple)y/max{|Aaf2, ..., [Aa[2}

I
1=

T
L

n

LS

k=1

N
M 2

)
=

p(

»
I
—_

I
1=

plee)||(Arer + - - - + Anen) |-

=
I
—_

Logo, se k1 = Y}, p(ex), estd provado que p < k1| - [|2.

Falta agora provar que existe k; > 0 tal que || - |2 < kap. O conjunto
{veR"|||v]l2 =1} éum compacto de (V, || - ||2) (pois é fechado e limi-
tado) e, por outro lado, resulta da proposigdo 5.8/ e de se ter p < k1| - |2
que a fungdo identidade de (V, || - ||2) em (V, p) é continua. Logo, o con-
junto {v € V | ||v]|]2 =1}, que é um compacto de (V, || - ||2) (pois é uma
parte fechada e limitada de IR", relativamente a métrica usual), também é
um compacto de (V, p) e, portanto, a sua imagem por p, i. e.

{pv) eV ]|ovl2=1} (5.11)

é um compacto de R ; seja m o seu infimo. Entdo m > 0, pois pertence
ao conjunto (5.11), ao qual 0 ndo pertence. Vejamos que ky = 1/m esta
nas condicOes pretendidas. Para tal, seja v € IR"; quer-se provar que
[0]l2 < kap(v). Se v = 0, isto é 6bvio. Caso contrario, ||v/][v]]2||, = 1,
portanto, pelas defini¢des de m e de k»,

v
m < — | <= ||v||2 < kap(v).
P (HUHZ) H ”2 ZP( ) -

Se (V, p) for um espago vectorial normado e se W for um subespago
vectorial de V entdo, a menos que seja dito explicitamente o contrdrio,
vai-se considerar em W a norma p|y.

COROLARIO 5.3 Qualquer aplicagio linear de um espago vectorial normado de
dimensdo finita num espago vectorial normado é continua.
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DEMONSTRAGCAO: Basta provar que qualquer aplicagdo linear f de R"
(n € IN) num espacgo vectorial normado W é continua se se considerar
em R" a norma || - ||; pois, como qualquer norma em R” é equivalente
a norma || - ||1, resulta daqui que qualquer f é continua seja qual for a
norma que se considere em IR".

Seja {e1, €2, ...,e,} abase canonica de R”. Entéo, se (x1,...,x,) € R",

|f(xr, - xn)|| = || f <i xkek) H
k=1

n

= 1| Y xef(ex)

&
< k_zl xel £ (el

< (qmax a0 25

= ((max [|f(e0)]) | Ger, 22, 00)] . "

Outra consequéncia do teorema [5.3]ja foi enunciada na pégina [116]

COROLARIO 5.4 Quelquer subespago vectorial de dimensdo finita de um espago
vectorial normado é fechado.

DEMONSTRAGAO: Seja (V, || - ||) um espago vectorial normado e seja W
um subespaco vectorial de dimens&o finita; quer-se provar que W é um
fechado de V. Para tal, vai-se provar quese v € V\ W, entaov ¢ W, o
que equivale a afirmar que W = W, i. e. que W é fechado. Considere-se a
funcao
p: WRv — Ry
w4+ Av  —  |w| + A

Entdo p é uma norma e, como a dimensado de W @ Rv é finita, p é equi-
valente a restricdo a W € Rv da norma || - ||. Em particular, existe algum
k > 0 tal que

(Yw € W)(VA € R) : p(w + Av) < k||w + Av||

e, portanto, se w € W tem-se 1 < ||| +1 = p(w — v) < k||w — v||. Mas
entdo tem-se (Vw € W) : ||w — v|| > /k. Logo, v ¢ W. n
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Antes de se passar ao préximo teorema, vejamos o que significa a
compacidade local no contexto dos espagos vectoriais normados. Em geral,
um espago métrico E diz-se localmente compacto se qualquer vizinhanga
V de qualquer p € E contiver alguma vizinhanga compacta de p, o
que equivale a afirmar que qualquer ponto de E tem alguma vizinhanca
compacta.

PROPOSICAO 5.9 Se V for um espago vectorial normado, sdo condigdes equiva-
lentes:

1. V é localmente compacto;
2. a bola fechada unitdria de V é compacta;

3. qualquer parte fechada e limitada de V é compacta.

DEMONSTRAGAO: E conveniente comegar por observar que todas a bolas
fechadas sdao homeomorfas entre si. De facto,sev € Ver > 0, entdo a
funcao

B(0,1) — B(v,r)
w — U4 rw

é um homeomorfismo.

Vai-se comegar por mostrar que a primeira condi¢do implica a terceira.
Seja entdo L uma parte fechada e limitada de V' e seja K uma vizinhanca
compacta de 0. Visto que K é uma vizinhanga de 0, existe algum r > 0
tal que B(0,r) C K e, como B(0,r) é fechado e K é compacto, B(0,r) é

compacto. Seja R > 0 tal que L C B(0,R). Se f: B(0,R) — B(0,r) for

um homeomorfismo, entdo f(L) é um fechado de B(0,r) e, portanto, é
compacto. Logo, L é compacto.

E trivial que a terceira condigdo implica a segunda.

Finalmente, se a segunda condigdo se verifica, entdo todas as bolas
techadas sdo compactas e, portanto, V é localmente compacto. n

TEOREMA 5.4 (TEOREMA DE RIESZ) Um espago vectorial normado é local-
mente compacto se e s0 se tiver dimensdo finita.

DEMONSTRAGCAO: O espago R" (n € IN) munida da norma usual é local-
mente compacto. Como todas as normas em IR" sdo equivalentes a usual,
resulta desta observacado que (R”, || - ||) é localmente compacto, seja qual
for a norma que se esteja a considerar e, consequentemente, que qualquer
espago vectorial normado de dimensdo finita é localmente compacto.
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Seja agora (V, || - ||) um espago vectorial normado localmente com-
pacto; vai-se provar que tem dimensao finita. Pela proposigdo a bola
fechada unitaria de V, que vai ser representada por B, é compacta. Uma

vez que
]_o
B —B

c (v+2 >

vEB
existem vectores vy, ...,v, € B tais que

10 10 10

Seja M o espago vectorial gerado pelos vectores v, ..., v,. Entdo

1

1 1
M+ -(M+ =B
cm+3(m+38)

1

=M+ -B
+4

1 1
M+ —-(M+ =B
c My (M 3B)
1

=M+ -B
T3

Isto prova que (Vn € IN) : BC M +27"B e, portanto,

Bc (] (M+27"B). (5.12)
nelN

Vejamos que N,en (M +27"B) = M. Sev € Mesen € N entdo, pela
defini¢do de aderéncia, existe algum v, € M tal que ||[v —v,|| < 27" e
entdo, comov = v, + (v —vy) ev —v, € 27"B,v € M + 27 "B; como isto
tem lugar para qualquer n € N, v € ), (M 4 27"B). Reciprocamente,
sev € Myen(M+27"B) esee > 0, tome-sen € N tal que 27" < ¢e
tome-se w € M tal que v € w+27"B. Entdo ||[v —w|| = 27" < ¢ logo,
ve M.

Resulta entdo de e do que foi demonstrado no paragrafo anterior
que B C M. Como M tem dimensio finita, tem-se, pelo corolario
que M = M. Mas entdo provou-se que B C M, pelo que V C M; logo,
V=M. |
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5.5 O teorema de Hahn-Banach

TEOREMA 5.5 (TEOREMA DE HAHN-BANACH) Sejam V um espago vecto-
rial normado, W um subespaco vectorial de V e f € W'. Existe entdo alguma
forma linear F € V' que prolonga f e tal que ||F|| = || f||.

DEMONSTRACAO: Convém comegar por observar que se F for um pro-
longamento de f a um subespaco vectorial U de V que contenha W e
se F for linear e continua, entdo resulta da definicdo de norma de uma
aplicagdo linear continua que ||F|| > ||f||; logo, provar que ||F|| = ||f]|
equivale a provar que ||F|| < ||f]].

Seja V o conjunto de todos os pares ordenados (U, F) tais que

1. U é um subespago vectorial de V que contém W;
2. F € U’ e é um prolongamento de f tal que ||F|| = ||f||

e considere-se em V a relagdo de ordem < assim definida: (Wy, F;) <
(Wp,F,) seesése W C Wo e Fy = F2|W1. Se se provar que existe algum
elemento (U,F) € V com U = V, o teorema estara demonstrado. A
demonstracdo de que existe efectivamente um tal elemento de V sera feita
em dois passos. Primeiro demonstrar-se-4, recorrendo ao lema de Zorn,
que (V, <) tem algum elemento maximal. Em seguida, seré visto que se
(Z, F) for um tal elemento maximal, entdo tem-se necessariamente Z = V.

A fim de se poder aplicar o lema de Zorn ao conjunto V e a relagao
de ordem <, considere-se uma familia { (U;, F;) | i € [ } de V totalmente
ordenada; quer-se provar que é majorada. Seja U = J;c; U;. Sev € Ue
sei,j € I sdo tais que v € U; e v € Uj, entdo tem-se (U;, F;) < (U}, Fj) ou
(U, F;) < (Uj, F;); em ambos os casos, resulta da definicdo da relagao de
ordem < que F;(v) = Fj(v). Sendo assim, faz sentido definir F: U — R
do seguinte modo: se v € V, sejai € I tal que v € Uj; entdo f(v) = Fi(v).
Vejamos que U é um subespago vectorial de V e que F € U*. Sev,w € U
eseq f € R, sejami,j € I taisquev € U; e que w € U;. Entdo
(U;, F) < (LI]-, Fj) ou vice-versa. No primeiro caso, entdo v, w € Uj, pelo
que av + pw € Uj e

F(av + Bw) = Fj(ocv + pw) = och(v) + ﬁFj(w) = aF(v) + BF(w);

o segundo caso é analogo. Finalmente, vejamos que F é continua e que
|IF|| < |If|l- Sev € U étal que ||v|| < 1,sejai € Ital que v € U;. Entdo

[F(o)| = [E()| < IEl = I
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E 6bvio que (Vi € I) : (U;, F;) < (U, F). Verificam-se entdo as hip6teses
do lema de Zorn, pelo que existe algum elemento maximal (Z, F) de V.
Suponha-se que Z & V esejaentdov € V \ Z. Paracada o € R, seja

F: ZORv — R
w+Av —  F(w)+ Aa.

Entdo F, € (Z@ Ro) " e é um prolongamento de F. Quer-se mostrar que

existe algum a € R tal que F, seja continua e que ||F,| = ||F||, o que
estard em contradigdo com a maximalidade do par (Z, F). Afirmar que Fy
é continua e que ||F,|| = ||F|| equivale a

(Vw € Z)(VA € R) : |Eo(w + Av)| < ||E||||w + Ao|| <=
e (Yw € Z)(VA € R) : |[F(w) + Aa| < || F|[||w + Av]

e (Vo € Z)(VA € R) : |[F(—Aw) + Aa| < ||F|||| — Aw + Ao

= (Vw € Z) : [F(w) — a| < [|F||[|w -]

— (Vwe Z): F(w) —a < ||F|l[[w —o|| A =F(w) + a < [|w — 0|

> (Vw € Z) : F(w) — || F[[lw — o[| < a < F(w) + ||F[|||w —o]|.

E necessario entdo que se mostre que o conjunto
{ [F@)= || Fllllw = o, F(w) + [[F[[|w - o|l]|w € Z } (5.13)
tem interseccdo ndo vazia. Para tal, veja-se que se wy, wy € Z, entdo
F(wy) — F(wp) = F(wy — w»)
< |F(wy — wy)]|

~
< [[F[[l[wor — w2l
< [[F[[l[wor = of| + [|F[}]]o — w2]|

o que equivale a afirmar que
F(wr) = [|F|l[lwr —of| < F(w2) + [[F[[[w2 = o].
Logo,

sup (F(w) — ||F||[|w —v[|) < inf (F(w) + ||F||l|w — o]
wezZ wezZ

e, naturalmente, qualquer niimero situado entre estes dois nimeros per-
tence a todos os intervalos do conjunto (5.13). n
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COROLARIO 5.5 Se V' éum espago vectorial normado e v e w sdo dois elementos
distintos de V, entdo existe algum f € V' tal que f(v) # f(w).

DEMONSTRACAO: Tal como na demonstra¢do da proposi¢do basta
demonstrar que existe alguma forma linear f € V' tal que f(v —w) # 0.
Seja W = R(v — w) e seja

n: W — R
AMo—w) — A

Entdo 1 € W’ e é portanto prolongavel a alguma forma linear continua
f € V. Naturalmente, f(v —w) = (v —w) =1 #0. n

COROLARIO 5.6 Seja W um subespago vectorial de um espago vectorial nor-
mado V e seja v € V. Sdo entdo condigdes equivalentes:

1. veW;
2. paracada f € V' tal que f(W) = {0}, f(v) = 0.

DEMONSTRAGAO: Sev € Wese f € V' se anula em W entdo, visto que
f é continua, f também se anula em W, pelo que f(v) = 0.

Seja agora v € V \ W; quer-se mostrar que existe algum f € V' que se
anula em W e tal que f(v) # 0. Seja

m=inf{ || v—wl||lweW}.

Entdo m > 0, pois se se tivesse m = 0 isso implicaria que haveria alguma
sucessdo (wy ),eN de pontos de W tal que lim,,en (v — wy ), i.e. que v € W.
Mas entédo

(VA € R)(Vw € W) : ||Av +w| > m|A|; (5.14)

isto é trivial se A = 0 e, caso contrario,
JAo+ | = Al [[o - (A" w)|| > m|Al.

Considere-se a forma linear f € (W@ Ro)" tal que, paracada A € Re
cadaw € W, f(Av+ w) = A. Entdo f é continua, poisse A € Rew € W,
entao

|f(Av+w)| = |A] <m Ao+ w||

por (5.14). Logo, é prolongével a alguma forma linear continua F € V' e
entdo, visto que F é um prolongamento de f, F(W) = {0} e F(v) =1. m
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Afirmar que as condi¢des do enunciado anterior sdo equivalentes para
cada v € V é o mesmo que dizer que



Espacos de Banach

6.1 Definicdo e propriedades elementares

DEFINICAO 6.1 Designa-se por espago de Banach um espago vectorial nor-
mado completo.

EXEMPLO 6.1 Se || - || for a norma usual em R” (n € N), entdo (R", || - ||)
é um espaco de Banach.!

EXEMPLO 6.2 Sejam p € [1, +0] e (X, A, m) um espaco de medida. En-
tdo o teorema (4.3|afirma que L7 (X) é um espago de Banach.

EXEMPLO 6.3 Considere-se no espaco [!(IN) das séries absolutamente
convergentes a norma

[ ll2: '(N) —
+00
Y a, —
n=1

Entdo (I'(N), || - ||2) ndo ¢ um espago de Banach. Para ver porqueé, consi-
dere-se a seguinte sucessao (s, ),en de elementos de I (IN):

s1=(1,0,0,0,0,0,...)

s2 = (1,1/2,0,0,0,0,...)

s3 = (1,1/2,1/3,0,0,0,...)
s4 = (1,1/2,1/3,1/,0,0,. . .)

3
4

De facto, serd visto mais a frente que (R”, || - ||) € um espago de Banach seja qual for
a norma que esteja a ser considerada em R”.

127
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Trata-se de uma sucessdo de Cauchy de elementos de (I}, || - ||2), pois

+00 1
(Vp,m,n € N):m,n = p = |[sm—snll2 < ZP
k=p

No entanto, a sucessdo (s, ),en ndo é convergente. Se o fosse e se con-
vergisse para s = (a1,ay,as, .. .), entdo ter-se-ia necessariamente a, = 1/n
para cada n € IN, pois

(VmeN):m>=n=|a,—1/n| <||s—sul2
e lim,en ||s — sm|l2 = 0. Mas (1/n)en € I1(IN).

O facto de R" ou C" (n € IN) serem completos permite-nos saber que
certas sucessOes de elemetos destes espagos convergem sem se ter que
efectivamente determinar os respectivos limites. Nos espagos de Banach
a situagdo é a mesma. Vejamos um exemplo deste tipo de ideias, para o
qual é necessdrio comegar por introduzir um conceito.

DEFINICAO 6.2 Seja V um espaco vectorial normado. Diz-se que uma
serle Y.+ vy de elementos de V ¢ absolutamente convergente se a série
1 |vn|| for convergente.

PROPOSICAO 6.1 Num espago de Banach, qualquer série absolutamente con-
vergente é convergente.

DEMONSTRACAO: Seja Z:ﬂ v, uma série absolutamente convergente
de vectores de um espaco de Banach V e sejam m,n,p € IN tais que
m >n = p. Entdo

m m
Z Uk — Z Uk Y. o < ) lwl < Z [[ok]]- (6.1)
k=1 k=n+1 k=n+1
Como limpen Zk |ok|| = 0O, resulta de (6.1I) que a sucessdo das somas
parciais da série 2;_::1 v, é de Cauchy e, portanto, converge. n

PROPOSICAO 6.2 Um subespago vectorial W de um espago de Banach V é um
espaco de Banach se e s6 se W for um fechado de V.

DEMONSTRACAO: Este resultado é uma consequéncia imediata de, dado
um espago métrico completo E, um subespaco de E ser completo se e s6
se for fechado. n
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Este resultado é muitas vezes empregue para estudar o problema de
saber se um dado espago vectorial normado é ou ndo um espago de Banach.
Considere-se novamente o exemplo Aquilo que se demonstrou de
facto foi que o espago I'(IN) das séries absolutamente convergentes de
nimeros reais ndo é um subespaco fechado de (I*(IN), || - ||2); para tal,
foi visto um exemplo de uma sucessdo de pontos de I' (IN) que converge
para um ponto de I?(IN) que nao pertence a ' (IN). Serd demonstrado que,
num certo sentido, é sempre possivel fazer isto, ou seja, que é possivel
«mergulhar» qualquer espago vectorial normado ndo completo V num

espaco de Banach W e, naturalmente, V ndo serd um subespaco fechado
de W.

PROPOSICAO 6.3 Sejam V um espago vectorial normado p e q duas normas
equivalentes definidas em V. Entdo (V, p) é um espago de Banach se e sé se (V,q)
o for.

DEMONSTRACAO: Afirmar que as normas p e g sdo equivalentes equivale
a afirmar, pela proposi¢do que os abertos de (V, p) e de (V,q) sdo
os mesmos e isto é o mesmo que dizer que id: (V,p) — (V,q) é um
homeomorfismo. Mas entdo, pelo teorema trata-se de uma funcdo
uniformemente continua com inversa uniformemente continua, pelo que,
dada uma sucessdo (v,),cN de elementos de V, ela é uma sucesséo de
Cauchy em (V, p) se e s6 se for uma sucessdo de Cauchy em (V, g). Logo,
(V,p) e (V,q) tém as mesmas sucessdes de Cauchy e, como p e g sdo
equivalentes, as mesmas sucessdes convergentes. Logo, afirmar que (V, p)
é completo equivale a afirmar que (V, q) é completo. n

Resulta desta proposic¢do, do teorema 5.3/e do que foi mencionado no
exemplo [6.1|que R" (n € IN) é completo para qualquer norma.

PROPOSICAO 6.4 Sejam V e W espagos vectoriais normados. Se W for um
espaco de Banach, entdo L(V, W) também o é.

DEMONSTRACAO: Seja (fr)neNn uma sucessdo de Cauchy de elementos
de £(V, W); quer-se mostrar que é convergente.
Sejav € V.Sem,n € N, entdo

[ fn(0) = fa ()| < I fn = fullll]

e, portanto, a sucessdo (fy) 1enN € uma sucessdo de Cauchy de elementos
de W; logo, converge. Seja f(w) = lim,eN fu(w). Vai-se mostrar que
f e L(V,W)equelim,en fn = f.
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A fungdo f é linear, poisse v,w € Vesewn, B € R, tem-se
Flav + pw) = lim folaw + o)
= lim (tfu(0) + Bfa(w))
= af(0) + Bf(w).
Vejamos agora que f é continua. Seja ¢ > 0. Existe algum p € N tal que
(Vm,n e N) :m,nzp=|fum— ful <e
Logo,sev € Vesem,n € IN sdo taisque m,n > p,
1fn(@) = fu(@)|| = [|(fr = fu) @) < [ fn = fulll0ll < ell0]l
e, portanto,
(vneN):n > p=|[(f~ fu)@)|| <ello]. 62)

Em particular, f — f, é continua e, como f = (f — f,) + fp, f é continua.
Por outro lado, resulta de (6.2) que se n > p, entdo || f — fu| < ¢, pelo que

Seja V um espago de Banach. Resulta da proposicdo anterior que
L(V,V) também é um espago de Banach e este facto, juntamente com a
proposicdo 6.1, permite definir, por exemplo, exp(f) (f € L(V,V)) por

+o00 rn
op(f)= L1

Esta soma converge pois, pela proposigéo tem-se || f"|| < ||f||" para
cada n € IN, de onde resulta que a série Z:{i% f"/n é absolutamente

convergente e, em particular, é convergente. Analogamente, poder-se-iam
definir sen(f), cos(f), etc.

COROLARIO 6.1 Se V é um espago vectorial normado, entiio V' é um espago de
Banach.

DEMONSTRACAO: Basta ver que R é completo. |

PROPOSICAO 6.5 Sejam V um espago vectorial normado, W um subespago
vectorial de V e f uma aplicagdo linear continua de W num espago de Banach U.
Entdo f é prolongdvel a uma e uma sé aplicacio linear continua de W em U e a
norma de um tal prolongamento é igual a de f.
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DEMONSTRACAO: A unicidade é muito simples de demonstrar e ndo
depende de U ser um espago de Banach. Basta observar que se F; e F,
forem prolongamentos de f a W nas condi¢des do enunciado, entdo, visto
que F; e F, sdo continuas, o conjunto {w € W | Fi(w) = F(w) } é um
fechado de W. Mas por outro lado, este conjunto contém W e o tnico
fechado de W que contém W é W.

Passemos a existéncia. Seja w € W e seja (wy,),en uma sucessdo de
elementos de W que converge para w. Entdo (w,),cN € uma sucessao
de Cauchy e, como f é uniformemente continua (pelo teorema , a
sucessdo (f(wy)), . também o é. Logo, visto que se esta a supor que
U é completo, a sucessao converge. O limite ndo depende da escolha da
sucessdo (wy )eN, pois se (w),)eN for outra sucessdo de elementos de W
que converge para w, entdo lim, N w, — w)}, = 0 e, portanto, pela continui-
dade e pela linearidade de f, lim,en f(w,) — f(w;,) = 0, 0 que é 0 mesmo
que dizer que lim, e f(wy,) = lim,en f(w),). Faz entdo sentido definir
F: W — U do seguinte modo: se w € W, seja (wy, )N uma sucessdo de
elementos de W que converge para w; define-se entdo F(w) como sendo o
limite da sucessdo (f (wn))n N E claro que F é um prolongamento de f,

pois se w € W, toma-se a sucessdo (wy),eN tal que (Vn e N) :w, =we

entdao
F(w) = lim f(w) = f(w).

Vejamos que F ¢é linear. Sejam &, 8 € R e sejam v, w € W; quer-se provar
que F(av + Bpw) = aF(v) + BF(w). Sejam (vn)neN € (Wn)neN Sucessdes
de elementos de W convergentes para v e para w respectivamente. Entado
lim,en a0y, + pwy, = av + w e

Flav+ pw) = f (iig&(wn + ,Bwn))
= lim f(0,) +  lim f(w)
= aF(v) + BF(w).

A fungdo F é continua, pois se w € W e se (W, )N € uma sucessdo de
elementos de W que converge para w, entdo

|F (@) = ||lim f(wa)]
< tim [ £l

= |l flll[zwll-
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Resulta também daqui que ||F|| < ||f|| e entdo, tal como na demonstragado
do teorema de Hahn-Banach, ||F|| = ||f]|. u

DEFINICAO 6.3 Se V e W sdo espagos vectoriais normados, diz-se que
uma fungdo f de V em W é uma isometria se

(Vo,w e V) :|f(o) = f(w)] = |[o—w]. (63)

Naturalmente, se, nas condi¢des da defini¢do anterior, f for linear,
entdo a condicdo (6.3) equivale a condicdo

(Vo e V):f@)] =l

Por outro lado, observe-se que a condi¢do afirma simplesmente que a
distancia entre dois pontos de V é igual a distancia entre as suas imagens;
é precisamente assim que se define o conceito de isometria entre espagos
métricos.

Verifica-se facilmente que qualquer isometria é injectiva e que, caso
seja sobrejectiva, a inversa é também uma isometria.

TEOREMA 6.1 Seja V um espago vectorial normado. Existe entiio um espago
de Banach W e uma isometria linear 1: V. — W tal que (V') é um subespago
denso de W. Além disso, se W for outro espago de Banach e se I for uma isometria
linear de V em W tal que (V') seja um subespaco denso de W, entiio existe uma e
uma s6 aplicacio linear continua ¢: W —s W tal que o 1 = I. Esta aplicagdo
linear é uma isometria bijectiva.

DEMONSTRACAO: Seja S o espago das sucessdes de Cauchy de elementos
de V. O espago S tem uma estrutura natural de espago vectorial, assim
definida: se (vy)neN, (Wn)neN € Sew, B € R, entdo

“(UH)HGJN + IB(wn)nelN = ((xvn + ﬁwn)ne]N)

verifica-se facilmente que esta tltima sucessdo também é de Cauchy. Se
(Vn)neN € S, entdo (||vn||)nen € uma sucessdo de Cauchy de niumeros
reais, visto que, pela proposi¢ao[5.4} || - || é uniformemente continua. Pode-
-se entdo definir
p: S — R

v = lim ||o,||.

(e > lim o]
Calculos simples mostram que p é uma semi-norma. Se (W, || - ||w) for o

espago vectorial normado obtido a partir de S e de p pelo processo descrito
na proposigao .7 entdo, por defini¢do, W é o quociente de S pelo espago
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vectorial formado pelas sucessdes (vy),eN € S tais que lim,cn ||7|| =0,
i. e. pelo espago das sucessdes convergentes para 0. Seja 1: V — W a
fungdo assim definida: se v € V, entdo ((v) € a classe de equivaléncia da
sucessdo constante que toma sempre o valor v. E simples verificar que ¢ é
uma isometria linear.
Vejamos que (V) é um subespago denso de W. Para tal, considere-se
a classe de equivaléncia [(vn)neN} de um elemento de S; vai-se mostrar
que
lim [1(v,)]= [(vn)nen]- (6.4)

nelN
Seja entdo ¢ > O eseja N € N tal que

(Vr,s e N):1,s 2 N = ||v, —vs]| < e.
Entdo,ser € N étalquer > N,

” [(Un)ne]N} - [‘(vr)] Hw = igﬂr\% lon — v/ <e

poisn > N = ||v, —v,]| < e.

Vejamos agora que W é um espaco de Banach. Seja (w;),en uma
sucessdo de Cauchy de elementos de W; quer-se mostrar que converge.
Para cadan € IN, seja v, € V tal que

[wn = t(on) ||}y < %; (6.5)

um tal vector existe visto que (V) é denso em W. Entdo a sucessado
(V) neN € uma sucessdo de Cauchy de elementos de V, pois se ¢ > 0 e se
se tomar N € IN tal que
€
o (VrrseN):r,s > N = |jw, —ws||,, < 3
. 1 < €
N 3

entdo, se r,s € IN forem tais que r,s > N,

W(v,) — l(ZJS)HW

I
S lleor) = wrlyy + flwr = awslyy + [Joos = o(0s) [

<1+£+1
r 3 s

<2 €
N 3

< &
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Resulta da relagéo (6.5) que as sucessdes (wy, ),cNn 30 ambas convergentes
ou ambas divergentes e que, no primeiro caso, tém o mesmo limite. Mas
entdo deduz-se da relacdo (6.4) que [(vn)neN] € W é o limite da sucessdo

(wn)neN- "

Sejam agora W e I como no enunciado. Considere-se a aplicacdo linear

fort: (V) — W
(v) +— I(v);

esta definicdo faz sentido, visto que ¢ é injectiva. Seja ¢y: W — W um
prolongamento linear e continuo de 7 o 1~aW;este prolongamento existe
e é inico pela proposigao e porque W = (V). E 6bvio que por =Te
tudo o que falta demonstrar é que ¢ é uma isometria e uma bijeccdo. Se
w € W entdo existe alguma sucessdo (v,),eN de elementos de V tal que

w = limyen £(v,) e entdo
o)l = o (Jim o)) |

= lim [ly(:(vn)) I

= tim (o) |

= lim ||v,|| (pois 7 é uma isometria)
nelN
= [l

Como ¢ é uma isometria, i e ¥y~ ! sdo fungdes uniformemente continuas,
pelo que (W) é completo; logo, é um subespaco fechado de W, pela
proposicao Mas, como se tem o1 = I, (W) D (V) e, portanto,
visto que (W) é fechado e 7(V) é denso,

p(W) DI(V) = W. n

6.2 Espacos de Hilbert

Nesta seccdo e na proéxima, os espagos de Banach pouco aparecem. Elas
servem apenas para introduzir alguns problemas que serdo resolvidos
empregando teoremas relativos aqueles espagos.

DEFINICAO 6.4 Seja V um espaco vectorial real. Diz-se que uma fungdo

(,): VxV — R
(v,w) +— (v,w)
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é um produto escalar se
1. for bilinear;
2. simétrica (i.e. (Vo,w € V) : (v, w) = (w,v));
3. definida positiva (i. e. (Vo € V) : (v,v) > 0 e, além disso, tem-se
(v,v) = 0seesdsev=0).
EXEMPLO 6.4 Se n € IN, o produto escalar usual em R” define-se por

R" x R" — R
n

(1o xn), Y1, yn)) = Xk Y-

k=1

EXEMPLO 6.5 Seja (X,.A, m) um espago de medida. Entdo, pela desigual-
dade de Holder, se f, g € L?(X), fg € L}(X). Faz entéo sentido definir o
seguinte produto escalar:
L2(X) x L2(X) — R
(f,8) = /X fgdm.

DEFINICAO 6.5 Um espago pré-hilbertiano é um par ordenado (V, (-, -)),
onde V é um espago vectorial real e (-, -) é um produto escalar de V em RR.

PROPOSICAO 6.6 (DESIGUALDADE DE CAUCHY-SCHWARZ) Se (V, (-, -))
for um espago pré-hilbertiano, entdo

(Yo,w € V) : [(0,w)] < 4/ (0,0)1/ (w,w).

DEMONSTRAGAO: Basta fazer a domonstragdo para v, w # 0, pois o enun-
ciado é trivial sev = 0ouw = 0.
Sejam v, w € V' \ {0} esejam A, u € R. Entdo

0 < (Av+ pw, Av + pw)
= A%(0,0) + 2Au(v, w) + u* (w, w)

:(A (v,v) +u (w,w>>2+Ay<<v,w>—\/(v,v)\/<w,w>>,

Em particular, se se tomar A = £+/(w, w) e u = F/(v, v), tem-se

0< —\/(w,w>\/<v,v><(v,w> — \/<v,v>\/<w,w)>.
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Como +/(v,v), /(w, w) > 0, resulta daqui que

(v, w) < \/<v,v>\/(w, w).
Visto que isto tem lugar para cada v e cada w,
(v, w)| = £ (o, w)
= (+0, w)

< \/(iv, +0v) \/<w, w)

= \/(v,v>\/<w,w>. u

Resulta da desigualdade de Cauchy-Schwarz que se (V, (-, -)) for um
espacgo pré-hilbertiano, a fungdo
N-1: VvV — R
v (v,0)

é uma norma. A tnica propriedade que ndo é imediata é a desigualdade
triangular, mas se v, w € V, tem-se

||v+w||2: (v+w, v+ w)
= (v,v) +2(v, w) + (w, w)
< ol + 2]joll|jw] + [lw||?

2

= (llo]| + lJwl])".

Logo, cada espago pré-hilbertiano tem uma estrutura natural de espago
vectorial normado. Alguns destes espacos vectoriais normados serdo
espacgos de Banach, i. e. serdo completos.

DEFINICAO 6.6 Designa-se por espaco de Hilbert um espago pré-hilberti-
ano completo.

Num espaco pré-hilbertiano, o produto escalar permite definir o con-
ceito de vectores ortogonais.

DEFINICAO 6.7 Seja V um espacgo pré-hilbertiano. Diz-se que dois vecto-
res v, w € V sdo ortogonais® se (v, w) = 0. Diz-se que uma familia (v;);c;
de vectores de um espaco pré-hilbertiano é ortogonal se, para quaisquer
dois elementos distintos i, j € I, v; e v; forem perpendiculares. Se, além
disso, todos os elementos da familia tiverem norma 1, diz-se que a familia
é ortonormal.

2Tembém se emprega aqui o termo perpendiculares.
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PROPOSICAO 6.7 Sejam V um espago pré-hilbertiano, W um subespago vec-
torial de V. e v € V. Se existir algum vector vy € W tal que v — vy seja
perpendicular a qualquer elemento de W, entdo a fungdo

W — R+
w = |w—o2

atinge o seu valor minimo no ponto vy e apenas nesse ponto.

DEMONSTRACAO: Basta ver que se w € W, entdo

lo — o> = [[(w — v) = (v~ v0) I = lw —vo||* + ||l — vol|?,

pois w — vy € W e, portanto, (w — vy, v — vg) = 0. |

Pode-se provar (veja-se [7, §1.2] ou [14, cap. 4]) que se V for um espaco
de Hilbert e W for fechado, entdo existe necessariamente um vector vy nas
condic¢des do enunciado.

6.3 Séries de Fourier

Vai-se representar por C(T) o espago das fun¢gdes continuas de R
em R que sdo periddicas de periodo 27r. Esta notagdo tem origem no
facto de o conjunto das fungdes de R em R periddicas de periodo 27t se
identificar naturalmente com o conjunto de todas as fun¢des de R/ (271Z)
em R e de T ser a notagdo usualmente empregue para representar o
quociente R/ (27tZ). Além disso representa-se por LP(T) (p € [1, +]) 0
conjunto das classes de equivaléncia das fun¢des de R em IR periddicas
de periodo 27t tais que f|[_ ) € LP([—7, 7t]), relativamente a relagao
de equivaléncia usual (i. e. duas fung¢des sdo equivalentes quando e s6
quando sdo iguais g. s.). No que se segue, somente irdo intervir os espagos
LY(T) e L*(T). A norma que se vai considerar no primeiro destes espacos
serd a norma || - ||1, definida por

I = 5 [ 1FG0)dx

Naturalmente, L!(T) é um espago de Banach, pois a funcao

LY(T) — LY([-m,7])
f = %f‘[—n,n]
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é uma isometria sobrejectiva. Analogamente, o espaco L?(T) é um espaco
de Hilbert relativamente ao produto escalar definido por

(f, &) = % /t[f(X)g(x) dx.

DEFINICAO 6.8 Se f € L?(T), designa-se por série de Fourier da fungéo f
a série de fungdes

+0o0
ao
5>+ ’;(an cos(nt) + by sen(nt)), (6.6)
sendo
(VneZy):a, = l/ f(t) cos(nt)dt
T J—m
e

(Vn € N) : b, = %/jrf(t) sen(nt) dt.

Naturalmente, os niimeros da forma a,, (n € Z ) e da forma b,, (n € IN)
dependem de f, pelo que talvez fosse preferivel escrevé-los sob a forma
an(f) e by(f) respectivamente mas, para simplificar as notagdes, isso s6
serd feito quando houver mais de uma fung¢do envolvida. No entanto,
convém observar que se se encararem as sucessoes (4, )ncz, € (bn)neN
como sucessdes de fungdes de L' (T) em IR, entdo tratam-se de aplicacdes
lineares continuas.

Os coeficientes (2,,),ez, € (bn)nen da definicdo anterior estao relacio-
nados com a proposigao De facto, um célculo simples mostra que as
funcdes de R em R definidas por

t— cos(nt) (ne€Zy)

t — sen(nt) (n € IN)

formam uma familia ortogonal de elementos de L?(T); além disso, todos
os elementos desta familia tém norma 1/2 excepto, naturalmente, a funcdo
constante que toma sempre o valor 1, cuja norma é igual a 1. Seja 7 o
conjunto dos elementos de L?(T) que se podem exprimir como a soma de
uma série convergente

ag + Jio (an cos(nt) + B sen(nt));

n=1
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as séries deste tipo designam-se por séries trigonométricas. A proposicio|6.7]
afirma entdo que, caso a série seja convergente (em L?(T)), a sua
soma é a série trigonométrica mais préxima da fungéo f.

Em 1822, no seu livro Théorie analytique de la chaleur, Fourier afirmou
que qualquer fungado periédica de R em R de periodo 27 se pode expri-
mir como soma da sua série de Fourier, i. e. que a série converge
pontualmente para a funcdo f. Inicialmente, esta ideia foi recebida com
bastante cepticismo mas, a medida que o século XIX ia avancando, foi-se
constatando que nédo se encontravam excepgdes a esta regra. Dirichlet
demonstrou que a hipétese de Fourier é valida em muitos casos. Por
exemplo, resulta dos trabalhos de Dirichlet que se f for continua e se, para
algum subconjunto finito F de [—, 7t], f for derivavel em todos os pontos
de [—7t, 1] \ F e se a derivada for uma fun¢do continua e limitada, entdo
a hipétese é verdadeira e a convergéncia é mesmo uniforme nesse caso;
veja-se [10, cap. 15] uma demonstracdo deste resultado. Uma questdo
que se pde naturalmente neste contexto é a seguinte: haverd alguma fungio
continua de R em R periddica de periodo 27t que ndo seja a soma da sua série de
Fourier?

Vejamos outra questdo, que tem origem no seguinte enunciado:

TEOREMA 6.2 (LEMA DE RIEMANN-LEBESGUE) Se f € L'(T), entdo

llm an — llm bn — O.
neZy nelN

DEMONSTRACAO: Vai-se demonstrar somente que lim,cz a4, = 0; a
demonstracdo de que lim, e b, = 0 é andloga. Quer-se entdo provar que

lim / " F(#) cos(nt) dt = 0 6.7)

ﬂEZ+

Sejam a,b € [—r, 7| tais que a < b. Vai-se provar que se tem para
f = X{a,p)- Isto resulta de um calculo directo: se n € IN, entdo

‘/ZX[a,b](t) cos(nt) dt' = /ub cos(nt) dt‘
_ [M] =

n t=a

sen(nb) — sen(na)

/AN
:.I =



140 Espacos de Banach

Resulta da validade do lema para as fung¢des do tipo x|, ;) € da linearidade
dea, (n € Z.) que se f for combinagdo linear de fungdes do tipo x|, |,
entdo continua-se a ter (6.7).

Suponha-se agora que f é continua. Seja € > 0. Visto que f é continua,
a sua restricdo a [— 7, 77| é uniformemente continua. Existe entdo algum
6 > 0 tal que

(Vx,y € [-ma]) s |x—yl <6 = [f(x) = f(y)| <e.
Seja —m = ap < a1 < --- < &y = 7T uma partigdo do intervalo [—7t, 77] tal

que cada intervalo da parti¢do tenha comprimento inferior a 6. Seja

g = Zf(“k)?c[txk,l,lxk]'
k=1

Entdo sup |f — g| < e. Por outro lado, se n for suficientemente grande
lax(g)| < €, pelo que,

}an(f)‘

|an(f — &) +an(g)|

an(f — g)| + |an(g)|
2¢,

NN

pois

anf =) = |3 [ (F(0) = g(0)) costnt) at
<or [ 1s0 - gl at

—7T

1 7T
< — dt
27 /—7‘((g

<e

N

N\

A validade do teorema no caso geral decorre do teorema pois este
implica que que C(T) é denso em L!(T). n

Isto leva a seguinte pergunta: dadas duas sucessoes de niimeros reais
(an)nez, € (bn)nen convergentes para 0, existe necessariamente alguma fungio
f e LNT) tal que (Vn € Z) : an(f) = an e que (Vn € N) : by(f) = b,?

Sera visto que os proximos dois teoremas sobre espagos de Banach
permitirdo mostrar que a resposta a ambas as perguntas é negativa. Antes
de se prosseguir, é conveniente reformular o conceito de séries de Fourier
de uma maneira que leva a calculos mais simples. Para isso, é necessario
ver o que se entende por integral de uma fungdo com valores em C.
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DEFINICAO 6.9 Se f for uma fungdo de X em C, entdo diz-se que f é
integrdvel se as fung¢des Re f e Im f o forem. Nesse caso designa-se por
integral de Lebesgue de f o nimero

/dem:/XRefdm—i—i/XImfdm.

E também conveniente alargar o conceito de série de maneira a englo-
bar expressdes da forma ),z ¢,. No contexto em que se estd a trabalhar,
dir-se-4 que uma tal série converge se o limite limyen YN ¢,y existir e,
se for esse o caso, o limite em questdo sera designado por soma da série.

DEFINICAO 6.10 Se f € L?(T), designa-se por série de Fourier da funcio f
a série de funcoes

Y. f(n)e™ 6.8)

nesz

sendo
—mt
(vneZ): f(n) = 5 / f(t)emt dt.

Assim sendo, o conceito de série de Fourier de uma funcéao f € L?(T)
foi definido de duas maneiras distintas. No entanto, a diferenca é superfi-
cial, uma vez que, para cadan € IN

_ i /n f(t)e—int dt
N 27 -7

= % /_Zf(t) cos(nt) dt — é /_if(t) sen(nt) dt
a, — ib,

paracadan € —IN

fn) = —=——=f(-n) (69)
e f(0) = a/2. Por outro lado,
N g N
(VN € N) Z et = >+ Y (an cos(nt) + by sen(nt)).

n=1
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A primeira das perguntas atrds formuladas pode entdo ser reformulada
do seguinte modo: se f € C(T), tem-se ou ndo necessariamente:

(¥t € R): f(t) = lim _Nf(n)ei”f?

A segunda admite a seguinte reformulag¢do: dada uma famila (z,),cz de
numeros complexos tal que (Vn € Z) : 2, = z, e que lim,enz, = 0,
terd que existir alguma funcao f € L'(T) tal que (Vn € Z) : ¢, = f(n)?

Como j4 foi afirmado, ird ver-se que ambas as perguntas tém resposta
negativa.

6.4 O teorema de Banach-Steinhaus

O préximo teorema sobre espagos de Banach que vai ser demonstrado
vai ser o primeiro em cuja demonstragdo a completude daqueles espacos
ndo vai ser empregue directamente, i. e. a demonstragdo nao vai recorrer
explicitamente ao facto de se estar a trabalhar num espago no qual qual-
quer sucessdo de Cauchy é convergente. Em vez disso, vai-se recorrer ao
seguinte resultado:

TEOREMA 6.3 (TEOREMA DE BAIRE) Num espago métrico completo, qual-
quer familia numerduvel de abertos densos tem intersecgdo densa.

DEMONSTRACAO: Sejam E o espago métrico em questdo. Se x € E e
r > 0, vai-se representar por B'(x, r) a bola fechada de centro x e raio r.

Seja (An)nen uma familia numerével de abertos densos. Se x € E e
e > 0, quer-se mostrar que algum elemento de B(x, €) pertence a todos os
A, simultaneamente.

Sejam x; = x e g1 = &. Como A; é um aberto denso, B(x1,e) N Ap é
um aberto ndo vazio. Seja x, € B(x1,€) N Ap e seja € €]0,¢1/2] tal que
B'(x2,€2) C B(x1,€1) N Ay. Como Aj é um aberto denso, B(xp,¢2) N A
é um aberto ndo vazio. Seja x3 € B(xp,€2) N Aj e seja €3 €]0,¢2/2] tal
que B'(x3,e3) C B(xp,€2) N Az. Continuando este processo, obtém-se
sucessdes (Xn)neN € (€n)neN tais que, para cadan € IN,

1. 0< g, <€/2m

2. B/(xn+1,€n+1) C B(.xn,gn) mAn.
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Vejamos que N, B' (x4, €n) # @. Resulta de se ter

€
(Vn € N) : |xp11 — xu| < &n < Tl

que
13
(Vm,n,peN):m>=n>p=|xyu — x| gF
e, portanto, que a sucessao (x,),eN € de Cauchy. Entdo converge e o seu
limite pertence a todas as bolas B'(xy, €,,). Por outro lado,

ﬂ B'(x,e,) C ﬂ (B(xn, €0) N Ap)

nelN nelN

CB(x,s)ﬂ(ﬂ An>. m

nelN

Sejam V e W espagos vectoriais normados e (f;);e; uma familia de
aplicagOes lineares continuas de V em W. Considerem-se as seguintes
possibilidades:

1. o conjunto { ||f;]| | i € I } é majorado;

2. existe algum v € V tal que o conjunto { || f;(v)|| | i € I } ndo é majo-
rado.

Estas duas possibilidades sio mutualmente incompativeis. De facto, se a
primeira se verificar e se M for majorante do conjunto de todas as normas
|fill G € I), entdo, casov € Vei € I, ||fi(v)| < |Ifilllloll < M]lv]|, pelo
que a segunda condigdo ndo se verifica.

Por outro lado, é possivel que nenhuma das possibilidades tenha lugar.
Por exemplo, seja (coo(IN), || - |o) 0 espago do exemplo 5.6/e seja, para
n € N,

fu: co(N) — R

n
(an)nen  + Z ag.
k=1
Entdo a primeira possibilidade nio se verifica, pois (Vn € IN) : || fu|| = n.
Mas a segunda também ndo se verifica, pois se (a,),en € coo(IN) e se
N € N for tal que a4 = 0 quando k > N, entdo todos os nimeros da
forma fi((an)nen) (k > N) sdo iguais a Y} ; a; e, portanto, o conjunto
{|fn ((an)nen)| | n € N } é majorado, visto que é finito.
O préximo teorema mostra que a situagdo muda totalmente se se
estiver a supor que V é um espago de Banach.
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TEOREMA 6.4 (TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS) Sejam V um espago
de Banach, W um espaco vectorial normado e (f;)ic; uma familia de aplicacdes
lineares continuas de V.em W. Entdo tem lugar uma e s6 uma das sequintes
possibilidades:

1. o conjunto { ||fi|| | i € I } é majorado;

2. oconjunto{v e V |{|fi(v)]| | i € I} ndoémajorado } é densoem V.
DEMONSTRACAO: Para cada n € IN, seja
Ap={veV|EFiel:|fi(v)|>n}.

Este conjunto é aberto, pois ¢ a reunido das imagens reciprocas de |1, +oo[
pelas fungdes continuas

Vv — ]RJF

v = i@

(i € I). Ha duas possibilidades: ou todos os A, sdo densos em V ou ha
algum que ndo o é.

Caso algum A, ndo seja uma parte densa de V, V \ A, é um aberto
nao vazio de V; existem entdo v € V e r > 0 tais que B(v,7) C V \ Aj,.
Em particular,

lw—o|| <r=w¢ Ay <= (Vicl):|fiw) <n

Entdo, se |w|| < 1, tem-se, paracadai € I,

@) = i)
< N0+ rw) — £0)]
(Ifio+ ro)l| + (o) )

n

<

N[ F—,=

ST
e, portanto, verifica-se a primeira possibilidade do enunciado.

Caso todos os conjuntos A, sejam densos em V, a sua intersec¢do
também o é, pelo teorema de Baire. Mas se v pertencer a interseccao,
resulta da defini¢do de (A;),en que o conjunto { || f;(v)|| | i € I } ndo é
majorado. n
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Pode-se ver em [7, §I11.14] uma demonstracdo deste teorema que em-
prega directamente a definicdo de espago completo e ndo o teorema de
Baire.

Vai-se ver agora como deduzir do teorema de Banach-Steinhaus que
ha fun¢des em C(T) cuja série de Fourier ndo converge em todos os
pontos, uma consequéncia que ja é extraida no artigo onde este teorema
foi publicado originalmente; veja-se [2]. Observe-se que se se definir, para
cada N € Necadat € R,

N .
Kn(t) =), ™, (6.10)
n=—N
entao
L jome = ¢ o[ f
m —mu m
f(u du
N —~ 27r

= u en(t=1) gy
27 /—nf( )n:Z—:N
_ %/nf(u)KN(t— ) du.

Quer-se entdo saber se se tem
7T

(Vf € CTY) (Wt € R) : F(£) = lim — [ F(u)Kn(t — 1) dus.

neN 27T —7T

Vai-se estudar um caso particular deste problema, nomeadamente o de
saber se

(Vf € C(T)) : £(0 —hm—/ Flu

neN 271

Para cada n € IN, considere-se a aplicagdo linear

F.: C(T) —
1 (= K
A S AL
Vai-se considerar em C(T) anorma || - ||, Ou seja, a norma definida por

| fllo = sup |f]. Entdo (C(T), || - ||o) € um espaco de Banach, pois C(T) é
um subespacgo fechado de (L*(R), || - ||« ). Relativamente a esta norma,
cada fungédo F, é continua, pois se || f||c < 1

‘Fn(f)‘g 1/ ‘K ‘d”:HKn”l-

27
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Vejamos que a desigualdade anterior é, de facto, uma igualdade. A
funcdo K, apesar da maneira como esta definida, s6 toma valores reais.
Isto pode ser demonstrado provando que (Vt € R) : K, (t) = K,(t) ou
entdo aproveitando o facto de K (t) se exprimir como a soma de niimeros
em progressdo geométrica para provar que

sen((n+1/2)t) tdo2nZ
(FHER): Ky(t) = 4 senl7)  SCTE2T (6.11)
2n+1 caso contrario.
Seja
p: R — R

1 se K,,(—t) >
to— n(=t) /-O
—1 caso contrario.

Entédo é possivel encontrar uma sucessao (¢m)men de elementos de C(T)
tais que (Vm € IN) : [[@m]lo < 1 e que limyen ||¢ — ¢ml1 = 0. Logo,
decorre do teorema da convergéncia dominada que

lim F,(@m) = %/n ¢ (u)Ky(—u) du

meN
1
271/ }Kn |du
= [|Kin]]1-

Vejamos agora que lim, ¢ ||F.|| = +o0 0 que equivale, pelo que foi
visto no pardgrafo anterior, a afirmar que lim, e ||Ky||1 = +00. Se x € R,
entdo | sen(x)| < |x|; resulta desta observagéo e da relagdo (6.11) que

1 dt
| Knl|1 > —/ sen <n—}— )
1’1

+3)m dt

== |sent| —

7T Jo t

20 1 [k
>—Z—/ | sen t| dt

T =k J k-1
_ 4yt

ik

Visto que lim,en Y I/k = 400, estd provado que lim, e || Ky |1 = +00.
Pode-se agora aplicar o teorema de Banach-Steinhaus. Ja foi visto
que o conjunto { ||F,|| | # € N } ndo é majorado. Logo, ha fungdes f €
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C(T) (de facto, todo um conjunto denso de fungdes) para as quais a
sucessdo (|Fu(f) ])n < Ndo é majorada. Em particular, ndo existe o limite
lim,en Fq(f) e, portanto, ndo se pode ter f(0) = lim,en Fu(f). Isto é o
mesmo que afirmar que f(0) ndo é limite da sua série de Fourier no ponto
0.

Naturalmente, o ponto 0 nada tem de especial; 0 mesmo argumento
aplica-se a qualquer ponto de RR.

Estd entdo provado que é possivel encontrar alguma fungdo f € C(T)
tal que, para cada x € IR, a série de Fourier de f no ponto x ndo converge
para f(x). Uma demonstra¢do mais elementar deste resultado pode ser
vista em [10, cap. 18]. Por outro lado, pode-se provar que a série de Fourier
de uma funcdo f € C(T) no ponto x converge para f(x) q.s.; veja-se [4].

Uma questdo que se pode poOr agora é a seguinte: serd possivel obter
uma fungdo f € C(T) a partir da sua série de Fourier? A resposta (afir-
mativa) é dada pelo proximo teorema. Se f € C(T),se N € Neset € R,
seja

N A .
sv(f, )= Y fln)e™.
n=—N

Ja foi visto que néo se tem necessariamente f(f) = limyen sy (f, t) para
cadat € R.

TEOREMA 6.5 (TEOREMA DE FEJER) Se f € C(T) entdo a sucessdo de fun-
¢oes (0, (f, ) )nen definida por

1 n
n-+ 1 Z Sn (f’ t)

k=0

(Vn e N)(Vt € R) : 0 (f, 1) =

converge uniformemente para a fungdo f.

Veja-se [10, cap. 2] para a demonstragao.

Visto que, pela relagao (6.9), se tem f(n) = f(—n) quandon € —N e
como f(0) = L [7_f(t)dt € R, cada funcéo do tipo 0, (f,-) (n € N) é
combinacdo linear da fun¢do constante que toma sempre o valor 1 e de
fung¢des do tipo t — cos(nt) e t — sen(nt) (n € IN); tais combinagdes li-
neares designam-se por polindmios trigonométricos. Resulta imediatamente

do teorema de Féjer que se tem o seguinte

COROLARIO 6.2 Os polinémios trigonométricos formam uma parte densa de
C(T).

Para uma demonstragdo deste coroldrio que ndo recorre ao teorema de
Féjer, veja-se [14), cap. 4].
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6.5 O teorema da aplicagdo aberta

DEFINICAO 6.11 Sejam E e F espagos métricos. Diz-se que uma funcéo f
de E em F é aberta se, para cada aberto A de E, f(A) for um aberto de F.

EXEMPLO 6.6 A funcdo id: (C([0,1]),] - le) — (C([0,1]), ]| - |l1) n&o
é aberta pois, como foi visto na primeira alinea do exemplo a ima-
gem da bola aberta unitaria de (C([0,1]), |- [lo) Ndo é um aberto de

EXEMPLO 6.7 A projeccao

7: R? — R
(xy) — x

é aberta. De facto, qualquer aberto A de IR? pode ser escrito sob a forma

A= U]ail, al‘z[x]bill biZ[/

iel
pelo que (A) = U;er]air, ai2], que é um aberto de R.

Na demonstragdo do préximo teorema vai ser empregue o teorema de
Baire, mas sob uma forma ligeiramente distinta daquela que foi empregue
na demonstragdo do teorema de Banach-Steinhaus. O teorema de Baire
afirma que, num espago métrico completo E, qualquer sucessdo de abertos
densos tem interesec¢do densa. Seja agora (F,),cn uma sucessdo de
fechados de E com interior vazio. Entdo, para cada n € IN, afirmar que

F, é fechado equivale a afirmar que Fnc é aberto e afirmar que F, tem

interior vazio equivale a afirmar que Fnc é denso. Mas entdo (Fnﬂ)n eN €
uma sucessdo de abertos densos, pelo que a sua intersec¢do é densa, o
que equivale a afirmar que |, <N Fr tem interior vazio. Estd entdo visto
que resulta do teorema de Baire que, num espago métrico completo, dada
uma sucessao de fechados com interior vazio, a sua reunido também tem
interior vazio. De facto, vé-se facilmente que todo o raciocinio empregue

é valido nos dois sentidos, i. e. que, dado um espago métrico, as condi¢des
* qualquer sucessdo de abertos densos tem intersecgdo densa;

® a reunido de uma sucessiao de fechados com interior vazio tem
interior vazio

sdo equivalentes.
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TEOREMA 6.6 (TEOREMA DA APLICACAO ABERTA) Qualquer aplicagio li-
near continua e sobrejectiva de um espago de Banach noutro espago de Banach é
aberta.

DEMONSTRACAO: Sejam B e B as bolas abertas unitdrias de V e de W

respectivamente. Se se mostrar que f(B) D rB’ para algum r > 0, o

teorema estard demonstrado, pois resulta daqui que f envia vizinhancas

de 0 em vizinhangas de 0, o que, por sua vez, implica que f é aberta.
Como f é sobrejectiva, tem-se

W=f(V)=f<UkB>= U £0) ¢ | 7068 € w

keIN keIN keIN

pelo que
W= [ f(kB).
keIN

Resulta entdo do teorema de Baire e do que foi observado antes da de-
monstracdo do teorema que os conjuntos da forma W ndo podem ter
todos o interior vazio.> Fixe-se entdo algum k € N tal que f(kB) tenha
interior ndo vazio e seja A um aberto ndo vazio contido em f(kB).

Seja wy € A esejar > 0tal que B(wy,r) C A. Sew € B(0,r), entdo
wo, wp +w € A C f(kB) e hd, portanto, sucessdes (v),),eN € (V) ) nenN de
elementos de kB tais que

li lim o] = .
ng& v =wy eque nlg& v, =Wy +w
Para cada n € N, seja v, = v}, — v},. Entdo (Vn € N) : |jv,]| < 2k e
lim, e f(vy) = w. Isto tem lugar para cada w € W tal que ||w|| < 7, 0
que equivale a afirmar que se ¢ > 0 e se w € W for tal que ||w|| < 7, entdo
existe algum v € V tal que ||v|| < 2k e que ||f(v) —w| < e

Sejam agorae > 0ew € W\ {0} Como HLwH = r, existe algum
o' € Vtal que ||v|| < 2k e que || f(¢/ Hw”w” < I\wllg Seja v € V tal que
v/ = Lv; entdo
HWH
r
AN ot = @) —wf <e

3De facto, nao é dificil provar que, dado k € ]N, a funcdo py: W — W definida por
pr(v) = kv é um homeomorfismo que envia f(B) em f(kB). Consequentemente, afirmar
que algum conjunto da forma f(kB) tem interior ndo vazio é o mesmo que afirmar que

todos os conjuntos da forma f(kB) tém interior ndo vazio.
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e ||v|| < M Isto prova que, para cada ¢ > 0 e cadaw € W\ {0}, existe

algum v € V tal que ||v| < Zk”wH e que ||f(v) — w| < €e, obviamente,
isto continua a ser verdade se w = 0. Logo, se e > 0 e se c = 1/(2k), tem-se

(Vw e W)(Fv e V) 1 ||f(v) —w] <e A Jlofl < ¢ Hfwl. (6.12)

Seja w € W tal que ||w|| < ¢/2. Sabe-se, por (6.12), que existe algum
v € Vtal que ||v1]] < 1/2e que

c
1f(01) —w|| < i

Aplicando (6.12) novamente (desta vez ao vector w — f(v1)), sabe-se que

existe algum vector v, € V tal que ||v2|| < 1/4e que

c
£(o2) + f(21) —w]] < &
Pelo mesmo motivo (considerando desta vez o vector w — f(v1) — f(v2)),
existe algum vector v3 € V tal que ||vs|| < 1/8e que

| £(e3) + Fle2) + flo1) — ]| < 32

e assim sucessivamente. Por isto, e pela linearidade de f, existe alguma
sucessdo (v, ),eN de elementos de V tal que

(Vn e N\ {1}) : ||jua]| < zln (6.13)

(zvk)_w

Por (6.13), a série ), ; v, é absolutamente convergente e, portanto, con-
vergente, pela proposigdo seja v a sua soma. Decorre de (6.14) que
|f(v) —w|| = 0,1i.e. que f(v) = w. Por outro lado,

o o 1
Joll < 3 llonll < 1 o =
n=1 n=1

Como tudo o que se supds relativamente a W foi que ||w|| < ¢/2, est4
entdo provado que

e que
Cc
2n+1

(Vn € N) (6.14)

f(B) > 3B .
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COROLARIO 6.3 Se V e W sio espagos de Banach e se f é uma bijecgio linear
continua de V.em W, entdo f é um homeomorfismo e existe algum M > 0 tal
que

(o e V): )] = Mipl.

DEMONSTRAGAO: Para provar que f é um homeomorfismo, falta apenas
provar que f~! é continua, o que equivale a afirmar que se A é um aberto
de V, entdo (f 1) “(A) 6 um aberto de W. Mas (f 1) “H(A) = f(A), que
é efectivamente um aberto de W, pelo teorema da aplicacdo aberta.

E claro que f~! é uma aplicagio linear. Entdo, para cada w € W,
|~ (w)|| < ||f | lw]| e entdo, se v € V

loll = lF D < I IF@ ) <= IF@1 = 177 el -

EXEMPLO 6.8 A bijec¢do id: (C([0,1]), || - [|c) — (C([0,1]), [ - []1) € li-
near e continua, mas ndo é um homeomorfismo, pois ser um homeomor-
fismo equivale a afirmar que a norma do supremo e a norma do integral
sdo equivalentes, o que ndo é o caso (pelo que foi visto no exemplo
na pagina 117).

Vai-se agora responder a pergunta enunciada na pagina dadas
duas sucessdes de ntimeros reais (a,)ncz, € (bn)nen convergentes para 0,
terd que existir uma funcio f € L'(T) tal que (Vn € Z) : an(f) = an e
que (Vn € IN) : b,(f) = b,? Considere-se a fungado

T: Ll(T) — co(IN)
f = (a01b1/a1/b2,a2,...).

Pelo lema de Riemann-Lebesgue, esta defini¢do faz sentido, i. e. se f €
LY(T), entdo efectivamente ¥(f) é uma sucessdo convergente para 0.
Quer-se provar que ¥ ndo é sobrejectiva. Claramente, ¥ é uma aplicacdo
linear. Se se considerar em cp(IN) a norma || - ||, ¥ € continua, pois se
f € L'([0,1]) for tal que ||f||; = 1, entdo

(e )i lad <5 [T If01d = |l =2

(e N) < Jbul < = [ IF(0)]dt = |l =2
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Observe-se que ¥ é injectiva. De facto, seja f € L(T) tal que a sua
série de Fourier tenha todos os coeficientes iguais a 0; quer-se provar que
f =0,i.e. que f(x) = 0q.s. Afirmar que a série de Fourier de f tem
todos os coeficientes iguais a 0 é o mesmo que afirmar que se P: R — R
for um polinémio trigonométrico, entdo [”_f(x)P(x)dx = 0. Seja agora
g € C(T). Entédo, pelo corolério existe, para cada ¢ > 0, algum
polinémio trigonométrico P tal que sup |f — P| < ¢, pelo que

[ rwg x| <

in/_:lf(X)(g(x) — P(x)) dx| +

< [If e

=0
[ pop) ax

como isto tem lugar para cada e > 0, [* _f(x)g(x) dx = 0. Pode-se agora
concluir que f(x) = 0 q. s. de vdrias maneiras. Uma delas consiste em
observar que resulta do teorema . que C(T) é denso em L'(T) e que,
portanto, a fungdo

¢: R — R
X {f(x)/|f(x)| se f(x) #0

0 caso contrario

é limite (em L!(T)) de uma sucessdo (g,),en de elementos de C(T) e,
como ¢ ¢ limitada, pode-se mesmo tomar (g, ),en uniformemente limi-
tada. Logo, pelo teorema da convergéncia dominada,

[ i@l = [ fxg() ax

= [ 7 tim gu(x) dx

nelN

=1
ng&/ e

Logo, f anula-se em quase todos os pontos de [—7, 7T] e resulta entdo
da periodicidade de f que f(x) = 0 g. s. Outra maneira de se provar
isto, que nao emprega o teorema consiste em, dados a,b € [—7r, 7'(]
tais que a < b, tomar-se uma sucessao (g,)sen de fungdes continuas
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de [, 7r] em [0, 1] tal que (Vx € [—7, 7]) : limy, gu(x) = X[o0)(%); Veja-
-se na o grafico de x|, (a cheio) juntamente com o grafico (a
tracejado) de uma fungdo continua de [—7, 7t] em [0, 1] préximo do de

Xap)- Se x € [=71, 7], f(xX)X[ap)(x) = limuen f(x)gn(x) €, pelo teorema
da convergéncia dominada,

/ubf(x) dx = /if(x)?([a,b] dx = %161%/ F(x)gu(x

Resulta entdo do teorema 3.4/que f(x) = 0 g. s., como se quer demonstrar.

Figura 6.1: Graficos de x|, ;) € de uma fungdo continua préxima

Sendo Y uma aplicagdo linear injectiva e continua de um espago de
Banach noutro espaco de Banach, decorre do corolério 6.3|que, se fosse
sobrejectiva, haveria algum M > 0 tal que

(Vf e LN(T)) : [¥(N)l, = MIfl1.

Acontece que isto é impossivel, pois se se definir, para cada N € N, a
funcdo Ky por (6.10), entdo um célculo directo mostra que

¥(Ky) = (1,2,0,2,0,2,0,...,2,0,0,0,0,...)

(com o ntimero 2 a surgir N vezes), pelo que ||¥(Ky)||, = 2, mas foi visto
na pagina[l46 que limyen ||[Kn |1 = +oo.

Se (E,dg) e (F, dgr) forem espacos métricos e se f for uma fungdo conti-
nua de E em F, entdo o seu gréfico é um fechado de E x F, se se considerar
neste produto cartesiano a métrica d definida por d((x1,y1), (x2,12)) =
max{dg(x1,y1),dr(x2,y2) }. O reciproco néo é verdadeiro pois, por exem-
plo, a fungdo

i R — R
-1
NN X sex #0
0 sex =20

é descontinua, embora o seu gréfico (que esta representado na tigura 6.2)
seja um fechado de RR?.
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Figura 6.2: Gréfico da funcdo 1, que é um fechado de R?

De facto, o reciproco nem sequer é verdadeiro, em geral, para aplica-
¢Oes lineares continuas entre espagos vectoriais normados. Com efeito, se
C'([0,1]) for o subespaco de (C([0,1]), || - ||) formado pelas funcdes de
classe C!, entdo a funcao

D: CY([o,1]) — C([0,1])
f — f!

é uma aplicagdo linear descontinua; basta ver que se se considerar, para
cadan € IN, a fungéo

¢n: [0,1] — R
X = x",

entdo, paracadan € N, ||¢n|lec = 1€ ||[D(¢n)|lc = 1. Mas o seu grafico
é um fechado de C1([0,1]) x C([0,1]), pois se (fu, fi)nen for uma suces-
sdo de pontos do gréfico convergente para (f,g) € C'([0,1]) x C([0,1]),
entao

(Vn € NY(Vx € [0,1]) : fu(x) = f2(0) +/Oxf,;(t) it

pelo que, se x € [0,1],

f(x) = lim fu(x)

nelN

— tim (Fu0)+ [ foit) )
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)+ hm/ £ (1)

nelN

= f(0) + / lir& f,,(t) dt (a convergéncia é uniforme)
0 ne

—fO)+ [ gty

Logo ¢ = f/,i.e. (f,g) pertence ao grafico de D.

TEOREMA 6.7 (TEOREMA DO GRAFICO FECHADO) Sejam E e F espagos de
Banach e seja f uma aplicagdo linear de E em F cujo grdfico seja um fechado de
E x F. Entdo f é continua.

DEMONSTRAGAO: Seja Gr(f) o grafico de f. Como f é uma aplicagdo
linear, Gr(f) é um subespago vectorial de E x F, o qual, sendo fechado,
é um espacgo de Banach, pois resulta do facto de E e F serem espacos de
Banach que E x F também é um espago de Banach.

Considere-se a aplicacdo

p: E —  Gr(f)
v = (of(0)

que é claramente uma bijecgdo linear. A sua inversa é a funcdo

Gr(f) — E
(v,f(v)) — o

que é continua; logo, ¥ é continua, pelo corolério Por outro lado, a
funcao
n: Gr(f) — F
(v, f(v)) —  f(o),

também é continua. Logo, f é continua, pois f = T o . n

A titulo de aplicagdo do teorema do grafico fechado, vai-se demonstrar
o seguinte

TEOREMA 6.8 Seja (X, A, m) um espago de medida. Sdo entio condigdes equi-
valentes:

1. (Vpl,pz € [1, —I—OO]) p1 < pp— Lpl(X) C LPZ(X),‘
2. (3]91,]92 € [1, —I—OO]) p1 < p2 A LPl(X) C LPZ(X);
3. inf{m(A)|Ac AANm(A)>0}>0.
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DEMONSTRAGAO: E claro que a primeira condigio implica a segunda.
Se a segunda condigédo se verificar, sejam p1, p2 € [1, +o0] tais que
p1 < p2eque LP1(X) C LP2(X). Observe-se que a inclusdo

0 LX) — LP2(X)
fo=  f

é continua. De facto, seja ( fu, fn) 1eN uma sucessdo de pontos do gréfico
de ¢ convergente para (f,g) € LF1(X) x LP2(X); quer-se mostrar que
(f,g) pertence ao gréfico de 1, i. e. que g = f. Sabe-se, pelo teorema [4.4}
que existe alguma subsucessao (fu, )xeN da sucessdo (f)qeN para a qual
se tem

lim f, (x) = f(x) q.s. (6.15)

keIN

Naturalmente, continua-se a ter limycp fnk = gem LP2(X), pelo que, pelo
mesmo motivo, existe alguma subsucessao ( fi;, )ken da sucessao ( fy, )keN
tal que se tem

lim fun, (x) = g(x) g 5. (6.16)
Mas resulta entdo de (6.15) e de (6.16) que f(x) = g(x) g. s., ou seja, que
f=s
Seja A € Atal que 0 < m(A) < +o0. Observe-se que se p € [1, +o0],
entao
m(A)P = || xa

p;

isto é trivial se p = +o0 €, caso contrario, x4 = Xf\, pelo que

1/p 1/p
m(A)VP = (/X;(Adm) = (/}(Xde) = HXAHp'

Resulta desta observagdo que
m(A)YP = xall,, = [c(xa) L, < llelllxall,, = ldlm(A)?,
o que equivale a afirmar que
m(A)(Pl—PZ)/(P1P2) < |- (6.17)
Como, por hipétese, p1 < py, resulta de (6.17) e de se estar a supor que

m(A) > 0 que
m(A) > ”lepz/(m—pz). (6.18)
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Por maioria de razdo, também se tem se m(A) = 400, 0 que mostra
que a terceira condigdo se verifica.

Finalmente, suponha-se que a terceira condigdo se verifica. Sejam
p1,p2 € [1,+o0] tais que p; < pa e seja f € LP1(X); quer-se provar que
f € LP2(X). Para cada n € N, seja

Ap={xeX||f(x)|>n}.

Naturalmente, (,,cny An = @; em particular m (N An) = 0. Resulta de
| f|P1 ser integravel que cada A, tem medida finita e entdo, pela proposi-
cdo|l.5

0=m (nDN An> = lim m(Ay).

Mas esté-se a supor que nao hé elementos de .4 com medida positiva
arbitrariamente pequena, pelo que m(A,) = 0 se n for suficientemente
grande. Seja entdo n € IN tal que m(A,) =0, i.e. tal que |f(x)| < n g.s.
Entao

P2 4 :/ Pi| £|P2—P1 4

[ ppdm = [ 1f g dm
< PipP2—pr1 4

/X|f| n m

= pnP2—P1 / P1 dm
1A
< +00,
ouseja, f € LP2(X). u

EXEMPLO 6.9 O espaco de medida (IN, P(IN), m), onde m é a medida de
contagem, estd nas condi¢des do enunciado.

Analogamente, pode-se demonstrar o

TEOREMA 6.9 Seja (X, A, m) um espago de medida. Sio entio condigdes equi-
valentes:

1. (VPLPZ S [1, +00]) 1P < pr = Lpl(X) D) LPZ(X);
2. (le,pz € [1,—|—OO]) p1 < p2 A Lpl(X) D LPz(X);
3. sup{m(A)|Aec AN m(A) <+oo} < 0.

EXEMPLO 6.10 O espago de medida ([0, 1], Mg 1), 1), estd nas condigdes
do enunciado.
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Considere-se a igualdade

29_0 — 22000000222 ...

O que isto significa é que 20/9 é a soma da série
210°+21071 421072 +2.107% + - - -

Mais geralmente, como se sabe, cada namero x € R pode ser escrito
sob a forma x = ayay_1a5_o...a14p,4_14_2a_3...com cada a, (n € Z e
n < k) pertencente a {0,1,...,9}, querendo isto dizer que se tem x =
Zﬁ:,oo a,.10". E provavelmente menos conhecido que esta maneira de
representar o niimero x nao é necessariamente tinica, pois, por exemplo,
1 =0,9999999999.. ..

Segundo o préximo teorema, aquilo que foi mencionado no pardgrafo
anterior relativamente ao niimero 10 pode ser feito com qualquer ntimero
natural b > 1. Antes de se enunciar o teorema, convém introduzir a
seguinte notac¢do: se b for um tal nimero natural, seja S; o conjunto das
familias (a,),en de elementos de {0,1,...,b — 1} tais que a, = 0 se n for
suficientemente grande. Observe-se que, para cada elemento de S, se se
escolher N € Z talque (Vn € Z) : n > N = a, = 0 (um tal N existe, por
hipétese), entdo a série Y- a,b" converge e a sua soma é independente

da esolha de N; aquela soma ser4 representada por Y,/ a,b".

TEOREMA A.1 Seja b um niimero natural maior do que 1. E possivel escrever
cada nimero x € Ry sob a forma

—+o0
X = Z a,b" (A.1)

n=—oo

para algum elemento (an)nez € Sp. Mais precisamente, se N € Z for tal que
x < bN, entdo tem-se (A1) para alguma familia (ay),cz com ay = 0 sempre

159
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que n = N. Por outro lado, se ndo se tomarem em consideragdo os elementos de
(an)nez € Sy para os quais a, = b — 1 para todo n suficientemente pequeno,
entdo existe, para cada x € R, uma e uma sé familia (a,),cz € Sp para a qual

se tem (A.1)).

DEMONSTRACAO: Seja x € Ry e seja N € Z tal que x < bN; quer-se
provar que se tem para algum elemento de (a,),cz € S, tal que
a, = 0 sempre que n > N. Seja (a,),<N uma sucessdo de elementos de
{0,1,...,b— 1} tal que:

1. any-1€{0,1,...,b—1} étal que

0<xb™ N —ay b1 <b (= 0<x—ay PN <N,

2. sean,aN—1,---,4y (n < N) sdo tais que 0 < x — Z,I(\]:n abk < b,
a,—_1 € tal que

N N
0< [x= Y ab* ) —a, 1" P =x— Z abt < bl
kf

=n k=n—1

E entdo claro que se tem (A.1) se se definir a, = 0 para cadan > N.
Vejamos agora quando se pode escrever x € R, sob a forma (A.1)) de
mais de uma maneira. Suponha-se entdo que

—+o00 400
X = Z a,b" = Z a,b" (A.2)
Nn=—0o0 Nn=—00

para dois elementos distintos (a,),ez, (¢n)nez € Sp. Visto que a, =
a, = 0 se n for suficientemente grande e visto que se estd a supor que
(an)nez # (an)nez, existe algum N € N tal que ay # an que (Vn € Z) :
n > N = a, = a,. Suponha-se que ay > ay; 0 caso em que ay < ay €
analogo. Entdo

“+o00 —+o00 N N
Z anbn — Z “nbn < Z anbn — Z “nbn
n=—oo n=—oo n=—oo n=—o0
-1
= AN — &N = Z (AN4n — AN4n)b"
nN=—oo
-1
= ) (anin —angn)b" 21
n=—oo
-1 -1
<~ Z (DCNJrn — aNJrn)bn = Z (b — 1)bn

n=—oo n=-—oo
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Mas todos os ntimeros da forma any, — an+, (n € Z*) sdo menores
ou iguais a b — 1, pelo que se tem a desigualdade anterior quando e s6
quando sdo todos iguais a b — 1. Por outro lado se forem efectivamente
todos iguais a b — 1 (i. e. se cada an, forigual a b — 1 e cada an, for
igual a 0 para cada n < 0), entdo Y, 1 (anin — an4n)b" = 1, pelo
que so6 se podera ter se ay = ay + 1. Esta entdo provado que se
os numeros x € R, que podem ser escritos sob a forma de duas
maneiras distintas sdo aqueles que podem ser escritos sob a forma

+o0
x = Z a,b" (N € N)
n=N

comay,an+1,--- € {0,1,...,b—1},a, =0sen > N eay # 0; um tal x
pode também ser escrito sob a forma

—+o0

x= ) ayb"

n=—oo

com
an sen >N

(VnelN):ap=<cay—1 sen=N

b—-1 sen < N.

Reciprocamente, se x € R puder ser escrito sob esta tltima forma, entdo
também pode ser escrito sob a forma anterior. n

O enunciado do teorema pode transmitir a impressdo de haver algo de
defeituoso nas representacdes de um ntimero x € R, sob a forma (A.1)
para as quais se tem a4, = b — 1 para cada n suficientemente grande mas,
de facto, vé-se pela parte final da demontracdo que hd uma simetria entre
as representa¢des daquela forma e aquelas para as quais se tem a, = 0
para cada n suficientemente pequeno.

Dado um nimero x € R4 e dado um niimero natural b tal que 1 <
b < 10, se se tem é entdo usual representar-se x sob a forma

X = Ujlje_1&f—p ... K1KQ,H_1K_2K_3...

ondek € Z étalquen > k = a, = 0 e onde «;, (n < k) é 0 algarismo
correspodente ao nimero a,; diz-se entdo que ajax_1...x0,0_1&_7...
representa o nimero x na base b. Se existir um inteiro m < 0 tal que
a, = 0quando n < m, x também se representa por a1 ...&0,&_1 ... &py.
Finalmente, se todos os a;, com n < 0 forem nulos (o que equivale a
afirmar que x € Z_), x representa-se por aiy_ . .. &g.
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Caso b > 10, introduzem-se novos algarismos para representar os na-
meros 10, 11, ..., b — 1. Assim, por exemplo, para se representarem ntime-
ros em base 16 é corrente empregarem-se os simbolos A, B, C, D, E e F para
representar 10, 11, 12 13, 14 e 15, respectivamente. Com estas notagdes,
3/4 e 2/3 representam-se na base 16 por 0,C e por 0, AAAAAAAAAA. ..
respectivamente.

Seja {0, 1}N o conjunto das sucessdes de zeros e uns.

COROLARIO A.1 Os conjuntos P(IN), {0,1}N e R tém o mesmo cardinal.

DEMONSTRACAO: O conjunto das partes de IN tem o mesmo cardinal
que o conjunto {0, 1}N das sucessdes de zeros e uns, pois a fungio

{0, 1} — P(N)
(an)nen — {neN|a, =1}

é bijectiva. Por outro lado, resulta do teorema anterior (com b = 2) que a
funcao
c: {0, 11N — [0,1]
o,
(an)nen Z on
n=1
é sobrejectiva e que se U = { (a)pen € {0,1}N |2, =1sen >0}, en-
tdo a restricdo de ¢ a UB é injectiva e tem por imagem [O, 1 [, que tem o
mesmo cardinal que R. Observe-se que U é numerdavel. Logo, {0, 1}N ¢ a
reunido de um conjunto com o mesmo cardinal que R (nomeadamente
LIC) com um conjunto numeravel (nomeadamente U), pelo que {0, 13N
tem o mesmo cardinal que RR. |
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Comecemos por ver a defini¢do geral de «relacdo de ordem».

DEFINICAO B.1 Diz-se que uma relacdo bindria < definida num conjunto
C é uma relagdo de ordem se:

1. (Va,b,ceC):a<bANb<c=a<g
2. (VaeC):a<uyg
3. Va,beC):a<bAb<a=a=0b.

Designa-se por conjunto ordenado um par ordenado (C, <) onde C é um
conjunto e < é uma relagdo de ordem definida em C.

EXEMPLO B.1 Se P for um conjunto de partes de um conjunto, é usual
considerar-se em P a relacdo de ordem < induzida pela inclusdo: A < B
seesdse A C B.

Num conjunto ordenado (C, <), definem-se os termos majorante e
minorante tal como em IR com a relacdo de ordem usual.

DEFINICAO B.2 Seja (C, <) um conjunto ordenado. Diz-se que um ele-
mento m € C é um elemento maximal (respectivamente minimal) se, para
cada c € C, se tiver ¢ < m (resp. m < c).

E claro que (R, <) ndo tem nenhum elemento maximal e também nao
tem nenhum elemento minimal. Em contrapartida, um conjunto ordenado
pode ter varios elementos minimais bem como véarios elementos maximais.
Por exemplo, se C for um conjunto com mais de que um ponto e se se
definir no conjunto P das partes ndo vazias de C a relagdo de ordem
induzida pela inclusdo, entdo os elementos minimais de (P, <) sdo os
conjuntos da forma {c}, com ¢ € C. Por outro lado, hd um e um s6
elemento maximal, que é o préprio C.

163
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DEFINICAO B.3 Caso uma relagdo de ordem definida num conjunto C
seja tal que, dados a,b € C, se tenha a < b ou b < g, entdo diz-se que se
trata de uma relagdo de ordem total. Diz-se entdo que (C, <) é um conjunto
totalmente ordenado.

Por exemplo, a relagdo de ordem usual < em R é uma relacdo de
ordem total. Em contrapartida, se C for um conjunto com mais do que um
ponto e se se considerar no conjunto das partes de C a relagdo de ordem
induzida pela inclusdo, entdo ndo se trata de uma relacdo de ordem total.

DEFINICAO B.4 Se (C, <) for um conjunto ordenado, diz-se que um ele-
mento c de C é primeiro elemento de C se

(Vde C):c<d.

Se um conjunto tiver primeiro elemento, este é necessariamente tnico,
pois se a e a’ forem ambos primeiro elemento de um conjunto A, entdo
a<da eda <a peloquea=ad.

Se (C, <) for um conjunto ordenado e se S C C, entdo, a menos que
seja dito explicitamente o contrério, considerar-se-4 em S a relacdo de
ordem induzida por <.

DEFINICAO B.5 Caso uma relagdo de ordem definida num conjunto C
seja tal que qualquer parte ndo vazia de C tenha primeiro elemento, entdo
diz-se que se trata de uma boa ordenagio. Diz-se entdo que (C, <) é um
conjunto bem ordenado.

Em N, por exemplo, a relagdo de ordem usual é uma boa ordenagao.
Mas a relagdo de ordem usual em Z ja ndo o é, pois o préprio conjunto Z
ndo tem primeiro elemento.

Observe-se que qualquer conjunto bem ordenado (C, <) é totalmente
ordenado, pois se a,b € C e se c for o primeiro elemento de {a, b}, entdo
c=aouc=be,poroutrolado,c <aec <b.

LEMA B.1 (LEMA DE ZORN) Seja (C, <) um conjunto ordenado tal que qual-
quer subconjunto totalmente ordenado tenha algum majorante. Entdo (C, <)
tem algum elemento maximal.

DEMONSTRACAO: Vai-se considerar em C a relagdo bindria < assim defi-
nida: sea,b € C,entdoa < bsees6ésea <bea #b.

Suponha-se que C ndo tem qualquer elemento maximal. Se A for
uma parte totalmente ordenada de C entdo, por hipétese, A tem algum
majorante m. Suponha-se que m € A. Como se estd a supor que C ndo tem
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elementos maximais entdo, em particular, m ndo é um elemento maximal
e, portanto, existe algum m’ € C tal que m < m’. Logo, m’ ¢ A pois se se
tivesse m’ € A entdo, como m é majorante de A, decorreria que m < m,
0 que é impossivel, visto que m < m’ e m’ # m. Estd entdo provado que
cada subconjunto A de C totalmente ordenado tem algum majorante que
ndo pertence a A.

Seja T o conjunto das partes totalmente ordenadas de C e, para cada
A € T, seja M4 o conjunto dos majorantes de A que ndo pertencem a A.
Pelo que foi visto atrds, { M4 | A € T } é um conjunto de conjuntos ndo
vazios. Logo, pelo axioma da escolha, existe alguma funcdo f: 7 — C
tal que, para cada A € T, f(A) é um majorante de A que ndo pertence
aA.

Se ACCeseac A sejaS(Aa) ={a €A|ad <a}. Dadauma
parte B de C bem ordenada, dir-se-a4 que estd subordinada a f caso se
tenha:

(Vb € B): f(S(B,b)) =b.

Vai-se provar que a reunido U de todas as partes bem ordenadas de C
subordinadas a f € novamente uma parte bem ordenada de C subordinada
a f. Uma vez provado isto, a demonstracdo estard praticamente concluida,
poisse u = f(U), é claro que U U {u} é uma parte totalmente ordenada
de C subordinada a f, pelo que UU {u} C U, ou seja, u € U, o que é
absurdo, pois u = f(U) e f(U) é um majorante de U que ndo pertence
a U. Para se provar que U é uma parte bem ordenada de C subordinada
a f, vai-se provar que se u € U e que se B for uma parte bem ordenada
de C subordinada a f tal que u € B, entdo S(U,u) = S(B,u). Uma vez
provado isto, estard provado que U é totalmente ordenado, pois se P
for uma parte ndo vazia de U, se u € P e se B for uma parte totalmente
ordenada de C subordinada a f tal que u € B, ha duas possibilidades:

1. ou S(U,u) NP = @ e entdo u é o primeiro elemento de P;

2. ou S(U, u) intersecta P e entdo S(U,u) NP = S(B,u) NP C Be,
como B é bem ordenado, S(U, u) N P tem necessariamente primeiro
elemento, o qual terd entdo que ser o primeiro elemento de P.

Além disso, U é uma parte bem ordenada de C subordinada a f, pois se
u € U e se B for uma parte totalmente ordenada de C subordinada a f tal

que u € B, entdo
£(S(Uw) = £(S(B,w)) = u

Sejam entdo u € U e B uma parte totalmente ordenada de C subor-
dinada a f tal que u € B; quer-se provar que S(U,u) = S(B,u) o que
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equivale a afirmar que S(U, u) C S(B, u). Por outras palavras, quer-se

provar que se a € U for tal que a < u, entdo a € B. Suponha-se que a ¢ B.

Afirmar que a € U é afirmar que a € A para alguma parte totalmente

ordenada de C subordinada a f tal que 2 € A. Por hip6tese,a € A\ Be,

portanto, A \ B # @. Seja a o primeiro elemento de A \ B. Vai-se provar

que B = S(A, a). Resultard daqui que u < & < a < u, o que é absurdo.
Como « é o primeiro elemento de A \ B, é claro que

S(A,a) C B. (B.1)

Se S(A,a) & B, entdo seja b o primeiro elemento de B\ S(A,«). Se
u € S(B,b) esev € Afortal que v < u, entdo v < b (pois u < b). Por
outro lado, pela defini¢do de b tem-se que u € S(A, «), de onde resulta
que v € S(A,a) (pois, por hipétese, v € A). Mas entdo v € S(B,b),
por e porque v < b. Esta entdo provado que

(Vu € S(B,b))(Vv € S(A,a)) : v <u=—v € S(B,D). (B.2)

Como A \ B ndo é vazio entdo A \ S(B,b) ndo é vazio; seja z o seu
primeiro elemento. E trivial que S(A,z) C S(B, b). Vejamos que, de facto,

S(B,b) = S(A,z); (B.3)

para o demonstrar falta somente provar que S(B,b) C S(A,z). Seu €
S(B, ) entdo, pela definigdgo de b, u € S(A, a); como S(A,n) C A, a fim
de provar que u € S(A, z) s6 falta provar que u < z. Mas z é o primeiro
elementode A\ S(B,b) eu € S(B,b), peloque u # z. Comou,z € A, que
é bem ordenado, resulta desta observagdo que z < u ou u < z. Por ,
se se tivesse z < u, entdo ter-se-ia que z € S(B, b), 0 que nao € o caso.
Estd entdo provado que u < z, ou seja que u € S(A,z) como se queria
demonstrar. Da igualdade resulta agora que

b= f(S(B,b)) = £(S(4,2)) ==

Para terminar a demonstra¢do, comparemos « com z. Uma vez que
x € A\B C A\ S(B,b) e que z é o primeiro elemento de A\ S(B, 1), é
claro que z < a. Mas ndo se pode ter z = «, pois z = b € B, enquanto
que « ¢ B. Logo, z < a e, como z € A, isto é o mesmo que dizer que
z € S(A,a), ouseja, b € S(A,a). Isto é impossivel, pois b é o primeiro
elemento de B\ S(A, w). u

A demonstragdo anterior empregou o axioma da escolha. E interes-
sante observar que, de facto, o axioma da escolha é equivalente ao lema de
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Zorn, no sentido de que deste é possivel deduzir aquele. Vai-se ver como
é que se pode fazer tal demonstragdo, pois é curta e é também um bom
exemplo de como aplicar o lema de Zorn.

Seja entdo { X; | i € I } um conjunto de conjuntos ndo vazios; quer-
-se provar que existe algum conjunto {x; |i € I} tal que, para cada
i € I, x; € X;, 0 que é o mesmo que afirmar que existe alguma fun-
¢do f: I — U1 X tal que, para cada i €, f(i) € X;. Seja S o conjunto
de todas as fungdes f: ] — U;e; X taisque | C I e que, paracadai € J,
f(i) € X;. Naturalmente, o que se pretende provar é que S tem algum
elemento cujo dominio seja I. Considere-se em S a relagdo de ordem <
assim definida: dada uma fung¢do f € S de dominio J e dada uma fungdo
g € S de dominio |, tem-se f < gseesése ] C J'e f = g];.

Seja A = (fi: Jx — Uier Xi) ;g uma parte totalmente ordenada
de §; quer-se provar que tem algum majorante em S. Seja | = Ugek Jk-
Sei € ], entdo i € Ji, para algum k € K. Caso i também pertenca a
algum J (K" € K), entdo, visto que S é totalmente ordenado, tem-se
fr < fr ou fr < fr. Suponha-se que f; < fy. Entdo, pela defini¢do de <,
fr(i) = fr(i). Pelo mesmo argumento, se fi < fi entdo também se tem
fx(i) = fr(i). Pode-se entdo definir f: ] — [J;c; X; do seguinte modo:
sei € J; (k € K), entdo f(i) = fy(i). E claro que f é um majorante de A.

Estdo entdo satisfeitas as condi¢des do lema de Zorn, pelo que S tem
algum elemento maximal f: ] — J;e; X;. Casondo ] & I, sejai € I\ ],
seja x; um elemento de X; e considere-se a fungdo F: JU {i} — U;c; X;
que prolonga f e tal que F(i) = x;. Entdo f < Fe f # F, o que contradiz
o facto de f ser um elemento maximal. Logo, | = I.
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