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Abstract. Let g be a basic classical Lie superalgebra. The aim of this
article is the study of certain g-modules obtained by a method called homo-
logical induction. It is proved that the finite-dimensional typical modules
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isotropic root.

Table des matieres

Introduction 70
1. Notations et préliminaires 72
2. Modules de Verma généralisés 77
3. Résultats d’algebre homologique relative 80
4. Foncteurs de Zuckerman 88
5. Principe d’Euler 97
6. Irréductibilité de certaines représentations 101
7. Polynémes invariants sur une sous-algebre de Cartan 105

* L’auteur a été boursier de la Junta de Investigacdo Cientifica e Tecnoldgica et de la Fun-
dagdo Calouste Gulbenkian et il a participé au projet Praxis/2/2.1/MAT/63/94.

ISSN 0949-5932 / $2.50 © Heldermann Verlag



70 SANTOS

Introduction

Soit g une superalgebre de Lie complexe contragrédiente de dimension finie telle
que g’ (la superalgebre dérivée) soit une extension centrale d’une superalgebre de
Lie basique classique et soit Gy un groupe de Lie complexe, connexe et simplement
connexe dont l'algebre de Lie soit isomorphe a go. On note R(Gg) l'algebre des
coefficients matriciels des représentations semi-simples de dimension finie de Gj.
On va définir une sous-algebre, notée M(Gp), du dual de R(Gp). Si V' est un
g-module, soit
Lo(V) = M(Go) @uge) V-

Pour chaque 7 € N on va noter £; le i-eme foncteur dérivé du foncteur L, dans
une catégorie convenable. Les objets de notre étude seront certains g-modules de
la forme L;(V).

Dans la premiére section de 'article on va introduire les notations et définir
les objets mathématiques avec lesquels on va travailler. On y énonce aussi quelques
résultats dont on aura besoin ensuite.

Dans la deuxieme section on définit les modules de Verma généralisés. Pour
la définition, supposons que

u" ®sdu’
soit une décomposition triangulaire de g telle que p = s@u™ soit une sous-algebre
parabolique de g. Si F est un s-module, on peut prolonger 'action de s dans E
a une action de p dans E en faisant agir ut de fagon triviale dans E. On note
alors

M(p, E) = U(g) Qup) E.

Les g-modules de la forme M (p, E) sont les modules de Verma généralisés. Si
s est une sous-algebre de Cartan de g et dim £ = 1, on les appelle modules de
Verma.

La troisieme section est consacrée a l’étude de I’homologie relative des
superalgebres de Lie, dans le cas général d’abord et dans le cas de certaines sous-
superalgebres de g ensuite. On démontre dans cette section un résultat, adapté de
certains articles de M. Demazure et I. Penkov (cf. [3] et [19]), concernant le rapport
qui existe entre les actions d’une sous-algebre de Cartan de g dans H(n" V) et
H(n', V), ou V est un g-module et n® et n' sont les radicaux nilpotents de deux
sous-algebres de Borel de g.

Dans la quatrieéme section on va associer une algebre, notée M(Gp), au
groupe de Lie Gy; c’est une sous-algebre du dual de R(Gj) pour le produit de
convolution. On définit ensuite les foncteurs L£; en termes d’homologie relative,
comme dans [16]. Ces foncteurs sont duaux des foncteurs introduits par Zuckerman
dans des cours faits a I'Institut for Advanced Studies de Princeton (cf. [5], [15],
[16] ou [24]). Dans dans le cas qui nous concerne, si E est de dimension finie, alors
les g-modules £;(M(p, E)) sont de dimension finie.? Si E est un s-module, alors
on dit que le g-module £;(M(p, E)) (qui est égal a H;(go,50; M(g0) ® M(p, E)))
est obtenu a partir de £ par induction homologique. On montre que 1'on a, pour
tout ¢ € N,

Li(M(p, B)) ~ H; (p, 50 M(Go) @ugy) U(g) ® E) (1)

2En particulier, Lo(M (p, E)) est le plus grand quotient de dimension finie de M (p, E).
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ce qui signifie que les foncteurs L£; sont isomorphes aux duaux des foncteurs
considérés par 1. Penkov dans [19] en termes de géométrie sur les supervariétés de
drapeaux. Notons m = dimug . On montre, suivant des raisonnements analogues
a ceux de M. Duflo et M. Vergne (cf. [5]) et de N. Wallach (cf. [24]), que si
M (p, E) est irréductible, alors £;(M(p, E')) est réduit a {0} si i # m et admet
une forme bilinéaire symétrique o-invariante® non-dégénérée si i = m.

La cinquieme section est consacrée a 1’étude de la somme alternée des
supercaracteres des g-modules £;(M(p, E)).

Supposons maintenant que b soit une sous-algebre de Cartan de gy et
que b soit une sous-algebre de Borel de g telles que h C b. Dans la sixieme
section on donne des conditions suffisantes pour qu’il existe un nombre ¢ € N
tel que L;(M(b,E)) soit irréductible et que, si j # ¢, alors L£;(M (b, E)) soit
nul. Les modules £;(M (b, E)) ainsi obtenus sont typiques (au sens de Kac [12])
et on démontre que tout g-module typique est isomorphe a un module de la
forme L£;(M (b, E)). Ceci nous permet d’obtenir une nouvelle démonstration de la
formule de Victor Kac concernant le caractere des modules typiques (cf. [12]) qui
n’utilise pas les résultats concernant le centre de 1’algebre enveloppante de g (dont
il n’existe d’ailleurs aucune démonstration détaillée publiée). Le point nouveau est
la démonstration de I'irréductibilité des modules £;(M (b, F)), qui combine grace
a la formule (1) des méthodes de N. Wallach (pour les foncteurs de Zuckerman;
cf. [24]) et de M. Demazure et 1. Penkov (pour la démonstration du théoreme de
Borel-Weil-Bott; cf. [3] et [19]).

Soient h et b comme dans le paragraphe précédent. Si A € h* est un poids
et i € N, soit my,; Paction de g dans L£;(M(b,C,)). Si g est une algebre de
Lie, alors on sait (cf. [16, §IV.11]) que tout g-module irréductible de dimension
finie est isomorphe & un g-module du type L;(M(b,Cy)) et que, pour un poids
A fixé, L;(M(b,Cyp)) = {0} sauf, au plus, pour un seul i € N. On en déduit (cf.
[2, §VIIL.8.3] ou [4, §7.3]) que les polynémes H + tr(my;(H)™), définis sur b,
engendrent linéairement 1’espace de tous les polynomes W -invariants sur h. Dans
le cas général, on considere les polynomes

PA,mf [) — C
H — Z(—l)istr(ﬁA,i(H)m)

i

ou m € N\ {0}. On verra que I'espace vectoriel engendré par ces polynomes
est I'espace des polynomes sur h qui sont W -invariants et multiples de toutes les
racines isotropes.

Les six premieres sections de cet article constituent une version un peu
abrégée de la these de doctorat soutenue par I'auteur a I’Université Paris VII —
Denis Diderot (cf. [22]).

L’auteur remercie Michel Duflo de 'aide apportée a la rédaction de cet
article.

3La notion de o-invariance d’une forme bilinéaire définie dans un g-module sera définie dans
la premiere section.
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1. Notations et préliminaires

Tout au long de cet article le corps de base est le corps C des nombres complexes.

Les notations employées ici seront, sauf mention explicite du contraire, celles
employées par Victor Kac dans [10] et [12].

Si V' est un superespace vectoriel tel que les dimensions de Vj et V; soient
finies, alors on dit que la dimension de V' est (dim V) + (dim Vi)e et on la voit
comme un élément de 'anneau Z[e]/(¢* — 1). On vérifie facilement que si V et
W sont deux superespaces vectoriels, alors dim (V@& W) = dimV + dim W et
dim (V@ W) = (dimV) (dim W).

Si V est un superespace vectoriel, soit T'(V') sa superalgebre tensorielle. On
définit S(V') comme étant le quotient de T'(V') par I'idéal engendré par I’ensemble
des éléments de la forme

vow— (—DVYwov(v,w eV un).

De fagon analogue, soit A(V) la superalgebre extérieure de V', qui est, par
définition, le quotient de T'(V') par I'idéal engendré par ’ensemble des éléments
de la forme v @ w + (—1)VWlw @ v, avec v,w € VU V;. Si g est une su-
peralgebre de Lie, soit U(g) 'algebre enveloppante de g, qui est, par définition,
le quotient de T'(g) par l'idéal engendré par ’ensemble des éléments de la forme
v@w— (=) @ v — [v,w], avec v,w € go U g;.

Soit g une superalgebre de Lie. Si py et py sont deux représentations
de g dans deux superespaces vectoriels V' et W, on note homg(V, W) I'espace
des éléments invariants de hom(V,W); ce sont les morphismes de g-modules.
Les modules V' et W sont dits isomorphes s’il existe un morphisme homogene
inversible f € homg(V,W). Remarquons qu’avec cette définition f peut étre
impair; en particulier, nous considérons comme isomorphes deux modules obtenus
I'un de 'autre par un changement de parité.

La représentation adjointe de g dans g induit une action de g dans U(g)
que l'on appelle aussi représentation adjointe. Pour tout X € g on note L(X)
et R(X) les endomorphismes de U(g) définis par L(X)(u) = Xu (v € U(g))
et par R(X)(u) = —(—=1)XyX (u € U(g)). Les fonctions L et R sont des
représentations de g dans U(g); on les appelle respectivement représentation
réguliere gauche et représentation réguliere droite de g dans U(g).

Soient V' et W deux superespaces vectoriels et soit g une superalgebre de
Lie qui opere a droite dans V' et opere a gauche dans W. On note V ®y g W
le quotient du superespace vectoriel V' ®@ W par le sous-espace engendré par les
éléments de la forme

vXew-—veXw((veV,wel X €g).

Si p:U(g) — End(V) est une représentation de U(g), on appelle annula-
teur de V' dans U(g) le noyau de p, c’est-a-dire I'idéal {u € U(g) : p(u) = 0}.

Soient n € N, A = (a;;) € M,,(C), 7 un sous-ensemble de {1,2,...,n}, [l le
rang de A et h un espace vectoriel complexe de dimension 2n—I[. On choisit dans b
(resp. b*) un ensemble linéairement indépendant {h;}icq1,..ny (resp. {aiticq,. . n})
de telle fagon que l'on ait (h;, ;) = a;; pour 4,7 € {1,2,...,n}. Soit g(A,7) la
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superalgebre de Lie linéairement engendrée par I’ensemble h U {e;}; U{fi}: et par
les relations :

(€3, fi] = dijh (i,7 €{1,...,n})

[H, H'] = (H,H' €b)

[H, ;] = ai(H)e; (Hep; ic{l,...,n})
[H, fi] = —ai(H) fi (Heb;ic{l,...,n})
leil = [fil =0 (ted{l,...,n}\7)
les] = |fil =1 (1er)

|H[ =0 (H €b).

On démontre (cf. [9]) que, a équivalence pres, g(A,7) ne dépend pas du
choix des h; et des «a; et que parmi les idéaux de g(A,7) il y en a un et un seul
qui est maximal par rapport a la propriété de ne contenir aucun élément non nul
de h. Soit g(A,7) le quotient de g(A, 7) par cet idéal.

Définition 1.1.  Suivant [9] et [23], on appelle superalgebre de Lie contragrédi-
ente une superalgébre de la forme g(A, ).

On va énoncer quelques unes des propriétés des superalgebres de Lie con-
tragrédientes; pour les détails, voir [10] ou [23]. Soient alors n € N, A = (a;;) €
M, (C) et 7 un sous-ensemble de {1,2,... n}.

On note A (I'ensemble des racines), Ay et A; comme dans [10] et dans
[23]. On note aussi :

Ao = {ae Aol §ZA1} et B = {a € A|2a & A}
Signalons le résultat suivant (cf. [23, §2.3]) :

Proposition 1.2. [l existe un et un seul antiautomorphisme o de g(A, 1) tel
que oly = Idy et que pour tout i € {1,...,n} on ait o(e;) = (—1)Vilf; et
o(fi) = ¢

L’antiautomorphisme o induit un antiautomorphisme de U(g(A, 7)), i.
e. un endomorphisme linéaire de U(g(A, 7)) (qui sera noté aussi o) qui vérifie
o(uv) = (=)o (v)o(u) quand u,v € U(g(A, 7)). Pour tout u € U(g(A,7)) on
a 02(u) = (—1)ly,

On va noter g'(A,7) la superalgebre dérivée de g(A, 7). Soit b’ le sous-
espace de h engendré par {h; : 1 <i <n}. Soit h” un supplémentaire de b’ dans
. On démontre (cf. [23, §IV.1]) que 'on a

gA,r)=gA @b et g (A ) )b=1"

Soit ¢ le centre de g(A, 7). On démontre (cf. [23, §I1.3]) que ¢ C '. En
particulier, ¢ C gq.

Théoréme 1.3.  Soit ¢ le centre de g(A, 7). Si la matrice A vérifie la propriété

vi,j€{1,2 ,,,,, n} Elil,ig,...,ise{l,2 ..... n} Qiig Qipig « - - Qigj # 0 (2)
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et si la dimension de g(A,T) est finie, alors la superalgébre de Lie g'(A,T)/c
est basique classique. Réciproqguement, si g est une superalgebre de Lie basique
classique, alors il existe un n € N, une matrice A € M,(C) et un ensemble
T CA{Ll,...,n} tels que, si ¢ est le centre de g(A, ), alors on a :

g=g(A 1)/

Pour la démonstration du théoreme, voir [10, §2], [12, §1], et [23, §V.1].
D’apres V. Kac (cf. [10]), on a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.  Soit g une superalgébre de Lie. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. La superalgebre de Lie g est isomorphe a une super algebre de Lie con-

tragrédiente g(A, 1) de dimension finie telle que la matrice A vérifie la pro-
priété (2).

2. Ou bien il existe un m > 1 tel que g soit isomorphe a gl(m, m) ou bien

g est une superalgebre de Lie basique classique non isomorphe a psl(m,m)
(m>1).

Jusqu’a la fin de cet article, sauf mention explicite du contraire, on va
noter g une superalgebre de Lie qui vérifie les conditions équivalentes du théoréme
précédent.

En particulier, on a :

Proposition 1.5.  L’algebre de Lie gy est réductive et le go-module g est
complétement réductible.

Remarquons que si g = gl(m,m), alors g’ = sl(m, m) et g’'/c = psl(m, m).
Comme on a vu dans le théoreme 1.4, les superalgebres de Lie de la forme gl(m,m)
sont contragrédientes. De plus, toute représentation de sl(m,m) est la restriction
a sl(m,m) d’une représentation de gl(m,m) et toute représentation de psl(m,m)
peut s’obtenir a partir d’une représentation de sl(m,m) par passage au quotient.
On voit donc que I’étude des représentations des superalgebres de Lie qui vérifient
les conditions équivalentes du théoreme 1.4 contient 1’étude des représentations
des superalgebres de Lie basiques classiques.

On démontre (cf. [9, §IL.2], [10, §2.5] ou [23, ch. IV-V]) qu’il existe une
forme bilinéaire sur g x g qui est non-dégénérée, paire, supersymétrique, invariante
et dont la restriction a h” x h” est nulle. On va choisir une telle forme bilinéaire
et on va la noter (-,-). Si a, 5 € AU{0}, alors la restriction de (-,-) & g, X gg est
non-dégénérée (respectivement nulle) si & + 5 =0 (resp. # 0). En particulier, la
restriction de (-,+) a h x b est non-dégénérée et symétrique.

Définition 1.6. St o € b*, on note H, [’élément de b tel que, pour tout
Heb, a(H)=(H, H). St e bh* et feb*, on pose (o, ) = (Hq, Hp).

On a donc : Vaea Vxeg, Vyeg o [X,Y]=(X,Y)H,.
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Définition 1.7.  On dit qu’une racine « est isotrope si a(Hy) =0 (ou, ce qui
est équivalent, si (a,a) =0).

L’ensemble des racines isotropes est égal & A; (cf. [12, §1.4]).
Définition 1.8.  Un élément \ € h* est dit typique si ¥ cx7 M(Ha) # 0.

Définition 1.9.  Si a est une racine non isotrope, on note

. 2H,/(a, ) st € Ag
| Hof(a,a) st € Ay et 2a € Ag.

Remarquons que si a € Ay et 2a € Ay, alors hy, = ha, .

Si @ € A, la dimension de g, est égale a 1 (cette assertion est vraie
pour n’importe quelle superalgebre de Lie basique classique a l’exception pres
de psl(2,2), d’apres [12, proposition 1.3]; elle peut étre facilement vérifiée si
g ~ gl(m,m) et en particulier pour m = 2).

Définition 1.10. Si a € A, on note

= P gra e g=ndhon"
keN\{0}

Il est clair que n® et g“ sont des sous-algebres de g. Si a € A et
k€ N\ {0,1}, alors ka € A si et seulement si k = 2 et a est une racine
impaire non isotrope (cf. [12, §1.4]); on en déduit que :

a a SiO{EA()UE
" ga@QQa SiaEAl\E-

Si V' est un g-module (ou, plus généralement, un h-module) et p € h*, on
note :

Vo = {v € V|(Vuren) HV = p(H)V}

Définition 1.11. On dit qu’un g-module V' admet un supercaractere si :

1. Vyepr dimV, < +o0;

2. V=6 V,.

HED*

St 'V admet un supercaractere, alors on appelle supercaractere de V', et l’'on note
sch(V'), Uélément p— dimV,, de Z9[¢]/(¢* — 1).

Si le g-module V' admet un supercaracteére, on note ch(V') (respectivement
sch_1(V)) I’élément de Z"" que I'on obtient si on remplace ¢ par 1 (resp. —1).
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Définition 1.12.  Si U est un sous-ensemble de A, on dit que ¥V est clos si
chaque élément de A qui est somme de deux éléments de V est aussi un élément
de W. On dit que ¥ est borélien st W est clos et si

1. A=TU(-T);
2. N0 = 0.

On dit que ¥ est parabolique si VU est clos et si W contient un sous-ensemble
borélien de A.

Si U est un sous-ensemble clos de A on lui associe la sous-algebre de g

définie par :
0" =b® (D).
acev
Si ¥ est un sous-ensemble parabolique (respectivement borélien) de A, on dit que
g? est une sous-algebre parabolique (resp. de Borel) de g. Si b = g¥ est une
sous-algebre de Borel de g, on note AT(b) = V.

Définition 1.13.  Si U est un sous-ensemble borélien de A et st a € A, on
dit que « est simple par rapport a V si a« €V et si a € V4 V.

Remarquons que si ¥ est un sous-ensemble borélien de A, alors ’ensem-
ble des racines simples de ¥ est linéairement indépendant. On peut le vérifier
cas par cas, car la liste des systemes de racines de chaque superalgebre de Lie
basique classique est connue et pour chaque systeme de racines on connait tous les
sous-ensembles de racines simples (cf. [23, §5.3]). On en déduit que si 2a ¢ A (re-
spectivement € A), alors W J{—a} (resp. VU{—a, —2a}) est un sous-ensemble
parabolique de A.

Définition 1.14. Soit U un sous-ensemble borélien de A et soit o« € U une
racine simple. On note

@ 93 sia € AgUA

pev\{a}
ny (o) = ) _
@ g sta€ \AI
Bev\{a,2a}
et _
v VU {—a} st € AgUA;
T VU{—a,—2a} sia€ \E
Proposition 1.15.  Soit ¥ un sous-ensemble borélien de A et soit a € ¥ une

racine simple. L’espace vectoriel ny(a) est un idéal de g¥= et

g" =ny(a) g
Démonstration.  Puisque « est une racine simple et les racines simples sont
linéairement indépendantes, on voit que [ng(a),n*®] C ng(a); on en déduit que
ny () est un idéal de g¥«.
La deuxieme assertion de I’énoncé est triviale. ]
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Si V est un g-module irréductible (au sens gradué) de dimension finie et b
est une sous-algebre de Borel, on peut trouver un élément A € h* tel que V) # {0}
et tel que si @ € AT(b), alors Viy, = {0}. Comme pour les algebres de Lie
semi-simples (cf. [4, §7.2]) on démontre que A est unique. On dit que A est le plus
haut poids de V'; cette notion dépend du choix de b.

Remarquons que § est une sous-algebre de Cartan de l'algebre de Lie gq.
On note @ C bh* le réseau des poids de (go, h); c’est U'ensemble des A € h* tels
que l'on ait A(h,) € Z pour toute racine paire a. Remarquons que Q D A. A
chaque sous-ensemble borélien W de A, on fait correspondre une relation d’ordre
partielle >y sur 'ensemble () telle que :

1. A2y 0ssi A €Y co Nag
2. N Z\p)\ ssi )\/—AZ\I/O

Pour chaque sous-ensemble borélien ¥ de A et si b est la sous-algebre de
Borel associée, on note :

1
pb=2( > - Y )
acePNAg acEPNA;

On note aussi :

Po =

S a

aEAINTY

N | —

Z «, P1 =

aEAgNY

N | —

Remarquons que pg et p; dépendent de ¥ et que py = po — p1-

2. Modules de Verma généralisés

Définition 2.1.  Soit U un sous-ensemble parabolique* de A. On note :

ui = @ LB 5:[)@( @ ga)a

acW\—¥ ac¥N-v

p = gq’zh@<€Bga> =sput.

acv

On vérifie facilement que g =u~ @& s S ut et que 'on a :

Proposition 2.2.  La superalgébre de Lie ut est un idéal de p.

On déduit de la proposition précédente que tout s-module E devient un
p-module avec ut agissant trivialement dans E.

Soit Wo =W NAg. Il est évident que py = b @ (Bacy, 8o) - On sait que po
est une sous-algebre parabolique de gy et que sy est une algebre de Lie réductive
(cf. [2, §VIIL.3]).

4Cf. définition 1.12.
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Si E est un h-module, A € h* et E, # {0}, on dit que A est un poids de
E. Soit E un s-module. On pose

M(p, E) = U(g) Qup) E.

On dit que M (p, E') est un module de Verma généralisé. Si aucune confusion n’est
a craindre, on le note M(E).

Lemme 2.3. Soit E un s-module. On a :
1. Le module M(E) est U(u~)-libre.

2. Si M est un g-module engendré par un sous-p-module E' isomorphe o F,
alors M est isomorphe a un quotient de M(E).

3. Si E est irréductible de dimension finie, alors le module M(E) possede un
et un seul quotient irréductible.

4. Si E est un h-module semi-simple, il en est de méme de M(E).

Démonstration.  Les propriétés 1 et 2 peuvent étre démontrées comme dans
le cas des algebres de Lie (cf. [4, §7.1]) et la démonstration de la propriété 4 est
triviale. Supposons maintenant que E soit un s-module irréductible de dimension
finie. Il est donc h-semi-simple. Soit N la somme de tous les sous-modules propres
de M(FE). On va démontrer que N est aussi un sous-module propre de M (FE) et
donc que N est le seul sous-module propre maximal de M (E); on en déduit que
M (FE) possede un et un seul quotient irréductible.

Supposons le contraire. Soit €2 un sous-ensemble borélien de ¥. Puisque
la dimension de E est finie, on peut trouver un poids A de E qui est maximal par
rapport a la relation d’ordre <g. Soit v € E) \ {0}. On déduit du fait que E est
irréductible que F\ = Cv. Le vecteur 1 ® v € N est aussi un vecteur de poids \.
Si on écrit 1 ® v sous la forme Zle n; ou chaque n; appartient a un sous-module
propre NN; de M(F), alors on peut supposer que pour chaque i € {1,2,... ,k}
le vecteur n; est aussi un vecteur de poids A. On voit que chaque n; doit étre
proportionnel & 1 ® v, car dim M(E), = 1. Si on prend ¢ € {1,2,...,k} tel que
n; # {0}, alors le sous-module N; n’est pas un sous-module propre de M(FE),
contrairement a ce qu’on avait supposé. [

Si E est un s-module irréductible de dimension finie, on note L(E) le seul
quotient irréductible de M (FE).

[’antiautomorphisme o (qui a été défini dans la proposition 1.2) induit un
antiautomorphisme dans s. En fait, puisque a € (VN V) = —a € (¥ N -0)
et que pour toute racine « on a o(gs) = g-o (cf [9, §1.1.3]), on voit d’apres la
définition de s que o(s) C 5. On va noter aussi o la restriction de o a s.

Définition 2.4.  Soient a un antiautomorphisme de g et V. un g-module. Si
B:V xV — C est une forme bilinéaire paire, on dit que B est a-invariante si

vXEgvv,WEV B(XV7W> = (_1)‘X|‘V‘B(V7G(X)W)
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Remarquons que si E' est un s-module engendré par un élément de plus
haut poids A par rapport a un sous-ensemble borélien 2 de W N —W¥ (donc, en
particulier, si E est irréductible de dimension finie), alors on peut définir une
forme bilinéaire non nulle, paire, symétrique’® et o-invariante sur E. C’est un cas
particulier de la proposition 2.5 ci-dessous.

Le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt implique l'existence de la décom-
position en somme directe de U(g) donnée par :

Ulg) =U(s) & (wU(g) + Ulg)u™)

On note Py la projection de U(g) dans U(s) induite par cette décomposition.

Soit (-,+) une forme bilinéaire paire, symétrique et o-invariante définie sur
le module E. On considere la forme bilinéaire B définie sur U(g) @ F par la
formule :

B(X @w,Y @w) = (=1)X"(w, Py(c(X)Y)u').

Elle définit par passage au quotient une forme bilinéaire B sur M (FE).

Proposition 2.5.  Soit E un s-module h-semi-simple de dimension finie. La
forme bilinéaire B (définie dans le paragraphe précédent) est paire, symétrique et
o -invariante. Si E est irréductible et la forme (-,-) est non-dégénérée, alors le
noyau de B est le sous-module mazimal de M(E).

Remarquons que la symétrie de la forme bilinéaire B est une conséquence
du fait que u € U(g) = o*(u) = (—1)u.

Soit 7 : U(g) ® B — M(FE) la projection naturelle. Soit, pour chaque
i €N, Vi=m(U(go)Ui(g) ® M(E)). On pose m = dim(g/(go + p))-

Lemme 2.6.  Les V; sont des sous-go-modules de M(E) et V,, = M(E).
Le go-module M(FE) admet une filtration de longueur finie par les go-modules
{0}cVocViC...CV,,=M(E) et, pour i € {0,1,...,m}, on a

V;/V;_l ~ U(go) ®u(p0) (Si(g/(go + p)) ® E) .

La démonstration se fait comme dans le cas des algebres de Lie (cf. [24,
§VI.4]), a condition de remarquer que 'on a V; = V;y; pour tout i > m, car
I'espace vectoriel g/(go + p) est totalement impair.

Supposons que ’ensemble ¥ soit borélien; dans ce cas on a s = . On
note b = g¥. Si A € bh*, on note Cy le h-module de dimension 1 tel que b
opere par A, i. e. si H € h et ¢ € C,, alors Hc = A(H)c. On note M(b,\) le
module M (b, C,). D’apres le lemme 2.3, le module M (b, \) posséde un et un seul
sous-module maximal; on note L(b, \) le quotient de M (b, A) par ce module.

Le résultat suivant est dii a I. Penkov et V. Serganova (cf. [21, §0.1.5]).°

Proposition 2.7.  Soient b et b% deur sous-algébres de Borel de g telles que
bo = b7 et soit A\ € b* un poids typique’. Alors les g-modules M(b, X — py) et
M (6% X\ — py#) sont isomorphes.

511 s’agit vraiment d’une forme bilinéaire symétrique et non supersymétrique.

5Pour étre plus précis, Iarticle en question n’examine pas toutes les superalgebres de Lie avec
lesquelles on travaille; parmi celles-ci, seules gl(m,m), sl(m,n) et osp(m,n) sont étudiées. Mais
I’assertion peut étre facilement vérifiée cas par cas si g n’est pas de cette forme.

"Cf. définition 1.8.
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3. Résultats d’algebre homologique relative

Dans cette section on rappelle quelques définitions concernant I’homologie relative
des superalgebres de Lie. Pour plus de détails, cf. [6, §1.6], [10, §5.5.3] ou [18].

Soit a une superalgebre de Lie de dimension finie et soit m une sous-algebre
de a. Pour chaque a-module E on va définir les groupes d’homologie relative
H;(a,m; E). La superalgebre de Lie m opere a gauche de fagon naturelle dans
a/m et cette action a gauche induit une action & droite de m dans a/m. L’action
a droite de m dans a/m induit une action a droite de m dans A(a/m). Soit n € Z.
On note

Cola,m; B) = A\ (a/m) @um) E

sin€Net Cy(a,m; E) ={0} si n <0. On note Cy(a, E) I'espace C,(a,{0}; F).

Soit Ila le superespace vectoriel a muni de la Fy-graduation donnée par
(Tla)g = a; et (Ila); = ag. Soit a le superespace vectoriel a @ Ia. Si X € a, on
note X (respectivement X ) I'élément (X,0) (resp. (0,X)) de a. Dans l'espace
a, on considere la structure de superalgebre de Lie qui prolonge la structure de
superalgebre de Lie de a @ {0} et telle que si X,Y € a, alors :

L [X Y] =[xV

2. [X,Y]=0.

On note d la dérivation impaire de @ telle que d(X) =0 et d(X) = X pour
tout X € a. Elle s’étend en une dérivation de l’algebre enveloppante U(a) notée
encore d. La dérivation d est impaire, U (a)-linéaire et vérifie d> = 0. On déduit
du théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt que 'on a

N(e) @ U(a) ~ U(d),

I'isomorphisme étant un isomorphisme de a-modules; en conséquence, on identifie
@, Cn(a, E) a U(a) @y(a) £. On écrira donc X, X, Qv (avec Xq,...,X, €Eaet
v € F) un élément typique de C,(a, E'). L’application d®1 induit une application,
encore notée d, de degré —1 et de carré nul dans @,, C,(a, E'). Par exemple, on a
d(v) = 0 et d(X ®v) = Xv pour tout X € a et tout v € E. L’application d induit
une application®, encore notée d, de degré —1 et de carré nul dans @,, C,,(a, m; E).

On pose :

Hi(a, m: B) — kerd : Ci(a,m; E) — Ci_y(a,m; E)
d(Cis1(a, m; E))
Sim= {0}, Hi(a,m; E) est noté H;(a, F).

Soit n une sous-algebre de Lie de a telle que [n,m] C n. La superalgebre
de Lie m opere de facon naturelle dans A*(n) pour chaque & € N. Il y a donc
une action naturelle de m dans A*(n)® E pour chaque a-module E. Cette action
commute a 'opérateur :

d:NmeE—AN"meE

et induit une action de m dans Hy(n, E)). Ceci démontre la proposition suivante :

8Cette fagon de définir la fonction d (i. e. & partir de U(a)) est due & Pierre Cartier.
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Proposition 3.1.  Soient a une superalgébre de Lie, m et n des sous-algébres
de Lie de a et E un a-module. Si [n,m] C n, alors l'action naturelle de m dans
AF(n) ® E induit une action de m dans Hy(n, E).

On dispose aussi du résultat suivant :

Proposition 3.2.  Soient a une superalgebre de Lie, m et n des sous-algébres
de Lie de a et E un a-module. Supposons que m soit une algebre de Lie réductive
qui opére de facon semi-simple dans a et dans E, que n soit un idéal de a et que

a=ndm. (3)
Alors on a :
vnEN Hn(aa m; E) = Hn(n7 E>m
Démonstration.  Remarquons d’abord que, puisque n est un idéal de a, on a

[n,m] C n et donc que m opere dans Hy(n, E) d’apres la proposition 3.1; on peut
donc parler de H,(n, E)™.
On a:

Cpnla,m; E) = /\n(a/m) Qum) E (par définition)
~ A\"(n) @um) £ (par (3))
n m
~ (/\ (n) ® E)
car 'action de m est semi-simple, et donc, toujours parce que 'action de m est
semi-simple,
ker(restriction de d a C),(n, E)™)
d(Crya(n, E)™)
kerd : Cp(a,m; E) — Cp,_1(a,m; E)
d(Crpa(a, m; E))
= H,(a,m; E).

H,(n, E)™ =

De maniere duale on définit la cohomologie relative H'(a,m; F) comme
la cohomologie d'un complexe dont le groupe sous-jacent est Hompy (A(a/m), E).
Nous renvoyons aux références citées pour plus de détails.

Soient maintenant b une superalgebre de Lie de dimension finie et n une
sous-algebre de b. Soit E un superespace vectoriel dans lequel a opere a gauche
et b opere a droite de telle facon que l'action a gauche commute avec 'action a
droite. On peut considérer les groupes d’homologie relative

Hi(axbmxnkE).
Pour le faire, on considere 'action a gauche de b dans E définie par :
Xv=—(-D¥MyXx (X eb, vekE);

E devient alors un a x b-module a gauche.

Soit Eb le sous-b-module de E engendré par les éléments de la forme v.X,
avec v € F et X € b. Puisque I'action de a dans E' commute avec celle de b, on
voit que Eb et E/FEb ont des structures naturelles de a-modules.
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Proposition 3.3.  Supposons que :

Vaz1 Vpen Hy (6,1 \"(a/m) @um) E) = {0}

Alors :
Voen Hp(axbmxn E)~ H, (a,m; E/Eb).

Démonstration.  Pour p,q € N, on note C, , 'espace

/\p(a/m) Qu(m) B Qum) /\q(b/n).

En particulier,
OH,U = /\ (a/m) u(m) E/En.

On identifie @, , A”(a) ® E® A%(b) et U(a) @u(a) E @u(e) U(b). Notons d*

la différentielle de U(b). On étend les différentielles d et d* a
U(@) Su(e) E Sue) U(D)

de maniere naturelle (et en appliquant la regle des signes). On pose 6 = d + d*.
Les espaces Cy,(axb, E) et @, ,—, A\’(a) @ E@A?(b) sont isomorphes et ¢ devient
la différentielle définissant I'’homologie H,(a x b, E).
Par passage au quotient, d, d* et 0 induisent des endomorphismes de
@D, Cpq- Les espaces @14 Cpg et Cp(a x b,m x n; E) sont isomorphes et
d devient la différentielle définissant ’homologie relative H,(a x b,m x n; E).
Considérons le complexe double :

! ! ! !

Co’n — Cl,n — e ne1n Cn’n —
! ! ! !
! ! | !
Co,l — C'1,1 A n—1,1 < nl
! ! | !
C'0,0 — CI,O = o n—1,0 < n0 n+1,0

Dans ce diagramme les fleches verticales sont les d et les fleches horizontales sont
les d*. Il résulte des hypotheses de la proposition et des définitions de d et de d*
que :

1. Le diagramme commute (au sens gradué).
2. L’application naturelle C,, o — C,,(a,n; E/Eb) est surjective.
3. Si m > 0, alors le noyau de d dans C,,,, est égal a d(Chq1.m)-
L’application C, 9 — Cy(a,n; £/Eb) induit une application
H,(axbmxnFE)— H,(b,n; E/Eb).

On démontre de maniere standard que cette application est bijective. ]
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On va maintenant étudier I’homologie de certaines superalgebres de Lie. Si
a est une superalgebre de Lie et V' est un a-module, les espaces (H;(a,V));en
peuvent étre calculés de la fagon suivante (cf. [7, ch. II} ou [15, ch. V-VI]) : on
considere une résolution projective du module trivial C :

C— n+1—>Pn%~--—>P1—>PO—>(C—>{O}.
Alors H,(a,V) est isomorphe au n-iéme groupe d’homologie de la suite :
- — Py Qu(a) V — Py Qu(a) V — {0}.

On va appliquer cette méthode de calcul dans la démonstration du prochain lemme.
Notons n la superalgebre de Lie de dimension 1 + e engendrée par un
élément e tel que ng = Cle, €] et que n; = Ce. On note = = [e,e|/2. Si M est
un n-module, soit M¢ ={m € M : em = 0}. Remarquons que M® = M" car e
engendre n. Si N est un ng-module alors on définit N* de facon analogue.

Lemme 3.4.  Soit M un n-module. Alors :
1. Ho(n,M) ~ M/eM ;
2. H(n,M) ~ M¢;
3. Hi(n,M) = {0} quand i > 1;
et si N est un ng-module
1. Ho(ng, N) ~ N/xN;
2. Hi(ng, N) >~ N*;
3. Hi(ng, N) ={0} quand i > 1.

Démonstration.  Remarquons que U(n) est isomorphe (comme algebre asso-
ciative) a Cle|, car U(n) est le quotient de I'algebre tensorielle de Cz @ Ce par
I'idéal engendré par e — x; il est alors évident que I'application 1 de Cle] dans

U(n) telle que 1(e™) = €™ pour tout n € N est un isomorphisme. On dispose alors
de la résolution projective du module trivial C donnée par :

. — {0} — Cle] -5 Cle] - € — {0}

ou la fonction £ : Cle] — Cle] est donnée par {(P) = eP et ¢ est la projection
de Cle] dans C telle que, pour chaque polynéme P, ¢(P) est son terme constant.
On sait alors que les espaces H;(n, M) sont donnés par I’homologie du complexe

{0} — Cle] @ym) M — Cle] @umy M — {0}
On voit facilement que ce complexe est isomorphe au complexe
{0} — M =5 M — {0}

ou la fonction £* de M dans M est donnée par £*(m) = em et donc £*(M) = eM.
On en déduit que
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1. Ho(n, M)~ M/eM;
2. Hy(n, M)~ M°;
3. Sii>1, alors H(n,M) = {0}.

Les résultats concernant les ng-modules sont bien connus et peuvent étre démontrés
de la méme facon. ]

On va travailler maintenant avec la superalgebre de Lie osp(1,2), qui est
isomorphe a la sous-algebre de Lie de gl(1,2) dont les éléments sont les matrices

de la forme
0 a b

—b C1 Co
a C3 —(C1

On va identifier osp(1,2) a cette superalgebre de Lie. On note :
000 00 O 00 O
y=1000|,h=l01 0 |,z2=00 -1,
010 00 -1 00 O
010 00 —1
f=1000],e=[10 0
1 00 00 O

On vérifie facilement que

1. 0sp(1,2)p = Cz & Ch @ Cy;
2. 0sp(1,2); =Cep Cf;

3. [h7e] = €, [h7f] =—f [676] = 2z, [f?f] = 2y, [67f] = h, [x7y] = —h,
[h,l‘] =2z, [hay] = —2y, [e7y] =-/, [e7x] =0, [f,I] =e et [f7y] =0.

De plus, la sous-algebre de 0sp(1,2) engendrée par x et par e est isomorphe a n;
en fait, le choix des symboles = et e est compatible avec celui qui a été fait pour n
avant I’énoncé du lemme 3.4. Remarquons que s[(2) ~ osp(1,2)g; on va identifier
s[(2) a osp(1,2), par cet isomorphisme.

Soit h = Ch. Si V (respectivement W) est un osp(1,2)-module (resp.
s[(2)-module), alors V' est aussi un n-module (resp. ng-module); de plus, puisque
n (resp. ng) est un idéal de n@bh (resp. ng@h), la proposition 3.1 dit que h opere
dans les espaces H;(n,V') (resp. H;(ng,V)). Le lemme 3.4 a alors le corollaire
suivant :

Lemme 3.5.  Soit V' (resp. W) un osp(1,2)-module (resp. sl(2)-module).
Alors :

1. Hi(n,V)~V°e®CCe;

(m, V)~ V/eV;
3. Hi(ng, W)~ W*® Cx;
4. Hy(ng, W) = W/axW .

Ces isomorphismes sont des isomorphismes de bh-modules.

V
2. HO n,V
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Démonstration.  L’application £* : V ® Ce — V définie par £*(v®e) = ev
est un morphisme de h-modules. On en déduit (en reprenant la démonstration du
lemme 3.4) que, comme h-modules, Hy(n,V) =~ ker(£*) = V°® Ce. 1l est clair
que Ho(n,V) ~V/eV.

La démonstration dans le cas des s[(2)-modules peut étre faite de la méme
fagon. [

Soit V' un osp(1,2)-module localement fini, i. e. tel que si v € V', alors
le sous-module engendré par v est de dimension finie. On sait alors que V' est
somme directe de ses sous-modules irréductibles de dimension finie car, d’apres
[8], tout osp(1,2)-module de dimension finie est somme directe de sous-modules
irréductibles. Le lemme suivant va donner des résultats plus précis concernant la
structure de h-module de Hy(n, V') et de Hi(n, V) dans cette situation.

Lemme 3.6.  Soit V' (resp. W) un osp(1,2)-module (resp. sl(2)-module)
localement fini. Alors, comme h-modules :

1. Ho(n, V) ~ Vf
2. Ho(no,W) ~ WY,

Pour faire la démonstration, on aura besoin du résultat suivant (cf. [8, §6]):
sin € N et M est un osp(1,2)-module de dimension 2n + 1, alors il existe un
élément m € M tel que

1. Tensemble {m,em,e?m,...,e?*"m} est une base de M;
2. M/ = Cm;
3. m¢eM,
4. hm = —nm.
Démonstration.  Pour démontrer la premiere assertion du lemme, il faut,

d’apres le lemme 3.4, que 'on démontre que V7 ~ V/eV . Puisque V est la somme
directe de ses sous-modules irréductibles de dimension finie, on voit clairement
qu’il suffit que I'on montre que si M est un osp(1,2)-module irréductible, alors
M7 ~ M/eM . Cette assertion est vraie, car M = M/ @ eM .

La démonstration dans le cas des s[(2)-modules peut étre faite de la méme
facon. ]

On déduit aussi a partir des propriétés des osp(1,2)-modules irréductibles
de dimension finie que le résultat suivant est vrai :

Lemme 3.7.  Soit V' (respectivement W ) un o0sp(1,2)-module (resp. sl(2)-
module) localement fini et soit A € h*.

1. Si M(h) € =N, alors (V1)) = {0};
2. Si AM(h) € =N, alors (W¥), = {0};
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3. Si A(h) € N, alors (V¢), = {0};
4. Si A(h) € N, alors (W?), = {0}.

Rappelons que g est une superalgebre de Lie qui vérifie les conditions
équivalentes du théoreme 1.4. Soit o € A.

Proposition 3.8.  Soit « € A une racine non isotrope. Si « est paire (respec-
tivement impaire), la sous-algéebre g de g (cf. définition 1.10) est isomorphe a la
somme directe de s[(2) (resp. osp(1,2)) avec ker .

Démonstration.  On va faire la démonstration dans le cas ou « est impaire,
I’autre cas étant analogue et bien connu.

Soient X, € g, \ {0} et Y, € g_, tels que [X,,Y,] = hs (cf. définition
1.9). On note Xy, = [Xa, Xo|/2 et Yo, = [Ya,Y,]/2. L’application linéaire
n:05p(1,2) — g(a) telle que n(e) = Xo, n(f) = Ya, n(h) = ha, n(x) = Xsa
et n(y) = Yo, est un homomorphisme injectif. Comme a(h,) est non nul, on a
g(a) >~ o0sp(1,2) & ker a. [

Soient b” une sous-algebre de Borel de g, n° = @,ca+(p0) o) A € b*, V
un g-module localement fini et i un entier. L’algébre h opere dans H;(n% V) et
on note comme d’habitude H;(n° V), le sous-espace de poids A. Remarquons que
si a est une racine non isotrope, alors laction de h, dans H;(n% V) est semi-
simple avec des valeurs propres entieres. En particulier, H;(n% V), est nul si A
n’appartient pas au réseau des poids Q).

Notons que si V' est h-semi-simple (ce qui est le cas dans les applications
ultérieures), il en est de méme de H;(n% V), et donc H;(n° V') est somme directe
des H;(n°, V), ot A parcourt le réseau des poids.

Proposition 3.9.  Soient X € b*, b une sous-algébre de Borel de g, n° =
DPaocat o) 8o, @ € AT(6%) une racine simple non isotrope et V. un g-module
localement fini. Soit b* la sous-algébre de Borel de g telle que

v AT\ {a}) U{—a} st a0 € A\
AT(b) —{ (A+(6%)\ {0, 20}) Uf—a, —20)  sia € A

et soit 1t = @pep+(p1) G- St AM(ha) >0, alors :
Vien Hi(n",V)aipyo = Hioa(n', V)agp,,-

Proof.  Notons n(a) la sous-algebre na+poy(a) de g (cf. définition 1.14).
D’apres la proposition 1.15, on sait que

[0 ® Chy ® 0% n(a)] C n(a). (4)

Onan’=n"®n(a), n' =n*dn(a) et "°On' =n(a). On déduit de la formule
(4) et des propositions 1.15, 3.1 et 3.8 que si « est paire (respectivement impaire),
alors H;(n(«), V) admet une structure de sl(2)-module (resp. osp(1,2)-module)
localement fini.
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On fixe un 7 € N. Des résultats standards concernant la suite spectrale
de Hochschild-Serre (cf. [6, §1.5 et §1.6.5]) et le fait que, d’apres le lemme 3.4,
H;(n, M) = {0} si j > 1 nous permettent de déduire que l'on a :

Hy(n°, V) =~ Ho(n*, Hi(n(a),V)) ® Hi(n%, (H;-1(n(a), V), (5)
Iisomorphisme étant un isomorphisme de h-modules. Soient X, € g, \ {0} et

X_o € 9-0\{0}. Alors les lemmes 3.5 et 3.6 et la formule (5) nous permettent de
déduire que 'on a :

H;(n%,V) ~ Hy(n(a), V)" @ (Hi-1(n(a),V)* @ CX,) . (6)

Posons = X\ + ppo. Remarquons que l'on a pyo — ppr = «; on a donc
i —a = A+ ppr. D’autre part, on a

1 si a est paire
1 . . .
5 Sl v est 1mpaire

peo(ha) = {

et donc p(hy) > 0.
On a, d’apres la formule (6), appliquée a n® et n!,

2

Hi(n V) = (Hi(n(@), V))& (Hia(n@),V)%) (7)

p—o

Hi (0" V) (Hi_l(n(a),V)X“>#_a@(Hi_g(n(a),V)X*‘*) NG

I

Puisque pi(hy) > 0, le lemme 3.7 (appliqué avec X_, = f ou X_, = y) et les
égalités (7) et (8) nous permettent de déduire que

Hi(no, V))‘erbo ~ H,L'(no, V)H ~ (Hi,l(n(a), V)Xa) ~ H,L',l(nl, V),u,fa

~ Hi,l(nl,V),\erbl. o n
Signalons le cas particulier suivant :
Corollaire 3.10.  Soient b°, a et V comme dans la proposition 3.9 et soit
Ae b . Si Ahy) =0, alors :
Vien Hi(n% V)xip,o = 0.
Démonstration.  Cela résulte de la formule (7) : sous les hypotheéses con-

sidérées, les deux facteurs du membre de droite de la formule (7) sont nuls. Re-
marquons que si « est impaire, on a (A + ppo)(ha) = %, de sorte que A+ ppo n’est
pas un poids. Donc H;(n° V) Mpgo €St nul pour des raisons encore plus fortes! m



88 SANTOS

4. Foncteurs de Zuckerman

Rappelons que g est une superalgebre de Lie qui vérifie les conditions équivalentes
du théoreme 1.4. Soit g I'ensemble des classes d’équivalence de représentations
irréductibles de dimension finie de go. Pour chaque v € g{}, on fixe une représen-
tation r, dans la classe . Soient £, ’espace vectoriel dans lequel r., opere et I,
le noyau de r.,. L’application r, induit une bijection U(go)/Il,—End(E,).

Soit G un groupe de Lie complexe, connexe et simplement connexe dont
'algebre de Lie soit isomorphe a gq et soit F/(Gy) Palgebre des fonctions continues
de G dans C. On note R(Gy) le sous-espace de F(Gy) engendré par les coeffi-
cients des représentations semi-simples de dimension finie de GGo. Remarquons que
R(G)y) est engendré par les coefficients des représentations irréductibles de dimen-
sion finie de Gg. Puisque le produit tensoriel de deux représentations semi-simples
de Gy est semi-simple, R(Gy) est une sous-algebre de F/(G)).

Si E est un Gy-module semi-simple, « € E*, v € E et g € Gy, on note
bav(g) = algv). Si v € g, Papplication

E:®E, — R(Gp)
a®v = Py

est injective; on note R(Gy),+ son image. Ces applications induisent un isomor-

phisme
P (E;  E,) ~ R(Go). (9)

Yegy

Soit [ l'action réguliere gauche de Gy dans R(Gy) définie par
(U(k)9)(m) = ¢(k~'m) (k,m € Go; ¢ € R(Go)).

De fagon analogue, on considére I'action réguliere droite r de Gy dans R(Gj)
définie par

(r(k)o)(m) = ¢(mk) (k,m € Go; ¢ € R(G))).

Il est clair que, pour tout v € g{, R(Gy), est un sous-espace stable de R(Gy) par
rapport aux deux actions. On en déduit que [ et r induisent des représentations
de go dans R(Gy), que I'on note aussi [ et r. Pour chaque X € gy, les fonctions

l(X),T(X) : R(Go) — R(GO)

sont des dérivations et [(X) et r(X) commutent.

Considérons R(Gy) comme un go-module par rapport a l'action réguliere
gauche. Si pour chaque v € gj on considére 'action de gy dans EF ® E, induite
par 'action naturelle dans E et par l'action triviale dans E.,, on voit alors que
(9) est un isomorphisme de go-modules. De fagon analogue, si on considere R(Gy)
comme un go-module par rapport a l'action réguliere droite et si pour chaque
v € g{ on consideére 'action de gy dans EF ® E, induite par I'action triviale
dans E et par I'action naturelle dans E.,, alors (9) est aussi un isomorphisme de
go-modules.

La multiplication dans Gy fait de R(Gy) une algebre de Hopf. Soit f €
R(Gy). Alors il existe un unique élément de A(f) = Y a; ® b; € R(Go) ® R(G)
tel que 'on ait f(hk) = a;(h)b;(k) pour tout h et k dans Gy.
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On note M(Gy) le dual de R(Gp); c’est aussi une algebre de Hopf par
dualité. On note * le produit dans M(GO); c’est le produit de convolution. Si
k € Gy, on note 9, € M(Go) I’évaluation en k. Remarquons que si k,h € Gy,
alors 0y, * 0y, = Orn et que 0; est I'unité de M(Go). Si u € U(go), on note encore
u Pélément de M(Gyo) définit par la formule (u, ¢ov) = Ga.uv(l) = a(uv). Ceci
permet de considérer U(gy) comme une sous-algebre de M(Gp).

On note encore r et [ les représentations régulieres droite et gauche de Gy
ou U(gy) dans M(Gy) obtenues par dualité. On a par exemple pour m € M(Gy)
et u € U(go), l(u)ym = uxm et r(u)m = m*a ol u+— & est 'antiautomorphisme
principal de U(go)-

Par dualité, la multiplication dans R(Gj) fait de M(Gg) un R(Gy)-mo-
dule. Par exemple, pour f € R(Gy) et k € Gy, on a for = f(k)d. La
multiplication induit un morphisme de R(Gy) ® M(Gq) dans M(Gy) respectant
les représentations régulieres [ et r.

On note :
M(Go) = { € M(Go) : #{7 € g} : ¥(R(Go),) # {0}} < o0} .

Cest un idéal de M(Gy), stable par la multiplication par R(Gj).
On note p I'élément de M(Go) tel que, si v € gj, a € EJ et v € E,,

a(v) si-yest triviale

o) = { 0 sinon.

L’élément p appartient & M(Gy) et c’est, & une constante pres, 'unique élément
invariant a gauche de M(Gy). L’application f — fu est un isomorphisme de
R(Gp) sur M(Gp) respectant la structure de modules sur R(Gy) et les représenta-
tions régulieres [ et r.

Soit v € g(. Notons, pour tout go-module V', V, le sous-espace des
vecteurs de type v, et V/L,V le plus grand quotient de type . Lorsque V est
somme directe de modules simples de dimension finie, ’application naturelle de V,
dans V/I,V est un isomorphisme. Ceci est conforme a la notation employée plus
haut pour R(Gp).+ qui est le sous-espace des éléments de R(Gy) qui sont de type
~* pour la représentation réguliere [, o v* est la représentation contragrédiente
de 7.

Notons encore M(Gyp), le sous-espace des éléments de M(Gp) qui sont de
type 7 pour la représentation réguliere [. L’application de restriction a R(Gy),
induit un homomorphisme surjectif d’algebres de M(GO) sur l'espace M(Gp),.
Par exemple, si v € U(go), l'image u, de u vérifie (uy, pav) = Pauv pour tout
a € EJ et tout v € Ey. L’application u — u, induit par passage au quotient un
isomorphisme d’algebres et de U(gy)-module a gauche et a droite de U(go)/I, sur
M(G)p).. Nous notons (conformément aux notations ci-dessus) 1, I’élément unité
de ./\/l(G(()),y .

Par construction, I'algebre M(Go) est isomorphe au produit [[, M(Go), .
L’espace M(Gy), est un idéal de M(Gy), et I'algtbre M(G)) est isomorphe a la
somme directe @, M(Gy),. Notons que M(Gp) n’a pas d’élément unité.
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L’application f ~— fu est un isomorphisme de R(Gp), sur M(Gy), pour
les représentations régulieres droite et gauche. En particulier, il existe un élément
[y € R(Go), tel que 1, = fypu.

Nous allons étendre ces définitions au “supergroupe G” d’algebre de Lie g.
La méthode suivie est analogue a celle qui est décrite en détail dans [16, ch. I]
auquel nous renvoyons pour plus de précisions’. On pose

M(G) = M(Go) Gugy UlB) et M(G) = M(Go) Bu(ay) U(9)-

On note m*u limage de m®@u € M(Go) @U(g) dans M(Go) Qu(go)U(g). Soient
u € U(g) et n € M(Gy). Choisissons des éléments u; € U(g) et f; € R(Gy) tels
que Pon ait Ad(k™1)(u) = X fi(k)u; pour tout k € Gy. On pose

uxn =Y (fn)*u;. (10)

J

On démontre comme dans [16] qu'il existe une structure d’algebre sur M(G)
telle que I'on ait (m % u) % (n % v) = m * (u*n) * v pour tout m,n € M(Gy) et
tout u,v € U(g), ou Popération u *n vient d’étre définie, et les opérations mx* et
xv sont les opérations évidentes.

Puisque U(g) est libre de rang fini comme module a gauche sur U(go),
Papplication m — m % 1 est une injection de M(Gy) dans M(G), et M(G) est
libre de rang fini comme module & gauche sur M(Go) I1 est aussi libre de rang fini
comme module a droite. En effet, on démontre comme dans [16] que l'application

(u,m) > w*m induit un isomorphisme U(g) ®ygy) M(Go) =~ M(G).

Le sous-espace M (G) est un idéal de M(G) qui contient M(Gy) comme
sous-algebre. Pour tout v € g, on note encore 1, I'élément correspondant de
M(G). L’application u +— wl, induit un isomorphisme de U(g)/U(g)l, sur le
sous-U(g)-module a gauche U(g)l, de M(G). De méme, 'application v — 1 u
induit un isomorphisme de U(g)/I,U(g) sur le sous-U(g)-module a droite 1,U(g)
de M(G).

On a donc des isomorphismes M(G) >~ @,cqp U(g)/U(9)L, et M(G) =~
®,eqy U(g)/1,U(g). L'isomorphisme

@ ulg)/Ue) L, ~ P U(g)/1,Ul(g)

vegd yegd

qui en résulte peut étre calculé grace a la formule (10). Plus explicitement, soient
u€U(g) et n € M(Go) = D,eqp U(go)/I,. Nous utilisons les notations u; et f;
de la formule (10). L’isomorphisme cherché envoie un € @,cqy U(g)/U(g)1, sur

>i(fimu; € Deqr U(g)/1,U(g).

De maniere duale on pose
R(G) = Homg, (U(g), R(Go))-

Rendons explicites les structures de go-modules utilisées : un élément ¢ de I’espace
Hom(U(g), R(Gyp)) appartient & R(G) il vérifie ¥(uX) = r(X)(¢(u)) pour tout

9En fait ici la situation est plus simple que dans [16] car U(g) est de type fini comme module
sur U(go)-
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u e U(g) et X € gy. Les espaces R(G) et M(G) sont en dualité par la formule
(Y,m*u) = (P(u),m). Par dualité R(G) est munie d'une structure d’algebre
de Hopf; en particulier, ¢’est une algebre supercommutative. On considere R(G)
comme Dalgebre des fonctions sur le “supergroupe G”.1° L’application ¢ — (1)
est un homomorphisme surjectif de R(G) sur R(Gy) que l'on considere comme
I’application de restriction au “sous-supergroupe G,”. Dans ces conditions, si
Y € R(G), l'élément correspondant de Hom(U(g), R(Gp)) s’interpréte comme
I'application qui a u € U(g) associe la restriction de r(u)y a Gy.

On note HC la catégorie des g-modules qui sont go-finis et h-semi-simples
(ce sont les modules d’Harish-Chandra). En d’autres termes, c’est la catégorie
des g-modules dont la restriction a gy est somme directe de modules simples de
dimension finie. On notera que les éléments de HC de type fini sont exactement
les g-modules de dimension finie h-semi-simples. En particulier, HC contient tous
les g-modules simples de dimension finie. Pour les représentations régulieres [ et
r, les modules R(G) et M(G) (qui sont isomorphes) sont dans HC.

On pose, pour chaque g-module V :
Lo(V) = M(G) @u Vet Lo(V) = M(G) uqq) V-

Les foncteurs Lo et Lo vont de la catégorie des g-modules dans celle des M(G)-
modules et sont exacts a droite. Comme M(G) est dans la catégorie HC, on
peut aussi considérer que le foncteur Ly va de la catégorie des g-modules dans la
catégorie HC.

Il résulte des définitions de M(G) et M(G) que I'on a

A ~

,Co(V) ~ M(Go) ®U(90) V (11)

et
Lo(V) = M(Go) @ugy) V- (12)

Ces formules permettent I'étude de la structure de M(Gy)-module de ces modules.
Soit v € g{; comme l'algebre M(Gy), =~ U(go)/U(go)I, est facteur direct dans
M(Gy), le sous-U(go)-module M(Gp), @u(ge) V' est facteur direct dans Lo(V') et

Lo(V). On obtient le lemme suivant :

Lemme 4.1.  Soit V un g-module.

1. Soit v € g(. L’application v — 1, xv de V dans Lo(V) induit des
isomorphismes V/I,V ~ Lo(V), = Lo(V),.
2. Ona Ly(V)~D

€8

" V/LV.

3. Il y a une injection naturelle de Lo(V) dans []
Lo(V) — Lo(V) s’identifie & Uinjection @

yEQ) V/[’yV; et lapplication
ZVILV = Tlhegy VILV.

YEGy YEGy

On en déduit le corollaire suivant :

10Cf. [17] pour la définition.
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Corollaire 4.2.  Si V appartient & HC, les U(g) -modules V , Lo(V) et Lo(V)

sont isomorphes.

Remarquons que 'isomorphisme V' — ﬁO(V) du corollaire 4.2 est I'applica-
tion naturelle de V' dans ﬁO(V) déduite de 'application v — 1 ® v de V dans
M(G) ® V. Comme M(G) n'a pas d’élément unité, isomorphisme V — Lo(V)
est un peu moins simple & décrire. Il est obtenu de la maniere suivante : si vy € gf
et v € V,, alors I'image de v est 1, xv.

Proposition 4.3. On suppose que Lo(V'), est nul, sauf pour un nombre fini de
v € gh .t Alors Lo(V) est le plus grand quotient de V' qui soit dans la catégorie
HC. En d’autres termes, il existe un morphisme surjectif T, unique, de V dans
Lo(V) tel que tout morphisme de V' dans un module W de la catégorie HC se
factorise a travers T.

Démonstration.  L’hypothese implique que 'application naturelle de V' dans
Lo(V) est surjective, et que l'injection naturelle de Lo(V) dans Lo(V) est un
isomorphisme. On obtient donc une surjection 7 de V' dans Ly(V'). Notons que
pour chaque v € g{ la projection de 7(v) sur Ly(V), se déduit de 'application
qui & v € V associe 1, xv. Donc on a 7(v) = ¥ eqn 1, * v, et la somme est finie
par hypothese. L’application 7 répond a la question. [

Soit V un g-module. On pose VI = Dreap Vs C’est un g-module, et c’est

le plus grand sous-module de V' dans la catégorie HC. On pose
(V)= (RG) e V)*

ou les invariants sont ceux de la représentation r ® 6, en notant 6 la représentation
dans V. Compte-tenu de la définition de M(G), (V) s’identifie aux applications
linéaires 1 de rang fini de M(G) dans V telles que l'on ait ¢(m*u)v = ¢(m)(uv)
pour tout m € M(G), u € U(g) et ve V.

L’application de restriction de M(G) & M(G) induit un isomorphisme

(V) ~ (R(Gy) @ V)

de sorte que I'on peut considérer I'°(V) au choix comme un espace de fonctions
sur Gy a valeurs dans V', ou un espace de “fonctions sur G” a valeurs dans V.
L’isomorphisme entre ces deux espaces est la restriction a Gg; plus explicitement,
par restriction aux éléments de la forme §;, avec k € Gy, on voit que l'on peut
considérér T°(V) comme un espace de fonctions 1 sur Gy a valeurs dans V.
Ecrivons I'action d’un élément X € g dans T'°(V) dans cette réalisation et soit
¥ € (V). Pour tout k € Gy on a (X)) (k) = (Xb, &) = (1, =X *6) = (1, —0p.x
Ad(k™1)(X)) d’apres la formule (10), et donc (X)) (k) = Ad(k~1)(X) (¢(k)) . De
méme, pour tout u € U(g), on a

(ugp) (k) = Ad(k™")(u) ((k))

Hest le cas par exemple si Lo(V) est de dimension finie
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En considérant la restriction & 1 € Gy, on obtient un isomorphisme (V') ~
V/ et donc T'°(V) est isomorphe au plus grand sous-module de V' qui est dans la
catégorie HC.

Soit V' un U(g)-module. Nous noterons @ 'action de g dans V. On pose

M(Go, V) = M(Go) RV et R(Go, V) = R(Go) ® V.

On munit ces deux modules de la structure de gg-module r ® 6. Les formules
(11) et (12) signifient que I'on a des isomorphismes Hy(go, M(Go,V)) =~ Lo(V)
et H(go, R(Go,V)) ~ T%V). La représentation réguliere [ induit la structure de
go-module de Ly(V) et TO(V).

Montrons comment induire la structure de g-module. Soit u € U(g) et
choisissons comme plus haut des éléments u; € U(g) et f; € R(Gy) tels que 'on
ait Ad(k™)(u) =3 f;(k)u; pour tout k € Gp. Soit m®@v € M(Gy, V). On pose

(w)(m ®v) = 3 (fym) ® uo.

J

Par exemple, si k € Gy et m = 0, on a [(u)(0p ® v) = 6, ® Ad(k~")(u)v. De
maniere duale on pose, pour ¢ € R(Gy,V)

(I(w)e) (k) = Ad(k™")(u) (U (k).

On démontre (cf. [5] ou [16]) que [ est une représentation de g dans M(Gy, V)
(resp. R(Go,V)) commutant a la représentation r @ 6.

On remarquera que, pour X € go, les endomorphismes [(X) et l~(X ) de
M(Gy, V) (resp. R(Gp,V)) sont tous deux définis. Ils ne sont pas en général
égaux, mais ils induisent la méme action dans Lo(V) (resp. T°(V)). Plus
généralement, si X € g, Paction induite par [(X) dans Lo(V) (resp. T°(V))
redonne la structure de g-module définie plus haut.

Soit 89 une sous-algebre réductive de go contenant . On note HC(sg) la
catégorie des g-modules qui sont s(-finis et h-semi-simples. En d’autres termes,
c’est la catégorie des g-modules dont la restriction a sy est somme directe de
modules simples de dimension finie. Notons Sy le groupe simplement connexe
d’algebre de Lie sg. Les modules de la catégorie HC(so) sont parfois appelés
des (g, Sp)-modules. Nous considérons T comme un foncteur exact & gauche de
HC(s¢) dans HC, et Ly comme un foncteur exact a droite. Pour tout entier 7, on
note I', (-) et £°(-) les foncteurs dérivés (ils sont nuls par convention si i < 0).
Pour simplifier les notations, on ommettra s, de la notation lorsque cela ne crée
pas de confusion.

Soit V' un g-module; on note toujours 6 l'action de g. Considérons, pour
tout entier ¢, le module

H; (g0, 50; M(Go,V)) .
L’homologie relative est calculée pour I'action r ® 6, et [ induit une structure de

g-module dans H; (go, 50; M(Go, V)).

Proposition 4.4.  Soit V' un module de la catégorie HC(sy). Les g-modules
L;(V) et H; (go,50; M(Go,V)) sont isomorphes.
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Démonstration.  Remarquons que si W € HC(s), alors le foncteur - @ W de
HC(so) dans HC(sg) est un foncteur exact; en plus, si V' € HC(so) est un module
projectif, alors V' @ W est aussi projectif (cf. [16, §I1.3]). Soit

— P — P — By — V — {0}
une résolution projective du g-module V' (dans la catégorie HC(sg)). Alors
i M(G07P2> E— M(G(]?Pl) E— M(G07 PO) - M(GOJ V) - {O}

est une résolution projective du g-module M(Gy, V). Puisque la restriction a
HC(s¢) du foncteur H;(go, So;) est le i-eme foncteur dérivé de la restriction a
HC(so) du foncteur - @y(gy) C (cf. [16, §IL6]), on voit que H;(go, 50; M (Go,V))
est isomorphe a I'i-eme groupe d’homologie du complexe

> £0<P2) — L()(Pl) — ,Co(Po)
et donc isomorphe a L;(V). [

De méme, [ induit dans H’ (go, s0; R(Go, V)) une structure de g-module et
on a un isomorphisme fonctoriel H* (g, 50; R(Go,V)) ~ I''(V) pour tout module
V' de HC(sy).

Nous passons en revue quelques propriétés générales utiles des foncteurs
L;(-) et T%-). On note V un module de la catégorie HC(so).

Proposition 4.5.  Soit I lannulateur de V' dans U(g). Alors I annule les
modules L;(V) et T*(V).

Démonstration.  Soit u € I. Pour tout k& € Go, on a Ad(k)(u) € I, de sorte
que l'on a l(u) = 0 dans M(Go, V) et R(Gy, V). [

Soit v € gy. On a L;(V), ~ E, ® H; (go,so;E§®V) et T/(V), ~
E, ® H (gg,ﬁo;E; ® V). Si W est un module de la catégorie HC(sq) (resp.
HC), on note W¢ le sous-espace du dual formé des vecteurs so-finis (resp. go-
finis). Ils sont automatiquement h-semi-simples et le module W€ est encore dans

la catégorie HC(sg) (resp. HC). Il résulte des formules qui précedent que le dual
de L£;(V), est T(V¢),+. On a donc (cf. [16, §IIL.1]) :

Proposition 4.6.  Les modules T'(V°) et L;(V)¢ sont isomorphes.

Signalons un cas particulierement utile dans la suite.

Proposition 4.7.  Si la dimension de L;(V') est finie, alors le dual de L;(V)
est isomorphe a T'(V°).

On pose N = 2n = dimgg/so. Puisque sy contient h, n est un entier.
Soient V' et W des modules de la catégorie HC(sg), et soit (.,.) une forme les
mettant en dualité. Une variante de la dualité de Poincaré (cf. [5], [16]) produit
une forme (.,.) mettant en dualité les modules T%(V) et TN=4(W). Elle dépend
du choix d'un élément non nul x € AY(go/so). Fixons s et soient w ® 1 @ v
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représentant'® un élément de U € I'(V) et ' ® ¢’ ® w représentant un élément
de V € FN*?(W), avec v €V, w e W, ¢ € R(Gy), ¥ € R(Gy), w € AN(go/50)"
et w' € AN "(go/s0)*. La dualité est donnée par la formule

(U, V) = 2w AW 65) (1, i) (0, w), (13)

ou le signe est déterminé par la regle des signes. Appliquons ceci a W = V. La

dualité de Poincaré pour les foncteurs de Zuckerman peut s’exprimer de la maniere
suivante (cf. [16, p. 185])

Proposition 4.8.  La formule (138) induit un isomorphisme entre L;(V) et
IN=4(V). En particulier, les modules L,(V) et T™(V') sont isomorphes.

Soit ¥ un sous-ensemble parabolique de A (cf. définition 1.12) et soient
u®, s et p les sous-algebres de g définies par la définition 2.1. Soit £ un s-module
de dimension finie h-semi-simple. Il est clair que le g-module M(FE) = M (p, E)
est h-semi-simple et que, comme sy-module, il est somme directe de ses sous-
modules irréductibles de dimension finie. Il est donc dans la catégorie HC(sp)
et les modules L£;(M(E)) et T"(M(E)) sont définis. On va donner une autre
construction des modules £;(M(FE)). Considérons l'espace M(G) @ E et notons
0 la représentation de p dans F. On considere la représentation r ® 6 de p dans
M(G) ® E. Elle commute a la représentation | de M(G) dans M(G) ® E. Les
espaces de cohomologie relative H; (p,so; M(G) ® E) sont bien définis, et sont
des modules dans la catégorie HC. Ils sont duaux des foncteurs considérés par I.
Penkov dans [19] en termes de géométrie sur les supervariétés de drapeaux. La
proposition suivante est une adaptation d’un résultat non publié de Michel Duflo
et Michele Vergne.

Proposition 4.9. St E est un s-module de dimension finie h-semi-simple,
alors le g-module
L; (M(E)) (14)
est isomorphe au g-module
H; (p, 50; M(G) @ E). (15)
Démonstration.  On considere 'espace M(Go)@U(g)® E comme un bimodule

pour goxp. L’action de g est produit tensoriel de la représentation r dans M(Gj)
et [ dans U(g). L’action de p est produit tensoriel de la représentation r dans
U(g) et 6 dans E. Enfin, on définit comme plus haut une action [ de g dans
M(Gy) @U(g) ® E qui commute aux actions précédentes. On peut donc définir
les g-modules

H; (go X p, 50 X 50; M(Go) @U(g) @ E) . (16)

Remarquons que l'on a

M(Go) ® U(g) Gugp) E = M(Go) © M(E)

121] faudrait en fait écrire des combinaisons linéaires.
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et
M(Go) Quse) U(9) @ E = M(G) ® E.

On va appliquer la proposition 3.3 pour démontrer que (14) et (16) sont
isomorphes; on démontre de fagon analogue que (15) et (16) sont isomorphes.
Fixons 7 > 0 et p € N. Il faut démontrer que

H; (p.50; A" (80/50) ®utsg) (M(Go) @ U(g) ® E))) = {0}.

Ceci résulte de 'assertion suivante :

Si F' est un sp-module (a droite) somme directe de modules simples de
dimension finie, alors le p-module (a droite) F ®qsq) U(p) est projectif dans la
catégorie des p-modules dont la restriction a s, est somme directe de modules
simples de dimension finie. On a donc :

H; (paEO;F@)M(so) U(P)) =0

pour tout j > 0. Comme le p-module AP(go/S0) ®u(so) (M(Go) @U(g) @ E)
admet une filtration par des modules de ce type, le résultat s’en déduit (cf. [7,
§A.3] ou [16, §D.1]). [

On a n = dim(uy"). Rappelons que n est égal & 1 dim(go/so) = N/2 et a
dim(po/s0)-

Proposition 4.10.  Soit E un s-module h-semi-simple de dimension finie.
1. Les modules L;(M(FE)) sont de dimension finie.
2. Les modules L;(M(E)) sont nuls si i > n.

3. Le module Lo(M(FE)) est le plus grand quotient de dimension finie de M (F).

Démonstration.  D’apres le lemme 2.6, on sait que le go-module M (E) admet
une filtration de longueur finie par des go-modules M (pg, V), ou V est un po-
module de dimension finie somme directe de sp-modules simples, et ou on a
posé M (po, V) = U(go) Du(po) V- En filtrant V', on peut méme supposer que
V est un sp-module simple. En considérant des suites exactes longues, on est
ramené a montrer les assertions analogues analogues a 1 et 2 pour les gp-modules
L;(M(po,V)). Ce cas est bien connu (cf. [16, §IV.11]).

La derniere assertion résulte de la premiere et de la proposition 4.3. [

Comme dans [16, §V.7], on peut dans certains cas obtenir un résultat
complet d’annulation.

Proposition 4.11.  Soit E un s-module simple de dimension finie. Si M(FE)
est irréductible, on a :

1. Le module L;(M(E)) est réduit a {0} sii#n.

2. Le module L,(M(E)) admet une forme bilinéaire o -invariante et non-dégé-
nérée.
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Démonstration.  D’apres la proposition 2.5, E et M(FE) admettent une forme
bilinéaire paire, symétrique, o-invariante et non-dégénérée. La proposition 4.8 dit
alors qu’il existe une application bilinéaire non-dégénérée

(-,-) : Li(M(E)) X Lop_s(M(E)) — C.

D’apres la proposition 4.10, £;(V) = {0} pour i > n; on en déduit la premiere
assertion de ’énoncé. La deuxieme assertion résulte aussi de la proposition 4.8. m

Remarquons que, sous les hypotheses de la proposition 4.11, il peut arriver
que le module £, (M(E)) soit nul. Lorsqu’il n’est pas nul, on peut se demander
si le module £, (M (FE)) est simple. Nous verrons plus loin que c’est le cas lorsque
p est une algebre de Borel. L’existence de la forme bilinéaire non dégénérée sur
L,(M(E)) est un élément essentiel de la preuve.

5. Principe d’Euler

Soient ¥ un sous-ensemble parabolique de A et 2 un sous-ensemble borélien de
V. Pour chaque j € N, on note £;(M(FE)) le g-module L3°(M(p, £)). Dans cette
section on calcule la somme alternée

>_(=1)7 sch (£;(M(E))). (17)

320

Remarquons que cette expression a un sens car, d’apres la proposition 4.10, la
dimension de chaque L£;(M(E)) est finie.

Nous commencons par rappeler quelques formules concernant les problemes
analogues pour les algebres de Lie semi-simples. On note W le groupe de Weyl de
(g0, ) et on note Wy C W le groupe de Weyl de (sq, h).

Si V' est un pp-module, on considere le go-module

M (po, V') = U(go) Qupo) V-

Supposons V' de dimension finie et h-semi-simple. Les go-modules £3°(M (po, V')
sont définis et de dimension finie; on les note L£;(M(po,V)). Notons AT(sp)
I’ensemble des racines positives de sy et ps, la demi-somme correspondante.
Posons

X(V) = ( [T (- ea/2)> ch(V).

acAt (50)

Par exemple, si V' est simple, il est encore simple comme sp-module. Si I'on note
A son poids dominant par rapport & A*(sg), on a

x(V) = Z det(w)ew(Hpso) (18)

weWy

d’apres la formule de Weyl.
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Proposition 5.1. On suppose que les poids de V' sont dans le réseau (). On
a
> det(w)w(x(V)er Peo)
weW /Wy

— jCh;C' 0 =
;( 1) i(M(po, V) [[ (7 -c°P

acAt(go)

Remarquons que la formule ci-dessus a un sens car det(w)w(x(V)eo~+=0)
ne dépend que de la classe de w modulo Wj.

Démonstration. Le pp-module V' admet une filtration finie par des sous-pg-
modules telle que le gradué associé soit formé de modules simples. D’apres le
principe d’Euler-Poincaré, on peut supposer que V' est simple, ce que nous faisons.
Soit A € @ son poids dominant par rapport & AT (sy). Compte-tenu de la formule
(18), la formule a démontrer devient

3 det(w)er o)
—1)7chL;(M(po, V)) = =¥ .
;( 1) ]( (p )) H (ea/Q_e—a/Q)

acAt(go)

Ce résultat est connu; cf. [24, §6.5.2]. [

Posons x(E) = (HaeA+(50)(ea/2 —e*a/2)> sch(£). Considérons l'espace
u;"; il est stable par s,. Comme il est totalement impair, 1'algébre symétrique

S(u;") est de dimension finie. Les racines de b dans u;” sont les éléments de
(U\ — W) N Ay, et elles ont la multiplicité 1. On a donc

sch(S(u,")) = 1T (14 ee®). (19)

ac(T\—-¥)NA,

Proposition 5.2. On suppose que les poids de E sont dans le réseau ). On
a

> det(w)w ()Z(E) 11 (1+ ee_o‘)epo_pﬁo)

; weW /W, a€(T\—P)NA
(1) seh £5(M(B)) = === T2 ga?
J H (e —e )
acAt(go)
Démonstration.  Le go-module M (FE) admet une filtration finie par des sous-

go-modules telle que le gradué associé soit isomorphe a M(py,V), on V =
S(g/(go +p)) ® E. D’apres le principe d'Euler-Poincaré, et compte-tenu de ce
que la structure de go-supermodule des L£;(M(E)) ne dépend que de la struc-
ture de go-supermodule de M (E), on voit que I'on a > ;(—1) sch £;(M(E)) =
> ;(=1)7sch £;(M(po,V)). La proposition 5.1 est encore valable avec des super-
caracteres de supermodules. La proposition 5.2 résulte donc de la formule :

mmawmmm»®m=( 11 u+waﬂmum.
ac(T\—P)NA;

Comme g/(go + p) est isomorphe comme sy-module a u; , celle-ci résulte de la
formule (19). [
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Soit m = dimug. Lorsque le module M (F) est irréductible, on sait, d’apres
la proposition 4.11, que £;(M(E)) est nul sauf pour 7 = m. On en déduit dans
ce cas une formule pour le caractere du module £,,(M(E)).

Proposition 5.3. On suppose que les poids de E sont dans le réseau () et que
le module M(E) est irréductible. On a

> det(w)w ()Z(E) ( 11 (1+ee°‘)ep°p50>

)mweW/Wo U\ —T)NA;

I 7P

acAt(go)

sch £,,,(M(E)) = (-1

Meéme lorsque E est de dimension 1, les conditions nécessaires et suffisantes
d’irréductibilité de M(E) ne sont pas connues en général. Pour des conditions
“génériques” sur E, on peut établir des conditions suffisantes d’irréductibilité de
M(E) et de L,,(M(E)) (cf. [16, ch. VIII] ou [24, §6.6]). On trouve alors des
résultats voisins de I. Penkov et V. Serganova (cf. [20, p. 871]).

Soit ) I'ensemble des poids de (go, h). On note Q4. 'ensemble des poids
Q-dominants.!> Pour chaque ¢ € Q.. on note E, le go-module simple de
dimension finie de plus haut poids o (par rapport a la relation d’ordre <g, qui
a été définie apres la démonstration de la proposition 1.15.). Soient o € Q4
et V un go-supermodule. On note m(o, V) = dimhomg, (E,, V') la multiplicité
de o dans V', considérée comme un élément de N + eN. Comme les gg-modules
h-semi-simples sont semi-simples, les m(o, £;(M(E))) déterminent completement
la structure de go-module de £;(M(E)). Nous donnons une formule, pour tout
0 € Q4+, pour la somme alternée

Ny Z 1Ym(o,L;(M(E))) € Z + €Z. (20)

Les formules (17) et (20) sont reliées par la formule évidente

> (=1)sch (L;(M(E))) = > NochE,.

J TEQ 4+

Introduisons les notations suivantes : si v € §§' et F, est dans la classe 7,
on note comme plus haut m, = dim hom,, (F,, E) € N+ €N la multiplicité de F,
dans E. On note A, € @ le plus haut poids de F., par rapport a A*(s).

Définition 5.4.  On note P. la fonction de b* a valeurs dans Zle]/(e* — 1) =
Z + €7 qui vérifie la propriété suivante :

Vxeb* H 1 + ee” Z P

a€(P\—P)NA; Aebh*

On déduit de cette définition et de formule (19) que l'on a :

Lemme 5.5. Si A € b*, alors P.(\) = dim(S(ui),).

131’ensemble Q. dépend du choix de .
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Proposition 5.6. On suppose que les poids de E sont dans le réseau (. On
a:

N, = Z Z m. det(w) P.(A, + po — w(o + po)).

veESS wEW

Démonstration.  Soit A un élément de () qui soit le poids dominant d’une
représentation irréductible de s5. Compte tenu de la formule de Weyl (pour sq et
go) et de la proposition 5.2, il s’agit de démontrer que le coefficient de e***0 dans
I’expression

T (Z det(s)e* (=) (Z PE(—A)6A> GPo—Pso)

weW/Wy seWy AEQ

est égal a Y, e det(w) P.(A+ pyo —w(o + po)). En tenant compte de 'invariance
de certains termes par s, on trouve

I= > det<w>w( > Pe(—)\)det(s)es(“r”o“))

weW /Wy seEWo,AeQ

et donc

I= 5" 3" P(—))det(w)e?MFrotd),

weW Ae@
Changeons w en w™' et Aen —A. Ona I =3 ,cp Yacg Pe(N) det(w)e®” (A+po=A)
Comme o + pgy est régulier, pour chaque w € W il y a exactement un A tel que
w (A +pg—A) =0+ py. Mest égal & A+ pg — w(o + po). Il contribue pour
det(w)P.(A + po — w(o + po)) au coefficient de e’ dans I. Notre formule est
donc établie. ]

Pour terminer cette section, nous explicitons la proposition 5.2 lorsque ¥
est un sous-ensemble borélien de A. On note b 'algebre de Borel correspondante.
Dans ce cas, on a s = . Soit A € h*; on va appliquer les résultats précédents a la
représentation £ = X\ — pp de b.

Siw e W, soit pu(w) € {1,€} tel que

w ( H (ea/Q + ee_a/Q)) = p(w) H (eo‘/Q + ee_a/Q) )
ac¥y acW¥y

La proposition 5.2 donne immédiatement la formule suivante :

Proposition 5.7. On suppose que \ — pp est un poids. On a

(Z det(w),u(w)ew(/\)> 11 (/2 + ee/?)
D (1) seh £i(M (b, X — py)) = == IT (e p—e .

aeW¥g
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6. Irréductibilité de certaines représentations

Dans cette section, nous écrirons, pour tout g-module h-semi-simple V', L;(V) =
LY(V). Soit b une sous-algébre de Borel de g. On verra que si un poids de la

forme A\ — pp satisfait certaines conditions, alors on peut trouver un ¢ € N tel que
L;(M(b, \—pp)) soit irréductible et tel que, si j # i, alors L£;(M (b, \—pp)) = {0}.

Lemme 6.1.  Soient b une sous-algébre de Borel de g et A € h*. On note

= P g

acAT(b)
On a
LM (6,1 = pu) = H; (0, M(g0) @uqan U(0)) -
Démonstration. On a:
L6, A~ py) =
~ H; (b, B; M(g0) @ui(g0) U(9) ® (C,\_pb) (d’apres la proposition 4.9)

= H; (1, M(go) @uan U(a) © T, ) (dapres la proposition 3.2)
~  H; (0%, M(go) @uu(q0) U(0))

Chacun de ces isomorphismes est un morphisme de g-modules, car 'action don-
nant la structure de g-module et 'action pour laquelle on calcule ’homologie
commutent. [ |

—A+pp

Si a est une racine non isotrope, on note s, la réflexion par rapport a «.
Notons que si « est impaire, alors 2« est une racine paire et on a s, = S9,. Donc
dans tous les cas s, est un élément du groupe de Weyl W de gy et son action
dans b est la restriction d'un automorphisme de g.

Siw € W, alors w(b) est la sous-algebre de Borel de g telle que AT (w(b)) =
w(AT(b)). Remarquons que I'on a pu,p) = w(pp).

Proposition 6.2.  Soient b une sous-algebre de Borel de g, A\ € h* et a €
AT (b) une racine simple non isotrope. Soit b' la sous-algébre de Borel de g telle

que
+opty _ ) (AT(0)\ {a}) U{—a} sia € Ag
AT = { (A*(6)\ {0, 20}) U{—a, —2a}  sia € A,.

Si Mhy) <0, on a, pour tout i € Z :
Li(M (0, — po)) = Li 1 (M6, X — per)) = Li1(M(5a(6), A = ps.(v)))-
Démonstration.  On note n’ = @uen+(p) fa, €t 1! = Buen+(p1) do- Pour Vac-

tion de g par multiplication a droite, le module M (go) ®u(g,) U(g) est localement
fini. D’apres la proposition 3.9, on a

H; (n°, M(go) ®ugo) U(g)) ~ Hi 1 (0!, M(g0) gy U(g))
On obtient le premier isomorphisme en appliquant le lemme 6.1.

Le deuxieme isomorphisme résulte de ce que s, permute les racines positives
non proportionnelles & a. On a donc s,(b) = b'. [

—Atpp —A+pp1
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Lemme 6.3.  Soit A € h*. Il existe une sous-algébre de Borel b de g telle que
A hy) >0 pour tout o € AF(b).

Démonstration.  Soit by une sous-algebre de Borel de gg telle que A(h,) >0
pour toute racine a de bg. Il s’agit de montrer qu’il existe une sous-algebre de
Borel b de g dont by est la partie paire. Comme toutes les sous-algebres de Borel
de go sont conjuguées par un automorphisme de g, on voit que 'on peut méme
choisir b conjuguée d’une sous-algebre de Borel de g fixée a I'avance. ]

Si w € W, on note [(w) la longueur de w par rapport a l’ensemble des
racines simples de AJ(b). Rappelons la définition 1.8 : on dit que un élément
A € b* est typique si A(H,) # 0 pour tout a € A;.

Proposition 6.4.  Soient b une sous-algebre de Borel de g et A\ € bh* un
élément typique. Supposons que A(hq) > 0 pour tout o € AZ(b). On a, pour
tout © € 7 et pour tout w e W :

£i+l(w)(M(w(b)7 A — pw(b))) = EZ(M(bv A— pb))'

Démonstration.  La démonstration sera faite par récurrence sur [(w). Si
I(w) = 1, alors w = s, pour une racine simple a € AJ(b). D’apres [19, ch.
V], il existe une sous-algébre de Borel b# de g telle que by = (b#)y et que si
a/2 est (respectivement n’est pas) une racine, alors /2 (resp. «) est simple par
rapport & AT (b#). On a alors :

Lip1(M(5a(6), A = psa(v))) =
~ Lo (M(sa(b%), X — ps6#))) (dapres la proposition 2.7)
~ Li(M(6%, X\ — py#)) (d’apres la proposition 6.2)

Li(M(b, A — pp))

12

d’apres la proposition 2.7.

Dans le cas général, on écrit w = s,w’, ou « est une racine simple de
Af(b) et I(w) =1(w') 4+ 1. Sion pose N = w'(\), il suffit que 'on démontre que
N(ha) > 0, mais ceci est une conséquence du fait que (w')~1(a) € Af(b) (cf. [1,
ch. VIJ). [

Rappelons qu’on dit qu'un élément A € h* est régulier si A(h,) # 0 pour
toute racine non isotrope «.

Théoreme 6.5.  Soient A un élément typique de bH* et b une sous-algebre de
Borel de g. Alors :

1. Si XA — pp n'est pas un poids, L;(M(b,\ — py)) = {0} pour tout i € N.

2. Si X nlest pas régulier, L;(M(b,A — pp)) = {0} pour tout i € N.
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Démonstration.  La premiere assertion résulte immédiatement du lemme 6.1.
Pour démontrer la seconde assertion, prenons une racine non isotrope « telle que

AMha) =0. Si @ ou ia est simple dans A*(b), 'annulation de £;(M (b, X — pp))
résulte du lemme 6.1 et du corollaire 3.10. On va se ramener a ce cas. On
choisit une sous-algebre de Borel b’ telle que o ou o soit simple dans A*(b').
Conjuguant b et b’ a des sous-algeébres de Borel pour lesquelles A soit dominant,

et appliquant deux fois la proposition 6.4, on voit qu’il existe un entier j tel que
l'on ait L£;(M(b,\ —pp)) = L;(M(6', X — pp)). [

Si b est une sous-algebre de Borel de g et A\ € h* est régulier, on note
n(b,A) = #{a € AJ(b) : A(ha) < 0} .

Remarquons que n(b, \) est égal a la longueur de I’élément w du groupe de Weyl
de (g,h) tel que w(A) soit dominant par rapport a A*(b) (cf. [1, §VI.1.6] et [2,
§VIII.3.3]).

Théoreme 6.6.  Soit \ un élément typique et régulier de h*. On suppose que
pour une (ou pour toute) sous-algébre de Borel b de g l’élément A — py est un
poids. Soit b une sous-algébre de Borel de g. Alors :

1. L;(M(b,X\—pp)) = {0} pour chaque i € N différent de n(b,\).

2. Si b’ est une sous-algébre de Borel de g, les g-modules Ly 5 (M (b, A —pyp))
et Lo x) (M, A — pw)) sont alors isomorphes.

3. Le super caractére du module L x) (M (b, X —pp)) est donné par la formule

(Z det(w),u(w)ew(’\)> IT (e +ee/?)

_1)11([],/\) weW aEAf(b)
H (ea/2 . efoz/Q)
acAF (b)
Démonstration. Il résulte de la proposition 6.4 que, pour démontrer la premi-
ere assertion, il suffit de la démontrer lorsque b vérifie n(b,\) = 0. 1l faut

alors démontrer que 'on a L£;(M(b),A — ps)) = 0 si i # 0. Clest évident si
t < 0; supposons ¢ > 0. On note wy 1'élément de plus grande longueur de W'.
On a l(wg) = n (rappelons que n est défini apres I’énoncé de la proposition
4.7) et L;(M(b, A — pp)) =~ Lipn(M(wo(b), A — puee))). D’autre part, on a
Liyn(M(wo(b), A — pug(ey)) = 0 d’apres la proposition 4.10.

Démontrons la seconde assertion. Il résulte de la proposition 6.4 qu’il suffit
de la démontrer lorsqu’on a n(b,A) = n(b’;A) = 0. Ceci implique que l'on a
by = bj. L’assertion résulte alors de la proposition 2.7.

La troisieme assertion est une conséquence de la premiere assertion et du
théoreme 5.7. [ ]

Pour poursuivre, nous utiliserons un résultat de Kac (cf. [13, §8] pour
I'énoncé et [14] pour la démonstration) sur I'irréductibilité des modules de Verma
— nous n’aurons besoin en fait que de la condition suffisante.
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Théoréme 6.7.  Soient b une sous-algébre de Borel de g et \ € h*. Le module
M(b, X\ — pp) est simple si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

1. Pour toute racine isotrope o, on a A\(H,) # 0 (i.e. X est typique).

2. Pour toute racine paire « telle que Lo ne soit pas racine et pour tout entier

2
n>0 ona Ahy) #n.

3. Pour toute racine mon isotrope impaire et pour tout entier n > 0 on a

Mho) # L +n.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette section.
Rappelons que pour A € h* et toute sous-algebre de Borel b de g, le module
M (b, \) admet un plus grand quotient de dimension finie, égal & Lo(M (b, \)), et
un unique quotient simple, noté L(b, \).

Théoreme 6.8.  Soit \ un élément typique et régulier de h*. On suppose que
pour une (ou pour toute) sous-algébre de Borel b de g l’élément X — py est un
poids.

1. Soit b une sous-algébre de Borel de g telle que n(b,\) = 0. Alors L(b, \—pp)
est de dimension finie. Le module Lo(M (b, \— pp)) est simple et isomorphe
a L(b,\ — py). Le supercaractére du module L(b,\ — py) est donné par la
formule

(Z det(w),u(w)ew(/\)> 11 (™% + ee™/?)

weW aGA;—(b)

[ (=)

aeAT(b)

sch(L(b, A — pp)) =

2. Soit b une sous-algébre de Borel de g. Alors le module Ly, x)(M (b, X —py))
est simple et isomorphe a L(b',\ — pf) pour toute sous-algébre de Borel b’
de g telle que n(b';\) =0.

Démonstration.  Soit b une sous-algebre de Borel de g telle que n(b, \) = 0.
Il résulte de la troisieme assertion du théoreme 6.6 que le module Lo(M (b, A—pp))
est non nul. En effet, comme A\ est régulier, les w(\) sont distincts et son
supercaractere est non nul. Il en résulte que M(b, A\ — pp) admet un quotient
non nul de dimension finie et donc que L(b, A\ — pp) est de dimension finie.

Montrons que le module Lo(M (b, A — pp)) est simple. Pour cela, il suffit
de montrer que ce module admet une forme bilinéaire paire non-dégénérée o-in-
variante symétrique. En effet, comme Ly(M (b, X — pp)) est quotient non nul de
M (b, X — pp), son sous-espace de poids A — pp est de dimension un et il engendre
Lo(M(b, X — pp)). Soit b# une sous-algebre de Borel de g telle que l'on ait
n(b# \) = n, cest-a-dire A(h,) < 0 pour tout o € AF(b#). I résulte du
théoreme 6.6 qu’il suffit de démontrer que L, (M (6%, — pf)) admet une telle
forme bilinéaire. Comme, d’apres le théoreme 6.7, le module M (b# \ — pf) est
simple, ceci résulte de la proposition 4.11.

Le reste du théoreme résulte du théoreme 6.6. ]
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Explicitant ce qui concerne les modules simples de dimension finie, nous
retrouvons des théoremes classiques de Kac [11] sur les modules typiques :

Théoreme 6.9.  Soit b une sous-algebre de Borel de g.

1. Soit V' un module simple de dimension finie et soit X € Q) son poids domi-
nant (par rapport a b ). Supposons que X + py soit typiquet*. Alors \ + pg
est régulier et le supercaractere de V' est donné par la formule

(3 dettumtupeton) T (e

weW acAf(b)

[ P =ee?

acAF (b)

2. Réciproquement, soit A € () un poids dominant tel que X + py Ssoit typique
et réqulier. Alors il existe un module simple de dimension finie de plus haut
poids \.

Démonstration.  Par hypothese, le module L£o(M (b, A)) est non nul. Il résulte
du théoreme 6.5 que A+ pp est régulier. Le reste est une conséquence du théoreme
6.8. ]

7. Polynomes invariants sur une sous-algebre de Cartan

Soit b une sous-algebre de Borel de g. Soit 7, ; la représentation de g dans
L;(b,M(b,A)). A chaque poids A on associe les polynomes sur f donnés par :

PA,m: b - . C
H — Z(—l)ZStT(WA,i(H)m)

)

ot m € N\ {0}. On note aussi T = ][] «. Si P, et P, sont deux fonctions
QEE
polynomiales, alors P;|P, veut dire que P, est multiple de P;.

Théoréme 7.1.  L’espace vectoriel engendré par les polynomes Py, est l'espa-

ce {(ID e S(hH" . T|(I>}.

Remarquons que cet ensemble est égal a {CD c S(h)" . Voers a|¢>}; c’est
une conséquence du fait que deux racines isotropes, « et 3, sont proportionnelles
si et seulement si « = £ (cf. [12, §1.4]).

Ce théoreme généralise un théoreme de Chevalley concernant les polynomes
invariants sur une algebre de Lie semi-simple et la démonstration qu’on va donner
suit les lignes de la démonstration de ce théoreme qu’on peut trouver dans [2, ch.

VIII] ou dans [4, ch. VII].

140On dit alors, suivant Kac, que V est typique.
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Lemme 7.2.  Soient A’ C b* un systéeme de racines (reduit), A" C A’ un
systéme de racines positif, P’ un sous-réseau du réseau des poids tel que ZA' C
P, p = %ZaeA/+ a, W' le groupe de Weyl et Z[P'] l'algébre des combinaisons
linéaires (a coefficients dans Z) des éléments e* (X € P'). On note, pour chaque

Ae P
Z det w()\-i-p
6 — weW’
A I 1—e®)
aEA'T

Alors Z[P'|" est engendré par {0y : X € P'}.
Ce résultat est bien connu.

Rappelons que @ est le réseau des poids de Ag(b). On note A (b) =
ATNAT(B) et wp = Y «.

acAT(b)
Lemme 7.3.  L’élément wy est dans le réseau ().
Démonstration.  Soit § € Ag; on veut démontrer que wy(hg) € Z. On choisit

une sous-algébre de Borel b# de g telle que 3 ou (/2 soit simple par rapport &
AT(6%). Si a € AT (b#), alors

(2a —a(hg)B)(hs) =0 sif €A
(a+ sg(a))(hs) = { (20 — 204(23)5)(25) =0 sifeh

et sg(a) € AT(6#). On en déduit que (wy# + Sg(we#))(hg) = 0 et donc que
wp#(hg) =0, car so(wp#)(hg) = —wp#(hg). Puisque wp —wps € ZA C @, on voit
que wp(hg) € Z. [

Notons Afj = Ag U (A1 \E), AGT = A N AT(b) et p = p(AGT). Remar-
quons que Ayt et p' dépendent du choix de b et que :

1
Po = 5 Z a— Z a
acAF (b) acAT(b)
1
-5 T a2 ¥ o= X a- X o«
€A (b) aeAT (b)\AT(b) acAT (B)\AT (b) aeAT (b)
= p — wp.
Si A€ b*,onnote P(A\)= > A(ha). On note aussi
aEA:{\Aio
©: Z[Ql — Z[Q]
ZC)\G/\ . Z P(/\))\
AeQ AeQ

La fonction © est un automorphisme de Z[Q] qui ne dépend pas du choix de b,
car si b7 est une autre sous-algebre de Borel de g et si on note P# la fonction
analogue & P définie & partir de b*, alors P()\) — P#(\) € 2Z pour tout \ € h*.
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e sia € Ay

. / ay\ JE—
Lemme 7.4. Sia€ Aj, alors O(e®) = { —e* sia€ A\ A

Démonstration.  Soit a € Afj. On va supposer que « ou «/2 est simple par
rapport a AT(b); on peut le faire d’apres la derniére assertion avant I’énoncé du
lemme. On note :

A={BeA5(6)\ Do : alhy) £ 0 et § ¢ {o,a/2}}

et
B={BeAj(b)\A:alhs) =0}

Remarquons que si § € A, alors s,(3) est un élément de A différent de [ et que
(a + sg(a))(hg) = 0; on en déduit que Y 5.4 B(ha) = 0. On a alors :

alha) st € Ao\ Ay
P(Oz) = Za(hg)—i-ZOé(hg)—i-{O sia€e Ay

BeA peB alhy) sia€ Ay \ Ay

_ Oou2 siaelA,
- 1 siae A\ Ay

et donc P(«) est pair si et seulement si a € Ag. [

Soit v : W — {1, —1} la fonction telle que :

(Vwew) : w ( 11 (eo‘/Q - eo‘/2)) = v(w) B (e“/Q — e’“m) :

aeAf (b)\Ay

Lemme 7.5. Siw € W, alors ©(e*?)=F") = p(w)ew )",
Proof.  Puisque w(p') — p' = > a,ona:

aGAg" et w(a)<0

o (eww)—p') —o 11 e | = (—1)#lecal (0)\Brw(@)<o}

anAEf et w(a)<0
d’apres le lemme 7.4. On déduit de la définition de la fonction v que

y(w) = (_1)#{046AT([’)\A71:“}(04)<0}‘ -

Lemme 7.6. SiweW et A€ Q, alors © (e“’w) = (=1)PMew

Proof.  En effet,
P(w(\) — P(\) =2 > AMhy) € 27

a€ALF et w(a)<0

et donc
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Lemme 7.7.

SANTOS

St A€ Q, alors :

> det(w )ew e Y det(w)v(w)e?*+F)
) weWw o weW .
H (ea/Z . 6—04/2) H (ea/Q o 6—04/2) (ea/Q + e—a/?)
aeng” a€Ag (b) aeAf (b)\A7
Proof. On a
> det(w wA+s') > det(w wirte')=
weWw _ weW
H (ea/Q . 670[/2) H (1 . efoz)
aeAGT aeAGT
Z det(w)e AN pw(p) ="
_ weW
H (1—e79) H (1—e79)
aeA] (b) a€AT (0)\AT
et donc
> det(w wirte)
weW _
© H (ea/2 . e—a/2) -
a€A6+
3 det(w)O(e“™)O (e )=
_ weW
I[I a-6e@™) (1-6(")
aeA] (b) aeAT (b)\Ar
Z det(w P(A) (w)ew(k)ew(p’)—p
weWw N
= d’apres les lemmes 7.4, 7.5 et 7.6
H (1—e9) H (1+e™9) ( )
acAl (b) a€AT (b)\Ar
> det(w)v(w)e? @)
— (_1)P()\) weW
H (ea/Q . efa/Q) (ea/Q +e a/2)
acA(b) acAf (b)\A;

Si A €@, on note

on déduit du lemme 7.7 que ¥, € Z[Q)].
Le lemme 7.2 (appliqué au réseau Q) et le fait que © est un automorphisme
de Z|Q] impliquent que 'on a :



SANTOS 109

Corollaire 7.8.  L’ensemble {U) : X\ € Q} engendre Z[Q]" .

Rappelons que si V' est un g-module qui admet un supercaractere, alors on
note sch_; (V') I’élément que I'on obtient de sch(V') quand on remplace ¢ par —1.
Soit p: W — {1, €} la fonction qui a été définie avant I’énnoncé de la proposition
5.7. Si on remplace € par —1, alors la fonction p devient la fonction v. En effet,
T est W-invariant (cf. [12, §1.5]); on en déduit que [] (/2 — e7/2) est

W -invariant et on a donc, pour tout w € W :

acAT(b)

w H (611/2 . e—a/?)

AT (b)
= w H (ea/2_6—a/2) w H (ea/2_e—a/2)
aeAT(b)\A1 acAT(b)
= v(w) J] (e*?—e ).
acAT(b)

Corollaire 7.9.  L’ensemble {Z(—l)j sch 1 (L;(M(b,A—pp))) : A€Q ¢ en-
Jj=0
gendre lespace des éléments de Z[Q]™ qui sont divisibles par H /2 —em0/2
acA](b)

Démonstration.  Ceci est une conséquence de la proposition 5.7. On a, pour
AEQ :

(Z det(w)y(w)ew(’\+p")> T (% —e/?)

. weW aeA“‘(b)
Z(—l)J sch_y L;(M(b,\)) = - _;
j ’ [[ (ev—e?)

aeAT (b)
> det(w)v(w)e?*tre)
— T (ea/gw_eme/_a/g) Hi(ea/g +e ) aeg(b)(ea/z _ emal2y91)
a€Ag (b) aeAf (0)\AT (b)
et cette expression et égale a Wy - [ (e*? —e /3. [
aeAT(b)

Si g = Yo%, 9n est une série formelle, avec g, € S™(h*) pour chaque
m € N, on note d,,(9) = gm. En particulier, si A € bh* et m € N, alors
dn(e) = X" /m! et, plus généralement

m )\m—k
dm(g9€") = gp——r
kz:% (m — k)!

Lemme 7.10. Si A € h*, m € N\ {0} et go # 0, alors \™ est combinaison
linéaire de dp,(e*q), dm(e®q), ..., dpn(elmTDA),
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Démonstration. Il suffit que 'on remarque que si j € N\ {0}, alors
d (ej)\) _ i 2m—kgk Nk
" = (m —k)!
et que le déterminant de la matrice
1 1 R |
2m gm—1 R |
(m+1)™ (m+1)™t . 1
est non nul. ]

Si A € b, on note v\ = Speww(e?); si m € N\ {0}, on a alors
don(12) = Swew (w(N))™/m! et on déduit du lemme 7.10 que si g € S(h*)V
et si go # 0, alors d,,(7y\) est combinaison linéaire de d,,(729), dm(7229), -- -,
dm (Y(m+1)2) - Supposons maintenant que A € Q. Puisque {m~y : m € N\{0}} C @,
chaque d;(7,) est combinaison linéaire des d,,(¢g¥) (¥ € Z[Q]"). On déduit de
cette assertion et du corollaire 7.8 que l'on a :

Corollaire 7.11.  Si A € Q et m € N\ {0}, alors dn(7\) est combinaison
linéaire des d,,(Vp) (A€ Q).

Pour démontrer le théoreme 7.1 on prend

604/2_6704/2
R

aeAT(b)

On note ¢ le degré de T; on a donc q = #AT(b). On a remarqué dans la
démonstration du corollaire 7.9 que 7" est W -invariant; on en déduit que g est aussi
W -invariant. On peut donc écrire g sous la forme 3°° g, avec g,, € S™(h*)"
pour chaque m € N. Remarquons que go = 1. Si A € @ et m € N\ {0}, notons

G =dp | U [] e?—e?
a€AT(b)

et Y = dn(g¥y). On a alors :

A0 sim < q.

On en déduit que si m > ¢, alors Td,_,(y») est combinaison linéaire des
dn | Oa ][ e/ — 72| (A € Q). Le théoreme 7.1 est alors une conséquence

acAT (b)
de la formule (21).
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