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Resumo: A linearidade das transformadas de Lorenz é deduzida directa-
mente dos pressupostos da Teoria da Relatividade, sem hipoteses adicionais.

Abstract: The linearity of the Lorenz transformations is deduced directly
from the assumptions of Relativity Theory, without further hypothesis.
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Introducao

Considerem-se dois observadores O e O’ a moverem-se em referenciais inerci-
ais, que se deslocam a uma velocidade uniforme relativamente um ao outro,
sendo v a velocidade de O’ relativamente a O. Se, para o observador O, um
evento tiver lugar num determinado lugar e num determinado momento, em
que lugar e em que momento tém lugar relativamente ao observador O’? A
resposta relativistica a esta pergunta é distinta da classica. Veja-se [2] para
uma introdugdo a Teoria da Relatividade e [4] para a sua histéria.

Para simplificar, vai-se supor que tudo se passa a uma dimensao espacial
e que, além disso, quer o local 0 quer o instante 0 sdo os mesmos para ambos
os observadores. Entao, se o evento F teve lugar em (z,t) (onde a primeira
coordenada é a coordenada espacial e a segunda é a temporal) relativamente
a O e teve lugar em (2/,t¢') relativamente a O, a relagdo cldssica entre os

pares (z,t) (2/,t) é
=z — vt
)
enquanto que a relacdo relativistica é dada pela transformada de Lorenz:

' =v.(z — vt)
Leoiies) ?
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onde ¢ ¢é a velocidade da luz no vazio e v = ( 1-%

Ha muitas maneiras de demonstrar a validade das transformadas de Lo-
renz. Einstein, no seu artigo original sobre a Teoria da Relatividade (repro-
duzido no apéndice de [4]) faz isso de uma maneira quase completa (mais
detalhes serao vistos a frente), partindo de dois pressupostos explicitos:

1. o principio da relatividade (as leis naturais sdo as mesmas para dois
observadores a moverem-se a uma velocidade uniforme relativamente
um ao outro);

2. a velocidade da luz no vazio é constante e é a mesma para todos os
observadores;

e dois implicitos:
1. isotropia do espacgo;
2. homogeneidade do espaco-tempo.

De facto, quase desde o inicio da Relatividade que foi despendido esforco
para provar que, mesmo sem se supor que a velocidade da luz no vazio
é constante e é a mesma para todos os observadores, se tem necessaria-
mente ou , para alguma velocidade ¢, podendo entao o valor de ¢ ser
determinado experimentalmente; veja-se [I] e a bibliografia ai incluida.

Repare-se que exprime (z/,t') como uma funcao linear de (z,t); por
outras palavras, (z/,t') = f,(x,t), para alguma aplicacao linear f,, depen-
dente de v. Um ponto de partida para a demonstragdo de que se tem de
facto consiste entdo em comecar por demonstrar que f, é uma aplicagao
linear; isso reduz a determinagdo da relagao entre (z,t) e (2/,t') & determi-
nacao de apenas quatro nimeros. Einstein provou que f, preserva a adicao,
0 que quase basta para concluir que se trata de uma aplicacdo linear. Com
efeito, qualquer funcio mensurdvel (segundo Lebesgue) de R? em R? que
preserve a adigao é linear e supor que f, é mensuravel é uma hipétese extra
muito fraca, tantos mais que hd modelos da teoria dos conjuntos para os
quais todas as fungdes sdo mensuraveis (veja-se [5]). H4a outras demons-
tragoes da linearidade de f, supondo outras hipéteses mais fortes (mais
uma vez, consulte-se a bibliografia de [1]), tal como, por exemplo, f, ser de
classe C2. O objectivo deste artigo consiste em demonstrar a linearidade
de f, sem recorrer a hipoteses adicionais.

Antes de se prosseguir, convém observar que f, é necessariamente uma
bijeccao. Com efeito, esta implicito que, a cada evento espago-temporal E,

Encontro Nacional da SPM 2012, pp. 1



JosE CARLOS SANTOS 3

corresponde um e um s6 par de coordenadas espago-temporais ¥ (E), que
sdo as coordenadas de FE relativamente ao observador O. E, analogamente,
a E corresponde um e um sé par de coordenadas espago-temporais ¢*(F),
que sao as coordenadas de E relativamente ao obsrvador O'. Mas entao v e
Y* sdo bijeccoes e, como f, = * op~1, f, é uma bijeccio.

A fim de se provar a linearidade de f,, considere-se um objecto sobre
o qual ndo actua nenhuma for¢a. Como os observadores O e O’ estao em
referenciais inerciais, ambos descrevem o conjunto de todas as sucessivas
coordenadas espaco-temporais do objecto como um segmento de recta. Posto
de outro modo, a funcdo f, envia segmentos de recta em segmentos de
recta. Mas qualquer bijeccao de R™ em R™ que envie segmentos de recta
em segmentos de recta é uma aplicacdo afim (veja-se [3]) e, como se estd a
supor que f,(0,0) = (0,0), resulta daqui que f, é linear.
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