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Resumo

Einstein publicou o seu primeiro artigo sobre Teoria da Relatividade
em 1905, mas este despertou, de inicio, pouco interesse por parte dos
fisicos. A Relatividade s6 comegou a ser conhecida num ambito mais
vasto em 1908, quando Hermann Minkowski proferiu a sua famosa
palestra «Espago e Tempo». Além de Minkowski, outros notaveis
matematicos de Gottingen ocuparam-se de Relatividade: David Hilbert,
Hermann Weyl e, em menor grau, Felix Klein e Emmy Noether. Vao-se
ver as razoes que levaram aqueles mateméticos a estarem numa posigao
particularmente adequada para abordarem esta area da Fisica.
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Introducao

Albert Einstein (1879-1955) publicou o seu primeiro artigo sobre Re-
latividade em 1905 ([9], [37, Apéndice]). Inicialmente, o artigo despertou
pouca atencao entre os fisicos. SO varios meses apds a sua publicacdo é que
Einstein teve a primeira reacgédo, sob a forma de uma carta de Max Planck
(1858-1947), que ja era entao um fisico reputado. As ideias de Einstein
comegaram a ser divulgadas sobretudo gracas aos esforcos de Planck, que
as exp6s num coléquio de Fisica que teve lugar no primeiro semestre do
ano lectivo 1905-06 e orientou a primeira tese de doutoramento naquela
area, publicada em 1907. Max von Laue (1879-1960), entao assistente de
Planck, trabalhou em Relatividade e viria a publicar a primeira monografia
sobre o assunto [25], para além de ser provavelmente o primeiro cientista a
deslocar-se a Berna para conhecer e conversar com Einsteinﬂ

No entanto, a Relatividade s6 comecou a tornar-se conhecida por outros
cientistas que nao fisicos quando Hermann Minkowski (1864-1909), que fora
professor de Einstein no Instituto Politécnico de ZuriqueE| proferiu a sua
famosa palestra «Espago e Tempo» [40] a 21 de Setembro de 1908 numa
conferéncia de cientistas alemaes de diversas areas. Minkowski era professor
de Matematica na Universidade de Gottingen desde 1902 e néo foi o nico

Vejam-se [37) cap. 1] e [42] §7c] para mais detalhes sobre as reaccoes iniciais & Teoria
da Relatividade.
2Foi o professor que Einstein teve em mais cadeiras: nove, no total 51 §1].



matematico daquela universidade a dedicar-se a Teoria da Relatividade,
pois Felix Klein (1849-1925), David Hilbert (1862-1943), Emmy Noether
(1885-1935) e Hermann Weyl (1885-1955) também o ﬁzeramﬁ Neste texto
vai-se estudar o que levou os matematicos de Gottingen a interessarem-se
tanto por aquele topico, com énfase na abordagem de Minkowski e na criagdo
do conceito de espago-tempo.

1 Os matematicos de Gottingen antes da Relativi-
dade

1.1 Felix Klein e o Programa de Erlangen

Felix Klein pensou em dedicar-se a Fisica enquanto era estudante uni-
versitario, mas acabou por mudar de ideias e tornou-se matematico [5]. Em
1872 foi nomeado ordentlicher Professor na Universidade de Erlangen, com
apenas vinte e trés anos. Foi para a sua dissertagdo inaugural como professor
que Klein escreveu o famoso Programa de Erlangen [ZlHZ_fI Naquele programa,
Klein examina a evolucao do conceito de Geometria e propoe unificar as
diferentes teorias geométricas recorrendo ao conceito de grupo de simetrias.
Cada Geometria (projectiva, afim, etc.) estuda um espago munido de um
grupo de simetrias; mais precisamente, estuda as propriedades do espaco que
sdo invariantes relativamente aquelas simetrias. Assim, por exemplo [21, §3],
a Geometria Projectiva estuda as propriedades do espaco projectivo que sao
invariantes relativamente ao grupo das transformagoes projectivas.

Esta abordagem a Geometria pode parecer banal actualmente, mas foi
revoluciondria na altura, embora se possa argumentar [I7] que os trabalhos
contemporaneos de Sophus Lie (1842-1899) e dos seus alunos fizeram mais
pela divulgacao deste tipo de ideias do que o Programa de Erlangen. Alids,
o préprio Klein reconheceu que o Programa pouca divulgagao teve nos vinte
primeiros anos apds a sua publicacao.

Klein também estudou, pela mesma época, as geometrias nao-euclidianas,
que eram um tépico que pouco interesse despertara até entdo. A partir de
1886, Klein tornou-se professor de Matematica na Universidade de Gottingen.
Os cursos que ai leccionou foram geralmente de areas da Matemaética proximas
da Fisica, tais como Mecénica ou Teoria do Potencial.

3Veja-se [64] para a contribugdo de Emmy Noether. Quanto & de Hermann Weyl, basta
pensar no livro [58].

4Embora seja este o nome pelo qual é actualmente conhecido, o titulo do texto em questao
é Vergleichende Betrachtungen tber neuere geometrische Forschungen (Consideragoes
comparativas sobre as pesquisas geométricas modernas). Vejam-se [I] e [I7] para mais
detalhes sobre o seu impacto.



1.2 David Hilbert e a Teoria dos Invariantes

A primeira 4rea de pesquisa a que Hilbert se dedicou foi a Teoria dos
Invariantes. Quando Hilbert nela trabalhou, aquela teoria estudava a se-
guinte situagao: considere-se um subgrupo G do grupo GL(n,C) de todos
os automorfismos lineares de C", para algum n € N. Considere-se ainda
uma acgdo linear de G num espago vectorial complexo de dimensao finita V.
Queria-se entdo estudar a algebra S(V)¢ das funcoes polinomiais de V'
em C que fossem invariantes relativamente a accdo de G, ou seja, as fungoes
polinomiais P:V — C tais que

(Vg € G) (Vv € C") : P(g.v) = P(v).

Mais precisamente, queria-se saber se aquela algebra era ou nao finitamente
gerada. Em particular, Hilbert provou que a resposta é afirmativa quando
G = SL(n,C), que é o subgrupo de GL(n,C) formado pelos elementos de
determinante 1.

Hilbert era professor de Matematica na universidade de Koénigsberg (onde
se licenciara juntamente com Minkowski) quando publicou estes trabalhos.
Tentou mudar-se para Gottingen em 1892, mas o lugar que ele pretendia foi
ocupado por Heinrich Martin Weberﬂ (1843-1912). Quando este se transferiu
para a Universidade de Estrasburgo, em 1895, Hilbert substituiu-o. Em 1902
Klein conseguiu fazer com que fosse criada mais uma catedra de Matematica
em Gottingen, para a qual Hilbert convidou Minkowski. Este, que estava
entdo no Instituto Politécnico de Zurique, aceitou o lugar.

2 O nascimento da Relatividade

No fim do século XIX, as teorias fisicas relativas ao electromagnetismo
eram dominadas pelas ideias de James Clerk Maxwell (1831-1879), que foram
confirmadas experimentalmente por Heinrich Hertz (1857-1894). Julgava-se
na altura que a luz era formada por ondas de uma substancia designada por
éter. No entanto, experiéncias destinadas a detectar o movimento da Terra
através do éter, nomeadamente a célebre experiéncia de Michelson-Morley de
1887 [35], ndo o conseguiram fazer. Isto parecia indicar que a velocidade da
luz relativamente & Terra ndo era afectada pelo movimento desta em torno

do Sol[f]

®Nao confundir com o fisico Heinrich Friedrich Weber (1842-1913), que foi professor
de Einstein no Instituto Politécnico de Zurique. Curiosamente, Heinrich Martin Weber
também foi professor naquele Instituto.

5Mais precisamente: visto que a Terra se move em torno do Sol, seria de esperar que a
velocidade de Terra relativamente ao éter fosse mudando ao longo do ano.




2.1 Larmor e Lorentz

Nao se vai fazer aqui uma anélise detalhada do contexto no qual Joseph
Larmor (1857-1942) e Hendrik Lorentz (1853-1928) chegaram as transforma-
das de Lorentz, que relacionam as coordenadas espago-temporais de um ponto
relativamente a dois referenciais, um dos quais estd imével relativamente
ao éter e o outro estd em movimento uniforme relativamente ao primeiro;
veja-se [32], [34] ou [37, cap. 1], por exemplo. Vejamos somente a teoria que
propuseram. Para tal, considere-se um referencial R imével relativamente
ao éter. As coordenadas espaco-temporais de um ponto P relativamente a
esse referencial sdo dadas por trés coordenadas espaciais, x, y e z, € uma
coordenada temporal, t. Considere-se agora um segundo referencial inercial
R’ que se move a uma velocidade uniforme v relativamente ao éter. As
coordenadas de P neste segundo referencial sao 2/, v/, 2’ e t'. Suponha-se
que:

1. as origens sdo as mesmas para ambos os referenciais, ou seja, se P
tiver coordenadas (0,0,0,0) relativamente a R entdo também tem
coordenadas (0,0, 0,0) relativamente a R’ e vice-versa;

2. aorigem do referencial R’ move-se ao longo do eixo dos zx do referencial
R a uma velocidade constante v, ou seja (tendo em conta a hipdtese
anterior), o ponto cujas coordenadas relativamente ao referencial R sao
(vt,0,0,t) tem as trés primeiras coordenadas nulas relativamente ao
referencial R'.

Nestas condicgoes, a Mecanica classica afirma que:
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Yy =y
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O que Larmor [24], §16] e Lorentz [30, §4] propuseram (em 1897 e em 1904
respectivamente) foi que se deveria de facto usar:
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onde c representa a velocidade a que a luz se propaga no éter.
Convém esclarecer varios pontos.

e Larmor e Lorentz estavam a formular teorias relativas as particulas
elementares.



e Nem Larmor nem Lorentz propuseram uma teoria relativista. Para
ambos, as «verdadeiras» coordenadas eram x, y, z e t; as coordenadas
x', 1y, 2 et eram um artefacto matemadtico que permitia simplificar
os calculos/[]

e Lorentz ja propusera anteriormente ([26], [27, §23]) outras conjecturas
sobre como passar do referencial R para o referencial R', o que é referido
por Larmor. As sugestoes avancadas por Lorentz em [27), §23] e em [30]
§4] tinham em comum o facto de serem compativeis com a auséncia
de deteccao do movimento da Terra através do éter da experiéncia de
Michelson-Morley.

e Nem Larmor nem Lorentz escreveram as transformagoes de coorde-
nadas sob a forma . Ambos usaram ainda um terceiro sistema de
coordenadas e o que fizeram foi explicar como passar do referencial R
para esse sistema e como passar desse sistema para R'.

e Larmor e Lorentz observaram que as transformadas de Lorentz nao
alteram a forma das equactes de Maxwell.

Lorentz exp6s muito claramente quais eram as hipéteses com que estava
a trabalhaxﬂ uma das quais era a de que uma particula elementar em
movimento relativamente ao éter sofreria uma contracgdo no sentido do
movimento, contracgdo essa que seria exactamente do valor necessario para
explicar o resultado da experiéncia de Michelson—MorleyH

2.2 Einstein

Em [9], Einstein chegou também & transformagao (1]), independentemente
de Lorent4™] mas atribuindo-lhe um significado distinto e partindo de menos
hipdteses. Supondo somente:

1. o Principio da Relatividade: relativamente a dois referenciais inerciais,
as leis da natureza sdo as mesmas;

2. a velocidade da luz no vazio é constante e é a mesma para todos os
observadores,

Einstein provou que, dados quaisquer dois referenciais inerciais R e R’, se a
origem for a mesma para ambos e se, tal como atrés,

Isto é admitido explicitamente por Lorentz em [29].

8A lista das hipéteses de Lorentz é sucintamente descrita em [18].

“Esta hip6tese também tinha sido proposta por George Francis FitzGerald (1851-1901);
veja-se [4].

"Note-se que quando Einstein escreveu [9] ainda néo conhecia nem o artigo [30] (veja-se
[7, p. 620]) nem o artigo de Larmor.



1. as origens sdo os mesmas para ambos os referenciais, ou seja, se P
tiver coordenadas (0,0,0,0) relativamente a R entdo também tem
coordenadas (0,0, 0,0) relativamente a R’ e vice-versa;

2. a origem do referencial R’ move-se ao longo do eixo dos xx do referencial
R (no sentido acima referido),

entao descreve como passar das coordenadas de um ponto relativamente
a R para as coordenadas do mesmo ponto relativamente a R'.

Contrariamente a Larmor e a Lorentz, Einstein ndo encarou as coorde-
nadas relativas ao referencial R’ como uma mera construcao matemaética
destinada a facilitar os cdlculos. De facto, Lorentz, que chamara a t' «tempo
local» viria a afirmar em 1909 [28, cap. V] que, de facto, dados dois ob-
servadores em movimento relativo uniforme ndo hd nenhum motivo para
afirmar que os tempos ou os comprimentos que um deles determina sdo mais
«verdadeiros» que os do outro.

Einstein também deduziu das transformadas de Lorentz que se R” for
um outro referencial inercial a mover-se a uma velocidade uniforme w relati-
vamente a R, entao move-se a uma velocidade constante u relativamente a

R, com
v+ w

U=-——- 2
1+ o (2)
Esta é a férmula relativistica para a adicdo de velocidades. Einstein observou
que define uma lei de grupo em | — ¢, ¢[.

2.3 Poincaré

Ja desde o fim do século XIX que Poincaré reflectia sobre o Principio
da Relatividade e foi mesmo a primeira pessoa a enunciar, em 1895, que
aquele principio era valido para qualquer tipo de fenémeno e nao somente
para fendmenos mecanicos [49, §11]B

Mas o principal artigo de Poincaré relacionado com a Teoria da Relativi-
dade [45] foi enviado para publicagdo somente semanas apds o de Einstein,
embora s6 tenha sido publicado bastantes meses depois, em Janeiro do se-
guinteE Como ¢é 6bvio, Einstein ndo é ai mencionado. Em contrapartida,
o texto de Poincaré contém uma profunda andlise do artigo de Lorentz de
1904 [30].

Antes de se passar a andlise que Poincaré fez do artigo de Lorentz,
convém referir que ji antes, em La Science et I’hypotheése [50] (originalmente

11O Principio da Relatividade foi proposto por Galileu nos Dialogo sopra i due massimi
sistemi del mondo. Mais tarde, nos Principia, Newton observou que as leis da Mecéanica
bem como a lei da gravitagdo universal ndo sofrem qualquer alteragdo se se substituir um
referencial por outro que esteja em movimento uniforme relativamente ao primeiro.

12Veja-se [36] para uma anélise detalhada do artigo de Poincaré. Convém também saber
que, ainda em 1905 surgiu o artigo [46], que é um curto resumo de [45].



publicado em 1902), Poincaré criticara as ideias de Lorentz expostas em [27].
Em particular, no capitulo L’électrodynamique Poincaré afirma que a teoria
de Lorentz «fornece uma explicagdo muito simples de certos fenémenos os
quais as antigas teorias, mesmo a de Maxwell sob a sua forma primitiva,
nao podiam abarcar». Logo em seguida, Poincaré observa que uma critica
que se poderia levantar contra a teoria de Lorentz era que esta nao era
compativel com o Principio da Relatividade, mas explica imediatamente
que nao é esse o caso. O mesmo livro contém um capitulo, chamado Le
mouvement relatif et le mouvement absolu, inteiramente dedicado ao Principio
da Relatividade (ou, como Poincaré lhe chama ai, o «principio do movimento
relativo»). Finalmente, no capitulo Les théories de la physique moderne,
Poincaré pergunta «E o nosso éter, existe realmente?», explicando porque foi
necessario supor que a resposta é afirmativa. Nesso mesmo capitulo, Poincaré
explica que nao acredita que alguma vez se venha a detectar o movimento
da Terra relativamente ao éter. Este livro foi lido por Einstein em 1904 [§]

Em [45], Poincaré obtém as transformadas de Lorentﬂ sob a forma
Observa também que as transformadas de Lorentz formam um grupo, no
seguinte sentido: se, para alguma velocidade w se tiver

entao

onde u é dado por . Em seguida, Poincaré define o grupo de Lorentz como
sendo o grupo das transformacoes lineares de R* gerado pelas transformadas
de Lorentz (relativamente aos trés eixos) e pelas rotagoes do espago, isto é, as

13Convém observar que, embora La Science et Uhypothése tenha sido efectivamente
publicado em 1902, é em grande parte uma compilacdo de textos anteriores. Por outro
lado, o ultimo texto do livro (La fin de la matiére), que contém observagdes relevantes
para a Teoria de Relatividade, foi escrito originalmente em 1906 e sé foi acrescentado ao
livro em edic¢bes posteriores.

1 Alids, é no resumo [46] de [@5] que a expressio «transformadas de Lorentz» surge pela
primeira vez.

15De facto, hé duas diferencas formais entre (1) e a expressdo obtida por Poincaré, que
resultam de ele ter escolhido as unidades de comprimento e de tempo de modo a ter-se ¢ = 1
e de considerar, ndo a velocidade de R’ relativamente a R, mas sim a de R relativamente
a R’, o que leva a uma troca de sinais.



transformagoes lineares do tipo (z,y, z,t) — (2/,y/, 2/, t) onde ||(2, v/, 2")|| =
|(z,y,2)||. Observa também que, alternativamente, o grupo de Lorentz pode
ser definido como o grupo dos automorfismos lineares de R* que preservam
a forma quadratica

q: R4 — R
(z,y,2,t) — A2 —ax? —y? 22 (3)
Na tltima sec¢do de [45] Poincaré estuda o seguinte problema: encontrar
invariantes para a accdo do grupo de Lorentz em R?*; mais precisamente,
Poincaré estuda o problema de encontrar funcdes f de R* (respectivamente
R* x R*) em R tais que, para cada elemento g do grupo de Lorentz, se tenha

(Vo € RY) : f(g.v) = f(v) (resp. (Yo,w € RY) : f(g.v, g.w) = f(v,w)).

Outra maneira de enunciar esta propriedade é: se (z,y, 2,t) e (2/,y/,2',t)
forem elementos de R? tais que se tenha para algum parametro v, entao
f@ ', 2 t) = f(z,y, 2,t). Observe-se que, se se estivesse a supor que f é
uma funcdo polinomial, entao este seria precisamente o problema estudado
por Hilbert que foi mencionado na subsecgdo «David Hilbert e a Teorial
[dos Invariantesp. Naturalmente, dada a segunda das defini¢oes que Lorentz
apresenta para o grupo de Lorentz, uma das fungoes que satisfazem esta
propriedade é a forma quadratica ¢. Todos os exemplos dados por Poincaré
sado ou fungdes polinomiais ou raizes quadradas de tais funcoes.

Poincaré faz também a seguinte observagdo: se encararmos a transformada
de Lorentz ndo como uma funciao de R* em R* mas sim como uma funcao
de R3 x (iR) em R3 x (iR), isto ¢, se considerarmos as fungdes do tipo

(2,9, 2,ict) — (2', 9, 2 ict’),

com 2/, ¢/, 2/ e ct’ a serem obtidos de z, y, z e ct por (I}, para algum
pardmetro v, entdo estamos perante uma rotacio de R? x (iR), pois trata-se
de uma funcdo que preserva a forma quadratica

(o, B,7,0) = o + B2+ ~% + 6%

Naturalmente, o facto de ter escolhido fazer com que ¢ = 1 ajudou a simplificar
o aspecto das expressoes obtidas por Poincaré.

Em [45] §9], Poincaré observou que as leis da Fisica devem ser invariantes
relativamente a accdo do grupo de Lorentz e é por isso que se dedicou a
fazer uma busca sistematica de quantidades de R* que se mantém invariantes
relativamente a accdo do grupo de Lorentz e encontrou mais um exemplo,
para além do vector que d& a posicao de um evento no espago—tempﬂ de

6 Observe-se que nem em [45] nem posteriormente Poincaré alguma vez usou a expressao
«espago-tempon.



uma quantidade fisica que se exprime com um vector com quatro coordenadas
e que se tranforma, de um observador inercial para outro, da mesma maneira
que as coordenadas espago-temporais.

Note-se que, ao contrario de Lorentz, Poincaré nunca abandonou o con-
ceito de «tempo local». Leia-se, por exemplo, o que ele escreveu em 1908
[47, §VII).

3 Minkowski

A primeira vista, o facto de Minkowski se ter dedicado, no fim da sua
carreira, a Teoria da Relatividade parece bastante surpreendente. Afinal, a
maioria dos seus trabalhos cientificos publicados antes dessa inflexdo eram
sobre Teoria dos Ntimeros. Mas convém mencionar que em 1888 ele publicara
um artigo sobre Hidrodindmica e que afirmou certa vez que possivelmente se
teria tornado fisico se nao fosse a morte prematura de Hertzm Quanto aos
trabalhos publicados em Teoria dos Numeros, estes foram relativos a formas
quadraticas e a Geometria dos Numeros, criada por ele. O estudo das formas
quadraticos preparou-o para o estudo da forma quadratica . A Geometria
dos Numeros nao teve relevancia para a Teoria da Relatividade, mas a sua
criagdo revelou uma faceta de Minkowski que, essa sim, teve relevancia: a
capacidade de introduzir conceitos geométricos em areas onde, até ai, estes
pareciam nao serem aplicéveis.

Minkowski deu aulas de Mecanica e de Electrodindmica em Gottingen.
Além disso, ele e Hilbert foram dois dos responsdveis por um semindrio
sobre particulas elementares que decorreu em Gottingen no segundo semestre
do ano escolar 1904-1905, onde se estudaram artigos de Hertz, Fitzgerald,
Larmor, Lorentz e Poincaré, entre outros. Apds este semindrio, o interesse de
Minkowski em Fisica focou-se na escrita de um artigo sobre capilaridade para
a Encyklopidie der mathematischen Wissenschaﬁen@ Mas em 1907 dirigiu
um semindario, juntamente com Hilbert, sobre as equacoes da electrodinidmica
e em Outubro desse ano escreveu a Einstein [41] a pedir-lhe uma separata
do seu artigo [9]. A partir dai dedicou-se a Electrodinamica até a sua morte
inesperada, a 12 de Janeiro de 1909. Quando esta teve lugar, Minkowski
publicara somente um artigo sobre Relatividade [38]. Dois outros textos dele
apareceram postumamente ([39] e [40]) e o seu ultimo assistente, Max Born
(1882-1970), publicou um artigo [2] que pretendia ser uma reconstituicao
das ideias de Minkowski baseada em conversas que tinham tido entre eles e
em manuscritos nao publicados.

"Vejam-se [3], [6], [52, cap. VI] e [56, §1] para estas e outras informagdes biograficas
relativas a Minkowski.

18 Curiosamente, capilaridade foi o tépico abordado por Einstein no primeiro artigo que
publicou, em 1901 [42, §4a].



3.1 A influéncia de Hilbert

Antes de se entrar nas contribui¢oes de Minkowski para a Teoria da
Relatividade, convém recordar que Hilbert, na sua célebre palestra proferida
no Congresso Internacional de Mateméaticos de 1900, propusera uma lista de
23 problemas, dos quais o sexto era o seguinte:

As investigagoes relativas aos fundamentos da Geometria sugerem
este problema: Tratar do mesmo modo, através de axiomas, os ra-
mos das Ciéncias Naturais nos quais a Matematica tem um papel
importante; na primeira linha estdo a Teoria das Probabilidades
e a Mecéanica.

As contribuigoes de Minkowski para a Relatividade enquadram-se per-
feitamente neste programa. Com efeito, em [38], §8], Minkowski apresenta
precisamente um conjunto de trés axiomas, a partir dos quais deduz as
equagdes para a matéria em movimento num contexto relativistico, tendo
o cuidado de fazer notar que cada passo do seu argumento é permitido por
algum dos axiomas.

3.2 Tempo proéprio

Minkowski, seguindo Poincaré, tomou como ponto de partida das suas
investigagoes sobre Teoria da Relatividade o estudo das transformacoes do
espago-tempo que preservam a forma quadratica ¢ (ver (3)), mas encarou-o
do ponto de vista da Geometria Diferencial. Mais precisamente, em [38, §4]
Minkowski pds énfase na preservacao do elemento de linha

ds? = Adt? — da? — dy? — d2*.

Esta definicdo é natural para quem estd habituado a trabalhar em geometrias
nao-euclidianas; ja em 1854 Riemann (na sua disserta¢ao inaugural como
docente da Universidade de Gottingen, que sé seria publicada em 1867)
observara que trabalhar em geometria euclidiana é trabalhar com o elemento
de linha ds = \/dx? + dy? + dz? mas que muitos outros se podiam usar no
lugar deste [53, §11.1].

Em [38, Apéndice], Minkowski introduziu o conceito de tempo préprio,
que representou por 7 e definiu pela relacao

1
dr = / \/dt2 -3 (dx? + dy? + dz?).

Posto de outro modo, se x, y, z e t dependerem de um parametro A, entao

-3 @)
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embora ¢ nao apareca no texto de Minkowski visto que este optou por escolher
as suas unidades de modo a ter-se ¢ = 1, tal como Poincaré antes dele@

Do ponto de vista da Fisica, o tempo préprio é o tempo que vai de um
evento F; a outro evento Fy medido pelo relégio de um observador que segue
uma determinada trajectéria de E; até Es. O valor obtido depende nao
s6 dos dois eventos como também da trajectéria seguida, como Minkowski
observoum De facto, o tempo proprio entre dois eventos toma o maior
valor possivel quando é medido por um observador que se desloca a uma
velocidade uniforme e este facto ndo é mais do que uma maneira de enunciar
o «paradoxo dos gémeos».

3.3 Covariancia

Minkowski foi fortemente influenciado pelo artigo [45] de Poincaré e, em
particular, pelas observacdo de que as transformadas de Lorentz formam um
grupo G. de transformacoes lineares de R* em R* e que

1. este grupo preserva a forma quadratica ;

2. as leis da Fisica devem ser invariantes relativamente a acc¢do deste
grupo.

Esta invariancia tornou-se num elemento central da abordagem de Min-
kowski a Relatividade, pois ele pds énfase no uso de quantidades invariantes
na formulagao da teoria. O tempo préprio é uma delas: o tempo proprio de
um objecto material é o mesmo calculado por todos os observadores. Outra
quantidade invariante é a posi¢do de uma particula P no espago-tempo: se,
para um observador inercial, a sua posi¢ao é dada pelo vector (t,z,y, z)
e se, para outro observador inercial, a mover-se a uma velocidade v rela-
tivamente ao primeiro ao longo do eixo dos zx deste tltimo, a posicao é
(t',2',y, 2'), entdao a relacao entre os dois vectores é dada por (supondo,
como ¢é habitual fazer, que para ambos os observadores o ponto (0,0,0,0)
¢ 0 mesmo). Mas, seguindo a ideia langada por Poincaré em [45] (que nem
o préprio Poincaré nem mais ninguém desenvolveu antes de Minkowski),
Minkowski procurou definir sistematicamente qualquer quantidade fisica (o
momento, por exemplo) de maneira covariante, ou seja de modo que quando
essa quantidade é medida por dois observadores distintos, é possivel obter o
valor v obtido por um a partir do valor v’ obtido pelo outro por v = g.v’, onde
g é o elemento do grupo de Lorentz que corresponde ao movimento relativo
entre os dois observadores. A influéncia de [45] no trabalho de Minkowski é
patente no facto de aquele artigo ser citado quatro vezes em [38].

9Mais precisamente, ndo aparece neste texto. Em [40], talvez por achar que tomar ¢ = 1
pudesse tornar estas ideias mais dificeis de compreender por parte de pessoas nio ligadas &
Matematica ou a Fisica teérica, Minkowski ndo optou por esta convengio.

20Esta observacdo consta de uma conversa entre Minkowski e Arnold Sommerfeld descrita
por este dltimo nas notas de [40].
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No entanto, Minkowski nao se limitou a considerar a ac¢iao natural do
grupo de Lorentz em elementos de R*, que designou por vectores de tipo I.
Também introduziu tensores anti-simétricos de ordem 2, que designou por
vectores de tipo II, nos quais o grupo de Lorentz também actua. Isto marcou
o infcio do uso de tensores em Relatividade 2]

3.4 Geometria nao-euclidiana

Outro aspecto importante do trabalho de Minkowski reside no uso de
geometria ndo-euclidiana. De facto, Minkowski declarou numa palestra pro-
ferida em 1907 (mas publicada somente em 1915) que «o Mundo no Espaco
e no Tempo é, em certo sentido, uma variedade nao-euclidiana de dimen-
sao 4» [39]. No entanto, Minkowski nao voltou a referir-se explicitamente
a este aspecto do tratamento matematico da Relatividade e Felix Klein
viria a lamentar essa omissao [22), vol. 2, p. 74]. Isto ndo impediu outros
matematicos de explorarem essa abordagem [57], ou de se aperceberem de
que, implicitamente, Minkowski estava a aplicar Geometria nao-euclidiana a
Fisica”]

3.5 Diagramas de Minkowski

Quando Minkowski fez a sua palestra «Espaco e tempo» no primeiro
dia de trabalhos da 80* Assembleia Alema de Cientistas e Médicof} viu-se
perante o seguinte problema: como explicar aos presentes, muitos dos quais
nao eram fisicos nem matematicos, uma nova teoria do espago e do tempo cujo
tratamento matematico envolvia conceitos matematicos (tensores, geometria
nao-euclidiana) muito pouco difundidos fora da Matematica? Minkowski
fé-lo falando somente da alteracdo que a Teoria da Relatividade introduzia
nos conceitos de espaco e de tempo mas sem falar recorrer a Matemaética
sofisticada.

Minkowski iniciou a sua palestra com palavras que ficaram famosas:

Cavalheiros! Os conceitos de espacgo e tempo que gostaria de
desenvolver perante vos erguem-se do solo da Fisica experimental.
Al reside a sua forga. As suas tendéncias sao radicais. Doravante,
0 espaco sO por si e o tempo sé por si irdo mergulhar totalmente na
sombra e somente uma espécie de unido entre os dois continuara
a ser real.

A fim de explicar o significado da Relatividade e do espaco-tempo, Min-
kowski teve a ideia de representar o movimento de objectos ao longo deste

21 Mais precisamente, o uso de tensores de ordem superior a 1.

22Por exemplo, em 1909 Paul Mansion escreveu, relativamente & palestra «Espaco e
Tempo», que Minkowski «consciente ou inconscientemente aplica Geometria ndo-euclidiana
a Fisicay. [33]

23Einstein pensou em estar presente [10], mas acabou por néo ir.
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ultimo através daquilo que agora se designa por diagramas de Minkowsksi,
como o da figura [I}

eixo temporal

eixo espacial

Figura 1: Diagrama de Minkowski

Minkowski também aproveitou os seus diagramas para representar, para
cada observador, dois cones: o cone dos eventos futuros relativos a esse
observador e o cone dos eventos passados; veja-se a figura 2] Também
introduziu a distincdo, agora classica, entre vectores v € R* do tipo temporal
e vectores do tipo espacial: se v = (t,x,y, 2), entdo diz-se que v é um vector
de tipo temporal (respectivamente espacial) caso At —a? -2 —22>0
(resp. < 0).

Minkowski observou que se um evento se situa no cone dos eventos futuros
(relativamente passados) de O, entdo, para qualquer observador, esse evento
tem lugar depois (resp. antes) de O. Em contrapartida, se um evento esté
fora dos dois cones entdo ter lugar antes, depois ou ao mesmo tempo que O
depende do observador.

A difusdo da palestra de Minkowski foi extraordinariamente rapida. No
fim de 1909 ja tinha sido publicada em trés revistas distintas, bem como
num opusculo auténomo. Também ja tinha sido traduzida para francés e
para italiano [50, §3].

4 Reaccgoes

Nem Poincaré nem Einstein se mostraram interessados pela abordagem
de Minkowski a Relatividade. Poincaré foi da opinido de que fundir o espaco
e o tempo numa sé entidade era uma convenc¢ao que podia até ser comoda,
mas que nao passava disso [44].
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vector temporal

vector espacial

Figura 2: Cone do passado e cone do futuro

Einstein comecou por considerar a contribuicdo de Minkowski para a
Teoria da Relatividade uma «erudigao supérfluar [42], §7c] e escreveu dois
artigos ([14] e [15]), juntamente com outro ex-aluno de Minkowski, Jakob
Laub (1884-1962), destinados a explicar aos fisicos como é que os resultados
de [38] podiam ser obtidos recorrendo a matematica bastante mais elementar.
Mas viria a escrever em 1916 que «[a] generalizagao da Teoria da Relatividade
foi consideravelmente facilitada por Minkowski, um matematico que foi o
primeiro a aperceber-se da equivaléncia formal entre as coordenadas espaciais
e a coordenada temporal e que empregou isto na construcao da teoria» [12]@
e que, sem ela, «a Teoria Geral da Relatividade [...] talvez nao tivesse
passado da infanciay» [I1, cap. 17].

Os matemaéticos de Gottingen foram particularmente receptivos a abor-
dagem de Minkowski. Einstein tinha-se instalado em Berlim em 1914, como
director do Instituto Kaiser Wilhelm, mas sentia-se bastante isolado ai. No
entanto, apos ter feito uma série de palestras sobre gravitacao em Gottingen,
no Verdo de 1915, escreveu a Arnold Sommerfeld:

Em Gottingen tive o grande prazer de ver tudo compreendido,
até aos menores detalhes. Estou muito entusiasmado em relacao
a Hilbert. Um homem importante. Tenho grande curiosidade
quanto & opinido dele. [13]

Nesta altura, ja David Hilbert dedicava todo o seu esfor¢o de pesquisa a
Fisica e, em 1915, esteve perto de formular as equagoes da Relatividade

24 A traducio deste artigo contida em [31] ndo contém esta passagem.
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Geral antes de Einstein. Anos mais tarde, Hermann Weyl (cuja primeira
edicao do livro sobre Relatividade [58] foi publicada em 1918) diria, a respeito
desta época, que a Teoria da Relatividade era vista como revolucionaria
pelos fisicos mas que as suas ideias béasicas se conjugavam bem com as dos
matemaéticos de entao [59]. Isto é visivel no facto de, por exemplo, os ultimos
trabalhos cientificos de Felix Klein, publicados em 1918, serem sobre esta area
da Fisica. Alids, o seu ultimo trabalho [20] continha a primeira demonstracao
da relacdo E = mc? vélida para qualquer sistema fechado que evolui ao longo
do tempo.

Como deve ser claro do que foi visto atrés, a descri¢ao feita por Einstein
da contribuicao de Minkowski para a Relatividade é injusta relativamente
a Poincaré. E possivel que Einstein se tenha apercebido disto mais tarde,
pois em 1953, dois anos antes de morrer, escreveu o seguinte as pessoas que
estavam a organizar a conferéncia comemorativa dos 50 anos da Teoria da
Relatividade: «Espero que nessa ocasidao também haja a oportunidade de
honrar adequadamente os méritos de H. A. Lorentz e de H. Poincaré» [42,
cap. 8]. Pelo menos um dos participantes, Max Born, fez precisamente isso,
pois declarou nessa ocasido:

[A] Teoria da Relatividade restrita nao foi, afinal, uma descoberta
de um s6 homem. A contribuicido de Einstein foi a pedra angular
de um arco que Lorentz, Poincaré e outros construiram e que
viria a suportar a estrutura erigida por Minkowski. [3]
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