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Até que ponto se pode confiar nas demonstragdes feitas com auxilio de

computadores? E um tépico bastante polémico.

Seré possivel fazer demonstragdes usando computado-
res? E até que ponto s&o fidveis? Sdo questdes comple-
xas que jd provocaram muita polémica.

Para comegar, vejamos um caso bastante pacifico.
Conforme ji foi abordado em [3], Euler conjeturou no
séc. XVIII a seguinte generalizacdo do Ultimo Teorema
de Fermat: uma poténcia de grau n sé6 pode escrever-se
como soma de k poténcias de graun (com k > 1) quando
k > n. Por outras palavras, quando um cubo pode escre-
ver-se como soma de vdrios cubos, sdo necessdrios pelo
menos trés cubos, quando uma quarta poténcia pode
escrever-se como soma de vdrias quartas poténcias, sdo
necessdrias pelo menos quatro quartas poténcias, e assim
sucessivamente. Acontece que Euler estava enganado.
O primeiro contra-exemplo a conjetura de Euler surgiu
em 1966. Foi nesse ano que T. R. Parkin e J. Selfridge ob-
servaram que 144% = 275 + 84° + 110° + 133° (veja-se [2]).
O artigo em questdo é dos artigos de matemdtica mais
curtos jamais publicados. Contém unicamente duas fra-
ses e uma referéncia bibliografica. Quanto ao método
adotado, consistiu numa “busca direta no CDC 6600”. Isto
refere-se aquele que é geralmente considerado o primei-
ro supercomputador bem-sucedido da histéria, fabricado
pela Control DataCorporation. Parte de um tal computador
pode ser vista na figura 1.

Este tipo de uso de computadores em demonstragdes
é pacifico, pois é fdcil confirmar a mao a posteriori que os
cdlculos estdo corretos.
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A medida que os cdlculos ficam mais complexos, a
questdo da fiabilidade dos computadores comeca a ga-
nhar importancia. De facto, ndo é tanto a fiabilidade dos
computadores que costuma estar em causa (embora por
vezes esteja, como sabem as pessoas que se recordam do
bug do processador Pentium FDIV'), mas a de quem os
programou. Um exemplo de um erro desta natureza pode
ser observado quando se calcula o seguinte integral:

/Oﬂ/z \/sen4 (H+sen?(t)cos? () dt.

Pode ter um aspeto assustador, mas é muito simples de
calcular. Basta ver que aquilo que surge sob o sinal de
raiz quadrada é simplesmente sen?(t). Como se estd no
intervalo [0, 7/2], a raiz quadrada disto é sen(t), pelo que

Figura 1. Monitor e teclado de um CDC 6600.
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o integral é igual a 1. Simples, ndo?! No entanto, se se pe-
dir ao software Maxima para calcular aquele integral (em
algumas versGes, entre as quais as versdes 5.30 e 5.38),
o resultado obtido é —1.

Mas este tipo de uso de computadores na investigacao
matemdtica é, de um modo geral, pacifico. 56 quando se
comeca a usar computadores para demonstrar teoremas, e
ndo apenas para procurar contra-exemplos, é que surgem
polémicas.

O exemplo mais famoso de uso de computadores na
demonstragdo de um teorema ocorreu na resolugdo do
problema das quatro cores. Este, que é bastante conhe-
cido?, consiste em determinar se é ou ndo verdade que
qualquer mapa pode ser colorido com somente quatro co-
res. Isto com as seguintes restrigdes:

> regides com uma fronteira comum tém de ter cores
distintas;

> ndo se estd a ter em conta a possibilidade de uma
mesma regido estar dividida em vdrios bocados separa-
dos (basta pensar no caso de Angola e do enclave de Ca-
binda).

Um exemplo de como colorir o mapa dos distritos de
Portugal continental usando somente quatro cores pode
ser visto na figura 2.

Figura 2. Distritos de Portugal continental.

No fim do séc. XIX julgou-se que o problema estava
resolvido e que a resposta era afirmativa, pois foi publi-
cada uma demonstragdo desse facto em 1879, por Alfred
Kempe. Mas o problema foi reaberto 11 anos mais tarde,
quando foi descoberto, por P. J. Heawood, que havia um
erro na demonstragdo. Foi apenas em 1976 que surgiu
aquela que é geralmente descrita como a primeira de-
monstragdo correta de que, de facto, bastam quatro cores.
A demonstragéo, da autoria de Kenneth Appel e de Wolf-
gang Haken, recorreu ao uso de computadores.

Convém agora explicar o que é que se entende, nes-
te contexto, por “uso de computadores”. Imaginemos o
problema de saber se um dado ntiimero natural # é primo
ou composto. Poder-se-ia pensar que é um problema fa-
cil para um computador. Afinal, basta ver se é multiplo
de 2, caso ndo seja, se é multiplo de 3, e por af adiante.
E realmente é uma tarefa simples para um computador.
Mas nédo é uma tarefa que possa ser levada a cabo em
tempo ttil caso o niimero seja mesmo muito grande (cuja
representagdo decimal tenha, digamos, 200 algarismos).
Consegue-se determinar se certos ndmeros muito gran-
des sdo ou ndo primos recorrendo a métodos muito mais
sofisticados do que o simples emprego da forca bruta.

No caso do problema das quatro cores, foi exatamen-
te isso o que aconteceu. Obviamente, Appel e Haken néo
mandaram um computador colorir com somente quatro
cores todos os mapas possiveis. Nem poderiam, pois ha
uma infinidade de mapas e os computadores s6 fazem um
ndmero finito (mesmo que potencialmente muito grande)
de cédlculos. O que eles fizeram foi provar que havia um
conjunto finito de mapas (cerca de 1500 mapas) com a
seguinte propriedade: se todos os mapas desse conjunto
pudessem ser coloridos usando somente quatro cores, en-
tdo isso seria verdade para qualquer mapa. Em seguida,
recorreram ao uso de computadores para verificar que, de
facto, todos os mapas do conjunto em questdo podem ser
coloridos usando meramente quatro cores.

Isto levou a uma polémica que nado se extinguiu até
hoje. Aquela que é talvez a critica mais bem fundamen-
tada a esta demonstragdo foi formulada pelo filésofo
Thomas Tymoczko, em [5]. A sua principal obje¢do foi a
de que a demonstracdo é demasiado longa para que um
ser humano possa segui-la passo a passo e confirmar que

' http:/fwww.trnicely.net/pentbuglpentbug htmi

2A histdria deste problema pode ser vista em http://www-history.mcs.st-and.
ac.uk/HistTopics/The_four_colour_theorem.html.
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estd correta. Além disso, o software utilizado (que ndo era
genérico, ou seja, foi criado especificamente para lidar
com este problema) podia conter erros. Em [4] podem ser
vistas criticas as obje¢des de Tymoczko.

Pode-se dizer que o uso que Appel e Haken deram
ao computador consistiu em fazer uma verificagdo pura-
mente mecanica (mas muito longa); a parte da demonstra-
¢do que consistiu numa argumentagéo foi feita por eles.
No entanto, ja hd algum tempo que se desenvolve software
para verificar demonstragdes, tal como o Coq® ou o Isa-
belle. De facto, uma nova demonstragdo de que qualquer
mapa pode ser colorido usando apenas quatro cores foi
feita recorrendo ao Cogq; veja-se [1].

Embora o uso de computadores para fazer demons-
tragdes ainda ndo esteja muito divulgado junto do grande
publico, é um facto que se tém feito grandes progressos
nesse sentido. Hd mesmo um campeonato do mundo de
demonstragdes automadticas de teoremas.*

Chegard o dia em que bastard introduzir num com-
putador um enunciado matemético e esperar que ele nos
diga se é ou ndo verdadeiro?
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