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Resumo—A cicloide, a concoide de Nicomedes, a
limagon de Pascal, a trissetriz de Hipias e a cissoide
de Diocles sao curvas que devidos as suas propriedades
foram estudadas ao longo de muitos séculos. Neste
artigo é relatado algumas propriedades desta curvas
que sao fundamentais para a discussao de problemas
da antiguidade. O objetivo deste trabalho é analisar,
implementar e simular as principais propriedades da
cicloide e solugoes para os Trés Problemas Classicos
da Geometria Grega em software livre de Geometria
Dinamica.

Palavras-chave—Curvas, Propriedades, Geometria
Grega, Software Livre, GeoGebra.

Implementation and Analysis of Curves and
their Properties in Dynamic Geometry Software

Abstract—

There are some curves, namely, the Cycloid, the
Conchoid of Nicomedes, the Pascal limagon, the tri-
sectrix of Hippias and the cissoid of Diocles, which
have been studied over many centuries because of heir
properties. In this work, we report some properties of
those curves which are fundamental to the discussion
of antiquity problems. We also analyzed, implemented
and simulated the main properties of the cycloid curve
and the three classical problems of Greek geometry in
dynamic geometric open source software.

Index Terms—Curves, Properties, Greek Geometry,
Open Software, GeoGebra.

I. INTRODUCAO

S matematicos da Grécia Antiga analisaram proble-

mas de geometria, entre os quais o estudo de curvas

e os Trés Problemas Cléssicos da Geometria Grega, que

desempenharam um papel importante no desenvolvimento

da matematica. Os Trés Problemas Classicos da Geometria

Grega sao problemas de construgao e resistiram a todas as

tentativas dos gregos para resolvé-los utilizando somente a

régua sem graduacao e o compasso, os Unicos instrumentos
utilizados por Euclides nos Elementos [1].

O estudo das curvas e das suas propriedades, por vezes

é complexo, podendo ser administrado com recurso a um
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software de Geometria Dinamica para minimizar a sua
complexidade. Devido as suas propriedades, a cicloide, a
concoide de Nicomedes, a limacon de Pascal, a trissetriz
de Hipias e a cissoide de Diocles foram curvas bastante
estudadas ao longo de muitos séculos.

Existem uma variedade de softwares de Geometria Di-
namica que, tais como o Cabri Geométre [2], o Cinderella
[3], o The Geometer’s Sketchpad [4] e o GeoGebra [5],
permitem implementar e explorar propriedades de curvas.
Usamos o software livre de Geometria Dinamica GeoGe-
bra para a andlise, experimentagdo e compreensao das
propriedades matematicas. Neste trabalho, optamos pelo
GeoGebra por ser um software livre amplamente utilizado,
de facil aprendizagem e ainda possui objetos pré-definidos.

Neste trabalho, o objetivo é analisar, implementar e
simular o Paradoxo da Roda de Aristoteles, as principais
propriedades da Cicloide, assim como as propriedades da
concoide de Nicomedes, da limacon de Pascal, da trissetriz
de Hipias e da cissoide de Diocles que contribuiram para
a solucao dos Trés Problemas Clédssicos da Geometria
Grega. Com esta andlise, queremos mostrar que é possivel
realizar o estudo de propriedades de curvas importantes
usando software livre de geometria dinamica de forma a
facilitar a compreensao dos alunos e melhorar o ensino da
matematica.

Para além desta Introducgao, apresentamos a defini¢ao
de cicloide na secao II. Na secao III analisamos e imple-
mentamos o paradoxo da roda de Aristételes e na segio
IV descrevemos uma construcao em que pode verificar que
a area sob uma cicloide é trés vezes a area do seu circulo
gerador.

A secao V apresenta a andlise, implementacao e simu-
lacao do problema da braquistécrona. A solugao do pro-
blema da braquistocrona é a cicloide invertida, portanto,
implementamos duas simulag¢ées computacionais (i.e. uma
na forma discreta e outra na forma continua) para este
problema. Dessa forma, na secdo VI, comparamos o tempo
que uma particula demora a percorrer uma cicloide in-
vertida com o tempo que demora a percorrer um plano
inclinado considerando ambas implementagoes.

Na segao VII descrevemos os Trés Problemas Classicos
da Geometria Grega. Na secao VII-A apresentamos dois
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métodos de resolugao do problema da trisse¢cao do angulo.
No primeiro método comegcamos por analisar a redugao
do problema da trisse¢cao do angulo a um problema de
tipo néusis, posteriormente, utilizamos as propriedades da
curva concoide de Nicomedes para resolver esse problema.
No segundo método usamos uma das curvas mais antigas
da matemadtica atualmente conhecida por trissetriz de
Hipias.

Na secao VII-B analisamos uma possivel resolucao do
problema da quadratura do circulo. Na secao VII-C des-
crevemos dois métodos de resolucao do problema da du-
plicagao do cubo que utilizam a redugao de Hipdcrates
e habitualmente designados por solucao de Menecmo e
solugao de Diocles. As conclusoes e os trabalhos futuros
sao discutidos na segao VIII.

II. A CICLOIDE
A Figura 1 estd representada uma cicloide definida
na pégina 617 de [6] como “a curva tracado por um
ponto no aro de uma roda a rolar ao longo de uma reta”.

Fig. 1. Cicloide

Se a roda tem raio 1, se a base da roda estd a rodar,
sem deslizar, ao longo da reta y = 0 e se o centro da roda
se desloca da esquerda para a direita, entao pode-se inferir
que a equagdo paramétrica (1) do centro da roda.

x=t

- (1

Nesse caso, podemos perguntar qual deverd ser a tra-
jetéria de um ponto da roda? Fazendo simulagoes com
0 GeoGebra e levando em conta que o ponto de partida
do ponto que traga a cicléide deverd ser (0,0), pode-se
constatar que melhor opcao sera a roda rodar no sentido
dos ponteiros do relégio e que a maneira de obter isto
consiste que a posicao instantanea do ponto em relagao ao
centro da roda é dada por (—sin (t) ,—cos (t)).

Combinando isto com o movimento do centro da roda,
obtemos entao a representagao paramétrica da cicléide:
(t —sin (t) ,1 —cos(t)). A partir destas férmulas obtemos
a seguintes propriedades da cicloide.

Propriedade da cicloide 1: Seja C uma circunferéncia
de raio r, s uma reta e P um ponto de C. Denominamos
por cicloide a curva descrita pelo ponto P quando C rola
sobre a reta s sem deslizar, dada pela equagao paramétrica
(2) onde o « representa a amplitude do arco que a roda
rodou.

r (o — sin(a))
r (1 — cos(a)) (2)

Propriedade da cicloide 2: A equagao cartesiana da
cicloide é dada pela equagao (3).

T = 7 arccos (1 — y) — m (3)
r

III. O PARADOXO DA RODA DE ARISTOTELES

M paradoxo é uma declaragao aparentemente ver-

dadeira que leva a uma contradigao logica, ou a
uma situagdo que contradiz a intuigdo comum. Aos poucos,
alguns dos paradoxos foram sendo explicados, mas ainda
assim, nao se trata de um assunto sem controvérsia.

Nesta se¢ao descrevemos o Paradoxo da Roda de Aris-
tételes 7] e refletir sobre uma explicagdo possivel para este
conhecido paradoxo.

Consideremos duas rodas com centro no mesmo ponto
e raios diferentes e rolando simultaneamente. Quando a
roda maior rola de A para A’, dando uma volta completa,
o aro da roda menor roda de B para B’, ao longo de
uma linha paralela como podemos ver na Figura 2. Temos
que em cada instante, um tunico ponto do aro da roda
grande toca no segmento AA’ e um tnico ponto do aro
da roda pequena toca no segmento BB’. Nao se excluiu
ponto algum de qualquer das duas circunferéncias. Isto
leva-nos ao paradoxo da Roda de Aristételes, uma vez que,
em primeira andlise podemos concluir que os perimetros
das duas circunferéncias sao iguais. E sabemos que esta
conclusao nao é verdadeira, uma vez que o perimetro
de uma circunferéncia é dado por 27r, e como os raios
sao diferentes, a circunferéncia que tem raio menor, tera
consequentemente, perimetro menor.

Na Figura 2 estd representada uma construgao que
realizamos, em GeoGebra, do paradoxo de roda. Nesta
construgao deve-se deslocar o ponto R de forma as rodas
rolarem uma volta completa e analisar a imagem. Na
analise desta construcao deve ser confrontados com a
possibilidade de os perimetros das duas rodas serem iguais
e refletirem sobre como podem explicar:

e 0 perimetro ser o mesmo se os raios sao diferentes;

e 0 perimetro ser diferente se, tal como observam, em
cada instante, um tinico ponto do aro da roda grande
toca no segmento AA’ e um tnico ponto do aro da
roda pequena toca no segmento BB’, logo o perimetro
tem de ser igual.

Ap0s a reflex@o sobre o paradoxo podera ser apresentada
uma ideia de uma possivel explicacdo deste paradoxo. A
defini¢ao de circunferéncia utilizada mais frequentemente
é que esta é o lugar geométrico de todos os pontos do
plano que estdo a uma dada distancia (raio) de um ponto
fixo (centro da circunferéncia). Mas a circunferéncia pode
ser encarada como um poligono regular com um nimero
infinito de lados.

Arquimedes usou este conceito para determinar o peri-
metro de um circulo. Este calculou o valor do perimetro
de um circulo a partir da sucessao dos perimetros dos
poligonos regulares inscritos nele. A medida que o nimero
de lados aumenta, o perimetro do poligono aproxima-se
cada vez mais do perimetro do circulo.
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Per'1metr'o do circulo pequeno
vIPerimetro do circulo grande

Fig. 2. Paradoxo da Roda

Assim, o perimetro do circulo corresponde ao limite
da sucessao dos perimetros correspondentes ao limite da
sucessao dos perimetros dos poligonos inscritos, quando os
numeros de lados tende para infinito conforme apresentado
na Figura 3.

Fig. 3. Perimetro do circulo corresponde ao limite da sucessao dos
perimetros dos poligonos inscritos.

Para dar a ideia da explicagao do paradoxo da roda
fizemos uma construgao, em GeoGebra, onde recorremos a
nocao de circunferéncia usada por Arquimedes. Tal como
se pode observar na Figura 4 construimos dois poligonos
regulares concéntricos com seis lados.

Com essa construcao pode-se observar o que acontece
ao rolar dois poligonos regulares com um ntumero de lados
finitos e concéntricos. O poligono menor deixa um conjunto
de espacos em branco e generalizando consegue-se explicar
o Paradoxo da Roda de Aristodteles.

a=180°

Fig. 4. Explicagao do Paradoxo

IV. AREA sOB UM ARCO DE CICLOIDE

Matematico Gilles Roberval, por volta de 1637,
demonstrou que a area sob uma cicloide é trés vezes
a area do circulo gerador.

Para tal, este matematico utilizou o que hoje é conhe-
cido pelo Principio de Cavalieri, mas que ja havia sido
usado por matematicos como Herdo e Galileu.

Principio de Cavalieri: “Se duas Figuras pla-
nas tém alturas iguais e se seccoes feitas por linha
paralelas as bases e a distancias iguais delas sao
sempre na mesma proporcao, entao as Figuras
planas também estao nesta proporcao.”[6]

Gilles Roberval definiu ainda uma nova curva a qual cha-
mou companheira da cicloide. Esta era definida como sendo
o lugar geométrico definido pelo ponto (z (R), y(R')) da
Figura 5.

Na Figura 5 esta representada uma construgao feita em
GeoGebra, assim podemos:

e deslocar o ponto R e verificar que os segmentos repre-
sentados pela cor verde tém o mesmo comprimento;

o deslocar o ponto I e verificar que os segmentos repre-
sentados pela cor roxo tém o mesmo comprimento.

D C

| T

6.38

A R B
¥ Metade do arco de cicléide

¥ Companheira da cicléide

Fig. 5. Area sob um arco de cicloide

Apo0s a analise da construgao, conclui-se que a area sob
uma cicloide é trés vezes a area do circulo gerador. Para
tal conclusao deve-se ter em conta que:

e a area entre metade do arco de cicloide e a compa-
nheira da cicloide é igual a metade da area do circulo
gerador;

e a drea do retangulo [ABCD] é igual ao produto de
metade do perimetro do circulo pelo o seu diametro,
isto é, 272, onde r é o raio do circulo gerador;

e a area sob a curva companheira da cicloide é metade
da drea do retangulo [ABCD] logo ¢ igual a 4rea do
circulo gerador, ou seja, 7r2;

e a area sob metade do arco de cicloide é igual a % da
drea do circulo;

e a area sob o arco inteiro é trés vezes a area do circulo.

V. O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA

Problema da Braquistocrona foi apresentado pela

primeira vez aos leitores da revista cientifica Acta
Eruditorum pelo matematico suigco Johann Bernoulli, em
1696, como um problema que ja havia resolvido.
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Na publicagdo Johann Bernoulli desafiava os filésofos
da época a apresentarem solugbes para o problema. O
enunciado original é o seguinte [8]:

“Sejam A e B dois pontos de um plano vertical.
Encontre a curva na qual uma particula M,
sujeita somente a acao da gravidade, descreve a
trajetéria mais rapida entre os pontos A e B.”

O Problema da Braquistocrona consiste, portanto, em
encontrar a curva ao longo da qual uma particula se
desloca entre dois pontos no menor intervalo de tempo,
sendo que esta particula estd sujeita a um campo gra-
vitacional constante, sem atrito e com velocidade inicial
nula. Para além disso, é suposto que os dois pontos nao
se encontrem sobre a mesma reta horizontal ou sobre a
mesma reta vertical. Uma vez que, se os pontos estiverem
sobre a mesma reta horizontal nao haverd movimento e se
os pontos estiverem sobre a mesma reta vertical a solugao
do problema é a proépria reta.

A curva que resolve este problema denomina-se Braquis-
técrona, do grego brachistos (minimo) e chronos (tempo).
A solucao do Problema da Braquistécrona é uma cicloide
invertida [9].

Efetuamos diversas tentativas para fazer uma simulagao
computacional do Problema da Braquistécrona no caso
particular em que pretendemos encontrar a curva ao longo
da qual uma particula, com forma de bola e de massa 1,
se desloca entre os pontos A = (0,0) e B = (7, —2) no
menor intervalo de tempo. Neste caso a solugao do Pro-
blema da Braquistdcrona € a cicloide invertida cujo circulo
gerador tem raio 1. Das varias tentativas que realizamos
decidimos descrever neste documento uma simulagao em
que consideramos o tempo discreto e outra simulagao em
que consideramos o tempo continuo.

Para construir esta simulagao do Problema da Braquis-
técrona, com base na discretizagao do tempo, foi necessario
utilizar a folha de calculo do programa de geometria
dindmica GeoGebra. Comegamos esta construgao com a
definicao das quantidades ¢ = 9,8 e t; = 0,01 e com a
criacdo de uma ferramenta que, aplicada a um ponto P
com ordenada entre —2 e 0 (inclusive), d4 a intersecdo do
arco de cicloide com a reta horizontal que passa pelo ponto
P. Mais precisamente, aplicando a ferramenta ao ponto de
coordenadas (z, y), obtém-se o ponto

(arccos(y 4+ 1) — sin(arccos(y + 1)), y) =

= (arccos(y +1)—/—y* — 2y, y)

determinado com base nas equagoes, paramétrica (2) e
cartesiana (3), da cicloide de raio 1.

O desafio encontrado, considerando o tempo discreto, é
que o software de Geometria Dinamica utilizado nao efetua
intersegOes entre uma curva e outros tipos de representa-
¢Oes (como por exemplo, retas, circunferéncias, graficos,
curvas) e nao representar graficamente fungoes escritas em
funcao de y (isto é, como a fungdo dada pela equacdo
cartesiana (3)). Para resolver esta dificuldade, optamos
por na execugao desta simulacao discretizar o tempo em

intervalos de tempo (¢; = 0,01) pequenos e prever, por
calculos efetuados na Folha de Célculo, qual a posicao
da particula no instantes seguinte, como podemos ver na
Figura 6.

Folha de Calculo
A B ¢ | D

1 (0,0 0 0 (x —0.08)° + y* = 0.0064
7(0.00001,—0.00049) 00313 001 | (x— 0.08)% + (y — 0.00076)* = 0.0064
| 3 |oooos 00014 D0sez3 0.02 (x —0.08)% + (y — 0.0007)* = 0.0064
T(o.nnnua,-n.ooaﬂ) 0.0796 0.02 x — 0.08002)° + (y — 0.00002)° = 0.0064
5 | (0.0002,-0.00566) | 0.10641 0.04 | (% — 0.08009) + (y + 0.0014)* = 0.0064
| 6 | wooos-oooeem | 013012 0.05 [x — 0.08022)% + (y + 0.00362)* = 0.0064

Fig. 6. Folha de Calculo Utilizada na Simulacao
A seguir descrevemos a funcao de cada uma das quatro
colunas da Folha de Calculo utilizadas na construcao.

« Coluna A: E uma coluna de pontos, dos quais o
primeiro é (0, 0) e o segundo é o resultado de se

2
tl

aplicar a ferramenta a (O, —g—). A partir da terceira

2
linha, cada ponto A;+1 é obtido de A; pelo seguinte

processo:

— soma-se a A; o vetor tangente unitdrio & cicloide
no ponto onde A; toca na cicloide, multiplicado
pela velocidade escalar da bola nesse momento
(que é o produto de t; pela raiz quadrada do
produto de 2g pelo simétrico da ordenada de A;,
em que g representa a aceleragao da gravidade e o
simétrico da ordenada de A; representa o desloca-
mento vertical da particula, como é demonstrado
mais abaixo);

— aplica-se a ferramenta ao ponto anterior.

Ou seja,

Aiy1 = Ferramenta

A+t —2gy(A;) <Sin (2) T (2))}

Este método nao poderia ser aplicado logo no primeiro

passo devido a velocidade inicial ser nula.

o Coluna B: Se A; = (§ —sin(0), —1 + cos ()) entdo
B; = 0, isto é, B; = arccos (1 + y (A;)). Esta coluna
é necesséaria para calcular A;41 uma vez que o vetor
tangente unitario é (sin (g) , — COS (g))

e Coluna C: C; =t x 1.

e Coluna D: Equagdo do circulo de raio r (parti-
cula) tangente & cicloide no ponto A;, isto é, D; =
Circunferéncia [Ai +7r (cos (%) , sin (%)) , Ai]. 0]
valor de r é controlavel por um seletor. Além disso, o
circulo s6 é visivel quando ¢ (que toma valores de 0 a
1,5 com saltos de t1) for igual a C;.

Obtivemos destas forma a animagao do movimento de uma
particula, com forma de bola, sobre a cicloide representado
na Figura 7. Nesta construcao, em GeoGebra, pode-se
alterar o raio da particula entre 0 e 0,2, visualizar a
posicao da particula num dado instante de tempo entre
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Fig. 7. Representagdao do movimento de uma bola sobre um plano
definido pela braquistécrona conforme simulagao realizada dentro do
GeoGebra. Na figura, t representa o tempo decorrido desde o inicio
da simulacao e r o raio do circulo gerador da braquistécrona usada
para definir o plano

0 e 1,5 e verificar o tempo que esta leva a percorrer a
cicloide invertida.

Para elaboramos a simulagao computacional na qual
consideramos o tempo continuo, para o nosso caso particu-
lar do Problema da Braquistocrona, tivemos de encontrar
uma expressao analitica da curva Braquistécrona que sa-
tisfaca uma duas propriedades seguintes:

12 Propriedade: a velocidade escalar (v) de um corpo
(de massa m) que se desloca sobre uma curva (partindo
da altura 0 e com velocidade nula) num campo sujeito
apenas & forga gravitica ¢ v/2gy em que g é a aceleragao
da gravidade e y representa o deslocamento vertical da
particula;

22 Propriedade: a aceleraciao tangencial (dr (t)) de
um corpo (de massa m) que se desloca sobre uma curva
(partindo da altura 0 e com velocidade nula) num campo
sujeito apenas a forga gravitica é, a cada instante ¢, igual
ao produto de —gsin (8) pelo vetor tangente unitério 7' (¢)
em que g é a aceleracao da gravidade e 6 é o angulo que
este ultimo vetor faz com a horizontal.

Demonstramos que a expressao analitica da curva Bra-
quistécrona que resolve o nosso problema tem que respei-
tar a 1 Propriedade, obter uma expressao analitica que
respeite a 1 Propriedade e verificar que esta expressao
analitica também respeita a 2* Propriedade.

Pelo principio da conservagao da energia sabemos que
a energia total (F) de um sistema isolado é conservada.
Isto é, sabemos que a soma das duas componentes da
energia total (energia cinética e energia potencial) respeita
a seguinte igualdade (4)

E =mgy+ tmv? =k (4)

em que m é a massa do corpo, g a aceleracao da
gravidade, y a altura a que o corpo se encontra, v a
velocidade escalar e k uma constante.

Consideremos um corpo cuja altura inicial é 0 e este
corpo comecga-se a mover logo a sua velocidade inicial é
nula e, por conseguinte, a energia potencial e a energia

cinética sao nulas, isto é, obtemos a igualdade 5.

1
mgy + imv2 =0 (5)

Quando este corpo atinge a altura —y (y > 0) a igualdade
5 equivale a afirmar que

2gy. (6)

Demonstramos assim que um corpo nas condigoes acima
respeita a 1* Propriedade. Encontramos a expressao
analitica da curva Braquistécrona que respeita esta pro-
priedade.

Uma expressao analitica da curva que resolve o nosso
problema é dada pela funcao ¢ : [0, 7] — R definida pela
igualdade 7.

c(t)=(t—sin(t), =14 cos(t)) (7)

Mas como esta expressao analitica da curva Braquis-
técrona (¢) ndo envolve a aceleragdo da gravidade nao
conseguimos obter, através desta expressao, a velocidade
escalar dada pela equagao 6.

Portanto, podemos re-parametrizar ¢ de modo a veloci-
dade escalar ser dada pela equagao 6. Pretendemos entao
substituir ¢ pela fungdo c¢ o s, onde s é alguma bijecao
derivével de algum intervalo de tempo [0, T] em [0, n].
Entao, como

T T 2 (e (1)

= (1—(1-2sin*(%)), —2sin (%) cos (4
2sin (5) (sin (4) . - cos (1)),

como ||(sin(§) , fcos( ))H =1 e como 251n(2) >0,

a velocidade escalar no instante t é 2Sln( . Logo, se se
considerar c o s, a velocidade escalar no instante t sera

s())

2sin ( " (t) e afirmar que se tem 6 é afirmar que:

2sm( <t>) ") = gd—cos(s()
= 2,/gsin (S(;)) ,
ou seja, que s’ (t) = /g. Logo, s(t) = ,/gt. Assim
sendo, podemos definir a expressao analitica da curva

Braquistécrona que resolve o nosso problema, pois respeita
a 1* Propriedade, pela funcao:

cy [0, %} — R
t — (\/gt—sin (\/gt), —1 4+ cos (\/gt))

Com esta definigao c¢; da curva Braquistécrona, o ponto
inicial é (0, 0) e a velocidade inicial é nula como preten-
diamos.

Quando um corpo (de massa m) que se desloca sobre
uma curva num campo sujeito apenas & agao da gravidade
(partindo da altura 0 e com velocidade nula) temos que:

i=—gé, =dn (t)+dr (t) = —gcos () N (t)—gsin () T (t)

em que g ¢ a aceleracdo da gravidade, €, o vetor uni-
tario segundo o eixo dos yy, dy (t) a aceleragdo normal,
N (t) vetor normal unitdrio, dr (t) aceleracdo tangencial,
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—

T (t)vetor tangente unitdrio e 6 é o Angulo que este tltimo
vetor faz com a horizontal.

Demonstramos que c; respeita a 22 Propriedade, isto
é, que a aceleragdo tangencial dr (t) é, a cada instante ¢,
igual ao produto de —gsin (6) pelo vetor tangente unitério
f(t) Um célculo direto revela que:

10 - oo () (5 (42) s (1)), 9

Mas
- t t
T(t) = (sin (\/2§> , — COs (;))
_ T /gt (T V3t B
(ol 8) (i E)-
t t
= (cos <\/2§ — 72T> , sin (29 — 72T>) .
Logo, 6 = @ — % e, portanto,
—gsin(d) = —gsin (?‘qt - g)

= gcos (@)

0 que, juntamente com 8, confirma que dr(t) =
—gsin (0) T (t).

Com base na expressao analitica de ¢; construimos uma
simulacao onde pode-se visualizar a posi¢ao da particula
num dado instante de tempo entre 0 e 1,2 e verificar o

tempo exato que a particula leva a percorrer a cicloide
s

invertida (t = 7= 1, 00354). O aspeto visual desta cons-
trugao é igual ao da Figura 7.

VI. O PROBLEMA DA BRAQUISTOCRONA VS.
MOVIMENTO SOBRE O PLANO INCLINADO

ESTA secdo comparamos o tempo que uma parti-

cula demora a percorrer uma cicloide invertida e
um plano inclinado, nas nossas simulagoes, com o tempo
previsto analiticamente.

Para tal fizemos duas construcoes em GeoGebra, com
aspeto visual igual, retratadas na Figura 8. Nestas simu-
lagoes os estudantes podem comparar o movimento de uma
particula, com forma de bola e de massa 1, que se desloca
entre os pontos A = (0, 0) e B = (7, —2) sobre a cicloide
invertida (numa considerando o tempo discreto e na outra
continuo) e sobre um plano inclinado. Nestas simulagoes
pode-se constatar que, realmente, a particula chega mais
rapidamente a B = (m, —2) quando se desloca sobre a
cicloide invertida.

As simulagoes do movimento de uma particula sobre
a cicloide invertida desta segao foi construida da mesma
forma das simulacoes descrita na secao V. Tendo por base
estes apontamentos a equacdo posi¢do de um corpo de
massa 1 que desliza desde a posicao inicial zy = 0, sem

Fig. 8. Comparacao entre o movimento de uma particula sobre a
cicloide invertida e sobre o plano inclinado.

rolar, sem atrito, com velocidade inicial nula (v = 0), num
plano inclinado que faz um angulo 6 com a horizontal é
dada pela equacao (9).

x(t) = %tQQ sin 0 9)

Para calcular analiticamente o tempo que uma particula
demora a percorrer, de A para B, uma cicloide invertida e
um plano inclinado para determinar o tempo total (¢ (z))
que a particula demora a se deslocar de A para B pode
ser determinado pelo seguinte integral (10)

1+y2(s)
—y(s) d

t(x) = o= fy (10)

no qual (11)

s(z) =[5 V/1+y?(€)d¢ (11)

[ Curva | Cicloide invertida [ Plano inclinado |
T 0 — sin (9) T
y —1+ cos (0) - %z
() 1,00354 1,18965
t (x)(simulagdo discreta) 10,99, 1] 11,18; 1,19]
TABELA 1

TEMPO QUE UMA PARTICULA DEMORA A SE DESLOCAR DE A PARA B
SOBRE UMA DADA CURVA.

Com base nestes integrais obtivemos os valores da tabela
I. No caso da simulacao que contem a cicloide invertida
em que consideramos o tempo continuo o tempo que a
particula demora a chegar a B é igual ao valor obtido
analiticamente, por isso, nao os diferenciamos na tabela.
Tal como era de esperar constatamos que, realmente, a
particula chega mais rapidamente a B = (7, —2) quando
se desloca sobre a cicloide invertida.

Quando comparamos e analisamos o tempo que a parti-
cula leva a chegar ao ponto B obtido analiticamente com
o da simulacao da Braquistécrona em que consideramos o
tempo discreto verificamos, conforme a tabela I que:

e no caso da cicloide invertida o tempo da nossa simu-
lacdo é ligeiramente inferior;
¢ no caso do plano inclinado o tempo é igual.
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A ligeira diferenca, no caso da cicloide invertida, se deve
a discretizacdo do tempo em intervalos de tempo (t; =
0,01) e aos arredondamentos.

VII. TRES PROBLEMAS CLASSICOS DA GEOMETRIA
GREGA

ENSA-SE que a matemética dos antigos gregos nas-

ceu do contato deste povo com o Oriente e, em
particular, com o Egito, onde os sabios mais ilustres da
Grécia foram ampliar as suas ideias e o seu saber.

Os primeiros quatro séculos do perfodo helénico (séc.
VI a.C. a V d.C.) constituem um perfodo de realizagdes
excecionais da matemaética grega. Foi neste periodo que se
iniciou o estudo de trés problemas geométricos que desafia-
ram a criatividade de inimeros matematicos e intelectuais,
ao longo de mais de dois mil anos.

Durante séculos diversas solugoes foram propostas para
a resolucao destes problemas geométricos mas nao estavam
de acordo com as “regras do jogo”, presumivelmente, colo-
cadas na Academia de Platdo, onde apenas construgoes
com régua nao graduada e compasso eram admitidas.
Estes problemas ficaram famosos, talvez por serem os
primeiros onde surgem diversas dificuldades de resolucao,
de acordo com as regras inicialmente colocadas. Sao conhe-
cidos pelos Trés Problemas Cldssicos da Geometria Grega:

Trissecao do angulo:o problema de dividir um
angulo arbitrario em trés partes iguais;
Quadratura do circulo: o problema de construir
um quadrado cuja area é igual a de um circulo
dado;

Duplicagao do cubo: o problema de construir a
aresta de um cubo cujo volume é o dobro do de
um cubo dado.

Hoje ja se sabe que estes problemas nao podem ser
resolvidos utilizando unicamente régua nao graduada e
compasso. A prova desta impossibilidade é que as tnicas
medidas que se podem obter nas construcoes utilizando
apenas régua nao graduada e compasso, sao as que se
podem obter através da adigao, subtragao, multiplicagao,
divisao e extragao da raiz quadrada a partir de nimeros
naturais.

A resolucao destes problemas envolve a construgao de
medidas que nao podem ser obtidas desta forma, como
por exemplo, a construcao de medidas cujo comprimento
é um numero transcendente, isto é, um ntmero real ou
complexo que nao é raiz de nenhuma equagao polinomial
nao nula com coeficientes racionais. Podemos consultar
uma demonstragdo do que acabamos de referir em [10,
Cap. 7).

Nas sec¢oes seguintes analisamos algumas das contri-
buicoes de varios matematicos para a resolucao destes
trés problemas. Descrevemos também as construgoes que
realizamos no programa de Geometria Dindmica GeoGebra
sobre este assunto e as dificuldades que surgiram na sua
execugdo. Na secdo VII-A apresentamos dois métodos de
resolucao do problema da trisse¢ao do angulo. No primeiro
método comecamos por analisar a redugao do problema da

trisse¢ao do angulo a um problema de tipo néusis. Poste-
riormente, utilizamos as propriedades da curva concoide
de Nicomedes para resolver esse problema. No segundo
método usamos uma das curvas mais antigas da matemé-
tica a trissetriz de Hipias. Na segao VII-B analisamos uma
possivel resolugao do problema da quadratura do circulo.
Na se¢ao VII-C descrevemos dois métodos de resolugao do
problema da duplicagao do cubo que utilizam a reducao
de Hipécrates e habitualmente designados por solugao de
Menecmo e solucao de Diocles.

A. A trissecao do angulo

Existe pelo menos um aspeto em que o problema da
trissecao do angulo se diferencia dos outros dois problemas
da geometria grega. Com efeito, ndo é possivel quadrar um
circulo ou duplicar um cubo, com régua nao graduada e
compasso, sejam quais forem os valores do raio do circulo
ou da aresta do cubo, mas, no entanto, é possivel trissetar
angulos com algumas amplitudes. Por exemplo, no livro IV
da obra Cole¢ao Matemdtica, Papo de Alexandria descreve
um método para trissetar um angulo reto que respeita “as
regras”.

Nesta se¢ao consideramos que, para resolver o problema
de trissetar um angulo, basta resolver o problema de
trissetar um angulo agudo. Pois, no caso de um angulo reto
é possivel trissetd-lo com régua nao graduada e compasso,
recorrendo a bissecao de um angulo de um tridngulo equi-
latero; no caso de um angulo obtuso podemos decompo-lo
na soma de um angulo reto com um angulo agudo.

Decidimos nesta segao apresentar dois métodos de re-
solugao deste problema. No primeiro método comegamos
por analisar a redugao do problema da trissecao do angulo
a outro problema e, posteriormente, utilizamos as propri-
edades da curva concoide de Nicomedes para resolver esse
problema. No segundo método usamos uma das curvas
mais antigas da matematica atualmente conhecida por
trissetriz de Hipias.

1) Construgoes tipo Néusis: Os mateméticos gregos
nao se limitaram a utilizagao da régua nao graduada e do
compasso nas suas construgoes. Por vezes, sentiam neces-
sidade de recorrer a construgoes que exigiam instrumentos
de tipo diferentes. De entre estas construgoes estao as
construgoes de tipo néusis. As construgoes tipo néusis estao
definidas em [11] segundo a defini¢ao abaixo.

Defini¢ao: Dados um ponto P, um segmento de reta e
duas linhas Ly e Ls, a construcdo de dois pontos A e B
tais que A, B e P sejam colineares, os segmentos de reta
AB e s tenham o mesmo comprimento, A esteja sobre L
e B esteja sobre Ly diz-se uma construg¢do por néusis (ou
construgao de tipo néusis).

Isto é, uma construcao de tipo néusis consiste em inserir
entre as duas linhas um segmento de reta igual a s e de tal
modo que P esteja ou sobre ele ou no seu prolongamento.

A Figura 9 demonstra uma construgao tipo néusis.

Papo da Alexandria, geébmetra e comentador dos séculos
[T eIV d.C., apresenta uma construgdo por néusis da terca
parte de qualquer angulo agudo. Os historiadores pensam
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Fig. 9. Construgdo por Néusis

que este modo de trissetar um angulo ja era utilizado
muitos séculos antes.

o Trissecao do angulo reduzida a outro problema do tipo
néusis

Sejam, como na Figura 10, BA e BC os lados que
determinam o angulo que pretendemos trissetar. Pelo
ponto A de um dos lados, tiram-se uma paralela e uma
perpendicular ao outro lado. O segmento DFE é inserido
entre estas duas retas de modo a que o seu comprimento
seja duplo do comprimento do segmento AB e, ainda, de
tal modo que o ponto B, vértice do angulo a trissetar,
esteja no seu prolongamento. Entao, o angulo DBC é a
terga parte do angulo ABC.

Na Figura 10 estd representada uma construcao em
GeoGebra, na qual pode-se deslocar o X para alterar a
amplitude do angulo agudo e verificar o descrito acima.

Segmento BA=8.63

Fig. 10. Trissecao do angulo

Segundo a afirmagao acima o problema da trissecao de
um angulo agudo fica resolvido se soubermos inserir o
segmento DE (duplo de BA) entre as retas FFA e AFE e
apontado para o ponto B. Assim, o problema da trissecao
do angulo fica reduzido a um problema do tipo néusis.
O problema de encontrar tal segmento nao foi resolvido
utilizando apenas régua nao graduada e compasso, como
analisamos a seguir.

A seguir demonstramos que o angulo ABC' ¢ trissetado
pelo reta BD, ou seja, que o angulo DBC' é a terca parte
do angulo ABC.

Demonstragao: Seja M e o ponto médio de DE.
Temos que os segmentos AB, AM, DM e MFE sao iguais,
uma vez que, por um lado, AB = DM = MFE porque
DE = 2AB e M e o ponto médio de DE, e, por
outro lado, AB = DM porque o tridngulo DAE é um
tridngulo retangulo contido numa semicircunferéncia de

didmetro DFE e centro M (o tridangulo DAE é um tridngulo
retangulo por construgao).

Como os segmentos AB e AM sdo iguais entdo o
tridngulo ABM é isdsceles e a amplitude do angulo ABM
¢ igual a amplitude do angulo AM B.

Como os segmentos MA e MFE sao iguais entdo o
tridngulo AM E é is6sceles e a amplitude do angulo M AFE
é igual a amplitude do angulo M EA.

O angulo AMB é um angulo externo do triangulo
AME, logo é igual & soma dos angulos MAE e MEA
(internos a adjacentes). Mas, os angulos ABM e¢ AMB
sdo iguais, logo o angulo ABM é também igual & soma
dos angulos MAE e MEA.

A reta DE intercepta as retas AF e BC' (paralelas), logo
os angulos internos M EA e DBC s&o geometricamente
iguais.

Portanto, os angulos MAE, MEA e DBC s@o iguais.
Conclui-se que o angulo ABM é o dobro do angulo DBC e,
por conseguinte, o angulo DBC' é a terga parte do angulo
ABC. C.Q.D.

Fig. 11. Prova da construgao por Néusis
A Figura 11 apresenta uma construc¢ao que fizemos em
GeoGebra para verificar os passos da demonstracao ante-
rior. Pode-se ainda deslocar o X para alterar a amplitude
do angulo agudo inicial e verificar que sao verdadeiros os
passos da demonstragao independentemente desse angulo
inicial.
o Concoide
Pensa-se que Nicomedes por volta de 225 d.C. inventou
a concoide (curva em forma de concha), para resolver o
problema de trisse¢cao do angulo e o problema da duplica-
¢ao do cubo.
“Varios comentadores antigos relacionam Nico-
medes (séculos II - IIT d.C.) com a invencdo
da concoide. Os mais importantes sao Papo de
Alexandria (séculos IIT - IV d.C), Proclo de Licia
(século V d.C) e Eutécio de Ascalon (séculos VI
d.C.)”[15]
Comecemos por definir a concoide de uma curva de forma
anédloga a definicdo em [16]: consideremos um ponto O
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(pdlo), uma curva e um ponto P pertencente & curva. Na
reta OP consideremos os dois pontos, A e B, que estao a
mesma distancia (distancia dada previamente) de P. Ao
lugar geométrico obtido pelos pontos A e B quando P
varia na curva chama-se concoide da curva relativamente
a O. A concoide de uma curva varia conforme a curva,
o ponto fixo escolhido, bem como com o distancia dada
previamente considerada. Alguns tipos de concoide tém
o nome do matematico que as descobriu. A seguir apre-
sentamos exemplos de algumas concoides e dentro desta
falaremos da concoide de Nicomedes e da Limagon de
Pascal.

e No caso da curva ser uma reta a concoide chama-
se concoide de Nicomedes. A Figura 12 ilustra uma
construgao da concoide de Nicomedes que fizemos em
GeoGebra:

— deslocar o ponto P e verificarem que os pontos
A e B encontram-se & mesma distancia de P
e verificarem que realmente se trata de uma
concoide;

— animar a imagem para verificarem as diferentes
concoides que se obtém quando a distancia dada
varia.

/
Distanciade AaP =24 /

/7
Distanciade Ba P =2.4 N

— =

B

%

s

Fig. 12. Concoide de Nicomedes

o No caso da curva ser uma circunferéncia, podemos ver
na Figura 13 uma ilustracdo de uma construcao, que
fizemos em GeoGebra, deste tipo de concoides. Nesta
construgao pode-se realizar o mesmo tipo de andlise
efetuada na construcao da concoide de Nicomedes e
ainda:

— deslocar o ponto O;
— alterar o raio da curva (circunferéncia) no seletor.

Distanciade AaP =1.9
Distanciade Ba P =1.9 ~

Fig. 13. Concoide se a curva for uma circunferéncia

e No caso da curva ser uma circunferéncia e o ponto
O um ponto da circunferéncia a concoide chama-se

Limacon de Pascal. A Figura 14 ilustra uma constru-
¢ao da Limacon de Pascal que fizemos em GeoGebra.
Nesta construcao pode-se realizar o mesmo tipo de
andlise efetuada na construcao anterior, mas apenas
pode deslocar o ponto O na curva (circunferéncia).

Distanciade Aa P =1.9
Distanciade Ba P =1.9

Fig. 14. Limacgon de Pascal
o Trissecao de um angulo utilizando a concoide de
Nicomedes

Podemos usar a concoide de Nicomedes para efetuar a
trissecao do angulo utilizando o método tipo néusis.

Tal como ja referimos na sub-secao VII-Al, neste mé-
todo pretende-se inserir um segmento de reta, de compri-
mento predefinido, entre duas retas, de forma que um certo
ponto se encontre no prolongamento desse segmento.

Dado um angulo ABC para trissetar, podemos construir
uma concoide do seguinte modo: Por um ponto A de um
dos lados do angulo, tiram-se uma paralela e uma perpen-
dicular ao lado BC, seja F a intersecao da perpendicular
com o lado BC. Traga-se a concoide de Nicomedes definida
pela reta AF, pelo polo B e por uma circunferéncia de raio
2BA e centro sobre a reta. Conforme Figura 15, seja E a
interse¢ao do ramo da concoide, no lado oposto ao polo,
com a reta, paralela a BC, que passa por A. Portanto,
utilizando a concoide de Nicomedes, inserimos o segmento
DE, duplo do segmento BA, entre as retas AF e AFE e
apontado para o ponto B, que tal como demonstramos
era necessario para trissetar o angulo ABC.

Na Figura 15 estd representada uma construgao que
realizamos em GeoGebra, na qual podemos:

o deslocar o X para alterar a amplitude do dngulo agudo

ABC;

« mover o ponto A para verificar que a posi¢ao do ponto

nao altera a solugao do problema;

o verificar que angulo DBC' é, realmente, a terca parte

do angulo ABC.

Na execucao desta construgao debatemo-nos contra uma
limitagdo do GeoGebra. Este software de Geometria Di-
namica nao consegue determinar o ponto de intercegao
entre uma curva e uma reta. Por conseguinte, foi necessario
utilizar um artificio para determinar o ponto E da nossa
construgao. O ponto E deveria ser a intersecao do ramo
da concoide, no lado oposto ao pdlo, com a reta, paralela
a BC, que passa por A. Mas, este ponto foi determinado
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Fig. 15. Trisse¢ao de um angulo utilizando a concoide de Nicomedes.

pela intercecao da reta paralela a BC' e que passa por A
com a reta resultante da rotacao de BC' em torno de B e
de um angulo igual a um terco do dngulo ABC.

2) Trissetriz de Hipias: Papo de Alexandria no livro IV
da sua Cole¢do Matemdtica descreve uma das mais antigas
curvas da matematica atualmente conhecida por trissetriz
de Hipias. Esta curva permite trissetar um angulo e,
posteriormente, foi usada por Dindstrato de Atenas para
a quadratura do circulo.

Realizamos a construcao da trissetriz de Hipias, em
GeoGebra, e para tal tivemos em conta a definigdo descrita
de seguida.

Considerem-se dois movimentos sincronizados, um reti-
lineo e outro circular. Conforme Figura 16, o lado DC' do
quadrado ABCD desloca-se paralelamente a si proprio,
até coincidir com o lado AB. Simultaneamente, o lado
AD gira em torno de A, até coincidir com AB. Os dois
movimentos sdo uniformes (isto é, as suas velocidades sao
constantes), devendo comegar no mesmo instante e acabar
no mesmo instante. Em cada instante, com a excegao do
ultimo, os dois segmentos HE e AD’ intersetam-se num
ponto I. Enquanto os segmentos se deslocam, [ traca a
curva de Hipias.

A construcao desta curva estd representada na Figura
16. Podemos animar a construcao e observarem a curva a
ser tragada.

D c
—
o
H Y E
| 4
\
A B

Pelo método de construgao da curva de Hipias podemos

afirmar que:

o a distancia percorrida pelo lado DC é proporcional
a0 tempo gasto no seu percurso;

e a amplitude do arco determinado na circunferéncia
de centro A e raio AD é proporcional ao tempo
percorrido no percurso circular deste raio.

Assim, existe proporcionalidade entre a distancia retilinea
percorrida pelo lado DC e a amplitude angular percorrida
pelo lado AD. Ou seja, em todas as posicoes do ponto I,
a condigao (12) é verificada.

AD  arcoBD
AH  arcoD'B

Portanto, a trissetriz de Hipias permite transformar
todas as questoes de proporcionalidade entre angulos a
questoes andlogas entre segmentos de reta e, em particular,
permite reduzir a trissecao de um angulo dado a trissecao
de um segmento de reta.

Tal como ja foi referido nesta secdo, para resolver o
problema de trissetar um angulo basta resolver o problema
de trissetar um angulo agudo. Sendo o segmento AG a
terca parte do segmento AH, considere-se o segmento GJ
paralelo ao segmento AB e seja K a sua intersegdo com
a curva. Sendo L a intersecdo de AK com o quarto de
circunferéncia, o angulo BAL é a terca parte do angulo
BAD'.

Fizemos uma construgao em GeoGebra (Figura 17) onde
pode-se verificar facilmente a afirmacgao acima. Nesta cons-
trucao podemos deslocar o ponto H, de forma a alterar
o angulo agudo inicial, e verificarem que para qualquer
angulo inicial tem-se que: o dngulo BAL é a terca parte
do angulo BAD'.

(12)

BAD'/3=21.62°

BAL=21.62°

Fig. 17.
o angulo

Tlustragao de que a trissetriz de Hipias realmente trisseta

Na realizagao desta construcao voltamos a contornar a
limitacdo que o GeoGebra tem, de nao conseguir deter-
minar o ponto de intersegao entre uma curva e uma reta.
Neste caso nao conseguimos determinar o ponto K como a
intersegao entre o segmento G.J paralelo ao segmento AB
com a trissetriz de Hipias. Para ultrapassar este obstaculo,
como representando na Figura 17, determinamos o ponto
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K através da intersegao entre o segmento G.J, paralelo ao
segmento AB, com a reta resultante da rotagdo de AB em
torno de A e de um angulo igual a um terco do angulo
BAD'.

Demonstragao: Designemos por D’ e L os pontos de
intersecao do quarto de circunferéncia DB com as retas Al
e AK, respetivamente, e por E e J os pontos de intersegao
do lado C'B com as retas HI e GK, respetivamente.

No instante em que o lado DC' ocupa a posicao HE, o
lado AD ocupa a posigdo AD’ (uma vez que HE e AD’
se intersetam num ponto da trissetriz, I); analogamente,
no instante em que o lado DC ocupa a posicao GJ, o
lado AD ocupa a posigdo AL (uma vez que GJ e AL se
intersetam num ponto da trissetriz, K). Portanto, temos
a proporcionalidade (13).

AH _ arco D'B B /BAD'
AG ~ arcoLB ~ /BAL

Como o segmento de reta AG é a terca parte do seg-
mento de reta AH temos que também o angulo BAL é a
terga parte do angulo BAD'. C.Q.D

Esta curva nao permite apenas trissetar um angulo. Se
procedemos de um modo semelhante ao descrito nesta sub-
secao, a trissetriz de Hipias possibilita também a divisao
de um angulo agudo em qualquer outra razao, desde que
esta possa ser expressa como razao de dois segmentos de
reta.

(13)

B. Quadratura do circulo

O problema da quadratura de circulo consiste no pro-
blema de construir um quadrado cuja drea ¢é igual a de um
circulo dado. O matematico alemao Ferdinand Lindemann,
em 1882, provou que m é um numero transcendente, ou
seja, que nao existe um polindémio com coeficientes inteiros
ou racionais, nao nulos, dos quais 7 seja uma raiz (segundo
[18] podemos consultar uma demonstragao em [12]). Desta
forma ficou provado que o problema da quadratura do
circulo nao pode ser resolvido utilizando apenas régua nao
graduada e compasso, pois se m fosse transcendente tal
acontecia conforme demonstrado em [18].

Nesta secao analisamos uma possivel resolucao deste
problema classico da antiga Grécia.

Um século depois de Hipias de Elis ter descoberto a
trissetriz, outro matematico ateniense, Dindstrato, desco-
briu que essa curva podia também ser utilizada na solugao
de um problema geométrico diferente: a retificagdo da
circunferéncia e, por conseguinte, solu¢gdo do problema da
quadratura do circulo. Proclo Licio designa a curva de
Hipias por quadratriz (Figura 18), embora nao lhe associe
o nome de Dindstrato. Papo de Alexandria, por sua vez, ao
descrever a curva, associa-lhe os nomes de Dindstrato e de
Nicomedes, e afirma que ambos a utilizaram para quadrar
o circulo.

Dinéstrato tera descoberto que o lado do quadrado
é meio proporcional entre o (comprimento do) arco de
circunferéncia DB e o segmento de reta AF, o que se pode
escrever segundo a equagao (14).

D C

0]
6} o)
A F B

Fig. 18. Trissetriz de Hipias ou Quadratriz

arcoDB  AD
AD  AF

Consideramos relevante chamar a atencao de que do
ponto de vista da matematica grega a determinagao do
ponto F' desta forma é problematica. Pois, tal como po-
demos observar quando os dois segmentos de reta méveis
ocupam ambos a posicao do lado AB, isto é, quando sao
coincidentes, estes nao determinam nenhum ponto. Do
ponto de vista moderno o ponto F é obtido como um
limite.

Papo da Alexandria apresenta a demonstragdo deste
resultado por dupla redugao ao absurdo. Esta demonstra-
cao assenta em dois resultados que sao pela primeira vez
formulados por Arquimedes no Tratado Da Esfera e do
Cilindro [13]:

“o perimetro do circulo é maior do que o perime-
tro de qualquer poligono inscrito e menor do que
o perimetro de qualquer poligono circunscrito.”

(14)

Pode-se consultar mais sobre a demonstracao de Papo em
[11, pdg. 296] ou em [14, pag. 66).

A equagado 14 permite construir um segmento de reta
igual & quarta parte do perimetro da circunferéncia de raio
AD.

O resultado de Dindstrato nao fornece diretamente uma
quadratura do circulo, mas sim uma retificacao da cir-
cunferéncia. No século seguinte aquele em que Dindstrato
viveu, Arquimedes de Siracusa estabeleceu a ligacdo entre
as duas questdes (a da quadratura do circulo e a da
retificacio da circunferéncia), ao demonstrar que todo o
circulo tem drea igual a um tridngulo com altura igual
ao raio do circulo e base igual ao perimetro do circulo (o
perimetro do circulo é igual ao comprimento da retificagao
da circunferéncia com o mesmo raio), isto é (15),

T X 27r
2
Acz’rculo =T7Tr = 9 = Atri&ngulo

(15)

em que r é o raio do circulo. Por conseguinte, demons-
trou que todo o circulo tem &rea igual a um retangulo
com largura igual ao raio do circulo e comprimento igual
a metade do perimetro do circulo.
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Consideremos r = AD e temos que a drea do circulo é
dado pelas férmulas (16) e (17), isto é, a drea do circulo é
igual a drea do retangulo de comprimento 2 x arco DB e
largura AD, ou seja,

erimetro do circulo
D x p

Acirculo =A 9

(16)

Acireuio = AD X 2 x arco DB. (17)

De seguida descrevemos uma possivel forma de utilizar
o resultado de Dindstrato para quadrar um circulo de
raio AD. Como ja referimos o resultado de Dindstrato,
expresso na equagao (14), refere que o lado do quadrado,
AD, é meio proporcional entre o (comprimento do) arco
de circunferéncia DB e o (comprimento do) segmento de
reta AF.

]

A D B

Fig. 19. Caso de semelhanca de triangulos pelo Teorema de Tales

Utilizando este resultado os matematicos da época con-
seguiam determinar o comprimento do arco DB tendo
conhecimento do comprimento de AD e de AF'.

Estes matematicos tinham conhecimento, pelo Teorema
de Tales, que “se dois triangulos tiverem os angulos dois
a dois iguais entdo semelhantes [11, pag. 263] e, por
conseguinte, ja sabiam que os triangulos, a vermelho e a
azul, da Figura 19 sao semelhantes.

Por outro lado, os matematicos também tinham conhe-
cimento do Teorema da Altura [11, pag. 264].

Num triangulo retangulo a altura relativa a hipotenusa
é o meio proporcional entre os segmentos que determina
na hipotenusa.

Se considerarmos o tridngulo [ABC], retangulo em C
da Figura 19 utilizando o Teorema da Altura obtém-se a
proporgao (18).

AD CD
CD DB

E se consideramos AD, CD e DB da proporgao (18),
respetivamente,arco DB, AD e AF da equagao (14) con-
seguimos obter um segmento com o comprimento do
arco DB, como podemos ver na Figura 20.

Com o conhecimento do comprimento do arco DB, os
matematico sabiam determinar geometricamente o com-
primento de metade do perimetro do circulo (o dobro
do comprimento do arco DB) e, consequentemente, as
medidas do retangulo de comprimento 2 x arco DB e
largura AD cuja area é igual & drea do circulo de raio
AD, pela equagao (16).

(18)

D

AD

arco BD AF
A®
F

Fig. 20. Determinagdo do comprimento do arco DB.

Bastava, portanto, determinarem o comprimento do
lado do quadrado que quadra o retangulo para consegui-
rem quadrar o circulo. Podemos traduzir o que acabamos
de referir pela equacao (19) que é equivalente & equagao
(20) e utilizando mais uma vez o Teorema da Altura
obtemos o comprimento do lado do quadrado pretendido,
como podemos ver na Figura 21.

Lado do quadrado® = AD x 2 x arco DB (19)
AD _ Lado do quadrado (20)
Lado do quadrado 2 arco DB
AD 2 arco BD

Lado do Quadrado

Fig. 21. Quadratura do circulo de raio AD.

C. Duplicacdo do cubo

O problema da duplicagao do cubo resume-se a constru-
¢ao de uma aresta de um cubo cujo volume é o dobro do
volume de um cubo dado inicialmente.

Segundo José Miguel Rodrigues de Sousa [15] numa
suposta carta de Eratdstenes ao rei Ptolomeu relata que
Hipéerates de Quios (século V a.C.) menciona que:

“se entre duas linhas retas, das quais a maior seja
dupla da menor, se inscreverem duas médias em
proporgao continua, o cubo ficard duplicado”.

Este matematico reduziu o problema da duplicagao do
cubo a um outro, que continua a nao ser resolvido somente
com régua nao graduada e compasso.

Ainda segundo autor acima referido (ver [15]) o que
declara é que se, dado um cubo de aresta a, existem dois
segmentos x e y tais que:

a

2=t (21)

Y
b
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ou seja, que existem dois meios proporcionais entre os
segmentos a e b, entao o cubo de aresta x tem o volume
ampliado na razao ba. Apresentamos a demonstracido do
que acabamos de referir.
Podemos deduzir das proporcionalidades (21) que x® =
a’b. Esta deducdo é demonstrada abaixo para b = 2a.
Logo, tem-se:

af b /b
= Va2b= \/a®= :a{'/7 (22)
a a
e, portanto,
b ’ b
3 = (a ¥ ) =a®- (23)
a a

Portanto, pela equacdo (23) se existem os dois meios
proporcionais entre os segmentos a e b, entao o cubo de
aresta x tem o volume ampliado na razao ba.

A duplicagao do cubo é um caso particular, quando b =
2a e pretendemos portanto encontrar os segmentos = e y
que verifiquem as proporcionalidades (24):

a =x y

—=—-== 24
r Yy 2a (24)

Conseguimos deduzir das proporcionalidades (24) que
2% = 2a3. Podemos obter esse fato da seguinte forma, pela

equacao (24) sabemos que (25)

a =
z v (25)
e (26)
Y
c_ g 2
o (26)
é equivalente a (27)
ay = 2° (27)
e (28)
2a®
y=— (28)
logo (29)
r3 = 2a® (29)

Este resultado demonstra que o cubo de aresta x tem
o dobro do volume do cubo de aresta a. E, portanto, fica
demonstrada a equivaléncia entre o problema da duplica-
¢ao do cubo e o problema da construgao de dois meios
proporcionais entre a aresta do cubo inicial e o seu dobro.

Posteriormente a redugao do problema efetuada por
Hipécrates pensa-se que os esforgos dos matematicos
concentraram-se somente no sentido de encontrarem uma
construgao para os dois meios proporcionais em causa.

Nesta subsecao descrevemos dois métodos de resolugao
deste problema que utilizam a reducao de Hipdcrates: a
solucao de Menecmo e a solugao de Diocles.

1) Solugdo de Menecmo: O matemético do século IV
a.C. Menecmo estd relacionado com as curvas que atual-
mente designamos por conicas (elipse, pardbola e hipér-
bole). Este matemético estd ligado mais especificamente a
descoberta de que as conicas podem ser obtidas através da
intersecao de um cone reto de base circular com um plano.

As solugoes de Menecmo para o problema da duplicagao
do cubo, que pensa-se terem sido preservadas por Eutdcio,
baseiam-se na construcao de um ponto através da inter-
secao de duas conicas, num dos casos duas parabola e no
outro caso uma parabola e um hipérbole.

Tendo em conta a reducdo (21) de Hipderates de Quios,
como ja foi referido, o problema da duplicagao do volume
do cubo fica reduzido a determinacao de dois meios pro-
porcionais (z e y) entre os segmentos a e b = 2a tais que
as proporcionalidades 24 sao respeitadas e, em que, a € a
aresta do cubo a duplicar e x a aresta do cubo que duplica
o volume.

Das proporcionalidades (24) aferimos que basta que se
satisfacam duas das trés equacoes apresentadas abaixo
para obtermos x.

2 = ay (30)
ry = 2a* (31)
y? = 2ax (32)

Logo, podemos obter x de trés modos:

e COMO abcissa do ponto de intersegao da parabola y =
“ com a hipérbole zy = 2a? a primeira solucdo de
Menecmo;

e como abcissa do ponto de intgrsegéo da parabola
2

com a pardbola r = &
a

— x
by =
de Menecmo;

o como abcissa do ponto de intersecao da pardbola x =
2
y

4= com a hipérbole zy = 2a*.

Segundo a fonte biogrifica [15] Menecmo apenas apre-
senta os dois primeiros métodos para obter x.

Na Figura 22 representamos uma construgao, em Geo-
Gebra, das duas soluges de Menecmo. Nesta construcao
podemos verificar que independentemente do valor atri-
buido a a a solugao obtida é, realmente, solucao para o
problema da duplicagao do cubo. Na construcao efetuada
é possivel visualizar os modos para obter x em simultaneo,
mas também é possivel visualizar os dois modos separada-
mente. Através da analise da construgao deve concluir que
é possibilidade de obter x pelo o terceiro modo.

2) Solugao de Diocles: Pensa-se que o matemadtico grego
Diocles (c. 240 a.C. — c. 180 a.C.) foi quem inventou uma
curva designada por cissoide com o intuito de resolver o
problema da duplicagao do cubo.

Mais tarde, o processo utilizado para criar a curva que se
atribui a Diocles foi generalizado e todas as curvas obtidas
por um método andlogo ao da cissoide deste matemaético
sao denominadas por cissoides.

a segunda solugao

47



RIBEIRO, M. R. C., SANTOS, J. C., OLIVEIRA-JR, A. C. / Revista de Sistemas de Informacao da FSMA n. 21 (2018) pp. 35-50

v intersec¢ao entre duas parabolas
I intersegéo entre a parabola e a hipérbola

dobro do volume do cubo de aresta a =54

-60 -40 -20 20

aresta do cubo cujo o volume ¢é o dobro (x) = 3.77976

volume do cubo de aresta x =54

Fig. 22.  As solugbes de Menecmo

De seguida expomos com base na definicao dada por
Robert Yates em [16] a curva cissoide, no caso geral.

Defini¢ao: Sejam f1 e fo duas curvas quaisquer e O
um ponto fixo. Desenhemos uma semirreta com origem
em O e que intersete f; e fo em R e @, respectivamente.
Consideremos ainda um ponto P tal que OP = QR. Ao
lugar geométrico descrito por P chama-se cissoide de fi e
fa relativamente ao ponto O.

Fig. 23.

Cissé6ide de Diocles pela definigao atual.

Na Figura 23 representamos o que atualmente conhece-
mos por cissoide de Diocles. Neste caso as duas curvas en-
volvidas sao uma circunferéncia e uma linha reta tangente
a circunferéncia e o ponto fixo é o ponto da circunferéncia
diametralmente oposto ao ponto de tangéncia. Contudo
este matemadtico grego definiu a sua curva em relagéo,
apenas, a um quadrante da circunferéncia envolvida, como
podemos ver na Figura 24.

Na Figura 24 estd representada a cissoide definida por
Diocles com base em [15].

Consideramos uma circunferéncia de centro O em que
AB e DC sao diametros perpendiculares entre si. Sejam F
e F pontos da circunferéncia pertencentes aos quadrantes
BD e BC, respetivamente, e colocados de modo a que os
arcos EB e BF sejam iguais.

Desenhamos os segmentos GE e HF perpendiculares
a DC e o segmento EC. Consideramos P o ponto de
intersecao entre EC e HF'. A cissoide de Diocles é a curva
tragada pelo ponto P quando os pontos E e F' ocupam
todas as posigoes possiveis nas condigoes referidas acima.

Nesta construgao, representada na Figura 24, é necessa-
rio mover o ponto F para obter o tragado do ponto P.

A solucao de Diocles para a resolucdo do problema
da duplicagao do cubo passou, tal como a solugao de
Menecmo, pela determinagao de dois meios proporcionais

A

E B F

Fig. 24. Cisséide pela definicao de Diocles.

entre dois os segmentos. A seguir, observa-se como encon-
trar os dois meios proporcionais utilizando a cissoide de
Diocles.

Tendo em conta a construcao do ponto P descrita acima
podemos demonstrar que os segmentos HF e HC' sao dois
meios proporcionais entre os segmentos DH e H P, ou seja,
a igualdade (33) que serd demonstrada abaixo.

DH HF HC

HF _HC  HP (33)

Pelo Teorema VII-B temos que HF' é o meio proporci-

onal entre os segmentos DH e HC, isto é, 25 = %

» HF

Pelas condigbes da construgao no GeoGebra represen-
tada na Figura 24 sabemos que % = %, uma vez que
HF =GFE e DG = HC.

Por outro lado, como os triangulos GEC e HPC sao
proporcionais os quocientes entre os lados correspondentes
sao sempre iguais, logo, g—g = %. E portanto a igualdade
(33) fica demonstrada.

A seguir descrevemos como podemos construir os dois
meios proporcionais entre os segmentos a e b.

Comecemos por construir uma circunferéncia de centro
O = (0,0) em que AB e DC sao os didmetros perpendicu-
lares entre si. Seguidamente, construimos a cissoide pelo
método de Diocles, mas desta vez utilizamos o comando
Locus, e criamos um ponto K mno segmentos OB de

maneira a que a igualdade (34) seja respeitada.

DO

a

(34)

Unimos o ponto D ao ponto K e prolongamos o seg-
mento DK de modo a intersectar a curva cissoide num
ponto que designamos por Q.

O programa de Geometria Dindamica utilizado nao per-
mite intersetar semirretas com lugares geométrico. Por-
tanto, necessitamos de o construir este ponto através de
um artificio. Nesta secao, descrevemos o artificio usado
para determinar o ponto (), que aparentemente serd de-
terminado pela intersecao do prolongamento o segmento
DK com a cissoide.

48



RIBEIRO, M. R. C., SANTOS, J. C., OLIVEIRA-JR, A. C. / Revista de Sistemas de Informacao da FSMA n. 21 (2018) pp. 35-50

Supomos que conseguimos obter o ponto @ pela forma
descrita acima. Passando por @ construimos o segmento
ML paralelo a AB.

Pelo que demonstramos anteriormente, ML e MC sao
dois meios proporcionais entre DM e M@, ou seja, verifi-
cam as igualdades (35).

DM ML MC

ML MC MQ

Os passos desta construgao estao ilustrados na Figura
25.

(35)

dobro do volume do cubo de arestaa =2
volume do cubo de aresta 2x =2
A

X
B L

2X

Fig. 25. Solugao de Diocles para o problema da duplica¢ao do cubo.

Temos ainda que, como os triangulos DM Q e DOK sao
proporcionais, os quocientes entre os lados corresponden-
tes sdo sempre iguais, logo, obtemos a igualdade (36).

GC HC

GE ~ TP (30)
Das igualdades (34) e (36) obtemos a igualdade (37).

DM a

M0 b (37)

Até este momento conseguimos inserir entre DM e
M@ dois meios proporcionais (ML e MC). Mas o nosso
objetivo é encontrar dois meios proporcionais entre os
segmentos a e b, isto é, estamos a procura de x e y tais que
f=1= 4 ou seja, respeita as proporcionalidades (21).

Podemos encontrar x e y através de duas construgoes,
uma vez que, x e y sao tais que respeita as proporcionali-

dades (38) e (39), respetivamente.

DAr_ ML (39)
a T

MQ MC

R 39

Portanto, por um lado, sabemos que se existirem dois
meios proporcionais entre os segmentos a e b, entao o cubo
de aresta x tem o volume ampliado na razao ba e x é dado

pela igualdade (22); e, por outro lado, sabemos que = é
obtido através do quarto proporcional da proporgao (38).
Destes dois fatos surgiu o artificio que usamos para
a construgao do ponto . Para construir o ponto @
comegamos por construir um ponto X segundo (40).

SR

Estamos, portanto, a obrigar a que z seja a distancia do
ponto X ao segmento DC da Figura 25.

Tendo em conta a proporcionalidade (38) conseguimos
determinar o ponto L, realizando a intersecao da semirreta
DX com a circunferéncia.

Determinamos o ponto M executando a intersecao da
reta que passa por L perpendicular ao segmento DC' com o
préprio segmento DC'. Construimos o segmento M L. E por
fim, determinamos o ponto () pela intersecao do segmento
ML com a semirreta DK .

Demonstramos que, realmente, podemos obter os meios
proporcionais x e y, entre os segmentos a e b, através da
construgao dos quarto proporcional das proporcionalida-
des (38) e (39).

Temos que as proporcionalidades (38) e (39) sao equiva-
lentes as proporcionalidades (41) e (42), respetivamente.

(40)

DM a
=2 41
ML x (41)
MQ b
—x 2 42
MNC g (42)
Por outro lado, tendo em conta (37), temos que:
ML_MLXDMXMQ_gxg b
MC DM~ MQ MC a by
ou seja, a igualdade (43).

ML =z
— == 43
MOy (43)

Por fim, tendo em conta (41), (42) e (43) temos que 2 =
% = %, isto é, encontramos os dois meios proporcionais, x
e y, entre os segmentos a e b.

Para resolver o problema da duplicacao do cubo basta
considerar b = a4 e a aresta do cubo com volume o dobro
do volume do cubo inicial é 2z. Pois, pela igualdade (c.f.

22) temos que (44),

xa\s/gai/z% (44)
e, portanto (45),
(22)° = (2\%)3 = 243 (45)

como pretendemos.

Realizamos outra construcao para o problema da du-
plicagao do cubo com recurso a cissoide de Diocles. Esta
construgao esté descrita na Figura 26.

Neste caso, para resolver o problema da duplicagao do
cubo temos de considerar b = 2a e a aresta do cubo
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Distanciade Ca K =1.26

P A

Fig. 26. Solugao utilizando a cissoide de Diocles segundo [17].

com volume o dobro do volume do cubo inicial é dada
pela distancia entre os pontos C' e K. Podemos ver uma
demonstracao de que esta construgiao funciona em [17].

De seguida,descrevemos os passos que efetuamos, com
base no primeiro volume do Tratado das Curvas de Gomes
Teixeira, para executar esta construgio (conforme Figura
26):

1) construir o que atualmente conhecemos por cissoide
de Diocles em que as duas curvas envolvidas sao uma
circunferéncia de raio a e centro C = (a,0) e uma
linha reta tangente a circunferéncia em A = (2q,0)
e o ponto fixo é o ponto O = (0, 0);

2) designemos por D o ponto pertencente & reta para-
lela & assimptota da cissoide que passa por C' e tal
que a distancia desse ponto ao ponto C seja b;

3) o ponto E é o ponto de intersegdo da semirreta
AD com a cissoide. Mas voltamo-nos a deparar
com a mesma limitagao, do programa de Geometria
Dinamica GeoGebra, da construgao anterior, por
conseguinte, passamos para o passo seguinte;

4) o ponto K é o ponto de intersegdo da semirreta
OF com a reta definida por C e por D, como nio
construimos o ponto E passamos ao passo seguinte.

5) como a distancia entre os pontos C' e K é af g,

para resolver as limitacoes dos passos anteriores
marcarmos o ponto K da seguinte forma (46)

K= O,ai/3
a

e depois determinamos o ponto E pela intersecao
entre as semirretas OK e AD.

(46)

VIII. CONSIDERAGOES FINAIS

ESTE trabalho, utilizamos o software livre GeoGe-
bra para analisar, implementar e simular as prin-
cipais propriedades da Cicloide e solucoes para os Trés
Problemas Cléssicos da Geometria Grega. Relativamente
as propriedades da cicloide apresentou-se o Paradoxo da
Roda de Aristételes, que a area sob uma cicloide é trés
vezes a area do seu circulo gerador e a resolugao do
problema da braquistocrona.
Exibimos os resultados da comparagao entre o movi-
mento de uma particula sobre cicloide invertida e o plano

inclinado. Os resultados demonstram que o movimento é
mais rapido na cicloide invertida. Com relagao aos Trés
Problemas Cléssicos da Geometria Grega apresentamos:

o dois métodos de resolucao do problema da trissecao do
angulo em que o primeiro método utiliza propriedades
da concoide de Nicomedes e o segundo método utiliza
propriedades trissetriz de Hipias.

e uma resolucao do problema da quadratura do circulo
que utiliza um resultado do matematico Dindstrato.

o dois métodos de resolucao do problema da duplicacao
conhecidos por solugao de Menecmo e solugao de
Diocles.

Como trabalhos futuros, pretendemos analisar outras
propriedades da cicloide, abordar propriedades de outras
curvas da antiguidade e expandir o estudo a utilizagao do
GeoGebra 3D. Posteriormente, utilizar as implementagoes
em um estudo de caso real.
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