Analise Complexa — Resolucao de alguns exercicios do capitulo 3

Exercicio n°1
Para cada t,u € [0, 1], seja
H(t,u) = v1(2mt) + u.(12(27t) — 11(27t)) = (r1 + u.(ry — 1)) 2™

entao |H(t,u)| = r4 +u.(re —r1) > 0, ou seja, a imagem de H estd contida em C*. A fungao
H ¢é claramente continua e tem-se

1. (Vt €0,1]) : H(t,0) = y1(27t);
2. (Vt€10,1]) : H(t, 1) = o (2nt);
3. Vue|0,1]): HO,u) = H(1,u) =1 + u.(ro — r1).
Logo, H é uma homotopia em C* entre v; e 7.
Exercicio n°2

O lacete v, esta definido como sendo a justaposicao de
quatro caminhos que tém por dominio o intervalo [0, 1], -1+ H(t,1) 14
pelo que o seu dominio é o intervalo [0,4]. De maneira
analoga a resolugao do exercicio anterior, define-se, para
cada t,u € [0, 1], v

H(t,u) = v1(4¢) + u.(y2(2mt) — 11 (41));

se se mostrar que H nunca se anula, estara provado que
H é uma homotopia em C* entre v; e 72. Seja u € [0, 1].
Se t € [0,1/4], H(t,0)(= 71(4t)) pertence ao segmento de
recta que une 1 + i a —1 4+ ¢ (veja-se a figura ao lado),
enquanto que H(t,1)(= 72(27t)) estd na parte da circun- 1~ 1-i
feréncia de centro 0 e raio 1 situada no primeiro quadrante.

Entao H(t,u) pertence ao segmento de recta que une um ponto do primeiro quadrante (distinto
de 0) a um ponto do segmento de recta que une 1+i a —1+1; logo, néo se pode ter H(t,u) = 0.

Sete[l1/4,1/2],t € [1/2,3/4] out € [3/4,1], o argumento ¢ analogo.

\

Exercicio n°4

1. Primeira resolugao:
1 1 1 1 3 =1 =1 9
/(t+i)2dt:/t2+2it—1dt:/t2—1dt+i/ 2dt = | —t|  +if?] _ =-3+i.
0 0 0 0 3 = 3

Segunda resolugao:
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2. Primeira resolugao:
w/2 . w/2 w/2 /2
/ e dt = / cos(t) + isen(t) dt = / cos(t) dt + z/ sen(t)dt =1 +1.
0 0 0 0

Segunda resolucao:
t=m/2 Z _1

/2 it
/ e”dt:le,l =1+31.
0 1 7

t=0

3. Tem-se:

11 14
/—,dt: iy
o L+i o 241
Ly 1o
:/ 7dt—i/ -
o 211 o 211
t=1

1 _
= { log(t* + 1)} + [arctant]\—,
2 =0
1

T
— ~log(2) + i~ -
20g()+z4

Exercicio n°5

1./2(12:/ Ez’e”dt:i/ —it ”dt—z/ 1dt = mi.
v 0 0

2. Tem-se

27 . .
/Im(z) dz = / Im(e™)ie' dt
ol

2 it —it
= / ¢ - e dt
27
= 5/ e 2t _ 1 dt
0
1 [ 2it ]t=27f
= _ . t
2|2 0

= — T.

3. Se m # 1 entdo f tem primitiva; como vy é um lacete, deduz-se que [ f = 0. No caso

restante, tem-se
27 Ze
/ dz = / = 2mi.

2 z=1+1 .
1
4./z+1dz=[z2+z] _ J;” Y (14+i) =142
Y

dz /4 et
[,
42241 o 1+ 62“5
/4
/ e zt + ezt

.
2 cost

’L t=m/4
[log ( + tan tﬂ

cost +=0

7zlog(\/_+ )
=

5. Tem-se
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Exercicio n°8

1. Tem-se, para cada n € Z:

2w

2m ) . )
/ fla+rete ™ dt = / > e Mt g
0 0 m=0
0 2
=Y apr™ / M=t dt (pois a convergéncia é uniforme)
m=0 0

= 2ra,r"

pois, se m € Zy \ {n},
o gilm-m)t =27
[ g [ £
0 i(m—mn)],_,

2. Resulta da igualdade anterior e do facto de a convergéncia ser uniforme na circunferéncia de
centro a e raio r que

/O%‘f <a+7‘eit)’ dt = /(]2ﬂf<a+reit)jf<cz4—7‘eit)dt
— /027r f (a + Teit) i Tpyrte” M dt
n=0
= g%an/o% f (a + re”) et dt
= i 2 ]an]2 r2n
n=0

a desigualdade do enunciado ¢ trivial.
Exercicio n°10

Primeira resolugao: Tem-se, para cada niimero real positivo r:

z T ret ] T it
/( : e—dz = / e—fire” dt = z/ e dt. (1)
~(r) 2 0o re’ 0

Por outro lado, sabe-se que

lim e dt = / ldt =7
0

o r—0

e esta igualdade, juntamente com (1), sugere que

v .
lim e dt =1
r—0 Jo '

E necessario demonstrar que se tem efectivamente esta igualdade pois, em geral, a passagem
ao limite e a integrag¢do nao comutam.
Sabe-se que:

™

s . .
lim e dt = 7 <= lim e —1dt =0

r—0 /o r—0 Jo

= lim| [T - 1dt’ 0. (2)
0

r—0
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Usando o exercicio 48 do segundo capitulo (no caso particular n = 1), deduz-se que:

[e—ra]<
0 0
/ 2 ‘reit
0

Segunda resolucao: Tem-se, para cada r € RY:

z -1 1 -1
/ e—dz:/ ¢ dz—l—/ —dz:/ ¢ dz + .
v(r) 2 y(r) 2 v(r) 2 y(r) %

Considere-se a fungao

dt

et — 1‘ dt < /ﬂ2 ‘Te“
0

se r < 1. Visto que
dt = 27r

¢ entdo claro que se tem (2).

entao tem-se

o Zn
pelo que a funcao
F: C — C
0o Zn+1 00 P
° nz:‘; (n+1).(n+1)! <_ nz::l n.n!)

é uma primitiva de f, pelo teorema 2.3.1. Logo, tem-se:

lim ©dz = lim f(z)dz+im
r=0Jy(r) 2 r=0J5(r)

— lim(F( (1)) — F()O) +im
= 1%(F(—T) — F(r)) +im
= F(0) — F(0) + in

Observe-se que esta resolucao pode ser encurtada recorrendo ao teorema 3.2.8, pois este
teorema permite afirmar que a funcdo f possui uma primitiva, visto que se trata de uma
funcao analitica cujo dominio é um aberto simplesmente conexo de C.

Exercicio n°15

Para se poder empregar a formula de Cauchy para calcular o integral em questao, define-se
v : [0,27] — C por () = € e tenta-se encontrar uma funcio analitica f : U — C tal que
U D S*=~([0,27]) e que

(vt € [0,27]) : F(y () (8) (= f (") ie™) = e = f (") = ol

Basta definir f : C* — C por f(z) = €*/(iz). Entao, pela férmula de Cauchy,
0

2
/ e dt = / f(z)dz = o = or.
0 ¥ ]

it
€
€
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Exercicio n°17

1. O trago de g esté representado pela seguinte figura (as setas representam o sentido em que
o trago é percorrido):

—R R

2. A funcao f é analitica (pelo lema 2.4.1) e C é simplesmente conexo. Logo, o valor do integral
¢ 0, pelo corolario 3.2.2.

3. Para cada R € R, seja
ag: [0,1/2) — C
t s R€27rit.

Entao, se R € R7,

R iz_l iz
/ f:/ f—/ f:—/ ¢ dz:m'—/ d,
—-R YR aR aR z aRZ

pelo que basta mostrar que

lim / S —

R—+o00 R 2
Para tal, observe-se que, para cada R € R,
; ; 2mit
et? 1/2 ezRe ‘ )
/ —dz| = ﬁQWZRezwn dt
ar < 0 Re?m

o /1/2 e,Rsen(Qﬂt)JriRcos(Qﬂ't) dt‘
0
< on /1/2 ’e_Rsen(Zwt)+iRcos(27rt)‘ dt
0

— 91 /1/2 6—Rsen(27rt) dt
0

1/4
= 47r/ e~ Fsen@m) gt (pois (Vt € [0,7]) : sen(t) = sen(rw — t))
0
1/4
< dn / e~ 1R 4t (pois (Yt € [0,1/4]) : sen(2nt) > 4t)
0
€—4Rt‘|t1/4
=47 [
—4R|,_,
1—e R
=7
R

e que

R—+o00 R
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4. Observe-se que, para cada z € R*, 22 = Im f(x). Tem-se entao

+oo gsen x . Rgenzx
/ dr = lim dx
0 X R—+c0 Jo X
1 .. R senx
= — lim dx

2 R—+o00

— lim / Im f(x
92 R—+o0

Exercicio n°19

Se z € C, tem-se 2242245 = (2 + 1+ 2i).(z + 1 — 2i).
1. Seja f : C\ {—1+£2i} — C a fungdo definida por pmee
f(z) = (z +4)/(2* + 22 + 5); quer-se calcular [ f(2)dz. Rl N
Observe-se que y é¢ homotopicamente nulo em C\{ 1+2i}, p .

pois , _
trago de v C D(O,\/g) CC\{-1+£2} ! /

(veja-se a figura ao lado); como v é homotopicamente

i )

. . 7 1 -2 1 2!

nulo em D (0, \/5) (pois este conjunto é convexo e, por- |\ \j !
\ 1

tanto, simplesmente conexo), entdo, por maioria de ra- \
za0, v é homotopicamente nulo em C \ {—1 + 2i}. Logo, N
I, f(z)dz = 0, pelo coroldrio 3.2.1. Naturalmente, em vez N

de D (O, \/5> poderiam ter sido empregues outros abertos S~ -
convexos (ou, mais geralmente, simplesmente conexos) que contém o trago de 7y e estao contidos
em C\ {—1 =+ 2i} como, por exemplo, {z € C:Imz €] —2,2[}.

2. Para cada z € C\ {—1—2i}, seja f(z) = (z+4)/(2+ 1+ 2i). O lacete v é homotopicamente
nulo em C\ {—1 — 24}, visto que

tragodeyC{z€C:Imz> -2} CC\ {-1—2i}

e que {z € C:Imz> —2} é convexo. Logo

L),dz =2mif(—1+2i) = 27m'(

3+2i) 3T
vz24+1—2

4 ? + i.

3. Analogamente ao que foi feito na alinea anterior, tem-se

4 4 1—2q 3—2 3
/Z+ dz:/(z+ )z + , Z)dz:27ri.< ,Z):—W—l—mﬂ
v 22 +2245 N 24+ 14+ 2 —4i 2

4. Comece-se por observar que se se determinar a,b € C tais que

z+4 B a n b
2242245 24142 z41-—2i

(V2 e C\ {-1£2i}):
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entao o problema fica praticamente resolvido, pois que o integral em questao se reduz a

1 1
N b./id 3
a/7z+1—|—2z' SR A (3)

e, pela definigdo de indice, (3) ¢ igual a

27i (aind(—1 — 2i,7) + bind(—1 + 27,7)) (= 27wi(a + b)). (4)

1 3
Um célculo simples revela que se tem a = 2 + -ieb =

4
1 3
3~ Zi’ pelo que (4)=2m1.

3m
5. Analogamente a segunda alinea, o resultado é — + mi

pois, por um lado, o lacete v é homotopicamente nulo em
C\ {—1 — 2i} e, como se pode ver pela figura ao lado, o
indice de 7 relativamente a —1 + 2¢ ¢é igual a 1, pois que a
semi-recta que se vé na figura intersecta o traco de v num
Unico ponto e ai a semi-recta ¢ «empurrada» no sentido
directo.

Exercicio n°21

Para cada z € C, seja f(z) = 2. Entao tem-se:

Exercicio n°24

1. Por hipotese, 0 é um zero de f. Como a funcao f é analitica, trata-se de um zero isolado
ou de um zero interior. Mas se fosse um zero interior, ter-se-ia f’'(0) = 0; logo, trata-se de um

zero isolado e, portanto, tem-se f (D(O, s)\ {O}) C C* para algum s €0, r].
2. Considere-se a fungao F': D(0,r) — C definida por

f(z)/z sez#0

FO={ Do wno

que é analitica, pelo lema 2.4.1. Entao:

’ng;l :[/g(z)f/(z)/F(Z> dy — 27”9(0)?8; = 2mig(0).

Exercicio n°25

1. Se x € R, entao - -
Q(x) = P(z)P(z) = P(x)P(x) = |P(x)|* > 0,

pois P(x) # 0. Além disso, se se tivesse Q(z) = 0 para algum z € C, entao tinha-se

P(z)P(2) =0+<= P(2) =0V P(z) =0
= P(2) =0V P(z) =0,
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o que é impossivel, pois P nao tem zeros.

2. Sejam ag, ay, . ..,ay € C tais que
(V2€C): P(2) =ag+ a2+ +ayz".

Entao

(Vz2€C): P(z) =ap +aiz+ - +anz".

Assim sendo, () é o produto de duas fungoes polinomiais de grau N, pelo que se trata de uma
funcao polinomial de grau 2N. Sejam by, by, ..., by € C tais que

(\V/Z c (C) . Q(Z) = bo + blz + 4 bQNZ2N.

Entao, para cada z € C*,

k

1 2N 1
22NQ) (z+ > = zQNZbk <z+>
z P z
2N
_ Z kaQka(ZZ - 1)k
k=0
Logo, se se definir R : C — C por
2N
R(z) =) i o DL
k=0
R é uma func¢ao polinomial tal que
1
(V2 € C*) : R(z) = 2N Q <z+ ) :
z

Resulta desta relagdo que, uma vez que () nao tem zeros, s6 se poderia ter R(z) = 0 quando

z=0. Mas R(0) = by = |ag|* = |P(0)]* # 0.

3. Tem-se
€2N71 o 6(2N71)it' y
d¢ = ——e" dt
Lwa®= 1, T
2 62Nit
—i / _© g
0 €2N1tQ (ezt + e—zt)
] 27 1
' Q(2cost)
€ iR}

pois, pela primeira alinea, a fungao que se esta a integrar s6 toma valores reais maiores do que
0. Mas, por outro lado, visto que a funcao

CcC — C
<2N—1
¢ R(()

¢ uma funcao analitica com dominio simplesmente conexo, o seu integral ao longo de qualquer
lacete é igual a 0, pelo corolario 3.2.2.
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Exercicio n°26

1. Seja z € U. Como exp’(= exp) nunca se anula, sabe-se, pelo teorema da inversao local, que
existe alguma vizinhanga W, de I(z) tal que exp |y é bianalitica; seja g a inversa desta funcao
e seja V uma vizinhanca aberta de z contida em U tal que [(V,) C W..! Entao

(Vw € V) : g(w) = glexp(l(w))) = l(w).

Logo, l|y, é analitica. Como isto ocorre para cada z € U, [ é analitica, pelo proposigao 2.4.1.
2. (VzeU):exp(l(z) =2= (Vz€U) : I'(z)exp(l(z)) =1 <= (Vz € U) : I'(z) = 2.
3. Considere-se o lacete v : [0,27] — C definido por (t) = €. Se se tivesse U = C*, entdo

1:ind(0,7):1,/1dz:1, V(2 dz = — (1) — 1)) = 0.

211 Jy 2 271 Jy 271

Exercicio n°27

Seja f : U — C uma primitiva da funcao ¢ : U — C definida por «(z) = z7!; uma tal
primitiva existe por U ser simplesmente conexo. Seja L = f — f(1). Entao (Vz € U) : L'(2) =
271 e L(1) = 0. A fungdo L é uma determinacao do logaritmo, pois a fun¢io

g: U — C

6L(z)
zZ —
z
é tal que
2L (2)e" ) — eH#)  exp(L(2)) — exp(L(2))
VzelU):¢(z) = = = = =0.

Logo, a fungao g é constante e, como g(1) = 1, toma sempre o valor 1. Por outras palavras,
(Vz e U) :exp(L(z)) = z.

A restricao de L a R* coincide com a funcao logaritmo pois ambas tém a mesma derivada e
tomam ambas o valor 0 no ponto 1.

Exercicio n°29

1. Seja >->° | a,2" a série de Taylor da fun¢ao f no ponto 0; tem-se «n = 1» no somatoério pois,
por hipétese, f(0) = 0. Sabe-se, pelo teorema da representacao de Cauchy-Taylor, que o raio
de convergéncia desta série de poténcias é maior ou igual a 1. Por outro lado, como f é uma
fungao do conjunto D(0,1) em si mesmo, tem-se

Zan

(Vz € D(0,1)) = |f(2)] < 1.

Entao sabe-se, pelo lema de Schwarz, que

(V2 € D(0,1)) - [f(2)] <|2|

'Uma tal vizinhanca existe, pois [ é continua.
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e que, para mostrar que se tem |a;] = 1 e a, = 0 quando n € N\ {1}, basta mostrar que se
tem |f(z0)| = |20, para algum 2z, € D(0,1) \ {0}. De facto, a igualdade que se quer provar é
valida para qualquer zo € D(0,1) \ {0} pois, por um lado, ja se viu que |f(20)| < |20] €, por
outro lado, se se tivesse |f(z9)| < |z0|, pondo wy = f(z), tem-se

Jwol < |z0] = [ £~ (wo)| > Jwol. (5)
Mas o que foi feito acima com a funcao f também se pode fazer com a funciao f!, pelo que
(v € DO, 1) : [f (o) <2,

o0 que esta em contradigdo com (5).

Esté entao provado que se f € Aut(D(0,1)) e se f(0) = 0, entdo f = f, o, para algum
w € C tal que |w| = 1.
2. Seja G = {fap:a,b€Cela]*—|b]* =1} e seja f € Aut(D(0,1)); quer-se mostrar que
f € G. Seja zp = f(0). Sabe-se, pela ltima alinea do exercicio 14 do primeiro capitulo, que
existe alguma fungdo g € G tal que g(0) = zy. Entao g~ ' o f € Aut(D(0,1)) e (g o f) (0) =
g 1 (z0) = 0; logo, pela alinea anterior, g' o f € G. Como f = go (g'o f) e G éum grupo
relativamente a composicao (pela terceira alinea do exercicio 14 do primeiro capitulo), f € G.

Exercicio n°30

Suponha-se, por reducao ao absurdo, que f nao pos-

sui nenhum ponto singular. Entao existe, para cada w T

pertencente a circunferéncia C' de centro a e raio R, al- 0 \\\

gum 7, € R} tal que f ¢ prolongdvel a uma funcao ana- /// N

litica f,, : D(a,R) U D(w,r,) — C. Se w,w" € C e / w /’/1\ RN
se z € D(w,ry) N D(w', 1y ), entdo f,(2) = fu(2); isto é '\ ///,_,_\7\\.\2 ' N
uma consequéncia do teorema da identidade, pois os discos /,\\’\ i :I \/r’ o "
D(w,r,) e D(w',r,) sdo conexos e as restricoes das fun- ~ *\_ L N )
¢oes fu e fu ao conjunto D(w,r,) N D(w', )N D(a, R), RN R NS
representado a sombreado na figura ao lado, coincidem I P,

\
(s@o ambas idénticas a restrigao de f ao mesmo conjunto). !
Considere-se o conjunto !

U=D(a,R)U |J D(w,ry).

wel

Qe

Pelo que foi visto acima, faz sentido definir F' : U — C do seguinte modo: F' é um prolonga-
mento de f e, para cada z € U, se z € D(w,r,) para algum w € C, entdao F(z) = f,(z). A
funcao F' é analitica, pela proposigao 2.4.1, e, pelo teorema da representacao de Cauchy-Taylor,
o raio de convergéncia da sua série de Taylor no ponto a ¢ maior ou igual ao raio de qualquer
disco de centro a contido em U. Mas U é um aberto que contém D(a, R) UC = D(a, R), pelo
que U D D(a, R'), para algum R’ €]R, +o0[; logo, o raio de convergéncia da série de Taylor da
funcdo F' no ponto a é maior do que R. Mas isto é impossivel, uma vez que a série de Taylor
em questao é >°°  a,(z —a)™ (pois F' é um prolongamento de f) e o raio de convergéncia desta
série de poténcias ¢ R, por hipotese.

Exercicio n°35

Seja M = sup{|f(z)| : Rez,Imz € [0,1]}; M existe pois |f| ¢ uma fungdo continua e
{z€C:RezImz € 0,1]} é compacto. Sejam z,y € R; entao

flx+yi) = f((z = [2]) + [z] + yi)
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= f(x — [z] + yi) (pois f é periddica de periodo 1)
= [z =[]+ (y = [yD)i + [y]d)
= f(x — [z] + (y — [y])i) (pois f é peribdica de periodo 7).

Logo, pela definicao de M, |f(x + yi)| < M e deduz-se entao do teorema de Liouville que f é
constante.

Exercicio n236

Se z € C, tem-se

e < e 1 < e = (12 < ©)

Como a funcao f/exp é inteira e limitada, é constante, pelo teorema de Liouville. Seja A € C
tal que (Vz € C): f(z)/exp(z) = A. Entao, por (6), |A| < 1.

Exercicio n°37

Se f(C) # C, entao C\ f(C) é um aberto nao vazio de C, pelo que contém algum disco
aberto D(a,r). A fungao

g: C — C
z = 1/(f(z) —a)
¢ uma funcdo inteira e, para cada z € C, |g(z)| = 1/|f(z2) — a] < 1/r. Mas entdo g seria

constante, pelo teorema de Liouville, pelo que f também seria constante, o que é absurdo.
Exercicio n°38

Considere-se a funcao analitica

g: D(O,1) — C
. flzo+12) = f(20)
M

Se >.>° , a,z" for a série de Taylor de g no ponto 0, entao sabe-se, pelo teorema da representacao

de Cauchy-Taylor, que a série converge em qualquer z € D(0,1); além disso

(V=€ D(0,1)) : |>_ apz" < 1.
n=1

=g

[ f(z0+7z) = f(z20)
e

Logo, pelo lema de Schwarz, sabe-se que
« (Ve D(0,1)):[g(2)| < [z <= (V2 € D(0,1)) :|f(20 +12) — f(z0)] < M|z]
M
< (Vz € D(z0,7)) : |f(2) — f(20)] < 7]2 — 2.

e se |g(z)] = |z| para algum z € D(0,1) \ {0}, entdo, para algum ntmero complexo w de
modulo 1, g toma sempre o valor w.
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Entao se, para algum z € D(zg,r), se tiver

— f(z0)| _
M

Z— 20 Z— 20

) = £l = e = 2l (o= |72

zZ— 20
b (59 52).
r
pelo que visto atras g toma sempre o valor w, para algum niimero complexo w de médulo 1, ou

seja, (Vz € D(z0,7)) : f(2) = f(z0) + a(z — 2), com a = wM/r. Como U é conexo, decorre do
teorema da identidade que

T r

(VzeU): f(z) = f(z0) + alz — 29).

Se f : C — C for uma fungao inteira e se M for um majorante de | f|, entdo, fixado z € C,
sabe-se que se r € R* for tal que |z| < r tem-se

7(2) ~ FO) < T

Logo, |£(2) ~ fO)] < lm "]z = 0.

r—-+00

Exercicio n®40

1. Nao possui primitiva, pois se se definir v : [0, 27] — C por y(t) = 1 + €%, entdo

/f A Z+1) dz:27ri-;~ind(1,7):m7é0.

2. Possui uma primitiva, pois o dominio é simplesmente conexo; o segmento de recta que une
o ponto 0 a qualquer outro ponto do dominio esta contido neste.

3. Primeira resolugao: Seja log a determinacao principal do logaritmo. Entao tem-se, para cada

z € C\| —o0,1]:
12 1/2

z—1 z+1

f(z) =
— L log = 1)~ o= + 1)

o que mostra que a fun¢do z — % (log(z — 1) —log(z + 1)), de dominio C\] — 00,1], ¢ uma
primitiva de f|c\—c01]- Isto sugere que a fungao

F: C\[-1,1] — C
z 1lo <Z_1>
s =
2 & z+1

podera ser uma primitiva de f|c\(—1,1. Vai-se comecar por mostrar que a definicdo de F' faz
sentido, ou seja, que z € C\ [-1,1] = 24 € C\ R_. De facto, se z € C\ R, entao

P =1-2/(z+1) € C\Resez e R\[-1,1] é claro que :Li € R%. Para terminar a

resolugao, basta ver que

(V2 € C\[-1,1]): F(2) = - — 2 log’ (2_1>

2 (z+1)2 z+1
B 1 z+1
(z4+1)2 z—1
1

22 -1
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pelo que F' é uma primitiva de f|cy\(—1,1-

Segunda resolugao: Segundo o teorema 3.2.7, afirmar que a fungdo do enunciado possui
alguma primitiva equivale a afirmar que o seu integral ao longo de qualquer lacete v (cujo trago
esteja contido em C \ [—1,1]) é nulo. Mas para um tal lacete v tem-se

dz 1/2 1/2 . .
LZQ_l:O<:>LZ_ldz—LZ+1dz:O<:>1nd(1,7):md(—l,fy).

Visto que o segmento que une —1 a 1 é uma parte conexa do complementar do trago de v, os
indices de v relativamente a quaisquer dois pontos desse segmento sao idénticos, pela terceira
alinea da proposicao 3.1.20.

4. Possui uma primitiva, pois o dominio é simplesmente co-
nexo. De facto, se il

U=C\((1+Ri)U(~1+R))

ese v :[a,b] — U é um lacete, entdo, se M € R for maior
do que qualquer nimero da forma Im(v(¢)), a funcao Y

H: [07 1] X [O, ]_] — (C v ///’“\\

t —  y(a+t(b—a)) —ubli / \‘,
I

tem a imagem contida em U, pelo que é uma homotopia em /
U entre v e v — Mi (veja-se a figura ao lado). Este tltimo 1M / /
lacete estd contido no semi-plano {z € C : Imz < 0}, que ¢ [ / g
simplesmente conexo. Logo, v — Mi é homotopicamente nulo
em {z € C:Imz < 0} e, por maioria de razao, em U. S~ s it

Exercicio n°41

Se uma tal fungdo g existir, entdo ' = ¢g'ed = ¢'f, pelo que g serd uma primitiva de f'/f.
Seja entao h : U — C uma primitiva de f’/f; uma tal fungao existe uma vez que U é
simplesmente conexo. Entao
<f>’ B ehf/_fh/eh B

— =0
eh e2h

uma vez que h' = f'/f. Logo, f/e" é constante. Seja A € C tal que f = Xe”; entdo \ # 0, pelo

que possui algum logaritmo w e
f=Xel = e~

pelo que basta tomar g = w + h.
Exercicio n°42

Para mostrar que a funcao zeta é analitica basta, pelo teorema da convergéncia uniforme
de Weierstrass, mostrar que, para cada compacto K contido em {z € C: Rez > 1}, a série de
fungoes >0° ; 1/n® converge uniformemente em K. Seja m = inf{Rez : z € K}. Visto que K
¢é compacto, m > 1. Como, pela segunda alinea do exercicio 73 do segundo capitulo, a série de
fungdes que se esta a considerar converge uniformemente no conjunto {z € C : Rez > m}, por
maioria de razao converge uniformemente em K.
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Exercicio n°45

Para cada M € R,
M dt t Mfa f(t
/ f(at)f:/ f(a)-adt—/ f()dt,
0 t 0 at 0 t

pelo que

[T ra® = g [T ™= o [ 0% = [ e
0 0

M—+o0 Jo M—+o00 Jo t t

Exercicio n°46

1. Se, para cada t €]0,+oo|, se definir f; : U — C por fi(z) = e '*7! entdo (Vz € U) :
[(2) = [ fi(2) dt e, portanto, pelo teorema 3.2.11,
+oo +o0
(V2 eU):['(z) = / fi(z)dt = / e~ og(t) dt.
0 0
2. Se z € U, entao,
+oo
Mz+1) = / e 't dt
0

M
= lim e W dt
M—+00 J0

= fm [—e7r]

t=

t=0

M M
+/ e '2t*"1 dt (pois Rez > 0)
0

Mo
=2z lim et dt
M—+00 Jo

= 2T'(2).

3. A demonstracdo sera feita por indugio. E claro que T'(1) = [;"e~*dt = 1 = 0!. Por outro
lado, se n € N for tal que I'(n) = (n — 1)!, entao resulta da alinea anterior que

I'n+1)=nI(n)=n(n—1)=nl

4. Visto que C\ Z_ é conexo, basta provar a existéncia de um prolongamento analitico da fun-
cao I' a C\ Z_; resulta entdo do principio do prolongamento analitico que tal prolongamento
¢ Unico.
Resulta da terceira alinea que
n—1
(VneN)(VzeU) :I(z+n)=0(2). [[(z + k). (7)
k=0

Para cadan € Z* ,seja U, = {z € C:Rez >n}\{0,—1,—2,...,n+1} e considere-se a fungao

r,. v, — C
B ['(z+n) '
[i2o(2 + k)

resulta entao de (7) que
(VzeU):Ty(z) =T(2);
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logo, a funcéo T, é um prolongamento analitico da funcéo I' a U,. E consequéncia do principio
do prolongamento analitico que se m € Z_ e se m < n, I';,|v, = I',. Faz entdo sentido definir
o seguinte prolongamento da fungdo I' a C \ Z_:
Re(z) > n; entdo a z faz-se corresponder I',,(2). Visto que, para cada n € Z_, I',, é analitica,

2006-2007

se z € C\ Z_,

este prolongamento da funcao I' é analitico.

5. Tem-se, pela definicao de I', que, para cada n € Z_,

lim(z — n)T'(2) =

zZ—n

6. Tem-se

7.Se z € U, tem-se

((2)I'(2)

logo, basta provar que

o que equivale a afirmar que

I'(z—n+1)

toma-se n € Z_ tal que

lim(z —n) -

_ T

(=D
)n

z(z+1)---

/-\
H

+o0o
Z / e "t*~1 dt (pela alinea anterior)

#&Z/

—nttz—l dt

l fnttz 1dt
N ) Ze
+OO [ —t — e (N+1)t
lim Lt
NeN Jg 1—et
—+00 1 —_ e_Nt
lim — Tt
NeN Jo et — 1
+00 tzfl 400 67Nt
/ dz — lim Tt
0 el —1 NeN.Jo et —1
+00 €_Nt
lim 7t =0,
NeN Jo et —
+OO 6_Nt
lim / Lt = 0.
NeN|Jo et —1

(z—n—-1)(z—n)
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Mas tem-se, para cada N € N,

+oo p—Nt M ,—Nt
/ ¢ - dt‘ - ‘ lim ¢ -tZ1dt‘
0

el — M—+o0Jo e —1

M e—Nt
Tt
/0 et — 1 ‘

M e—Nt

= lim
M—+oco

M—+ooJo et —

— /+OO ; . e—NttRe(z)—2 dt
o et—1

< / e—NttRe(z)—Q dt
0 ’
pOiS
t

VieRY): —— < 1.
( +> et_l

Seja o« = Re(z) — 2; entdo o > —1 e quer-se provar que

+oo N
lim e Nt dt = 0.
NeN Jo

Isto pode ser feito por mais do que um processo.
« Sejae € R% esejaa e RY tal que a®t'/(a+ 1) < ¢/4. Entéo

a+1

a a I
/ e_Ntt“dtg/tadt:2 <=

0 0 a+l 2

Por outro lado, a fungao
[aa _'_OO[ I R+
t — e it
¢ majorada; seja M um seu majorante. Entao,
ef(Nfl)a 1

+oo +oo
N>1= / e N dt < M./ e” WD gt =
Logo, resulta de (9) e de (10) que, se N for suficientemente grande,

400
/ e N dt < e,
0

Como isto ¢ vélido para cada ¢ € R, esta provado que se tem (8).

o Pela alinea anterior, sabe-se que

too F(a+1)
. Nt .
(vNEN)./O e "tYdt = Natl

como a + 1 > 0, tem-se (8).

< lim e tRe®=1 gt (pelas proposicoes 2.3.8 e 3.1.8)

€

< hd
N1l N_1°7%

16

(10)
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Exercicio n°47

Pelo teorema da convergéncia uniforme de Weierstrass, f é analitica e, para cada k € Z,,
a sucessao de fungoes ( N fgk>)N , converge uniformemente para f*). Logo,
€

Cf9@) . LfE) X =
Ck = A Jl\}gll\lngl L Jl\%%; Cnk = nglcmk.

Exercicio n°48

Para cada z € C\ {£1}, seja f(z) = 2/(1 — 2%). A série de fungoes do enunciado é
S fn(2), onde, para cadan € Z, e cada z € C\ S, f,(2) = f (zzn) Se z € D(0,1), entao

z
1 — 22

f(z) = :z.(1+22+z4+26—|—z8+--~):z+z3+z5+z7+29+---,
pelo que
(Vn € Zy): folz) =27 + 222" + 252" + 272" + ... (11)

Para cada n € Z., seja >.5° ¢, x2" a série de Taylor da fungio f, no ponto 0. Entdo, por (11),
tem-se que

1 se k for o produto de 2™ por um niimero impar

(Vn,k € Zy) : cpy = L.
0 caso contrario.

Sejam K um compacto contido em D(0,1) e M = sup,.x |2|. Observe-se que

n
22

’1 2| T

S S Toa

(V2 € D(O,1))(vn € Zy) : |fu(2)| = |F (%)

Resulta do critério da comparacgao que a série 30 M?" /(1 — M 2"H) converge (basta compa-
rar com a série Y20, M?"), pelo que, pelo teste M de Weierstrass, a série 30°  f, converge
uniformemente em K. Resulta do exercicio anterior que

(Vz € D(0,1)) Z fa(z i f: Co 2", (12)

k=0n=0

Mas cada k € N s6 pode ser escrito como produto de um nimero impar por uma poténcia de 2
de uma e uma s6 maneira, pelo que todos os termos de sucessao (¢, k)nez, sdo nulos, com uma
Unica excepcao, que tem o valor 1; logo, Y2 ¢, = 1. Por outro lado, (Vn € Z;) : a,o = 0.
Entao (12) implica que

(Vz € D(0,1)) an =) = : (13)
k=1 <
Seja agora K um compacto contido em C\ D(0,1). Entao
[e'e) 22” o'} 2—2" ) 1/2,)2"
(92 € K): 32 e = X oy =~ L (14
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Como os ntmeros da forma 1/z, com z € K, formam um compacto contido em D(0, 1) entao,
pelo que foi visto acima, a convergéncia é uniforme. Além disso, resulta de (13) e dos célculos
efectuados em (14) que

_ & 1/ 1
(\VIZGC\D(OJ)):Zl—z?’“rl :_1—/1/Z: -z

n=0

Finalmente, se K for um compacto de C\ S', entdo K é a reunido de um compacto de

D(0,1) com um compacto de C\ D(0, 1); como a convergéncia é uniforme em cada um daqueles
compactos, é uniforme em K.

Exercicio n°49

Para ver que a primeira condi¢ao implica a segunda, basta observar que, fixado z € C, se
se tomar € € R% tal que D(z,¢) C U, entao, visto que o disco D(z,¢) é simplesmento conexo,
o integral de f ao longo de qualquer lacete cujo traco esteja nele contido é nulo.

Suponha-se agora que se verifica a segunda condicdo do enunciado. Seja z € U e seja
. € RY tal que D(z,e,) C U e que, para cada lacete 7 cujo traco esteja contido em D(z,¢.),
se tenha [, f = 0. Entao, em particular, se 21, 22, 23 € D(z,€,) tem=se [i,, ..1vzy 2vizs,er) f = O-
Logo, pelo teorema de Morera, f|p(..,) ¢ analitica. Deduz-se entdo da segunda alinea da
proposicao 2.4.1 que f é analitica.

Exercicio n°51

Sejam V = f(U) e f7': V — U ainversa de f. A funcdo f~! é continua; de facto, se A
for um aberto de C, entdo (f~1) ' (A) = f(A) e, uma vez que f ¢ injectiva e analitica entdo,
pelo teorema da fungao aberta, f(A) é um aberto. Logo, pela proposicao 2.1.6, f~! ¢ derivéavel.
Como, além disso, V' é um aberto de C (novamente pelo teorema da funcao aberta), f~! é

holomorfa. Logo, é analitica, pelo teorema 3.3.4.
Exercicio n°55

Uma vez que

0 ov Ow Ou Ou

%(v—w):ax or Oy oy
que

L T T T TR
Ay S dy Oy  Ox Or

e que U é conexo, v — w é constante.



