Analise Complexa — Resolugao de alguns exercicios do capitulo 2

Exercicio n°21

Em todas as alineas, o estudo da derivabilidade de f num ponto a € C sera feito a partir
da definicao de derivada. Sempre que f nao for derivavel em a, isto sera provado do seguinte
modo: considera-se uma funcao ¢ : C — C tal que

(V2 € C): f(2) = fla) + ¢(2).(z — a)

e definem-se dois conjuntos A, B C C tais que a pertence a aderéncia de ambos; em seguida
mostra-se que

lim p(z) # limo(2),

z—a,z€EA z—a,z€B

de onde se conclui que ¢ nao pode ser continua no ponto a.
1. Seja a € C; quer-se saber se existe alguma funcao ¢ : C — C continua em a tal que

(VzeC):2°+ 22 =d’+a* + ¢(2).(z — a) =
= (Vz2€C):2* —ad®>+ 22 —a* = p(2).(z — a)
= (V2€C): (z—a).(P+az+a*)+ (z—a).(z+a) = ¢(2).(z — a).

Basta entao definir ¢(2) = 22 + az + a* + z + a. Estd entao provado que f ¢ derivdvel em a e
tem-se f'(a) = ¢(a) = 3a® + 2a.
2. Sejam a € C e ¢ uma funcao de C em C tal que

(V2 € C): |2 = |al = ¢(2).(2 = a),

ou seja, tal que
VR e
(Vz € C\{a}) : p(2) =
Comece-se por ver o que acontece quando a € C*. Se-
jam C, a circunferéncia de centro 0 que passa por a (ou
seja, C, = {z € C: |z] =|a|]}) e S, a semi-recta com ori-
gem no ponto 0 que passa por a (ou seja, S, = Ria); a Ca
veja-se a figura ao lado. Se z € C, \ {a}, entao p(z) = 0;
logo,

—

lim z) =0
z—a,2€Cq\{a} gO( )

Por outro lado, se z € S,, entdao z/a € R, pelo que, caso z # a, se tem

_lzl =1l _fal [¢/al =1 _la|

o(z) = 2= = BB

z—a a z/a—1 a
Mas entao lim  ¢(z) = |al/a.

z—a,z€S8.\{a}
Falta estudar a derivabilidade no ponto 0. Seja ¢ uma funcao de C em C tal que

(V2 € C): |z] = p(2).2.
Deduz-se desta relacao que

(VzeRL):p(z)=1e (Vz€RY): p(2) = —1,
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pelo que
lim ¢(z)=1e lim ¢(z)=-L1

z—>0,z€Rj_ z—0,zeR*

3. Tal como na resolugao da alinea anterior, se a € C* e se existir ¢ : C — C tal que
(V2 € C): [z — [af* = p(2).(z — a),

entao

lim z) =10
z—a,z€Cq\{a} QO( )

Por outro lado, se z € S, \ {a}, entdo z/a € R, pelo que, caso z # a, se tem

S T T T RS Y
z—a a z—a z/a—1 a
Consequentemente, lim (z) = 2a.

z—a,z€8,\{a}
Por outro lado, a funcao f é derivavel no ponto 0, pois

(V2 e C): f(z) = |2])* = 2.7,

e a conjugagao é uma funcao continua. Além disso, f/(0) =0 = 0.
4. Para estudar a derivabilidade da fungao Re num ponto
a € C usa-se o mesmo tipo de ideias que nas alineas anteriores,
mas desta vez com os conjuntos H, = {z € Z:Imz =Ima} e
V, ={z € C: Rez = Rea}; veja-se a figura ao lado. Um célculo v,
simples revela que se ¢ for uma funcao de C em C tal que

(Vz € C) : Re(z) = Re(a) + ¢(2).(z — a),
entdo ¢ (V, \ {a}) = {0}. Por outro lado, se z € H, \ {a}, entao

Re(z) — Re(a) Re(z —a)

olz) = z—a :Re(z—a):L

pelo que
im z)=1e lim z)=20
z—a,z€Ho\{a} SO( ) z—a,ze€Vo\{a} 90( )

5. Seja a € C, sejam H, e V, como na alinea anterior e seja ¢ uma funcao de C em C tal que
(V2 € C): |Imz* = |Imal® + ¢(2).(z — a). (1)
Entao ¢ (H, \ {a}) = {0}, pelo que

im z)=20
z—a,z€Ho\{a} SO( )

Por outro lado, se z € V,, \ {a} entao

_ | Tm z|> — | Im a? _ (Im(2) — Im(a)).(Im(z) + Im(a))

#(2) zZ—a B (Im(2) — Im(a))i

= —(Im(z) + Im(a))i.

Consequentemente,

lim z) = —2Im(a):.
z—a,z€Vo\{a} QD( ) ( )
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Esta entao provado que f nao é derivavel em a caso Ima # 0, ou seja, caso a ¢ R. Caso a € R,
entao define-se

p: C — C

(Im2)?/(z —a) sez+#a
Z

0 se z = a.
E entéo claro que se tem (1) e como

(Im2)?|  |Im(z — a)|?
. — = = < —
(¥ € €\ (e e(e) = ()] = | S| = Rl < o=l

¢ é continua em a. Tem-se entao f'(a) = ¢(a) = 0.
Exercicio n°4

Seja a € C. Mostrar que f é derivavel em a e que f'(a) = f(a) é mostrar que existe alguma
funcao ¢ : C — C continua em a tal que

(V2 € C): f(2) = fla) + ¢(2).(z — a)

e que ¢(a) = f(a). Define-se entao

p: C — C
7f(22:£(a) se z#£a
f(a) caso contrario

e resta apenas demonstrar que ¢ é continua em a. Como, para cada z € C\ {a},

o = 1O _[Cmava—fl) _Jemaf@-f@_fema-t
e como lim M
h—0,h#0 h

=1, tem-se

lim ¢(2) = f(a) = ¢(a).

zZ—a

Exercicio n°8

1. Se z,y € R, sejam u(x,y) = Re f(z + yi) = 2% e v(z,y) = Im f(x + yi) = xy. Se, a,b € R,

tem-se 9 9
u v
az @) =3, (@) 2% = a
5 o =1 - b<:>a:b:0.
u _
873/(@’ b) = —%(a,b)

2. Como o conjunto dos pontos do plano que sao solugao das equagoes de Cauchy-Riemann é
{0}, o conjunto dos pontos do plano onde f ¢ derivdvel ou é {0} ou é o conjunto vazio' pelo
que nao existe qualquer aberto U nas condigoes do enunciado.

'De facto, uma vez que as derivadas parciais sdo funcoes continuas, o conjunto dos pontos onde f é derivavel
é {0} pelo coroldrio 2.1.2.
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Exercicio n°9

Se z,y € R forem tais que = + yi € U, entdo sejam u(z,y) = Re f(x + yi) e v(z,y) =
Im f(z + yi). Entao

Ve,yeR):x+yi e U= gz +yi) = f(x —yi) = ulz, —y) — v(z, —y)i.
Entao, se se definir, u*,v* : U — R por u*(z,y) = u(x, —y) e v*(x,y) = —v(x, —y), tem-se
Vz,yeR):x+yi e U= gz +yi) =u"(z,y) + v (x,y)i.

Agora basta observar que se (a,b) € U, entao

ou* ou ov ov*
%(@7 b) = %(% —b) = @(av —b) = Ty(a’ b)
e que
ou* ou ov ov*

6Ty(a,b) = —a—y(a, —b) = —%(a, —b) = —%(a,b).

Exercicio n°10

Sejam u e v duas fungoes de R? em R e seja, para cada (z,y) € R?, f(z,y) = u(z,y)+v(z, y)i.
E suficiente para que f seja holomorfa que u e v sejam parcialmente derivaveis em todos os

2 du Ou O ., Ov qn; ~ . du __ Ov u _ __Ov
pontos dg R, que oz 9y oz © gy Sejam fung(?es COHtlIll{aS, leue or = oy © AU G, = — 5 Para
que f satisfaca a primeira condi¢cao do enunciado também é preciso que

ou .
P Re f'(x +yi) = 3(a® — y*) — 4y,

o que implica que, para alguma funcao C : R — R, se tenha:

(Vo,y € R) : u(x,y) = 2° — 3oy* — 4oy + C1(y). (2)
Por outro lado, para se ter
Jdv  Ou
R 3 2 _ 2 _ 4 ,
oy~ o (@° —y°) — 4y
tem-se necessariamente
(Vz,y € R) 1 v(z,y) = 32°y — y° — 2y + Cy(a), (3)
para alguma funcao C5 : R — R. Para que as funcoes u e v sejam parcialmente derivaveis
relativamente a ambas as variaveis e que % = —% basta que C e C5 sejam derivaveis e que

(Vz,y € R) : —6zy — 4z + C' (y) = —6zy — Cy/ () <= C\/(y) = 42 — Cy/(x).
Logo, tera que existir algum ntimero a € R tal que
(Vz €R): C)(z) = aedx — CY(z) = a.
Haverd entao ntimeros reais b e ¢ tais que

(Vo €R): Ci(x) = axr +be Cy(z) = 22> — ax +c. (4)
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Esta entao provado que se se definir u e v de modo a ter-se (2), (3) e (4) entéo a fungao f é
holomorfa e satisfaz a primeira condi¢ao do enunciado. Afirmar que também satisfaz a segunda
¢é afirmar que

O—f(1+’i)—U(1,1)+v(1,1)z<:>{ —6+a+b=0 @{ b=6—a

2—a+c=0 c=a— 2.

Logo, basta tomar, por exemplo, a =0, b =6 e ¢ = —2 e tem-se entao

(V(z,y) € R?) : fz,y) = 2° — Buy® — 4wy + 6 + (3%y — v — 2" + 227 — 2)i
= (z +yi)® + 2i(x + yi)* + 6 — 2i,

ou seja,
(V2 €C): f(2) = 2° + 2i2” + 6 — 2i.

Exercicio n°11

E claro que a primeira condicao implica todas as outras.

Para cada (z,y) € R? sejam u(z,y) = Ref(z + iy) e v(z,y) = Im f(x + iy). Se u
for constante, entdo Ju/0r = Ju/dy = 0. Deduz-se das equagoes de Cauchy-Riemann que
Ov/0x = Ov/0y = 0, pelo que f' =0 e, portanto, f é constante. De maneira andloga, mostra-
-se que se v for constante, entao f é constante. Esta entao visto que as trés primeiras condigoes
sao equivalentes.

Se |f] =0, é claro que f = 0. Por outro lado, se |f| = k para algum k € R?,, sabe-se entao
que u? + v? = k2, de onde se deduz que

ou ov ou ou
2u— + 2v— = U =
u8x+ U@x 0 u@x Uay 0
ou _ov | ou ou
U v
uay+ Uay u8y+vﬁx
pelas equacoes de Cauchy-Riemann. Para cada (a,b) € R?, tem-se entao:
ou
u(a,b) —wv(a,b) %(aa b)
5 = (0,0).
v(a,b) wu(a,b) U
o (ab)
Visto que o determinante da matriz é (u(a,b))* + (v(a,b))* = k* # 0, §4(a,b) = §%(a,b) = 0.

Como isto ocorre para qualquer (a,b) € R?, u é constante, ou seja Re f é constante.
Se houver (a,b) € R?\ {(0,0)} tal que aRe f + bIm f seja constante, entdao a fungao
Re((a —bi)f) é constante. Ja foi visto que entdao (a — bi) f é constante, pelo que f é constante.

Exercicio n°12

1. Se z € H, entao
z—1
z+1

<l<=|z—1| <|z+1

= |z —i|* < |z +if

<= |2]* = 1+ 2Re(zi) < |2|*> = 1 — 2Re(zi) (pelo exercicio 3.10 do capitulo 1)
— |z ~1-2Imz < |z]* =1+ 2Imz

<= Imz > 0.
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2. Uma vez que o dominio de f é um aberto, para mostrar que f é holomorfa basta mostrar
que é derivavel, mas isto é 6bvio pois o quociente de duas fungoes derivaveis é derivavel.
Se z € D(0,1) e se w € H for tal que f(w) = z, entao
w—1 1—2z
=z<—w(l—2)=i(l+z2)<=w=1 :
w+1 1+z2

Isto sugere que se considere a funcao
g: D(0,1) — H
11—z
i :
142

fw) =z <=

()

y4 —

E preciso comegar por ver que esta defini¢ao faz sentido, ou seja, que se z € D(0,1), entdo
g(z) € H. De facto, se z € D(0,1), entao

1-— 11— 1—-2).(1 1— |z — z 1—|z]?
tm (17— ) =Re ({ ) = Re 121+ 2)) g (Lolefmzdz) 1=l
1+ 2 1+ 2 11+ 2|2 11— z|? |1 — z|?

pois —z +Z = —2ilm z; como |z| < 1, estd provado que Img(z) > 0. Deduz-se de (5) que

fog=1Idp(,). Finalmente, um célculo simples mostra que go f = Idg, pelo que g = f~'. Tal
como f, g é obviamente holomorfa.

Exercicio n°15

Se ||, |s| < 1, ent@o as séries Y00, ™ e Yo%, s™ sdo absolutamente convergentes, pelo que,
pelo teorema 2.2.5, as familias (7"),en € (8")nen s80 somdveis. Logo, a familia (77.57), en €
somavel, pelo teorema 2.2.4.

Ser =0 ou s =0, é trivial que a familia (r?.s9), sen é somavel.

Finalmente, nos restantes casos a (17.57), ,en na0 é somavel pois se o fosse entdo as familias
rP.s),en € (r.87),en seriam somaveis, pelo corolario 2.2.2. Logo, novamente pelo teorema 2.2.5

pE q€ ) )

e porque 7,5 # 0, as séries > 2, 7" e >~ s seriam absolutamente convergentes. Mas pelo

menos uma delas nao o é, pois |r| > 1 ou |s| > 1.
Exercicio n°18

Suponha-se que a familia (z;);c; é somével com soma s e seja € € RY.. Existe entao alguma
parte finita J de [ tal que

(VK e Pi(l)):J C K =

S—ZZZ'

ieK

< €.

Mas entao, se K € Py(I)) for tal que J C K, tem-se

Re(s- ¥4 )

€K

<eE.

<e &= ‘Re(s) — Y Re(z)

€K

Logo, a familia (Re z;),.,; é somavel com soma Re s e o mesmo argumento prova que a familia
(Im 2;),; ¢ somével com soma Im s. Isto prova nao sé que a primeira condicao implica a segunda
como prova que, caso ambas se verifiquem,

Re <ZZ%> =) Rez e Im (Zzl> =) Imz.
iel il iel il
Caso as famflias (Re 2;),., e (Im 2;) ., sejam somdveis com somas z e y respectivamente

entdo, aplicando ambas as alineas da proposicao 2.2.3, deduz-se que a familia (z; + y;i);er(=
(2j)jer) é somével com soma x + yi.
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Exercicio n°20

Seja z € C tal que |z| # 1. Comega-se por escrever % sob a forma A/(1 — 2") —

1—=zm)(
A/(1 = z""1). Um cdlculo simples revela que se pode tomar A = 1/(1 — z). Entao

i 2" _il/(l—z)_l/(l—z)

(1 — 2n)(1 — 2znt1) o — 11—z 1 — pntl

o113

n=1

(1-2)
:{1/(1—2) —1/(1—2) selz| <1
1/(1 - 2)? se |z| > 1
_ { z/(1—2)? selz| <1
1/(1 —2)% selz| > 1.

Exercicio n222

As séries das trés primeiras alineas sao séries de niimeros reais maiores do que 0, pelo que
nao ha distingao entre convergéncia e convergénca absoluta.
1. Se n € N, tem-se
n yn

Vo =1~ C/W 2T—2 7"
Entao lim,ey {/n/(2" — 1) = 1/2 < 1, pelo que a série converge.

2. Se m = 1, tem-se a série harmonica, que diverge. Nos restante casos, a série converge, pelo
critério do integral:

oo 1 L e 1
[ o= Jim f”] -
1

, 1/vn?2+1 . n?
limsup ———— = lim =1
neN 1/n neN nz%—l

e como a série harmonica diverge, a série dada diverge, pelo critério da comparagao.

3. Como

4. A série nao converge absolutamente, pelo critério da comparacao:
1 1

No entanto, a série converge (seja qual for m € N), pelo critério de Leibniz.

Vv
SN

(¥neN): \( e L

5. A série nao converge absolutamente, pelo critério da comparacgao:

(VneN):|(_1):% _ \fzi

No entanto, a série converge, pelo critério de Leibniz e porque, pelo exercicio 21.4, a sucessao

¢ ({/n),~3 ¢ decrescente.

6. A série converge absolutamente pelo critério da raiz:

lim sup
neEZy

—+
2n
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7. Se z = 0, é claro que a série converge e converge absolutamente. Caso contrario, como se
tem

_ 2" (n+1)! , 2

lim sup # = lim 12 =0,
neZ, 2" /n! neZi n+ 1

também se conclui que a série converge absolutamente e, em particular, que converge.

8. Para cada z € C e cada m € N tem-se:

lim sup Vn™mz" = lir% Iz = |2,
ne

neN

pelo que a série em questao converge absolutamente (respectivamente diverge) quando |z| < 1
(resp. |z] > 1). A série também diverge quando |z| = 1 (seja qual for m € N), pois nesse caso
(Vn € N) : [n™2"| =n™ > 1, pelo que a sucessao (n”z"),ey nao converge para 0.

9- SGZGC,
n

pelo que a série converge absolutamente e, em particular, converge.
10. Para cada z € C e cada m € N tem-se:

:hmM:O,

lim sup ] 0
nelN n

neN

pelo que a série em questao converge absolutamente (respectivamente diverge) quando |z| < 1
(resp. |z| > 1). A série também diverge quando z = 1, pois trata-se da série harmonica.

Nos restantes casos (ou seja, se |z| = 1 e z # 1) a série nao converge absolutamente (pois
o] zZ| __ oo 1 / cL s .. .
ne1 | 2] = 2021 ), mas é convergente, pelo critério de Dirichlet:

e a sucessao (1/n),en é uma sucessdo de variagao limitada, por ser uma sucessao real,
monoétona e limitada;

o a sucessao (1/n),en converge para 0;

N
e a sucessao Z 2" ¢ limitada, pois
n=1 NeN
N z — 2N+ 2

(YN eN): |3 2| = < -
11. Os numeros z € C para os quais esta série é convergente (respectivamente absolutamente
convergente) sdo os mesmos para os quais a série da alinea anterior é convergente (resp. abso-

lutamente convergente), pelo critério de Abel. De facto, como a sucessao (\/ 1+1/ n) . é de
n

variagao limitada (pois é real, mondtona e limitada), sempre que uma série Y°° | z,, de nimeros

complexos for convergente, a série > o0, /1 4+ 1/nz, também o é e, reciprocamente, se a série

°° 1 4/1+ 1/nz, for convergente entao, como a sucessao (1 /J1+1/ n) e ¢ de variagao limi-

tada (pois, mais uma vez, trata-se de uma sucessao real, mondtona e limitada), a série Y>°°, z,
converge.

12. A série em questao nao é absolutamente convergente pois tem-se

1
limi = lim
neN 1/\z—n| neN

Z—qzh
n



Analise Complexa 20062007 9

logo, se a série Y07, 1/|z — n| fosse convergente, entao a série harmoénica também o seria. Por
outro lado, deduz-se do critério de Dirichlet que a série é convergente, pois:

o

1. a sucessdo das somas parciais da série Y (—1)"

s6 toma os valores —1 e 0, pelo que é
o n=1
limitada;

1

2. a sucessao ( converge para 0;

—n

>n€N
=)
— N/ neN

3. a sucessao ( ¢é de variagao limitada, pois tem-se

> 1 1 1
2

l2—n—1 z-n :nz::l|n2+(1—2z)n+22—z

. 1/|n? 4+ (1 —22)n + 22 — 2| _
neN 1/n2

Exercicio n223

1. Tem-se, para cada n € N,
Z\" " /n "
1+=) = 2F
( +n) ,;%(k:) (n) Z El(n — k)Ink
Logo, se n € Nese k € Z, for tal que k < n, tem-se

n! n(mn—1)...(n—k+1) 1 n n—-1 n—-k+1

ik = El(n — k)lnk k!nk Tk n on n o

naturalmente, k& > n = a,; = 0. Consequentemente, se se fixar k € Z, entao a sucessao
(@nk)n>k pode ser obtida como o produto de 1/k! pelo produto de k sucessoes crescentes de
nimeros reais maiores do que 0 (as sucessoes da forma ((n—7j)/n)nen, com j € {0,1,...,k —1})
que convergem para 1, pelo que a sucessao em questao é uma sucessao crescente de nimeros
reais maiores do que 0 que converge para 1/k!.

2. Poder-se-ia pensar que basta fazer

(o) Zk

z n [e.e] oo
lim(l1+—) =lim a, . 2° = lima, ;2" = —
n "ENI;O n.k ];) neN Tk ];) Lk’

neN

mas a segunda igualdade nao é 6bvia pois, em geral, dois processos de passagem ao limite nao
comutam.
Seja € € R%; quer-se mostrar que existe algum nimero natural p tal que, se n € Nen > p,

entao N
> 2 Z\" * 71
Z ) (12 — —a,
‘(,;)k') ( n) Z(k! “’k)

k=0
e para se ter isto basta que

< e = 2 < e,

= /1

Z (m a k> |2 < e, (6)
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uma vez cada sucessao (ank), oy € crescente e convergente para 1/k! e, consequentemente,

(Vn e N)(Vk € Z,) : —

A —Qpk € R—i-'

Seja N € N tal que

o 1ot
P

w\m

entao tem-se
s 1

3 (o)l <5 g

pois cada nimero da forma a,; ¢ maior ou igual a 0, pelo que

1 1
(Vn e N)(Vk € Z,) : T Gnk < R
Por outro lado, tem-se
N-1 . R P
lm » anilz]” = lim ay, x|2|" = —
neN kz:%) kZ:%) neN kz:%) k!

pelo que existe algum p € N tal que, se n € N e n > p, entao

N-1 1

E_ €
Z (k, ank) 21" <5 8)
Mas entao (6) resulta de (7) e de (8).

Exercicio n°24

Se k =1, a familia nao é somavel, pois o conjunto

1 1 1
LIS ven)
{1—|—1+2—i—2jL +n~|—n‘
nao é majorado, pelo mesmo motivo pelo qual a série harmoénica diverge.
Se k = 2, a familia também nao é somavel, pois, para cada N € N
ol 1

> vy =>4

m+n§N(m+n p2m+npm+n) p=2 p

e limyeyn Zp o E =l — 400, visto que a série PR pp ! diverge.
O facto de a familia nao ser soméavel quando k = 2 permite dar uma demonstracao alterna-
tiva do facto de nao ser soméavel quando k = 1. Basta atender ao facto de se ter

1 < 1
(m+n)2~ m+n

(VYm,n € N) :

e ao corolario 2.2.1.
Caso k > 2, entao a familia é somavel. Basta ver que se K € P;(N?) e se p € N for tal que,
para cada (m,n) € K, m +n < p, entao
1 1 al
<

> 5 =X ¥ eyt S

(m,n)eK <m + n)k B m4+n<N (m + n) p=2 m+n= p=2 pk p=2 pk
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Exercicio n°25

O produto de Cauchy da série por si propria é > 00, ¢,, onde, para cadan € N\ {1},

n

Cp = Z(—l)k+1

k=1

1 n
(~1)mH e = (—1)" :
vn+1—Fk k;mk.(nﬂ—k)

Mas, para cada k € {1,2,...,n}, k.(n +1 — k) < n? pelo que

gl-
o

n 1 o1 n
- — > N — 1—2/771.
el =3 >3 =

=1 Vk.(n+1—k) n?

Comom > 2,1—2/m > 1, pelo que |¢,| > 1. Como a sucessao geradora nao converge para 0,
a série Y 7, ¢, diverge.

Exercicio n227

O termo de indice n (n € Z,) do produto de Cauchy das duas séries é:

ipwiq:l - n! prn—pzlz<n>zpwn—p: (Z+'1U)n )
pin P ¢ nlig pl(n — p)! nl =\ p n!

Exercicio n°31

No conjunto dado, a série de fungoes > 77 ; 2" tem somas parciais uniformemente limitadas,

pois
2

)

‘1 _ Zn+1

(V2 € D(0.1)\ D(1.6)) (¥n € Z+) : I

Por outro lado, a sucessdo (1/n),en é uma sucessao real, monoétona e converge para 0. Logo,
pelo critério de Dirichlet a série dada é uniformemente convergente.

Exercicio n°32

Vai-se aplicar o critério de Dirichlet. Seja K um compacto de C \ N.

1. Como, para cada N € N, &7 (—=1)" = 0 ou =, (—=1)" = —1, a sucessdo das somas
parciais da série Y0 ;(—1)" é uniformemente limitada.

2. Seja N € N tal que M > max,cx |z|. Entao, se n € N for tal que n > M e se z € K,

tem-se:
1 I 1
z—n z—n-—1 |z —nl|.|]z —n —1]
1
—(n- ‘ZD(TF 1 — 2]

=M n+1=M)

Como a série
s 1

n:%[:ﬂ (n—M)n+1—M)
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converge, resulta do teste M de Weierstrass que a série > >° ,, 1 1 — TIL 1| converge

uniformemente. A soma da serle é uma funcao limitada, pois é majorada pela soma da
’ também converge uniformemente e a sua soma

série (9). Logo, a série Y02 ) | = — ——
¢ uma funcao limitada p01s, como K é um compacto de C \ N, a fungao

K — C
Mo 1

z = E:
n=

—lz—n z—n—1

também é limitada.

3. Se M for como na alinea anterior, entao

1 1
(VneN)VzeK):n>M—= ’

n—M'

IN

z2—n
Como lim,en1/(n — M) = 0, se se definir, para cada n € N,

g K — C
1
z—n’

z g
a sucessao (g, )nen converge uniformemente para a fungao nula.

Exercicio n?35 (alineas pares)

Em cada alinea o raio de convergéncia vai ser representado por p.

[ 1 1
2. Tem-se p = 400, pois limsup {/ — = limsup — = 0.
nn

neN neN T
4. Tem-se p = 2, pois limsup V2~"n = hrn sup Unj2=1/2.
neN
6. Tem-se p = 1, pois limsup Vn=2 = lim sup(\/ﬁ) 29 = 1.
neN neN

8. Para cadan € N, 1 < 7(n) < n, pelo que 1 < {/7(n) < {/n. Logo, lim,cy /7(n) = 1, de

onde resulta que p = 1.

. . ~ 2
10. Primeira resolugao: Tem-se > >° ;2" = >, a,2", onde

(VneN):a

1 se n for um quadrado perfeito
~ | 0 caso contrario.

Entao limsup,,cy {/|a,| = limsup,,cy a, = 1, pelo que p = 1.
Segunda resolucao: Para cada z € C*, tem-se

+oo se |z| >1

|t =¢ 1 se |z| =1

lim

neN

(n+1)?
=

= lim |2
zn neN
0 se |z| < 1.
Logo, pelo critério do quociente a série diverge se |z| > 1 e converge absolutamente se |z| < 1,
pelo que p = 1.



Analise Complexa 20062007 13

Exercicio n°39

1. Primeira resolucao: Quer-se mostrar que:

m .
Z a;x’

j=n

(Ve >0)(FpeZy)(Vm,ne€Z,)Vx €[0,1])):m>n>p= <e.

Seja ¢ > 0. Visto que a série > o7, a, ¢ convergente, pode-se escolher p € Z, tal que:

(VmneZy) m>n>p=— <e.

m
E:%

j=n

Seja n > p e, para cada j > n, seja §; = Zi:n ap. Entao, se tomar m € Z, tal que m > n e
tomar = € [0, 1], tem-se:

o

Si(z? — 27t + Spa™ !

m .

d

> ajz
Jj=n

I
3

; ([l?j _ $j+1) + |Sm|$m+1

IN
NE
o

<.
Il

A
NER

) — :v”l) e+ 2™ e

(S
Il
3

8
3
3
+
—

o0

<

Visto que a série converge uniformemente no intervalo [0, 1] para a func¢do dada na sugestao,
entao esta é continua, pelo que:

lim f(z) = f(1) = s.

z—1
Segunda resolugao: Para cada z € [0, 1] e para cada n € Z,, sejam f,(z) = a, e g,(z) = 2"
Entao:

1. a série > 07 fn € uniformemente convergente;

2. asérie Y0 |gn — gni1| converge simplesmente para a fungao

o (o)
Ty ’x” —a:"“‘ => (1—a)" =
n=0

n=0

{1 se x € [0,1]

0 caso contrario,
que é limitada;
3. a sucessdo (gn)nez, ¢ uniformemente limitada.

Logo, pela proposicao 2.2.19, a série de poténcias Y°° , a,x™ converge uniformemente em [0, 1].
Pode-se agora terminar a resolucao usando o mesmo argumento que foi empregue no fim da
resolucao precedente.

2. O enunciado reciproco é falso, pois a série > 0° (—1)" diverge mas

lim Y (=1)"2"= lim > (—z)"= lim =3

z—»l,a:e[[),l[nzo x—»l,xE[O,l[nZO z—lze01] 1 + x
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3. Afirmar que as séries > 0° a, e Y024 b, convergem ¢é o mesmo que afirmar que as séries de
poténcias Y > a,z" e > o2, b,2" convergem quando z = 1; deduz-se entao da proposicao de
Abel-Cauchy-Hadamard que se z € D(0, 1), entao as séries Y00 a,2" e > o0 b,2™ convergem
absolutamente. Tem-se

Z Cp = lim Z cpx” (pelo teorema de Abel)

e—12€(0,1] 7

= lim i ( Z apbq> x"

e—1ae01[ 7= \ 52,

= Z Z (apa?).(bgz?)

xﬂl me[(] 1220 pra=n

= (Z QnT > ) (Z bnx”> (pela proposicao 2.2.11)
x—>l :cE[O 1[ =0

- <:v—>1 zE[O 1 “= Z n ) (:C_)lhgrel[o 1 Z b )
= (Z an> : (Z bn> (pelo teorema de Abel)
n=0 n=0

= a.b.

Exercicio n°40

1. A série diverge no ponto 1, pois (Vn € Z,) : a, > 1. Por outro lado, a série converge em
qualquer ponto z tal que |z| < 1/2; de facto, (Vn € Z;) : a, < 2" (isto mostra-se facilmente
por indugao) pelo que se deduz do critério da raiz que a série de poténcias > o0, a, 2" converge
quando |z| < 1/2. Logo, 1/2 < p < 1.

2. Escreve-se (1 — 2z — 2%) 3%, a,2" sob a forma 3°°  ¢,2". Tem-se entao:

l.ag =1 sen=20
¢n =2 la;+(=1)ag=0 sen =1
La, + (=1)ap—1 4+ (=1)a,—2 =0 sen > 2.

3. Define-se:
p=(-1+V5)/2¢p=(-1-V5) /2

estes nimeros sao as solugoes da equagio 1 — z — 22 = 0. Tem-se entdo, quando |z| < p:

n_ 1
Zanz 22421

B 1
(z = p1)(z — p2)

B 1(1 1>
Vi\z—p1  z—po

BRI S
5\pl=z/pp p2l=2/p2)




Analise Complexa 20062007

Logo, se |z| < min{|p1|, |p2|} (e continuando a supor que |z| < p), tem-se:

1

15

f: i = <p;1 2(2/01)" e f:(z/pm) (10)

n=0

= \}5 ni;o (" =pm ) 2"

& (L p)M = (1 )™
= nzzo 7 2",

Visto que 1/p; = (1 + \/5) /2 eque 1l/py = <1 — \/5) /2, obtém-se assim a férmula pretendida

para a, e como se sabe que |p1| < |p2|, deduz-se de (10) que:

1. se |z| < |p1], entao a série > _0° , a, 2" converge, pois ¢ igual a soma de duas séries conver-

gentes;

2. se |p1] < |z| < |p2|, entdo a série > 00, a,z" diverge, pois ¢é igual a soma de uma série

convergente com uma série divergente.
Logo, p = |pi| = (V5 —1) /2.

Exercicio n°41

1. A afirmagao é verdadeira porque afirmar que o raio de convergéncia da série > o>, a,2"
é infinito é o mesmo que afirmar que limsup({/a,), = 0 e pode-se entao calcular o raio de

convergéncia da série >.°° ( a !

n 3 .
0@, 2" do seguinte modo:

-1 -1
<lim sup {/a,’ 1) = (hm sup /ay 1) = limG ian Ya, < limsup Va, = 0.

neN neN

O raio de convergéncia tem entao de ser nulo, pois pertence a [0, +00].

2. A afirmacao é falsa. Basta considerar a sucessao:

n

{ 1 sen for par
a, =

n™ se n for impar.

3. A afirmacao é falsa. Basta considerar a sucessao:

1 sen for par
Qa =
" 2" se n for impar.

Exercicio n%44

1
= —ede
n

(—1)lvel
1. Que p = 1 resulta de se ter (Vn € N) : ‘

n

I 1 1 ]
m{/—=-———=1
neN | n limneN %

Se |z| = 1, entao

= —, pelo que a série nao converge absolutamente no ponto z.
n
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2. Sejam n € N e m = [{/n]. Entao

SR = 2Pt (D
k=1

= —2(l+z+22)+2 A +z+ -+ -2A+ 2+ 429
F (=)D Lz 22 (=) 4 (—1) "

1—z3+ 1 =20 91—27+
= —z z —z
1—2z 1—=z 1—=2
_1ym—1 (7n71)2]'_z2m71 _1\ym_ m? _1\ym.n
(I (1 (1,
pelo que
" 2(m —1 2
S(- 2m =) oy <2V o m,
k=1

- 1= 1 — 2]

de onde se deduz que a sucessao ((22:1(—1)[\/E]zk) /\/ﬁ> . ¢ limitada.
Pode-se mostrar que se, no enunciado do critério de Dirichlet, as condicoes

o0
1. a sucessao das somas parciais da série Z a, € limitada;
n=1

2. a sucessao (b, )nen é de variagao limitada;
3. a sucessao (b, )nen converge para 0

forem substituidas respectivamente por

1. a sucessao ((Z ak> /\/ﬁ> é limitada;
k=1

neN

2. a série Z v/n(b, — b,11) é absolutamente convergente;

3. a sucessao (v/nby)nen converge para 0,

uma demonstracao semelhante permite concluir que a série >°° ; a,b, converge. De facto, se
m € N entao sabe-se, pela relacao (2.18) da pégina 72, que

é abe = ay(by — by) + (a1 + as)(ba — bo) + (Z ak> ) (Z ak) .

Seja, para cada n € N, s, = >}, a. Entao, se m,n € N forem tais que m > n > 1 tem-se
m m n—1
Z akbk = Z CLkbk — Z Clkbk
k=n k=1

= Smbmt1 — Sn—1bn + Z Sk(br — Drs1)

_ Sm \/7\/71%+1 \/_\/>\/_b +§: Sk\/_bk—bzﬁtl)

e decorre agora do critério de Cauchy que a série > ;2 a,b,, converge.
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Basta agora aplicar esta versao modificada do critério de Dirichlet pondo, para cada n € N,
an = (—1)V?12" e b, = 1/n, para mostrar que a série dada no enunciado do exercicio converge.

3. Vai-se recorrer a versao modificada do critério de Dirichlet que foi empregue na alinea
anterior. Quer-se entdo mostrar que a sucessao ((X7_;(—1V*)/\/n)pen ¢ limitada. Para cada
neN,seja o, = X0, (—1)VF B claro que a restrigao da sucessio (o, )nen @ cada intervalo de
(N, <) da forma [m? — 1, (m + 1)2 —1] (m € N\ {1}) é monétona. Sejan € N e sejam = [\/n].

Entao

On yan’
Vvn
Demonstra-se facilmente (por inducao) que (Vm € N\ {1}) : 6,21 = (—1)™"'m — 1. Decorre
entao de (11) que se m > 1 (ou seja, se n > 3) entao

m m

< <

On

\/ﬁ

m+2<2.

<

m

Exercicio n°45

Se D = (), basta considerar, por exemplo, a série de poténcias 32, n=22". No que se segue,
vai-se supor que D nao é vazio.

A série de poténcias Y00 | 2™ /n tem raio de convergéncia 1 e se z for um nimero complexo
de modulo 1, entao a série converge no ponto z sse z # 1. Logo, se d for um nimero complexo
de moédulo 1, a série de poténcias > 02, d™"z"/n = > (2/d)"/n tem a seguinte propriedade:
se z for um nimero complexo de modulo 1, entao a série converge no ponto z sse z # d.

Considera-se entao a série de poténcias

ZZ*Z 2.2

n=0deD deDn= on( )

Se z for um nimero complexo de modulo 1 que nao pertence a D, entao a série converge no
ponto z, pois é soma de um numero finito de séries que sao todas convergentes no ponto z.
Por outro lado, se d € D, entao a série diverge no ponto d pois é soma de um nimero finito de
séries que convergem no ponto d com uma série que diverge nesse ponto.

Exercicio n®49

Tem-se:

(v2 € D(0,p)) : f(2)* = (i ) (i )

n=0 n=0
= Z (Z akan_k> 2"
n=0 \k=0
€ o0 o0
(Vz € D(0,p/2)) = a,(22)" =) a,2"2"
n=0 =
de onde se deduz que:
(Vn€Zy): Z Al

Em particular, para n = 0 tem-se ag = aé, pelo que ap = 1 pois, por hipotese, ag # 0.
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Vai-se mostrar por indugao que (Vn € N) : a,, = a{'/n!, ou seja, que

(Vz € D(0,p)) Z anz" = @1' =) mlf) =M%,
n=0 n: n=0 n:

Para n = 1 é trivial. Suponha-se que ja se mostrou para um certo n € N que a,, = a{"/m!
quando m < n (m € N). Entao

n+1

n+1
2" a0 = Zakan+1 K

n
= 2a0Qp41 + Z Aknt1—k
k=1
aytt

a?“ " (n+1)!

(n +1)'k§1kz!(n+1—k)!

n+1 n+1
ay (n+1)!
It (n+1)! (kzzo Klin+1—k)!

= 2an—i—l +

n+1
1 n

— 2an+1 + m((l —|— 1) 1 2)
711+1

_ n+l

de onde se deduz que a, 1 = ay*'/(n + 1)..
Exercicio n°50

Seja f : C — C uma funcao holomorfa tal que f’' = f e que f(0) = 1; quer-se mostrar que
f = exp. Veja-se que

(f)’zexp.f’—f.exp’ 0

exp 12
pois f' = f e exp’ = exp. Logo, f/exp é constante e, como em 0 toma o valor f(0)/exp(0) = 1,
toma sempre o valor 1. Mas isto é o mesmo que dizer que f = exp.

Exercicio n°51

Para cada n € N tem-se
n 3" 4 34 34
(exp(irm))®" = exp (zp 5 W) = cos (p 5 W) + isen (p 5 W) : (12)

1. Por hipdtese, p é da forma 2k para algum k € N. Logo, por (12),

(exp(irm))®” = cos (k:3”_q7r) .
Caso n > ¢, 3"~7 é um numero natural impar; consequentemente, cos (k3" 97) é igual a 1 se k

1 o Iy ..
é par e é igual a —1 se k é impar. Em qualquer dos casos, a série Z =28 (: + Z ) diverge,
n —n

n=q

s . n .
pelo que a série Z —2%" diverge.

n=1
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2. Por hipdtese, p é da forma 2k 4+ 1 para algum £ € N. Se n € N for tal que n > ¢, entao
p3" I /2 = k3" 91 + 3" 971 /2, pelo que cos(p3" 7 /2) = 0; consequentemente, por (12),

(exp(irm))®” = isen (k3”’q7r + 3”’%/2) :
De facto,
(exp(irm))®" = i(=1)""sen (krw + 7/2); (13)

isto é verdade para n = ¢, pois entao
(exp(irm))®" = isen (km + 7/2)

e, por outro lado, se, para um certo n > ¢, se tiver (13), entao

n+1

(exp(irm))®" =isen (3’”rl C(km +m/2) )
= isen (3 3" (kr +7/2) )
= isen (2.3” 7 (km + 7r/2)) cos (3”_‘7 (km + 7r/2)) +
+ i cos (2.3”_‘7 (km + 7r/2)> sen (3”_q (km + 7r/2)>
= —isen (3”’(1 (kT + 7r/2))
= i(—1)"" " sen (kr + 7/2).

Logo, Z =2 = = isen (km + 7/2) Z e esta série converge, pelo que a série Z =28
n=q n=q n=1

também converge.
Exercicio n°55

Seja z € C; quer-se mostrar que existe algum w € C tal que sen(w) = z. Mas
) , ) N2 o
sen(w) =z <= " —e " = 2iz — (e“”) —2ize"™ —1=0.

Considere-se entao a equacao X2 —2izX — 1 = 0. Pelos calculos atras efectuados, se u for uma
solugao desta equagao e se w € C for tal que €™ = u, entdo sen(w) = z. Seja entdo u uma
solugao da equagao. Tem-se necessariamente que u # 0 e existe entao algum w’ € C tal que
e”" = u. Se se definir w = —iw’, entdo w’' = iw, pelo que e = w.

Pode-se demonstrar pelo mesmo método que cos(C) = C, ou entdo recorrer ao que ja se
demonstrou e a relagao (2.23) da pagina 92.

Exercicio n°56

Vai-se comecar por mostrar que a restricao da funcao seno a U é injectiva. Sejam z; e
z9 dois elementos do conjunto em questdo tais que sen(z;) = sen(zz); quer-se mostrar que
z1 = z3. Sabe-se, pelo exercicio 53, que z; — z5 = 27N ou que z; + 2o — ™ = 27N, para algum
n € Z. Mas, visto que Re(z1),Re(zq2) €] — m/2,7/2], sabe-se que Re(z1 — 29) €] — 7, 7| e que
Re(z; + 22 — m) €] — 2m,0[. Logo, 21 + 22 — m nao pode ser um elemento de 277Z e z; — 29 $6
pode ser da forma 2nm com n € Z quando se tiver n = 0, ou seja, quando z; = 2s.

Quer-se agora mostrar que sen(U) = C\ (] — oo, —1] U [1, 4+00[). Seja z € C; vai-se comegar
por mostrar que existe algum w € C tal que Rew € [—7/2,7/2] e que sen(w) = z. Seja w’ € C
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tal que sen(w’) = z (um tal w' existe pelo exercicio 55) e seja n € Z tal que Re(w’ + 2nr) €
[—7/2,3m/2[. Tome-se
w' + 2nm se w' +2nw € [—7/2,7/2]
w =
m— (W' + 2nm) caso contrario.

Para completar a resolugao do exercicio, basta mostrar que, dados z,w € C tais que sen(w) = z
e Rew € [—7/2,7/2], se tem:

z €] — o0, —1]U[1, +o0[<= Rew = /2. (14)
De facto, se Rew = +7/2, entao

sen(w) = sen(Rew + i Imw)
= sen(Rew) cos(i Imw) + cos(Re w) sen(i Im w)
= + cos(iImw)
exp(—Imw) + exp(Imw)
2
exp(Imw) + 1/ exp(Im w)
2
e, visto que exp(Imw) € R%, (exp(Imw)+ 1/ exp(Imw))/2 € [1, +00], ou seja, z €] — oo, —1] U
[1, +00[. Por outro lado, se Rew €] — w/2, 7/2], entao, visto que

=+

exp(Imw) + 1/ exp(Im w)

sen(w) = sen(Re w) 5

+ cos(Rew) sen(i Im w),

héa duas possibilidades
Imw = 0: entdo sen(w) = sen(Rew) €] — 1,1];

—1I — I I — —1I
Imw # 0 : entdo sen(ilmw) = exp( mw)2' exp(Im w) = exp(lm w) ;Xp( mw)z_ € iR,
i

pelo que sen(w) ¢ R.

Exercicio n®61

Se z € C, entao

| cos z|? + |sen z|* = cos(z).cos(z) + sen(z).sen(z2)
= cos(z).cos (Z) + sen(z). sen (%)
= cos(z — %)
= cos(2iIm z)
= cosh(2Im z2).
Se z € R, entao é claro que cos z,sen z € R. Reciprocamente, seja z € C tal que cos z,sen z €
R. Entao
1 = cos(z)? + sen(2)? = | cos z|* + | sen z|* = cosh(21Im z). (15)
Mas se x € R, entao, uma vez que
2 4
coshle—l—?—i—ﬂ—i—---,

é claro que coshz = 1 se e 86 se x = 0. Consequentemente, deduz-se de (15) que Im z = 0, ou
seja, que z € R.
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Exercicio n®62
Sejam, para cada a € R,
he={t+ai:teR} e v,={a+ti:acR}.

Quer-se entao determinar as imagens de cada recta h, e v, pelas funcoes exponencial, seno e
COSeno.
Se t € R, entao
et = e'(cos(a) + sen(a)i).

Como {e' : t € R} =R’ e como cos(a)+sen(a)i é um nimero complexo diferente de 0, exp(h,)
¢ a semi-recta aberta com origem em 0 que pasa por cos(a) +sen(a)i. Por outro lado, se t € R,
entao

et = e(cos(t) + sen(t)i).

Logo, exp(v,) é a circunferéncia de centro 0 e raio e
Se t € R, entao

sen(t 4 ai) = sen(t) cos(ai) + cos(t) sen(ai) = sen(t) cosh(a) + cos(t) senh(a)i.

Logo, se a =0, sen(h,) = {sen(t) : t € R} = [—1,1] e, se a # 0, sen(h,) é a elipse

{+yc(h“)+(§()):1}

Por outro lado, se t € R, entao
sen(a + ti) = sen(a) cos(ti) + cos(a) sen(ti) = sen(a) cosh(t) + cos(a) senh(t)i.
Logo, hé cinco possibilidades:

a € 1Z: entao sen(a+ti) = cos(a)senh(t)i = £ senh(t)i, pelo que sen(v,) é a recta dos niimeros
imaginarios puros;

a € 277 + 5: entdo sen(a + ti) = cosh(t), pelo que sen(v,) é a semi-recta fechada [1, +oof;
a € 2nZ + 37 entdo sen(a-+ti) = — cosh(t), pelo que sen(v,) ¢ a semi-recta fechada ] — oo, —1J;

0 < sen(a) < 1: entdo sen(v,) é o ramo de hipérbole

{x+yz’ eC:z>0A (Sef(a>>2 — <60§a>)2 = 1};

—1 < sen(a) < 0: entao sen(v,) é o ramo de hipérbole

{x+yz' cC:z<0A <Sef(a>)2 - (Coé/(a)>2 - 1}.

A determinagao de cos(h,) e de cos(v,) pode ser feito pelo mesmo método ou entao recor-

rendo ao facto de set ter (Vz € C) : cos(z) = sen (g + z)
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Exercicio n°65

1. Se z pertencer ao dominio da fungao tangente, entao z + m também pertence e

_sen(z+m)  —sen(z) ani(s
tan(z + ) = cos(ze £ 1) —con2) = tan(z),

pelo que 7 é um periodo da fungao tangente e, portanto, os multiplos inteiros de 7 sao periodos
da func@o tangente. Por outro lado, se ¢t for um periodo da fungao tangente, entao tan(t) =
tan(0 + t) = tan(0) = 0. Mas, por outro lado,

sen(t)

tan(t) = 0 < cos(t)

=0<=sen(t) =0<«<=t € 7Z.

2. Tem-se

tan(z) = tan(w) <= sen(z) _ sen(w)

(
cos(z)  cos(w)
<= sen(z) cos(w) — cos(z) sen(w) =0
< sen(z —w) =0
= 2z —w € 1.

Exercicio n°67

Para cada n € Z, e para cada z € C\ {0} tem-se:

(71)n+1 n

’ e +3’ _ 2n+1‘z|2
(=1)n Z2n+1’ on+3"7
2n+1

Visto que a sucessao 321; |2|? converge para |z|?, deduz-se que a série converge absolutamente

quando |z| < 1 e diverge quando |z| > 1; logo, o raio de convergéncia é igual a 1. Alternativa-
mente, se se escrever a série dada sob a forma Y >° ; a,2", entao tem-se:

2k+1

o — COr sen=2k+1comkeZ,
" 0 se n for par.

Sendo assim tem-se:

— —— se n for impar

se n for par.

Entao {/|a,| < 1 para qualquer n € N e, por outro lado, a subsucessao de ({/|a,|), formada

pelos termos de ordem fmpar converge para 1. Deduz-se que limsup,, {/|a,| = 1 e, portanto,

que o raio de convergencia ¢ igual a 1. E uma consequéncia imediata da continuidade da funcao
tangente e de se ter tan0 = 0 que existe algum p > 0 tal que |z| < p = [tanz| < 1. Para
mostrar que as fungoes z — a(tanz) e z — z, de dominio D(0, p), sdo idénticas, é suficiente
que se mostre que ha algum ponto do dominio onde ambas as fungoes tomam o mesmo valor
(o que ocorre obviamente no ponto 0) e que as fungoes derivadas sao idénticas. Mas tem-se:

Zl<l=d(z)=1—-22+2" -2+ =14+ (=) + (-2 + (=D + ... =
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Tem-se entdo, quando |z| < p:

(a o tan)'(z) = d'(tan z) tan’(2)
1+ (tanz)?
14 (tanz)?
= 1.

Exercicio n°70

1. Sejam z € C\ R_ e w = log z. Pela defini¢ao da determinagao principal do logaritmo, isto
significa que exp(w) = z e que Imw € | — 7, 7[. Mas entao

z = exp(w) = exp(Rew + iImw) = exp(Rew). exp(i Im w).
Como, por outro lado, z = |z|.exp(if(z)), tem-se exp(Rew) = |z| (ou seja, Rew = log(|z|))
e Im(w) — 0(z) € 2rZ. Mas como os numeros Im(w) e 6(z) estdo ambos em | — 7, m, tem-se
forgosamente Im(w) = 0(z), pelo que
log(z) = w = Re(w) + i Im(w) = log(|z]) + i6(z).
2. Como (Vz € C\ R_) : exp(log(z)) = z, tem-se, para cada z € C\ R_,
exp’(log(2)).1log'(z) = 1 <= exp(log(2)).log'(z) = 1 <= z.log'(z) = 1 <= log'(z) = 27"
3. Mostra-se facilmente por indugao que

(Vn € N)(Vz € C\R_) : log'(z) = (n — DI(=1)" "1z

Logo, se zgp € C\ R_ a série de Taylor de log em z, é

>, log™ (z0) (—=1)* n
nZ:% (2= 20)" = log(z +nz1 - (2 —20)"

4. Seja, para cada z € D(zo, |20]), [(2) a soma da série de Taylor de log no ponto 2y (cujo raio
de convergéncia é |z|); entao,

e’} )n—l—l

Z n(z — z)" "

=1 nz"

io: (ZO _ Z)n 1

Zo n—1 20
1 1

20 1—(20—2)/2
=1

Como [ € 10g |p(z,[z) t€m a mesma derivada e tomam o mesmo valor no ponto 2y, sdo iguais.

5. Pela alinea anterior,

-5 0

n=1

(Vz € D(1,1)) : log(z (z—1)"
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Seja M = sup,.x |2| e seja N’ um nimero natural maior do que M e maior ou igual a N.

Tem-se

M
(VzEK)(VnEN):nZN’i‘(l—i—;)—1’: <o

Logo, se z € K e se n for um nimero natural maior ou igual a N’, tem-se

s (142) 2| = |n.<;_;.(2)2;.(;)3_1.(;)1...)_Z

IA
!
|
|

Como a sucessdao (M?/(n — M)),>n+ converge para 0 entdao, dado € > 0, existe algum nimero
natural p > N’ tal que
M2
n—M
Entao, pelos calculos anteriores, se n > p e se z € K tem-se:

’n.log (1 + Z) -z
n

6. Seja K um compacto de C e seja N como no enunciado da alinea anterior. Para cada ntimero
natural n > N e para cada z € K, seja ,(z) = n.log(1l + z/n). A alinea anterior mostra que
(I,)n>n converge uniformemente para a fungao identidade. Quer-se deduzir que (exp ol,),>n
converge uniformemente para exp |x; uma vez isto feito, o problema estard resolvido, pois, para
z € K e para cada nimero natural n > N,

(VneN):n>p=

<e&.

<eE.

z n
exp(l,(2)) = exp (n.log(1 + z/n)) = exp(log(1 + z/n))" = <1 + n) :
Seja S = sup,c | exp(2)]. Se z € K e se n é um ndmero natural maior ou igual a N, entao

|exp(z) — exp(ln(2))] = |exp(2)[-[1 — exp(ln(2) — 2)| < S.[1 = exp(ln(2) — 2)|.

Como a sucessao (l,),>n converge uniformemente para a fungao identidade em K, para n
suficientemente grande tem-se |l,,(z) — z| < 1 quando z € K. Mas entao sabe-se, recorrendo ao
exercicio 48 (no caso particular em que n = 1) que

1 —exp(l,(2) — 2)| <2|l,(2) — z|.
Esta entao provado que, para n suficientemente grande, se tem
(Vz € K) : |exp(z) — exp(ln(2))] < 25|ln(2) — z|.

Como a sucessao (I,,),>ny converge uniformemente para a func¢ao identidade em K, isto prova
que (exp ol,)n,>n converge uniformemente para exp |g.
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Exercicio n°73

1. Tem-se ]
(¥n € N)(Vz € C) : ‘

nZ

1 1 1

- |6zlogn| - elognRez o nRez

Rez

e verifica-se pelo critério do integral que a série Y 0%, 1/n"*** converge se Rez > 1.

2. Se Rez > 1+¢, entdo os célculos da alinea anterior mostram que |1/n?| < 1/n'*¢. Deduz-se
entao do teste M de Weierstrass e da convergéncia da série 320, 1/n!™ que a série 320, 1/n?
converge uniformemente no semi-plano dado.

3. Seja M € RY; quer-se mostrar que existe algum 0 € R* tal que se s €]1,1 + §[, entdo
C(s)(=|¢(s)]) > M. Seja N € N tal que ¥, 1/n > M. Visto que

s~>1

1
n

N o N
lim Z — Z
ns —
existe algum ¢ € R% tal que
A
(Vs €]1,1+4[) : Z—S > M.
n=1 n
Logo,

1
1 n®

N

Exercicio n°74

Tem-se, para cada n € N,

0 () 1) - () ~1 /) - 10)

n+1 1/n B 1/n ’

onde f:[0,1] — C ¢é a funcao definida por

1 z
Jlw) = (1 + w) '
Mas esta fungao é derivéavel e a sucessao dada converge entao para f/'(0) = —z.

Exercicio n°76

1. Primeira resolugao: Se zg € C, entao

n

(V2eC):2"=((z—20)+2)" =Y ( Z ) 20" F (2 — 2",

k=0

Logo, se se definir a sucessao (a)rez, por

n
(VkeZy):ap = k

0 caso contrario,

)zonk se k<n
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entao tem-se (Vz € C) Z ar(z — 2)"

Segunda resolucao: Pode-se resolver o problema por inducao. Se n € N, seja f, :C — C a
fungao definida por f,(z) = z". A fungao f; é a funcao identidade, pelo que é analitica. Por
outro lado, se, para algum p € N, a fungao f, for analitica entao, como f,11 = f,.f1 e como o
produto de duas fungoes analiticas é analitica, f,1+; ¢ uma funcao analitica.

2. Primeira resolugao: Seja zp € C\ {z}. Entao tem-se:

2-1/2 (z-2)+(x-1/2) 1  (z—2)+(20-1/2)
1—2/2 1—2z/2—(2—20)/2 1—20/2 1—(2—20)/(2— 2)

f(z) =

Logo, se |z — 29| < |2 — 20|, tem-se

1) = g (= + Go-12) X (G2
— 9 (2 — 2) + (20— 1/2))5%(2_%(2 )

1/2 > —1/2 1 §
- 1—20/2+2Z ( 2_20 n+1 +(2_20)n> (Z_ZO)

-1 00 _ n
_ /2 22 1/2 1 (z — 20)
1—20/2 2—20 (2—Zo)n
H—1/2 &
= 3 — n
1—20/2+ Z 2—20 n+1 Z ZO)

Segunda resolucao: Basta observar que o quociente de duas fungoes analiticas ¢ uma funcgao
analitica.

3. Seja f a funcao em questao. Para cada z € C* tem-se

3

f(2) = Cos( ZOO

3
Jat

Como esta igualdade também se verifica quando z = 0, esta provado que a fungao f é repre-
sentada em C por uma série de poténcias. Logo, é analitica, pelo teorema 2.4.1.

Exercicio n°77 (alineas pares)

2. Seja f a funcdo em questdo. Tem-se, para cada z € D(0,1), f(z) = (z — 1)72, fW(z) =
(=2)(z —1)73, f@(2) = 6(2 — 1)* e mais geralmente

(Vn e N)(Vz € D(0,1)) : f™(2) = (=1)"(n+1)!(z —1)™"

o que pode ser demonstrado por indugao. Logo, a série de Taylor é

[e.9]

= Z%(n +1)z

O seu raio de convergéncia ¢ igual a 1, como se pode deduzir, por exemplo, do critério do
quociente.



Analise Complexa 20062007 27

4. Seja f a fungdo em questao. Para cada z € D(0, 1) tem-se

fR) =22 1—24+422 -4+ -4+ ) Q-2+ -2+ -2+
=2%.(1 - 22+ 32" —42° +--) (produto de Cauchy)

=22 223 4320 — 454 .-
e o raio de convergéncia desta série de poténcias é igual a 1.
6. Para cada z € C

1 + cos(22)

2 _
(cosz)” = 5

:1.<

—1+Z
n=1

:

1)n22n 1 2

n

O raio de convergéncia desta série de poténcias é igual a +oc.
Exercicio n°79

Uma tal fungao nao existe, pois se existisse o raio de convergéncia da série poténcias que
representa a fung¢ao f numa vizinhanga de 0 teria raio de convergéncia nao nulo. Mas a série
em questao é a série de Taylor de f em 0, ou seja,

o f o
Z = Z nlz"
n=0 n=0

(n)

e o raio de convergéncia desta série de poténcias é 0.
Exercicio n°81

1. E visto nos cursos de Anglise Real que se I for um intervalo de R néo vazio nem reduzido a um
ponto e se (f,)nen for uma sucessao de fungoes derivéaveis de I em R que converge pontualmente
para uma funcao f : I — R, entao é condigao suficiente para que f seja derivavel que a sucessao
(f!)nen seja uniformemente convergente para uma fungao g : I — R; caso esta condigao seja
verificada, entdo f' = ¢. Deduz-se facilmente que o enunciado é vélido se a funcao f tomar
valores em C (basta aplicar o resultado anterior a Re(f) e a Im(f)). Aplicando este resultado
a série Y 0° e e (ou, mais correctamente, a sua sucessdo das somas parciais) vé-se que a
funcao f é derivavel e que

(Vz €R) : Ze e’

pois a série Y 7 je” nin2ein®e converge uniformemente, pelo teste M de Weierstrass®. Analoga-
mente (ou, melhor ainda, usando indugao), vé-se que

(Vk € N)(Vz € R) Z e "iknhen (16)

M52 —n,,2

2 : 5 — inz) _ ,—n, 2 Ard o
VeJa—se que se n € Nexe R, entao |€ m-e | — € "Nn° e que a serie Zn:O e 'n~ converge.
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2. Se o raio de convergéncia fosse maior do que zero, entdao, para algum z € R, a série
£0(0)

oy ‘ZL’ seria conver-

(n)
Yomro 20 — 921 geria absolutamente convergente, ou seja, a série > 7 ’
gente. Mas

£ B ‘Zi“;o e—kikzkzn‘ S ek
nl | n! N n!
Entao, se N € Z,, tem-se

[e.9]

D

n=0

vaziie .

n!

IV
NE
M=
D
)
3

n2zx

e

Tl$ n __

s s ’ . ;. _ 2 . . . _
Isto é impossivel, pois a série > 2 ;e "e™ * diverge, visto que lim,cye = lim,en e

+o0.
Exercicio n©82

1. Pelo mesmo processo que na resolucao da primeira alinea do exercicio anterior, vé-se que f
¢ indefinidamente derivavel e que:

(Vk e N)(Vz € R) : f®)(z) = i an (in)Fem?. (17)

n=0

2. Fixe-se g € R; quer-se mostrar que existe algum intervalo aberto I de R tal que xg € I ¢
que

S
(Vxe[):szi)

k=0

(x — 20)* = f(2).

De facto, tem-se

s f(k) ({L‘()) k - 1 = k _inxg k
Z T(«T - l’o) = Z il Z an(m) e (m — :(:0) (por (16))
k=0 : k=0 " n=0
= > > Han(in)kemm (z — 20)* (como serd visto)
n=0k=0 """
. < 1
= ) a,e™ (Z i (in(x — xo))k>
n=0

— Z ane'mxo ezn(zfaso)
n=0
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— i aneinx
n=0
= f(z).

Para terminar a resolugao, falta justificar a segunda das igualdades anteriores ou, mais preci-
samente, mostrar que esta é valida em algum intervalo aberto I de R tal que xy € I. Para tal,
basta que se mostre que, para algum intervalo aberto I de R tal que zy € I, a familia

1 .
(an(in)kemzo(:c - xo)k)
k! ((km)EZ42)

é soméavel (para cada = € I) ou, o que é equivalente, que a familia

(’;lan(m)keimo(a: —xo)F

1
= Ian|(n|x—fro|)'“>
)«k,n)eZﬁ) <k‘! (k) E€Z12)

é somével. De facto, basta tomar I =|zg — 1,29 + 1] e observar que se x € I, entdo, para
qualquer parte finita M de Z,?, se tem

1 > iy |
S Hlanl(nle — ) < 350 Y Ll — )
(n,k)eM n=0 k=0 V*
—C Z efn€n|x7m0|
n=0
= O3 ()’
n=0
C

- 1 — 6|w—1‘0|—1.

Exercicio n°85

Seja g : C — C a fungao definida por g(z) = 2° + 2z e seja V um aberto de C que contenha
0 e onde ¢’ nunca se anule (por exemplo, V = D(0,1/v/5)). Entao g|y é localmente bianalitica,
pelo que existe alguma vizinhanga aberta W de 0 contida em V' tal que g|y é bianalitica. Sejam
U=gW)e f= glw . Entdo go f = Idy, ou seja,

(VzeU): f(2)°+ f(z) = 2

Exercicio n°86

1. Para cada z € C \ 2miZ tem-se

z z 1
er—1  24+22/20423/3 4.0 14 z/20 4 22/31 4.

f(z) =

Mas esta igualdade também é valida quando z = 0. Logo, f é quociente de duas fungoes
analiticas, pelo que é uma funcao analitica.
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2. Se z € C\ 2miZ, entao

z (z)_z_z.cos(z/(%))_z
2 20 sen(z/(2i)) 2

oz (e eF?))2 z

=% @) 2

2z e¥? 4 e?

z
- 2 ez/2 e—%/2 o 5

{54
= /()

3. Resulta das alineas anteriores que, para algum r € R,

- B, , =z z z
(v2 € DO \{0) : £(z) = 3 3" = ot (21) -2 (18)

o que implica que

By B3 z z

(V2 € D(0,r)\ {0}) : Bo+ (B1+1/2)z + ?Z + yz o=z cot (22) .
Mas a funcao
D(0,r)\ {0} — C
z z
z —  —cot ( )
27 27

é par, pelo que os coeficientes de ordem impar da série de poténcias
By B3
Bo+ (Bl + 1/2)Z+ 52 +§Z + -
sao nulos, ou seja, By = —1/2 e B,, = 0 quando n for impar e maior do que 1.

4. Seja r como na alinea anterior. Resulta da definigao da fungao f que, para cada z € D(0,7),

FE(E —1) =z e (i B%ﬂ) . (f} j:) .

|
n=0 n. n=1

=SS5 o)

Mas entao, para cada n € N,

" By 1
ZH'(nH—k)!

k=0

)l
—B -
klln+1—k)! k=0

=2
§<n+1>3k:0

5. Por um lado, By = 1 € Q. Por outro lado, se ja se tiver provado, para algum n € N, que

By, By,...,B,_1 € Q, entao, uma vez que, pela alinea anterior,
n—1 n _|_ 1
> By
k=0 k
Bn = - )

n+1
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B, € Q.
6. Se a sucessao (Bp)nez . fosse limitada, entao o raio de convergéncia da série de poténcias
Ym0 B” 2" seria +o00; de facto, se M fosse um majorante de (|B,|)nez, , tinha-se que, para cada

n€Z+eparacadaz€C

B”z ’ < M|z|"/n! e deduzir-se-ia entao do critério da comparacao

que a série Y i"z converge. A funcao

g: C — C

seria entao analitica, pelo teorema 2.4.1. Resultaria entao do teorema da identidade que,
para cada z € C\ (2miN U —2miN), f(z) = ¢g(z). Mas isto nao é possivel, uma vez que
lim, 2. g(2) = g(2mi) e que o limite lim,_,o; f(2) nao existe.

7. Seja r € R* para o qual se tenha (18). Entao

00
z BQn m

(Vz € D(0,7)\ {0}) : f(2) + 5= ;} (2n)!z

Mas resulta entao da segunda alinea que

(v € D(O,r/2)\ {0}) : zcot(z) = 3 5;’;!(222 _ f_o: 4n). By, 22

n=0

Exercicio n°93 (alineas impares)

1. Nao existe uma tal fungao. Se existisse, seria continua no ponto 0 e, em particular, tinha-se

fo)y=rf (lim1> = hmf( ) = limn,

neN N neN neN

mas este limite nao existe.

3. Nao existe uma tal fungao. Se existisse, tinha-se

fo)y=f (lim 1) = lim f (n) limL = 0.

neN N neN

Por outro lado, f teria que ser derivavel no ponto 0 e ter-se-ia

f(0) = lim JQ/m) = J1O) _ = lim v/n,

neEN 1/n neN

mas este limite ndo existe.

5. Nao existe uma tal fungao. Se existisse, tinha-se

=0.

fo)y=r¢ (lim 1) = lim f (n) = lim (=1

neN N, neN neN n

Considere-se a funcao analitica g : D(0,1) — C definida por g(z) = z. Entao

(e D(O0,1): f(z) = ()}3{0}u{ nE?N}
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em particular, o conjunto {z € D(0,1) : f(z) = g(2)} conteria, pelo menos, um ponto nao iso-
lado (nomeadamente 0), pelo que f = g. Mas isto é impossivel, uma vez que f(1/3) = —1/3 ¢
que g(1/3) =1/3.
7. Nao existe uma tal funcao. Se existisse, tinha-se
$O = f (1 =) =tim 7 () =2
= (i) =l 7 () =2
2 .
1+5/n

(VneN\{l}):fGJ _

Considere-se a funcao analitica

g: DO,r)\{-1/5} — C
z = 2/(1+52).

Entao
{z € DO\ {-1/5} 1 f(2) = 9(2)} > {0} U { - ime N}

logo, o conjunto {z € D(0,r)\ {—=1/5} : f(2) = g(2)} conteria, pelo menos, um ponto nao
isolado (nomeadamente 0), pelo que

flp©mni-1/5 = 9-

Mas entao ter-se-ia

f(=1/5) = dim - f(z) = lim g(z),

z——1/5,2#4-1/5 z——1/5
0 que é absurdo, pois este limite nao existe.

9. Nao existe uma tal fungao. Se existisse, tinha-se

1 1

f(O):f(lim) —l1mf( )—hm:O.

neN n neN neN n3

Considere-se a funcio analitica g : D(0,1) — C definida por g(z) = 2. Entao

(e DO0,1): f(z) = ()}3{o}u{ nE2N}

em particular, o conjunto {z € D(0,1) : f(z) = g(z)} conteria, pelo menos, um ponto nao iso-
lado (nomeadamente 0), pelo que f = g. Mas isto é impossivel, uma vez que f(—1/2) =1/8 ¢

que g(—1/2) = —1/8.
Exercicio n°96

Dadas duas funcoes analiticas nao nulas f,g : U — C, quer-se mostrar que a fungao fg
nao é a fungao nula. Seja z € U tal que f(z) # 0; por continuidade, existe alguma vizinhanga
V' de z onde f nao tem zeros. A funcao gl nao pode ser a fungao nula, pois entao deduzir-se-ia
do principio do prolongamento analitico que g seria a fungao nula. Logo, existe algum w € V

tal que f(w)g(w) # 0.
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Exercicio n°97

Visto que f é analitica e injectiva, para mostrar que é bianalitica basta mostrar que f’
nunca se anula. Isto resulta do facto de o conjunto dos zeros da fungao cosseno ser /2 + 7Z.
Para cada z € D(0, 1) tem-se

pelo que
1 1 1

—1y/ 2
Z fr— fr— — .
R e sy e ey T
Logo, se, para cada z € D(0, 1), se definir g(2) = (f~')'(2) e h(z) = 1/(1 — 2?)'/2, est4 provado
que g*> = h?, ou seja, que (g — h)(g + h) = 0. Pelo exercicio anterior tem-se g = h ou g = —h
mas, visto que

9(0) = (f71)'(0) = cos(fl—l(O)) N (20180 N

e, obviamente, h(0) = 1, ndo se pode ter ¢ = —h, pelo que g = h.

1

Exercicio n°98
Sejam r, s € [0, R[ tais que r < s; quer-se mostrar que M (r) < M (s). Considere-se a funcao
f: D(O,R) — C

(o]
z — Z anz”.
n=0

Primeira resolugao: Suponha-se, por redugao ao absurdo, que M(r) > M(s). Visto que f é
uma fungao analitica nao constante com dominio conexo, a fungao | f| ndo tem méximos locais.
Por outro lado, seja zp € D(0,s) tal que |f(z)| seja igual ao maximo da restricao de |f| a
D(0, s); visto que M(r) > M(s), pode-se encontrar um tal zy em D(0, s). Mas entdo a funcdo
| f| tem um méximo local no ponto z.

Segunda resolucao: Seja zgp € D(0,s) um ponto onde a restrigao a D(0,s) de |f| possui um
méximo global. Como D(0,s) é compacto, um tal ponto existe e encontra-se na fronteira de

D(0, s), ou seja, |zp] = s. Assim sendo, se |z| =7, |f(2)] < |f(z0)] = M(s), pelo que

[F(2)] < M(s).

M(r) = sup [f(2)]

= max
{z:]z|=r} {z:lz|=r}

Exercicio n°99

Suponha-se, por redugao ao absurdo, que f nao é constante nem tem zeros; seja M (respec-
tivamente m) o valor maximo (resp. minimo) que a funcao |f| toma em D(0,1) e seja zys (resp.
Zm) um ponto de D(0,1) tal que |f(za)| = M (resp. |f(2m)| = m). Visto que f|p,) nao é
constante (pois se o fosse entdo, por continuidade, f seria constante), o principio do méaximo
diz que zy & D(0,1), pelo que |zp| = 1. Visto que f nao tem zeros em D(0, 1), deduz-se do
principio do minimo que |z,| = 1 pelo mesmo motivo. Logo M = m = 1, pois a restrigao de
|f] a {z : |z| = 1} s6 toma o valor 1, pelo que a fungao |f| é uma fungdo constante. Mas o
principio do maximo (ou o teorema da aplicacao aberta) diz que entdo f|p ) é constante e,
portanto, f é constante.
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Exercicio n°100

Visto que D(0,1),{z € C: |z| = R} C D(0,R), é claro que a segunda condi¢ao implica as
outras duas. Falta entao mostrar que a segunda condi¢ao decorre tanto da primeira quanto da
terceira.

Suponha-se que a primeira condigao é satisfeita. Sabe-se, pelo critério de Cauchy para séries
de fungoes, que, para demonstrar a segunda condi¢ao, basta mostrar que

m
Z akzk < E.

k=n

(VEG]R*JF) (Ip € N) (Ym,n € N) (VZED(O,l)) m>n>p=—=

Seja e € RY e seja e’ €]0,¢[. Novamente pelo critério de Cauchy sabe-se que, para algum p € N,

m
Z akzk <.

k=n

(Vm,neN)(Vze D(0,1)):m>n>p—

Logo, se m,n € N e se z € D(0,1), z é limite de alguma sucessdo (z;)jen de elementos de
D(0,1), pelo que

—hm < <e.

Z CLkZ

k=n

Z akz]

Suponha-se agora que a terceira condigao é satlsfelta. Se € € R7, quer-se mostrar que existe
p € N tal que se m,n € Ne m >n > p, entao

(vzeDOR)

Z CLkZ

Para tal, tome-se p € N tal que se m,n € Nem > n > p, entao

=R}): > a2
k=n

(Vze{ze€C: |z

Sabe-se, pelo principio do maximo, que se m,n € N e m > n > p, entao

m
sup Za 2F = sup Zakz g,
[2|<R |g=n |21=R |k=n

pelo que um tal p possui a propriedade desejada.



