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Prefacio

Caro aluno(a):

Bem vindo(a) ao segundo ano do Projecto Faraday. O nosso objec-
tivo continua a ser estimular-te a pensar através da Fisica. Entre
as ciéncias da Natureza a Fisica ocupa um lugar muito especial,
uma vez que se dedica ao estudo das leis fundamentais que regem
todos os fendémenos. Como verds, o nascimento da Fisica como
ciéncia moderna tem pouco mais de 300 anos e coincidiu com uma
introdugdao da matematica como linguagem fundamental da des-
cricao do real. Mas a Fisica ndo é Matematica. O seu objectivo é
falar de coisas concretas, prever o resultado de experiéncias; mas
fazé-lo de uma maneira precisa e quantitativa. A Fisica nao é fute-
bol ou filatelia. Os fisicos nao se limitam a “achar que...”. Perante
as situacOes, fazem previsdes quantitativas, que tem de submeter
a verificacao experimental. Por isso, continuaremos a propor um
conjunto variado de actividades experimentais, nas quais baseare-
mos a discussao das leis que iremos estudar este ano.

A primeira parte do curso serd dedicada ao estudo do movimento
e das leis que o regem. Falaremos de situagoes da vida corrente
e também discutiremos movimento de corpos celestes. A segunda
parte do curso serd mais qualitativa e versara o tema das comuni-
cagoes.

A propdsito, 2005 é o Ano Internacional da Fisica. Aproveita as
iniciativas que vao surgir perto de ti!

Bons pensamentos!

Os autores
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Capitulo 1

As missoes Voyager

1.1 Dois lancamentos

Em 20 de Agosto de 1977, no Cabo Canaveral, Florida, foi lancada
para o espago uma nave nao tripulada, a Voyager II, com um
foguetao Titan-Centaur. Duas semanas depois, a 5 de Setembro,
partiu uma segunda nave, idéntica & primeira, a Voyager I.

Figura 1.2: A sonda Voyager [3].

Estas naves, com massas de 850kg!, transportam uma variedade
de instrumentos cientificos: detectores de particulas em varias ga-
mas de energia, detectores de radiacdo no ultravioleta, infraver-
melho e visivel, magnetémetros para medir campos magnéticos,
etc. Foram construidas para durar 5 anos e passar na vizinhanca
dos grandes planetas do Sistema Solar, Jupiter, Saturno, Urano e

!Excluindo, naturalmente, o foguetdo que se separa da nave apés o lanca-
mento.

21

Figura 1.1: Lancamento
de uma Voyager.
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Neptuno. As informagoes recolhidas por estas duas naves permi-
tiram avangos extraordindrios no nosso conhecimento sobre estes
planetas e sobre este grao de poeira no Universo, que é o nosso
Sistema Solar. As imagens dos planetas recolhidas pelas suas ca-
maras sdo de uma rara beleza. Recomenda-se, fortemente, uma
visita ao Portal da NASA dedicado a esta missao [3].

Figura 1.3: Saturno e seus anéis, fotografado pela Voyager [3].

1.1.1 Onde estao hoje?

Hoje, 27 anos depois, estas naves encontram-se a cerca de 90UA (a
Unidade Astronémica, a distancia média da Terra ao Sol, vale 150
milhdes de quilémetros), ja fora da 6rbita de qualquer dos planetas
do Sistema Solar. As transmissées de radio, mesmo viajando a
velocidade da luz, demoram cerca de 12 horas a chegar a Terra.
Em comparagao, para ir do Sol a Terra, a luz demora cerca de
8 minutos. Para viajar entre o Sol e a estrela mais préxima, a —
Centauri, demora 4 anos.

Apesar desta enorme distancia, continuam a transmitir informa-
¢oes valiosas para a Terra. Espera-se que possam continuar a
fazé-lo até 2020, altura em que os reactores termonucleares que
tém a bordo deixarao de produzir a energia necessaria para operar
as naves (“acabam-se as pilhas!”).

O Sol, além da radiacao, emite também um fluxo continuo de par-
ticulas carregadas (protoes, electroes e outras particulas), o vento
solar. Este vento interage com as particulas do géas interestelar
e cria uma onda de choque, semelhante & onda que se forma na
frente de um navio. Em 1995 o telescopio espacial Hubble pro-
duziu um imagem de uma onda de choque semelhante, resultante
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da colisao do vento estelar da estrela LL Orionis com a matéria
interestelar da nebulosa Orion (Fig. 1.4).

Figura 1.4: Onda de choque resultante da colisao do vento estelar da
estrela LL Orionis com a matéria interestelar na nebulosa Orfon. [6].

Podemos dizer que o Sol transporta uma bolha de vento solar no
seu movimento através do gés interestelar. Alguns cientistas créem
que a Voyager I pode ja estar a entrar na zona de transicao entre
essa bolha e a zona dominada pelo gés interestelar. Os dados que
obtiver poderao vir a ser decisivos na comparagao entre as varias
teorias que existem para estes fenémenos.

Bow Shock

A

Heliosheath
/ / Termination Shock

% Voyager 1

Sun

Interstellar
Space

Heliopause

Figura 1.5: As Voyager estao perto da zona de transicao entre a regiao
em que a maijor parte da energia é devida ao vento solar e a regiao em
que ela é devida & matéria inter-estelar. [3]
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1.1.2 O éxito das Voyager

As missoes Voyager sdo um dos maiores éxitos cientificos e tecno-
légicos da Agéncia Espacial Americana, a NASA.

Como foi possivel enviar duas sondas até aos limites do Sistema
Solar e possivelmente para além disso?

Como é possivel continuar a comunicar com as naves a estas dis-
tancias, recolhendo informagoes cientificas tao valiosas para a com-
preensao do Sistema Solar? Como conseguimos “ouvir” as Voyager
a uma distancia de 13 500 milhoes de quilémetros!?

Estas questoes tém a ver com os temas principais do programa de
Fisica do corrente ano:

Leis de movimento O planeamento das viagens das Voyager co-
megou uma dezena de anos antes dos lancamentos. A missao
tornou-se possivel gracas a uma conjuncgao particular das po-
sicoes dos planetas exteriores do sistema solar, que s6 ocorre
uma vez em cada 175 anos. Mas a NASA nao escolheu o mo-
mento de langamento por esta conjuncao ser “favoravel” por
alguma razao astroldgica! Fé-lo, sim, porque um conheci-
mento detalhado das leis de movimento, aplicadas as sondas
e aos planetas junto dos quais passaram, permitiu programar
estas fantdsticas viagens.

Gravidade Durante a quase totalidade das suas viagens as son-
das estao sujeitas apenas a atraccao gravitica do Sol e dos
planetas do Sistema Solar. Os seus meios auténomos de pro-
pulsao reduzem-se a modestos foguetoes, que sé funcionaram
durante alguns minutos em manobras de correcgao de érbita
nos encontros com os planetas.

Comunicagoes As sondas continuam a enviar dados, através de
uma distancia de 13 500 milhées de quilémetros. Esses sinais
de riadio sao detectados por uma antena parabdlica, Deep
Space Probe, de 7T0m de diametro. O gerador de radio das
Voyager tem uma poténcia de apenas 28W (equivalente a
uma lampada modesta)!

1.2 Orbitas das Voyager

Na Figura 1.6, mostram-se as orbitas iniciais das duas naves. Tera
sido o poder dos foguetoes Titan-Centaur que impulsionou estas
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VOYAGER1  VOYAGER 2
Launch Launc!
55ept 77

VOYAGER 2

Neptune
25 Aug 89

Jupiter
5 Mar 79

9July 79

12NoY80 VOYAGER 1

Saturn
25 Aug 81

Figura 1.6: As 6rbitas das Voyager nos primeiros doze anos das missoes.
De notar os encontros com os grandes planetas do Sistema Solar, Jupiter,
Saturno, para a Voyager I e ainda Urano e Neptuno para a Voyager II.

naves para uma viagem que lhes permite continuar a afastar-se
do Sol, apesar da sua atraccao gravitica? Vejamos o que se pas-
sou com a Voyager II, que se encontrou com os quatro planetas
exteriores. A Voyager I passou apenas junto de Jupiter e Saturno.

Na realidade, a velocidade que o foguetdao de lancamento impri-
miu & Voyager II nao lhe permitiria ir além da o6rbita de Jupiter
(fig. 1.7). A atracgao do Sol é suficiente para a fazer voltar para
tras, mantendo-a numa Orbita eliptica, com uma distancia maxima
ao Sol semelhante a de Jupiter.

. Jupiter

Orbita de lancamento
da Voyager

Terra Ssee--"

Figura 1.7: Com a velocidade imprimida pelo foguetao de lancamento, e
sujeitas a atracgao do Sol, as sondas Voyager teriam ficado num érbita
eliptica, com um afastamento maximo do Sol da ordem da distancia
Sol-Jupiter.
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Mas, como sabemos calcular exactamente o movimento da nave
e de Jupiter, foi possivel programar o lancamento de modo a ga-
rantir uma passagem da nave muito préximo de Jupiter. A forga
gravitica entre a nave e Jupiter permitiu uma troca de energia
entre os dois corpos. Uma parte infima da energia de movimento
orbital de Jupiter no campo gravitico do Sol foi transferida para
a Voyager II. A massa de Jupiter é cerca de 2 x 107 kg; a massa
da Voyager II nao chega a 1000kg. Por causa desta enorme dife-
renca de massas, a fraccao quase nula da energia orbital de Jupiter,
transferida para a Voyager II, foi suficiente para aumentar a velo-
cidade de movimento da sonda relativamente ao Sol, permitindo
que esta continuasse a afastar-se do Sol, em direcgao a Saturno.

A Voyager II teve ainda mais trés encontros “rasantes”, com Sa-
turno, Urano e Neptuno, que lhe permitiram ganhar ainda mais
energia; este ultimo encontro desviou-a para fora do plano da or-
bitas dos planetas do sistema Solar. Os modestos foguetoes da
sonda foram usados apenas por alguns instantes, para corrigir as
orbitas de aproximacao aos planetas, garantindo uma velocidade
de saida com o mdédulo e a direccao desejados.

Para avaliarmos a precisao com que é necessario “apontar” a nave
convém perceber que Neptuno, com um didmetro de 48 600 km,
a uma distancia do Sol de 4497 milhoes de quilémetros tem um
tamanho semelhante ao de uma pulga num alvo a 100m. Sé foi
possivel programar as viagens das Voyager porque conhecemos em
grande detalhe as leis de movimento de corpos sujeitos a forcas,
como a forga da gravidade, e podemos usar essas leis para calcular,
antecipadamente, os movimentos (o mesmo nao podemos dizer em
relacdo as pulgas).

Nos préximos capitulos vamos comecar a estudar a maneira como
descrevemos matematicamente o movimento, as leis que o regem
e as leis do fenémeno de atracgdo gravitica.

1.3 Comunicacgao

O problema da Consciéncia é considerado um dos maiores proble-
mas cientificos do Século XXI. Porqué? Talvez, em parte, porque,
ao contrario do mundo fisico, dos objectos e dos sentidos, a cons-
ciéncia nao pode ser partilhada. Nao pensamos os pensamentos
dos outros, s6 os nossos.

Mas apercebemo-nos da existéncia de outras consciéncias porque
comunicamos. Utilizamos fenémenos do mundo fisico (som, luz,
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fenémenos eléctricos, ondas de radio) para partilhar mensagens:
usamos sons, Como numa conversa; imagens visuais, como as le-
tras de um livro ou uma expressao facial; correntes eléctricas num
telefonema (rede fixa) ou na televisao por cabo; ondas de rédio,
como os sinais das Voyager ou dos teleméveis. Em suma, usamos
fenémenos fisicos, intencionalmente modificados, para permitir al-
guma partilha de informagao entre consciéncias.

Esta comunicacao pode ser feita a grande proximidade, como no
caso de uma conversa entre duas pessoas. Os sentidos captam
sinais sonoros (audigao), 6pticos (visdo), quimicos (olfacto), que,
em conjunto, permitem alguma partilha dos mundos interiores dos
dois intervenientes. Mas pode também ser feita a distancias tao
grandes como 13500 milhdes de quilémetros, através do espaco,
como quando uma das Voyager emite sinais de radio, de acordo
com programas previamente instalados nos seus computadores, e
que contém informacdo sobre as leituras dos seus instrumentos
cientificos.

Que fenémenos fisicos permitem esta comunicacao? Como é que os
produzimos? Como se propagam a distancias que podem ser tao
vastas? Qualis as caracteristicas que nos permitem detectd-los de
modo a recuperar as mensagens que quem os emitiu quis enviar?

Algumas destas questOes serdo abordadas na segunda parte do
programa deste ano. Estudaremos alguns dos fenémenos fisicos
que tornam possivel este aspecto tao central da vida humana, a
Comunicagao.

1.4 Actividades, questoes e problemas

1.4.1 Questoes

As seguintes questoes podem ser respondidas com uma leitura
atenta do texto.

1.1. Com os meios de propulsao de que dispoe as Voyager o seu
lancamento poderia ter sido feito em qualquer altura, sem
prejudicar a missao?

1.2. Os encontros com os planetas permitiram uma observagao
das suas caracteristicas que nao era possivel da Terra. Foi
essa a Unica finalidade desses encontros?

1.3. Que factor limita o tempo 1til de vida destas duas naves?
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1.4. O que é vento solar?

1.5. Qual é o interesse cientifico dos dados que a Voyager I estd
a enviar neste momento, do local onde se encontra?

1.6. Como comunicam as Voyager com a Terra?

1.7. Um acidente no lancamento das Voyager poderia ter graves
consequéncias ambientais. Porqué?

1.4.2 Actividades

1.1. Asviagens das Voyager permitiram obter dados importantes
sobre os planetas exteriores do Sistema Solar. Consultando o
portal sobre a missao Voyager do Jet Propulsion Laboratory
[3], procurar as respostas as seguintes perguntas:

(a) Em que datas se deram os encontros das duas naves
com Jupiter?

(b) Foi feita uma descoberta inesperada numa das luas de
Jupiter: que lua e que descoberta?

(c) Qual é a composicao da atmosfera de Saturno? Que
velocidades atingem os ventos neste planeta?

(d) Quais sao os planetas gasosos?
(e) Qual é o principal constituinte do anel epsilon de Urano?

(f) O planeta Neptuno é na verdade o Planeta Azul. A
bela cor azul revelada nas fotografias da Voyager II é
devida a presenca de que composto quimico?

(g) A observagao a partir da Terra tinha revelado a existén-
cia de anéis incompletos (arcos de anéis) em Neptuno.
Anéis sao regioes com poeiras e particulas em O6rbita
a volta de um Planeta. Os mais conhecidos sao os de
Saturno, mas Jupiter e Urano também tém estas estru-
turas. Mas ao contrario do que acontece em Jupiter,
Saturno e Urano, os anéis de Neptuno nao pareciam
estender-se por 360° em torno de Neptuno. A Voyager
11 confirmou estas observagoes?

1.4.3 Problemas

1.1. O sinal das Voyager detectado pela antena Deep Space Probe
tem uma poténcia de 10719W. Se o quiséssemos usar para
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1.2.

1.3.

1.4.

aquecer agua, quanto tempo demoraria a fazer subir a tem-
peratura de um grama de dgua de um kelvin? (Capacidade
térmica méssica da dgua, 4,18 x 103 Jkg=1K~1).

Em 9 de Setembro de 1977 a Voyager I estava a 1,01 UA do
Sol. Em 15 de Janeiro de 2005 estara a 94,3 UA do Sol. Qual
é, em kms~!, a velocidade média de afastamento do Sol?

A velocidade da Voyager 11, relativamente ao Sol, apds o en-
contro com Jupiter aumentou de 10kms™! para 28kms™'.
Estas velocidades referem-se a instantes antes e depois do
intervalo de tempo em que a atraccao gravitacional de Jupi-
ter teve um efeito importante na orbita da Voyager. Jupiter
tem uma 6rbita em torno do Sol quase circular, com um raio
de 5,2UA e um periodo de 11,9 anos (terrestres). A massa
da Voyager é 850kg e a de Jupiter 1,9 x 10%" kg.

(a) Qual é a velocidade orbital de Jupiter?
(b) Qual foi o aumento de energia cinética da Voyager 117

(c) As energias potenciais de Jupiter e da sonda no campo
gravitico do Sol quase nao variam durante a colisao,
pois a distancia ao Sol é quase constante. Qual foi a
variacao da velocidade orbital de Jupiter ?

(d) Qual foi o aumento do periodo da érbita de Jipiter?

O tamanho aparente de um objecto observado a uma certa
distancia é determinado pelo angulo subtendido pelo objecto.
Assim, na Figura 7?7 os objectos A e B tém o mesmo tama-
nho aparente para o observador. Se A fosse menor, deixaria
uma parte de B descoberta e este pareceria maior que A. A
lei de semelhanca de triangulos implica

di  dy
R Ry
Mostre que o tamanho aparente de Neptuno, visto do Sol,

é semelhante ao de uma pulga a 100m. O didmetro de uma
pulga é cerca de 1mm.Tire os restantes dados do texto.

R,

R,

Figura 1.8: Os tamanhos
aparentes de A e B sdo
iguais se d1/R1 = d2/Ra.
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Capitulo 2

Descricao do Movimento

A filosofia estd escrita neste grande livro, o Universo,
permanentemente aberto ao nosso olhar. Mas o livro
nao pode ser compreendido antes de aprendermos a
perceber a linguagem e a ler os caracteres em que esta
escrito. Estd escrito na linguagem da matematica e
os caracteres sao triangulos, circulos e outras figuras
geométricas, sem os quais é humanamente impossivel
compreender uma unica palavra do livro; sem estes
vagueamos num labirinto escuro.

Galileo Galilet

O nascimento da Fisica como ciéncia moderna esta associado aos
nomes de Galileu e Newton. Ambos contribuiram decisivamente
para a formulagdo de conceitos precisos para a descrigao mate-
matica do movimento.

No tempo de Galileu (século XVI-XVII), o ensino nas universida-
des era ainda fortemente influenciado pelas obras de Aristoteles,
redescobertas na Idade Média apds terem sido traduzidas do grego
antigo por sdbios arabes, por volta do século XI.

Aristételes, um filésofo maceddénio do séeculo III AC, discipulo e
depois professor na Academia de Platdo, deixou uma obra verda-
deiramente fenomenal que cobria todas as dreas do conhecimento,
desde a Matemadtica (Ldgica), a Fisica e Astronomia, as Ciéncias
Naturais, a Etica, a Politica, a Teologia, etc.

Aristételes propunha uma visdo global das causas de todos os mo-
vimentos. Era defensor da ideia de que a Terra ocupava o centro

31
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Figura 2.1: Aristételes (384 AC-322 AC) e Galileu (1564-1642). Aris-
tételes foi um filésofo maceddnio, cujas obras marcaram profundamente
todo o pensamento da Idade Média. Galileu, dezassete séculos depois
de Aristételes, deu inicio & ciéncia moderna ao sujeitar a validade das
ideias e conceitos sobre a natureza a experiéncia e observagao cuidadas.
Deste modo, efectuou um corte radical com as ideias de Aristételes.

do Universo e achava que os corpos eram constituidos por diferen-
tes quantidades de quatro esséncias: terra, agua, fogo e ar. Cor-
pos pesados, feitos sobretudo de terra e agua, tinham um lugar
préprio no centro da Terra e para la tendiam no seu movimento
natural, até serem impedidos pelo solo. Corpos mais leves (fogo
ou ar quente), pelo contrario, afastavam-se do centro da Terra.
Aristételes admitia ainda outro tipo de causas a que chamava mo-
vimento “violento”, como quando alguém dispara uma flecha para
o ar. As causas violentas “gastam-se” porque como 0S cOrpos se
movem em meios materiais como o ar, acabarao por ter o seu movi-
mento natural: o movimento final da flecha é vertical, em direc¢ao
ao centro da Terra. O movimento dos corpos celestes era visto por
Aristételes como revelando a existéncia de uma quinta-esséncia no
Céu (além das quatro da Terra: fogo, ar, dgua e terra), a qual
correspondia um movimento natural circular.

A oposigao de Galileu aos ensinamentos de Aristételes, no que
respeita ao movimento, nao tomou a forma de uma explicacao
global alternativa das causas de todos os movimentos. A obser-
vagao e experimentacao, e a possibilidade de medir tempos com
muito maior precisdo, permitiram a Galileu uma descrigdo muito
mais detalhada de certos movimentos particulares (a queda livre,
o movimento em plano inclinado, o movimento de projécteis) que,
claramente, ndo correspondia & de Aristételes.

Neste capitulo, vamos estudar alguns dos conceitos matematicos
fundamentais para a descricao do movimento:

e Posicao e coordenadas;



33

m Galileu e Aristételes m

A Fisica de Aristételes era muito influenciada pela observacao de
situacoes de atrito elevado.

Em estudos de plano inclinado, Galileu reparou que, quando o
atrito era reduzido, um corpo descendo de uma dada altura numa
rampa inclinada, seguida de uma rampa ascendente com diferente
inclinacao, subia até quase a altura de partida na rampa ascen-
dente. Daqui concluiu que, se a rampa ascendente tivesse uma
inclinagao cada vez menor, o corpo percorreria uma distancia
cada vez maior para chegar & mesma altura. No limite do plano
horizontal, sem atrito, o corpo nao deveria parar nunca, em con-
tradicao com a ideias de Aristoteles, que acreditava que um corpo
sem accao exterior tendia para um estado natural de repouso.

Se a bola rola até a altura inicial, ndo deveria rolar sem parar no
plano horizontal?

Outro ponto de discordancia dizia respeito ao movimento de pro-
jécteis. Aristoteles acreditava que este movimento tinha uma pri-
meira parte, dita violenta, em que o corpo gastava o seu impeto
inicial, seguida de um parte final em que o corpo caia na vertical,
0 seu movimento natural, em direccao ao centro da Terra. Ga-
lileu notou que em situagoes de baixo atrito a trajectéria é uma
pardbola e nao tem uma secgao vertical.

Teoria do impeto de Aristételes. Aristételes acreditava que a parte
final do movimento era vertical.[4]

Caixa 2.1: Aristételes e Galileu, separados de dezassete séculos, parti-
lharam a vontade de compreender a Natureza.



Figura 2.2: Coordenadas
cartesianas de um ponto
sobre uma folha de papel
A4.
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e deslocamento;
e velocidade;

e aceleracao.

E frequente os estudantes acharem este estudo um pouco arido.
Mas, como diz Galileu na citacao de abertura deste capitulo, sem
conhecer os caracteres deste alfabeto nao é possivel entender uma
Unica palavra deste livro que é o Universo. Nao é uma coinci-
déncia que o nascimento da Fisica coincida com a descoberta des-
tes conceitos: eles sao fundamentais nao apenas para descrever o
movimento, como também para descrever a variagao de qualquer
grandeza fisica.

2.1 Posicao e coordenadas

2.1.1 Sistemas de Coordenadas

Na disciplina de Matematica foi introduzida a Geometria Car-
tesiana que nos permite traduzir proposigoes geométricas (sobre
pontos, linhas, superficies, poligonos, circulos) em equagoes ma-
tematicas, através da introducao de um sistema de coordenadas.
Vejamos alguns exemplos.

Folha A4

Tomemos o exemplo de uma folha de papel A4. Um canto da
folha pode ser a origem do sistema de coordenadas. Um dos lados
maiores pode ser o eixo zx e um dos lados menores o eixo yy.
Se usarmos a mesma unidade para os dois eixos, o centimetro,
cada ponto da folha terd coordenadas (x,y) com 0 < z < 29,7
e 0 <y < 21,0 (as dimensdes de uma folha A4 sdo 21,0 cm por
29,7 cm). Para atingir um ponto de coordenadas (3, 4), partindo da
origem deslocamo-nos 3 cm ao longo do eixo xx e depois movemo-
nos 4 cm na direcgao paralela ao eixo dos yy, na perpendicular a
zzx (ou na ordem inversa, ¢ indiferente).

Plano

Se imaginarmos a folha prolongada em todas as direcgoes for-
mando um plano infinito, as coordenadas dos pontos do plano
serao da forma (x,y) com —oco < x < 400 e —00 < Y < +00.
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Esfera

A introdugdo de um sistema de coordenadas na superficie de uma
esfera é um pouco mais complexa, mas também muito importante
pelo facto de vivermos a superficie de um planeta aproximada-
mente esférico.

Os sistemas de coordenadas do plano sdo construidos com base
em linhas rectas. Na superficie de uma esfera é conveniente usar
circulos mdximos: linhas correspondentes a interseccao da super-
ficie da esfera com planos que passam no seu centro. O perimetro
dos circulos maximos é 27r em que r é o raio da esfera. Qualquer
outro circulo na esfera tem um raio e um perimetro menores. Uma
propriedade interessante da esfera é que o trajecto mais curto en-
tre dois pontos sobre a sua superficie é um arco de circulo maximo.

No caso da Terra o sistema de coordenadas envolve o Equador (cir-
culo maximo correspondente a um plano perpendicular ao eixo de
rotagdo da Terra) e os meridianos (circulos maximos correspon-
dentes a planos que contém o eixo de rotagao da Terra). A origem
de coordenadas é determinada pelo interseccao do equador com
um meridiano particular que atravessa Greenwich, na Inglaterra.
Partindo da origem, podemos atingir qualquer ponto da esfera do
seguinte modo:

e deslocamo-nos para Oeste ou Este, ao longo do equador, até
atingirmos o meio meridiano (arco entre o Polo Norte e Polo
Sul) que contém o ponto desejado.

e deslocamo-nos para norte ou sul ao longo desse meridiano
até atingirmos o ponto em causa.

O arco descrito ao longo do Equador subtende um angulo que ¢é a
longitude do local em causa. Pode ser longitude OESTE ou ESTE,
variando em ambos os casos entre 0 e 180°. Alternativamente, po-
diamos medir a longitude entre —180° e 180°, os valores negativos
correspondendo a longitudes ESTE.

O arco descrito ao longo do meridiano é a latitude, que pode ser
norte ou sul e varia entre 0 e 90°. Podiamos, igualmente, tomar
a latitude como variando entre —90° e 90°, correspondendo os
valores negativos a pontos do hemisfério Sul, por exemplo.

Estes exemplos mostram que os sistemas de coordenadas se po-
dem ajustar aos espagos que pretendemos estudar. Nao usamos

Meridiano
Greenwich

Equador

PS

Figura 2.3: A longitude,
0, e a latitude, ¢, definem
a posicao de um ponto
sobre a esfera.
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Figura 2.5: Sabendo a
distancia a trés pontos de
posicao conhecida ficamos
a conhecer a nossa
posicao.
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Figura 2.4: Sistema de Coordenadas na Terra. Note-se a deformagao ne-
cessdria para representar a Terra num plano. Os Polos sao representados
por linhas. [1]

as mesmas coordenadas numa esfera ou num plano. Neste curso,
vamo-nos limitar a situagoes em que podemos usar sistemas coor-
denados, determinados a partir de eixos rectilineos e mutuamente
ortogonais. Todos os movimentos que vamos estudar se desenro-
lam num plano fixo. Por isso precisaremos apenas de dois eixos
como nos dois primeiros exemplos considerados.

2.1.2 Localizagao com sistema GPS

Imaginemos-nos perdidos num deserto. Temos na mao um mapa
onde estao marcados trés oasis, A, B e C'. Suponhamos que temos
uma maneira de calcular a distancia a que estamos de cada um.
Sabendo que a distancia a A, por exemplo, é de 8km, podemos
marcar no mapa uma circunferéncia centrada em A que contém a
nossa posi¢ao; mas continuamos sem saber onde estamos. Sabe-
mos também a distancia a B, por exemplo 3 km; as circunferéncias
centradas em A de raio 8km e em B de raio 3km, terao, no ma-
ximo, dois pontos comuns. Se conhecermos a distancia a um ter-
ceiro ponto C, a nossa posigao fica determinada. Trés distancias a
pontos conhecidos determinam univocamente a nossa posicao no
plano.

O sistema GPS (Global Positioning System) funciona com base
neste principio. E constituido por uma rede de satélites, tal que ha
sempre quatro acessiveis a comunicagao por sinais de micro-ondas
de qualquer ponto do planeta. Os satélites emitem sinais identifi-
cadores em tempos pré-determinados. Um receptor GPS contém
um relégio sincronizado com o dos satélites e recebe o sinal de
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Figura 2.6: Movimento de uma moeda: (a) sem rotagao; (b) com rotagao.

cada satélite um pouco depois da emissao devido a velocidade fi-
nita de propagacao das micro-ondas. Esse atraso permite o célculo
da distancia a cada satélite. A partir destas distancias o receptor
calcula a sua posicao e exprime-a em coordenadas convencionais
de latitude e longitude.

Esta descri¢do, muito breve, nao faz justica & complexidade dos
sistema GPS. No portal do Faraday encontra-se um artigo com
mais informagao sobre este tépico.

2.2 Deslocamento

Para esta experiéncia precisamos de uma moeda de um euro. Pou-
semos a moeda em cima de uma mesa. Desloquemos a moeda para
outra posicdo. A posicao final estd rodada relativamente & inicial
ou nao?

A figura 2.6 mostra como podemos responder a esta pergunta com-
parando as posicoes inicial e final. Desenhando segmentos orienta-
dos, ligando posicoes iniciais a posicoes finais de pontos correspon-
dentes da moeda, vemos que se todos tiverem o mesmo compri-
mento, forem paralelos e tiverem o mesmo sentido, a moeda nao
rodou. Estes segmentos dizem-se equipolentes.

Na disciplina de matematica do 10° ano aprendemos que um con-
junto de segmentos equipolentes é um vector. Por outras pa-

> Definicao de vector.
>ver Anexo A para um re-
sumo sobre vectores



Figura 2.7: A sucessao de
dois deslocamentos é
representada pela soma
dos vectores respectivos.
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lavras, dois segmentos com a mesma direc¢ao, sentido e compri-
mento, representam o mesmo vector, independentemente do res-
pectivo ponto inicial.

O movimento sem rotacao designa-se por translagao e é, en-
tao, caracterizado por um vector, designado por vector deslo-
camento.

O vector deslocamento define a variagao de posicao de um
corpo numa translacao e é representado por qualquer seg-
mento orientado equipolente a um que una as posigoes ini-
cial e final de um ponto do corpo.

Note-se que o deslocamento de um corpo extenso é especificado
exactamente do mesmo modo que o de uma particula material:
a descricao de movimentos de translacao pode ser feita usando o
modelo de particula material.

Vejamos algumas consequéncias desta definicao de vector desloca-
mento ou, simplesmente, deslocamento.

A definicao de deslocamento nada diz sobre o movi-
mento que ocorreu entre os instantes inicial e final: so
depende das posicées antes e depois do movimento.

Correcto! Isto significa, por exemplo, que o deslocamento do Mi-
chael Schumacher, numa volta a um circuito de Férmula 1, é nulo
pois as posicoes inicial e final tém as mesmas coordenadas.

Se somarmos dois deslocamentos sucessivos, usando a
regra de soma de vectores, obtemos o deslocamento to-
tal.

Se um corpo se desloca de A para B e depois de B para C, o
deslocamento total é de A para C. Esta regra, mais que 6bvia,
da operagao fisica de deslocamento, traduz-se na regra de soma de
vectores. Com efeito a soma de um vector @ = AB (representado
pelo segmento [A, B]) com b = BC' (representado pelo segmento
[B,C]) é &= AC (representado pelo segmento [A, C]).

O mddulo ou norma do deslocamento € a distancia en-
tre as posicoes final e inicial,

o]
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A norma ou médulo de um vector é o comprimento de um seg-
mento que o represente, ou seja a distancia entre os extremos do
segmento. Dois deslocamentos s6 sao iguais se, além do mesmo
modulo, tiverem a mesma direcgao e sentido.

Mas, atencgao: a distancia entre o ponto final e inicial de um des-
locamento nao é, necessariamente, a distancia percorrida. No caso
do Michael Schumacher acima referido, depois de uma volta ao
circuito, a distancia entre o ponto final e inicial é nula! Por outro
lado, a distancia percorrida é o perimetro do circuito.

Para que serve, entao, esta definicao? Um pessoa pode dar a volta
ao mundo e um fisico diz-lhe que o seu deslocamento foi nulo? Que
coisa mais tola!

Parece tola, a primeira vista, mas nao é. O que torna a defini¢ao
de deslocamento muito 1til é a maneira como podemos represen-
tar deslocamentos consecutivos. Podemos sempre dividir um dado
intervalo de tempo em intervalos mais pequenos. Somando os des-
locamentos nesses intervalos obtemos o deslocamento total. Por
outras palavras, usando este conceito de deslocamento, podemos
analisar um movimento com todo o detalhe necessario. Voltando
ao exemplo do Michael Schumacher, se registarmos o seu movi-
mento de segundo a segundo, a sequéncia de deslocamentos nesse
intervalos ja contém muito mais informacao sobre o seu movimento
do que as posigoes no inicio e fim de uma volta.

Uma analogia

A seguinte analogia pode ser 1util para entender este conceito de
deslocamento. Imaginemos que compravamos 1000 acgoes de uma
dada companhia a 10,5 euros por accao em Janeiro. Um ano depois
vendiamos a 11 euros por ac¢ao. O lucro seria

1000 x (11 — 10, 5) = 500 euros.

Pouco importa que as acgoes valessem 15 euros em Julho. A varia-
¢ao entre os instantes de compra e venda é que é relevante para as
nossas financas; nao o que se passa no meio. Contudo, se quiser-
mos seguir o preco das acgoes, podemos ver a sua varia¢cdo mes a
mes, dia a dia, hora a hora ou mesmo minuto a minuto. Repare-se
também que nao é o médulo da variacdo que é importante. Se ti-
véssemos vendido a 10 euros, o médulo da variacao seria o mesmo
mas o “lucro” seria

1000 x (10 —10,5) = —500 euros.
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m Distancia percorrida m

O que é a distancia percorrida por um corpo no seu movimento
entre A e B?

Imaginemos que a curva da figura representa a sua trajectoria.
Queremos saber qual o comprimento desta curva. Intuitivamente
poderiamos pensar em pousar um fio sobre a curva, seguindo to-
das as suas convolugoes: esticando o fio poderiamos depois medir
o comprimento da curva com um régua ou fita métrica. Serd
possivel transformar esta ideia num conceito mais preciso?

(b)

O comprimento do segmento [A, B], dag, é o médulo do deslo-
camento do corpo. Serd certamente uma ma medida do compri-
mento da curva, pois corresponderia a esticar o fio entre os pontos

inicial e final:
S1=daB

Mas podemos melhorar: escolhendo um ponto intermédio da tra-
jectéria, C, teremos uma nova aproximacao para o comprimento
da curva, somando os médulos dos deslocamentos AC e CB

Sy =dac +dcB.

Subdividindo as curvas de A a C e de C' a B, teremos uma ainda
melhor aproximacao:

Sy =dap +dpc +dck + deB.

Este processo pode continuar, e, a medida que cresce o nimero
de pontos intermédios, aproximamo-nos da situagao que consiste
em colocar um fio flexivel sobre a curva.

Sendo entao S, a soma de comprimentos de n segmentos, cons-
truidos com os pontos inicial e final, e n — 1 pontos intermédios,
distribuidos sobre a curva, podemos definir o comprimento desta
como sendo o valor limite de S;, quando n tende para infinito.
Note-se que precisamos apenas do conceito de deslocamento para
definir deste modo o comprimento de uma curva. No desafio 2.1
aplica-se este conceito para calcular o perimetro do circulo.

Caixa 2.2: O comprimento de uma curva.
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m Forgas como vectores m

A representacao de deslocamentos por vectores é muito natu-
ral. Podemos até dizer que a definicao de adigao de vectores é
exactamente a que é necessaria para representar a sucessao de
deslocamentos.

O conceito de forga também estd naturalmente associado a um
modulo (intensidade da forga) e a uma direcgdo e um sentido.
Mas o que realmente nos permite representar forcas por vectores
é o facto de a adigao de forgas seguir a mesma lei que a adigao de
vectores. Por exemplo, actuando num corpo com forcas de igual
intensidade, mesma direccao e sentidos opostos este mantém-se
em equilibrio. Isto é, o efeito das duas forgas é o mesmo que o da
sua soma vectorial, que é zero.

Este aspecto do conceito de forca serd retomado no capitulo 4.

Caixa 2.3: Forgas como vectores

O sinal, neste caso, é crucial para o nosso bem estar!

O vector deslocamento caracteriza a variagao de posicao, tal como
a diferenca do preco de venda e compra define o lucro da tran-
saccao. Note-se, contudo, que, para caracterizar uma posicao, sao
necessarias trés coordenadas; o preco de uma transacgao é dado
por um tunico nimero. As analogias sdo sempre isso mesmo: ana-
logias.

2.2.1 Coordenadas do deslocamento

O movimento de um projéctil estudado na Actividade 2.4 é um
exemplo de movimento plano.

A figura 2.8 mostra os pontos sucessivos de uma trajectéria deste
tipo, obtidos a partir de um registo video como na Actividade 2.4.
A figura mostra também os eixos coordenados que usdmos para ‘ t/s ‘ /m ‘ y/m ‘
fixar as coordenadas de cada ponto, listadas na tabela 2.1.

0,0 | 1,94 | 0,51
Na figura 2.8 representdmos, com um segmento orientado, o des- 0.1 | 1.68 | 0.87
locamento entre as posigoes ocupadas em ¢ = 0,1 s, coordenadas 072 1’40 1’14
(1,69;0,87)m, e t = 0,2 s, coordenadas (1,40;1,14)m. ’ ’ ’
0,3 | 1,12 | 1,32
0,4 | 0.83 | 1,38
0,5 10,55 | 1,35
0,6 | 0,26 | 1,22

Tabela 2.1: Posigoes de
uma esfera langada ao ar,
obtidas de um clip de
video.



> implicito: algo que
se entende como fazendo
parte de uma frase, ex-
pressao ou situacao, em-
bora nao seja directa-
mente afirmado ou nao es-
teja manifestamente pre-
sente.
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Figura 2.8: Posigoes de um projéctil, lancado da direita, registadas em
video. Intervalo de tempo entre posicoes sucessivas, At = 0,1 s.

As variagoes de coordenadas entre os pontos inicial e final do des-
locamento sao’:

Az = 1,40—1,68 =—0,28m;
Ay = 1,14—0,87=027mn. (2.1)

As projecgoes do deslocamento segundo os eixos coordenados de-
finem dois deslocamentos, um ao longo de Ox e outro ao longo de
Oy. Como Az é negativo, o deslocamento segundo x tem o sentido
negativo do eixo Oz e médulo igual a |[Az| = 0,28m. O desloca-
mento segundo y tem o sentido positivo do eixo Oy e modulo dado
por |Ay| = 0,27m.

Se recordarmos a defini¢ao de produto de um escalar por um vector
(ver Anexo A), vemos que podemos decompor o deslocamento na
forma:

AT = Axi+ Ayj

em que 1 e j sao os vectores de norma unitaria com as direccoes e
sentidos dos eixos Ox e Oy, respectivamente. Como Az é negativo
Azl tem sentido oposto a 1.

Usa-se também a seguinte notacdo, que indica apenas as coorde-
nadas do vector A7, deixando implicita a indicacao do sistema de

'Recordemos uma notacio que ji usdmos no 10° ano. O sfmbolo AA re-
presenta sempre a variacdo de uma grandeza A, isto é, a diferenca entre os
valores final e inicial numa transformacao, AA = Ay — A;.
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eixos:

A7 = (Az, Ay).

Entdo, definimos?:

As coordenadas do vector deslocamento num dado sistema
de eixos sao as diferencas das coordenadas dos pontos inicial
e final do deslocamento,

AT = (Az, Ay) = (2 — x1,Y2 — y1)-

O teorema de Pitagoras permite exprimir a norma do desloca-
mento em termos das suas coordenadas:

|AT| = Az + Ay?

Dois deslocamentos sé sao iguais se tiverem as mesmas coordena-
das Ax e Ay.

2.3 Velocidade média

2.3.1 Variacgao por unidade de tempo

Consideremos as seguintes frases:

e Esta impressora imprimiu 8 paginas por minuto.

e O Sr. Joaquim facturou 300 euros por dia.

e Na etapa de hoje, o pelotdo fez uma média de 41,2kmh~".
Em todos estes casos temos uma quantidade, A(t), que varia no
tempo: o numero de paginas impressas, a quantidade de dinheiro

facturada, a distancia percorrida pelo pelotao; temos, também,
uma referéncia a unidade de tempo (minuto, dia e hora).

2Em muita literatura de Fisica, usa-se, neste contexto, a designacido com-
ponente em vez de coordenadas. A notagdo que estamos a usar coincide
com a dos textos de matemética do 10° ano.
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Figura 2.9: O declive da
recta é a velocidade
média de A(t) entre t; e
ty.
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Estas afirmacoes nao significam que a impressora tenha trabalhado
um minuto, que o Sr. Joaquim tenha facturado exactamente 300
euros em cada dia de trabalho, ou que o pelotao tenha pedalado
durante uma hora. Os valores referidos sao obtidos dividindo a
variacao da grandeza, AA = A(ty)—A(t;), pelo intervalo de tempo
em que esta ocorreu, At = ty —t;:

v
AL

Exemplo: Se em meia hora (At = 0,5h) o pelotao percor-
reu 20,6 kmh !, a sua velocidade foi

20,6

=41,2kmh™ L.
0,5

Ao dividir a variacdo da grandeza, AA, pelas At unidades de
tempo em que ocorreu, obtemos um ntimero que seria a variagao
de A na unidade de tempo, se essa variacdo fosse a mesma em
intervalos de tempo iguais. Isto é o que chamamos uma velocidade
média. E neste sentido que dizemos:

a velocidade média de uma grandeza é sua va-
riagcao por unidade tempo.

Num gréfico de A(t) em fungao de ¢, a velocidade média entre ¢; e
ty é dada pelo declive da recta que passa nos pontos do grafico de
abcissas t; e ty: quanto maior for este declive maior ¢ a velocidade
média (fig 2.9).

Em alguns contextos é mais frequente usar a designacao “taxa
média de variacao”, em vez de “velocidade média”. Neste curso es-
tamos particularmente interessados em variacoes de posicao, caso
em que esta segunda designacao é muito mais frequente. Seja como
for, este conceito é muito geral, como se veé.

Exemplo: Um corredor desloca-se 100m em 10s. Um ci-
clista desloca-se 38 km numa hora. Qual é o mais rdpido?

Para responder a esta pergunta temos de comparar desloca-
mentos que se referem ao mesmo intervalo de tempo. Se os
seus deslocamentos em cada segundo fossem iguais, o corre-
dor teria um deslocamento por segundo dado por

100
Uy = — = 10ms™*
10



2.3. VELOCIDADE MEDIA 45

e o ciclista,

~ 38x10°

= =1 -
v 3600 0,5ms

Ou seja, temos de comparar as velocidades médias dos dois
movimentos. O ciclista foi (marginalmente) mais répido.

2.3.2 Velocidade média de deslocamento

Vamos comecgar por aplicar este conceito ao movimento de um
carro numa calha linear (Actividade 2.1)

A tabela 2.2 regista valores de posi¢ao do carro em diferentes ins-
tantes, obtidos com um sensor de movimento. O eixo Ox coincide
com a direccao da calha: as outras coordenadas nao variam e,
por isso, podemos ignora-las. O movimento é de translagao e a

posicao do carro pode ser determinada por uma tnica coordenada. > Actividade 2.1

A grandeza cuja velocidade queremos considerar é a coordenada t/s | z/m
z(t). 0,00 | 0,32
0,50 | 0,47
1,00 | 0,62

A velocidade média da coordenada z(t) de um corpo, num 1,50 10,76
intervalo de tempo [t1, 2], é dada pela sua variacao, Az = 2,00 | 0,89
x(te) —x(t1), a dividir pelo intervalo de tempo, At = to—1t;. 2,50 | 1,02
Az o0 3,00 | 1,15

U = — .

m = Ag 3,50 | 1,25

Tabela 2.2: Tabela de
tempos e posigoes do
movimento de um carro
sobre uma calha linear.

Exemplo: No exemplo da tabela 2.2, a variagido de x(t)
entret=0set=30s,

Az =1,15-0,32=0,83m

e a velocidade média

0,83

30 = 0,277ms L.

Um =

(o resultado desta conta foi arredondado para dois algrismos sig-
nificativos).
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Figura 2.10: Se o
deslocamento de A para
B demorou At =3 s, 0
deslocamento por unidade
de tempo é o dos
segmentos menores, se 0
deslocamento for igual
para intervalos de tempo
1guass.
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Repare-se que nao estamos a afirmar que, neste movimento parti-
cular, o deslocamento em cada segundo foi exactamente de 0, 277 m.
Nao foi! no primeiro segundo foi de 0,30m (ver tabela 2.2). O que
estamos a dizer é que, se os deslocamentos em intervalos iguais
fossem iguais, o deslocamento em cada unidade de tempo seria
expresso pelo valor da velocidade média no intervalo.

O sinal de vy, é 0 mesmo que o de Az ja que a diferenga de
tempos, At =ty —t;, é positiva (o instante inicial é anterior ao
final, t; < t¢). Se o movimento for no sentido positivo do eixo, z(t)
aumenta e Az e v, sdo positivos; se 0 movimento for no sentido
negativo, x(t) diminui e Az e vy, sdo negativos.

Vector velocidade média

O vector deslocamento define a variagao de posicao. A velocidade
média associada a variagao de posi¢ao é também um vector.

Exemplo: No movimento registado na tabela 2.2, a varia-
¢ao de posicao entre t = 0s e t = 3s é dada pelo vector
deslocamento

A7 = 0,831 (m).

Para obter o vector velocidade média neste intervalo, temos
de dividir a variagao de posicao, o vector deslocamento, por
At = 3 s, ou seja, multiplicd-lo pelo escalar 1/3:

1
T = 3 X 0,831 = 0,281 (ms™ )

A velocidade média relativa a coordenada x(t), acima definida, é,
entao, a coordenada de um vector, tal como Ax é a coordenada
do vector deslocamento:

U = Ul = —1 (2.3)

Movimento no plano

Em movimentos no plano, o vector velocidade média tem duas co-
ordenadas, tal como o deslocamento, que sao as velocidades médias
das coordenadas x(t) e y(t):

Ar Ay
At7 At

Ax,. Ay,
)= At A

U = (
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Exemplo: No caso de movimento de projéctil, considerado
na secgao 2.2.1, pagina 41, no exemplo da equacao 2.1, o
deslocamento, num intervalo de tempo de 0,1s, tem com-
ponentes

Ar = (—0,28; 0,27) (m)
A velocidade média no mesmo intervalo é

0,28 0,27
0,1’ 0,1

—

Um = (

) = (—2,8; 2,7) = 10AF

Em resumo:

O vector velocidade média, deslocamento por unidade de
tempo, num intervalo de tempo At, tem coordenadas,

. (Am Ay) Az Ay

=(—,— | =—14+-—"]. 2.4
m=\Av Al ) T AT A 24)
A sua direcgao e sentido sao os mesmos que os do vector des-
locamento pois ¥, = AAr, em que A = 1/At é um escalar

positivo.

O moédulo ou norma do vector velocidade média é

() ()

[ |

ou seja, ¢ a norma do deslocamento, ||Ar| (distAncia entre as
posigoes inicial e final), sobre o intervalo de tempo (At > 0):

1A
At

(2.5)

”77771” =

2.3.3 Velocidades negativas?

Alguma vez ouvimos alguém dizer:

Do Porto a Lisboa fiz wma velocidade média de 140 kmh ™!,
No regresso fiz menos 140kmh™! (—140kmh~1).
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Certamente que nao. S6 os Fisicos falam em velocidades negativas!
Porqué?

Quando estamos a lidar com movimentos de automoveis, com-
boios, etc., raramente estamos preocupados com a respectiva di-
recgao e sentido (excepto quando nao sao os desejados). Se um
carro se desloca na direcgao Norte-Sul medimos os deslocamen-
tos com valores de coordenada de posicao a crescer de Norte para
Sul. O movimento é no sentido positivo do eixo e Az e v, sao
positivos. Quando o carro comeca a mover-se de Sul para Norte,
invertemos o eixo e comecamos a medir posi¢oes no sentido in-
verso. Agora, a coordenada cresce de Sul para Norte. De novo,
Ax e v, sdo positivos. Na linguagem corrente a “velocidade” é
sempre positival

Que “velocidade” é esta, entao?

No inicio de uma viagem de automével pomos o conta-quilémetros
a zero. Em cada instante, a sua indicagdao é aquilo a que atras
chamdmos a distancia percorrida, ou seja, o comprimento da
trajectéria descrita pelo automével (ver Caixa 2.2 na pagina 40).
Esta distancia aumenta com o tempo que decorreu desde o inicio
da viagem, t, e é representada por uma funcao crescente do tempo,
s(t). A “velocidade média” desta grandeza, entre dois instantes ¢
e t + At é, como sempre,

s(t + At) — s(t) ‘

"velocidade média’=
At

Esta grandeza é sempre positiva, pois s(t) cresce com o tempo:
s(t+At) > s(t) se At > 0 (a distancia indicada no conta-quilémetros
continua a aumentar, ainda que o carro volte para tras).

Esta “velocidade média” nao é o moddulo do vector velocidade

média, tal como foi aqui definido (eq. 2.5):

1A
At

”77771” =

pois, em geral, o médulo do deslocamento, H&rH, é diferente do
comprimento da trajectdria, As: veja-se, por exemplo, qualquer
movimento com regresso a posi¢ao inicial, em que o médulo do
deslocamento é sempre nulo.

Os conceitos de fisica aplicam-se a uma variedade de situacoes
muito mais vasta do que a da nossa experiéncia corrente. Tém que
ser adequados a descricao de movimentos de carros e comboios,
mas também de planetas, sondas espaciais, moléculas, atomos,
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| | |
0 0.5 1 15 2

x/m

Figura 2.11: Se o vector velocidade média for constante, deslocamentos
em intervalos de tempo iguais sao iguais e o movimento é rectilineo.

electroes etc. Nem sempre sabemos de antemao a trajectoria, para
que baste indicar a distancia percorrida para sabermos onde estd
um corpo.

2.3.4 Movimento Uniforme

Que tipo de movimento obtemos se todas as coordenadas do vector
velocidade média forem constantes? A trajectéria pode ser curva?

Reparemos novamente no movimento registado na tabela 2.1 da
pagina 41.

Na figura 2.11 os pontos a cheio pertencem a trajectéria e estao
separados por intervalos de tempo de At = 0,1s. O vector AB é o
deslocamento entre t = 0s e t = 0,1s. A velocidade média nesse

intervalo é ]

U =

0,1

Se a velocidade média em cada intervalo nao variasse, os desloca-

mentos seguintes seriam idénticos a AB : os pontos da trajectoria
seriam C, D, E,...: a trajectoria seria rectilinea.

—

AB = 10AB.

No movimento uniforme rectilineo o vector velocidade
média é o mesmo em qualquer intervalo de tempo. A tra-
jectéria é uma linha recta.




AX

X4

At

Figura 2.12: Se

x =mt + b o declive da
recta, é

m = (z2 —a1)/(t2 — t1) =
Azx/At.

> Actividade 2.1
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Equagao do movimento uniforme rectilineo.

A velocidade média da coordenada z(t), num intervalo entre dois
instantes t1 e t9, nao é mais do que o declive da recta que une os
dois pontos com estas abcissas no grafico de z(t),

Az a(ty) —x(t)
At tp—t;

Este valor é o mesmo para quaisquer dois valores das abcissas t; e
tr se, e s6 se, o grafico de z(t) for uma linha recta.

Recordemos a equagao da recta da geometria cartesiana,
y =mx +b.

Para um gréfico de x (ordenada) em funcao de ¢ (abcissa), a equa-
¢ao tem a forma

x =mt+b.

A constante b é a ordenada na origem, isto é, o valor de x para
t = 0. Muitas vezes designa-se por zg.

Por outro lado, como o declive é a coordenada x da velocidade do
movimento em qualquer intervalo de tempo, podemos escrever:

‘ z(t) = vyt + x0 (2.6)

Se o movimento for uniforme e rectilineo, todas as coordenadas
terao velocidades médias constantes e, portanto:

y(t) = vyt + yo (2.7)

Estas equacoOes caracterizam um movimento rectilineo e uniforme
de velocidade:

U, = (Vg, Uy).

A fig. 2.13 mostra um exemplo de um movimento de um carro
sobre uma calha horizontal, em que o movimento é quase uniforme:
o grafico de z(t) é préximo de uma recta, o que significa que a
velocidade variou pouco neste movimento.
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Grafico tempo—posi¢ao
L5 ‘

x/m

Figura 2.13: Os circulos sao os pontos experimentais; a linha tem como
finalidade facilitar a visualizagao do grafico. A velocidade média nos dois
intervalos representados é a mesma, pois Axz; = Axs e os dois intervalos
de tempo também sao iguais. Os trés primeiros pontos estao sobre uma
recta.

2.4 Velocidade instantanea

Um filésofo grego chamado Zendo (4957-435? A.C.)3 sustentava
que o movimento é impossivel. Dava o exemplo de um flecha. Em
cada instante a flecha ocupa uma dada posicao. Nesse instante nao
se move: nao pode ocupar duas posicoes no mesmo instante. Mas
se em nenhum instante se move, nunca se move! O movimento é
impossivel.

Se pensarmos um pouco, vemos que, até agora, associamos a cada
instante uma posicao, mas o conceito de velocidade média estéd
apenas definido para um intervalo finito de tempo. Imaginemos
que tiramos uma fotografia no preciso momento em que Michael
Schumacher ultrapassa um adversario. Olhamos para a fotografia
e vemos os dois carros a par. Podemos dizer que um deles, naquele
instante, tem velocidade superior ao outro? Ou serd que Zenao
tem razao?

3A obra de Zen#o s6 chegou até nds através de outros autores, como Aris-
tételes. Zendo pertencia a uma escola de pensamento que defendia que a rea-
lidade era una e imutavel. O tempo e a mudanga sao ilusdes. Zenao tornou-se
famoso por uma série de paradoxos que pretendiam mostrar a inconsisténcia
l6gica do movimento.



t/s | z/m

0.0
0,5
1,00
150 |
200

0,58
0,69
0,77
0,84
0,87
0,88

2,50

Tabela 2.3: Movimento
linear numa calha

inclinada.

‘ ti/s ‘ tr/s ‘ U /ms ™! ‘
0,0 | 2,5 0,12
0,0 | 2,0 0,15
0,0 | 1,5 0,17
0,0 | 1,0 0,19
0,0 | 0,5 0,22
0,0 | 0,0 ?

Tabela 2.4: Velocidades
médias para intervalos de

tempo sucessivamente

decrescentes e com inicio

em t = 0.
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2.4.1 Movimento com velocidade variavel

Gréfico tempo—posi¢do

0.9 T T T T
Co *
0.8 B _
/.
X/ mori- -
06 *,/:!"i:/ -
'Y
LA
05 ! \ ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t/s

Figura 2.14: Gréfico de tempo-posicao para movimento numa calha li-
near inclinada.

Vamos responder a Zenao, comecando por analisar um exemplo
concreto. Como de costume, olhamos primeiro para um movi-
mento rectilineo que envolve apenas uma coordenada.

Na Actividade 2.1, agora com o carro a subir uma calha inclinada,
foram obtidos os resultados da tabela 2.3. O grafico correspon-
dente esta na Fig. 2.14.

O gréafico mostra, claramente, que o movimento nao é uniforme
pois os pontos experimentais (¢;,z;) nao definem uma recta. Se
o movimento entre t = 0s e t = 2,0s (A e C) fosse uniforme,
os pontos intermédios ocorreriam sobre a linha a tracejado entre
A e C. Ora o deslocamento no primeiro segundo, por exemplo,
foi superior ao que seria nesse caso (ordenada de B acima da li-
nha). Conclusdo: neste movimento a velocidade da coordenada
x(t) variou.

Usando os dados da Tabela 2.3, podemos calcular a velocidade
média de z(t) para intervalos de tempo sucessivamente decrescen-
tes. Os resultados estao na Tabela 2.4: a4 medida que o intervalo
vai diminuindo, a velocidade média vai aumentando.

Exercicio: usando os valores da Tabela 2.3, calcular os
valores da Tabela 2.4.

Se imagindssemos continuar este processo para intervalos de tempo
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cada vez menores, o que aconteceria aos valores da coluna das
velocidades médias?

Um gréfico dos valores de v, em fungao de At =ty —t; (Fig. 2.15)
sugere a resposta. Parece que, para At — 0, v, — v~ 0,24ms™".
Esse valor poderia ser identificado com a velocidade no instante
t = 0. Contudo, sejamos honestos: dos dados da tabela 2.4, nunca
poderiamos calcular este valor, pois nao temos qualquer informa-

¢ao sobre o que se passa para intervalos de tempo inferiores a 0,5 s.

05 T T .

=)
i
in
[
[5)

ih

w

Figura 2.15: A medida que consideramos intervalos de tempo cada vez
menores, a velocidade média aumenta. Os valores parecem tender para
o valor marcado no grafico que pode ser identificado com a wvelocidade
no instante t = 0.

Mas podiamos ter! E possivel medir com intervalos de tempo cada
vez menores e nada nos impede de supor que conhecemos a posicao
do carro em cada instante, x(t), e ndo apenas nos valores indicados
na Tabela 2.3.

Imaginemos que z(t) era representado pela curva do gréfico da fi-
gura 2.16. A linha recta que une A a C representa um movimento
uniforme com uma velocidade igual a velocidade média no inter-
valo [ta,tc]. Se considerarmos intervalos menores [t4,tp],. .., ob-
temos rectas com declives crescentes que representam movimentos
com velocidades superiores. E claro do grafico que, se fizermos o
intervalo tender para zero (podemos imaginar B a deslizar sobre
a curva em direcgao a A), estas rectas vao tender para a tangente
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0.8

x/m

064"

t/s

Figura 2.16: Se imaginarmos B a deslizar sobre a curva até A, as secantes
tém um limite que ¢é a tangente a curva em A.

ao grafico no ponto A. Ou seja, se tomarmos o limite

im 2% hm x(ta + At) — z(ta)
At—0 At N At—0 At ’

obtemos o declive da tangente a curva no ponto A.

Podemos agora responder a Zenao. E verdade que num dado ins-
tante ¢ s6 temos uma posicao. Com uma tnica posicao nao pode-
mos definir nem deslocamento nem velocidade. Mas, considerando
intervalos de tempo [t,t + At] com At a tender para zero, o limite

L r x(t + At) — x(t)
va(t) = lim = limg A

(2.8)

é a velocidade da coordenada x(t) no instante t. Ao contrério da
velocidade média, v,(t) ndo estd associada a nenhum intervalo de
tempo particular. Em cada instante, o movimento na direcgao
Oz é caracterizado por uma posigao, z(t), e por uma velocidade
instantanea, v,(t), definida por este processo de limite.

Voltando ao exemplo da fotografia tirada a Schumacher no mo-
mento em que ultrapassa o adversario, podemos dizer que a foto-
grafia pode nao ter a informacao necesséaria para sabermos quais
as velocidades dos dois carros naquele instante (se o tempo de ex-
posicao for suficientemente réapido nao terd). Mas o movimento de
cada carro, naquele instante, é definido por uma posigao (visivel
na foto) e uma velocidade (que pode nao estar visivel na foto).

Neste momento a Eq. 2.8 pode parecer um pouco intimidativa.
Como é que se calcula aquele limite?
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Em muitos casos estes limites podem-se calcular exactamente e
em matematica estudam-se métodos para os determinar. Neste
momento, o mais importante é perceber o sentido da definicao da
eq. 2.8. Com uma calculadora, e alguma paciéncia, podemos-nos
convencer que estes limites existem e calculd-los de modo muito
aproximado. A problema 2.8 sugere um célculo deste tipo. O
exemplo seguinte é um calculo exacto, mas num caso muito sim-
ples.

Exemplo: vimos atras que um movimento rectilineo uni-
forme era representado por uma recta, num grafico de x em
funcao de t. A equacao de movimento € :

z(t) = vot + o, v, T, constantes.
A velocidade instanténea, v, (t), é

('UO X (t + At) + l‘o) — (’Uot + Io)

va(t) = Ahtglo At
ou seja,
’U()At .
t = = 1 = .
vr(t) = JIm, R = A, v = v

Como v é uma constante, o limite é v. Ou seja, num movi-
mento rectilineo uniforme a velocidade é a mesma em qual-
quer instante e igual ao declive da recta de x em funcao de
t.

2.4.2 Vector velocidade instantanea

Ao fim e ao cabo, podemos pensar na velocidade instantanea como
sendo uma velocidade média num intervalo de tempo muito, muito
curto. Podemos, entao, definir um vector velocidade instantanea
como sendo o vector cujas coordenadas sao as velocidades instan-
taneas de cada coordenada de posicao.

v () = Bim R
. Ay
u(t) = AI%IEOE
U(t) = (vg,vy) = vgl + 0]

Esta definicao decorre naturalmente da do vector velocidade mé-
dia. (ver eq. 2.3 da pégina 47).

Qual é a direccao da velocidade instantéanea?
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Figura 2.17: A velocidade instantanea tem a direccdo da tangente a
trajectoria.

Atentemos de novo no exemplo que temos vindo a considerar
(Fig. 2.17). A linha recta que une o ponto A a B seria a tra-
jectéria de um movimento uniforme, com uma velocidade igual a
velocidade média no intervalo entre t4 e tg. Se considerarmos um
intervalo menor, obtemos uma direcgao diferente. Se imaginarmos
o ponto C a aproximar-se de A (At =to—t4 — 0), vemos que um
movimento uniforme com velocidade igual a velocidade instanta-
nea, em t = t4, terda uma direccdo tangente a trajectoria em A.
Assim:

A wvelocidade instantanea U(t) € um vector tangente a
trajectoria na posicao do corpo no instante t.

Norma da velocidade instantanea

Na seccao 2.3.3 (pagina 47) chamamos a atencao para o facto de
a norma do vector velocidade média

nao ser aquilo que em linguagem comum chamamos velocidade
média

As

E.

A norma do vector deslocamento é a distancia entre os pontos
inicial e final, ndo a distancia percorrida As.

velocidade média =
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Acontece que, quando o intervalo de tempo At tende para zero,
estas duas grandezas tém o mesmo limite, que é a norma da velo-
cidade instantanea:

o lAar L As
5@l = tim "R = Amy a7

A grandeza a que nos referimos na linguagem corrente, velocidade,
aquilo que tem limites impostos pelo cédigo da estrada, é entao a
norma do vector velocidade instantanea.

Na lingua inglesa usa-se a palavra speed para distinguir este con-
ceito do de velocity, palavra reservada para a grandeza vectorial.
Em portugueés foi proposto usar a palavra celeridade para signi-
ficar o equivalente a speed.

No entanto, até hoje, ainda ninguém foi multado por excesso de
celeridade!

2.5 Aceleracao

O conceito de aceleragao desempenha um papel fundamental nas
leis do movimento. Mais uma vez esta palavra é usada em Fisica
com um significado muito preciso.

Na linguagem corrente quando dizemos:
Ela estd muito acelerada!

referimo-nos, talvez, a um estado de agitacdo fora do normal.
Nesta frase estd implicita a ideia que a pessoa em causa nao estd
sempre assim, a sua agitacao aumentou. Neste sentido ha alguma
relagao (ténue) com o significado de aceleragao em Fisica. Com
efeito, a aceleracao estd relacionada com a wvariacdo de velocidade.

Felizmente ja vimos atras como podemos caracterizar variacoes
de grandezas no tempo; s6 temos que aplicar esses conceitos a
grandeza velocidade.

2.5.1 Aceleracao média

Se a velocidade, ¥(t), variar, o movimento diz-se..., variado.
Repare-se que estamos a falar do vector velocidade, nao da sua
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norma (a celeridade); a variagdo pode ser de direcgao, de sentido,
ou de norma.

A maneira de caracterizar a variagao da velocidade, U(t), é idéntica
a que usdmos para caracterizar a variacdo de posicdo. Assim as
seguinte defini¢oes sdo simples de entender.

A aceleragao média de uma coordenada z(t) num inter-
valo de tempo [t,t+ At] é a variacdo da coordenada corres-
pondente da velocidade dividida pelo intervalo At:

. — Avy  vg(t 4 At) — vg(t)

At At

A variacao do vector velocidade entre dois instantes é, na-
turalmente, um vector:

AT = 0(te) — U(t1)-
A variacao por unidade de tempo do vector velocidade é o
vector aceleracao:
AU

C_im: :(

At

Av, Avy)_ Ava_i_AvyA
At At At T AT

Repare-se que nao se trata de um conceito novo. Tal como a
velocidade média, v,,, é a variacdo de uma coordenada, x(t), por
unidade de tempo,
Ax
Um - At )

a aceleragao, a,,, é a variacao de velocidade, v,(t), por unidade
de tempo:

Av,
At

Ay, =

De um modo simples:

a aceleracao média a,, estd para a velocidade v, (t),
assim como a velocidade média v,, estd para a posicao

x(t).
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Temos pois um diciondrio: se numa definicdo ou expressao envol-
vendo posicao e velocidade, substituirmos:

z(t) — wg(t)

Um — am

obtemos uma relagao ou expressao validas para velocidade e aceleracao.

Eis alguns exemplos: Figura 2.18: Movimento

com aceleracao constante.
e Uma aceleragao média positiva significa que a velocidade au-
menta entre os instantes inicial e final, Av, > 0. Uma ace-
lerac@o negativa significa que v, (t) diminui entre o inicio e o
fim do intervalo, Av, < 0.

e Se a velocidade for uma fungao linear do tempo (grafico de
v, em funcdo de t uma linha recta),

vy (t) =mt+b b, m constantes, (2.9)

a aceleracao média é independente do intervalo considerado
e é o declive da recta que representa v, (t) em fungao de t,

Ay = M.

A constante b é a velocidade no instante ¢ = 0, velocidade
inicial (comparar com equagao 2.6 da pagina 50): Ou seja,

V() = amt + vo.

Aceleracgoes negativas

Quando um atleta “acelera” para se destacar dos competidores, a
coordenada da velocidade no eixo do movimento aumenta: a sua
aceleragao é positiva.

Mas ninguém “acelera” até parar, a nao ser em Fisica. Nesse caso,
a coordenada de velocidade estd a diminuir. Na linguagem da
Fisica é um movimento com aceleracao. ..negativa.

Vejamos com mais cuidado os tipos de movimento que nos po-
dem surgir. Para simplificar tomemos um corpo em deslocamento
segundo o eixo Ozx.

e Deslocamento, Az, e velocidade, v, positivos: o corpo desloca-
se no sentido positivo do eixo:
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— aceleracao positiva: o valor de v, estd a crescer, movi-
mento cada vez mais rapido (acelerado).

— aceleracao negativa: o valor de v, estd a diminuir em
direcgao a zero: movimento cada vez mais lento (retar-

dado).

e Deslocamento, Az, e velocidade, v,,, negativos: o corpo desloca-

se no sentido negativo do eixo:

— aceleracao positiva: o valor de v, esta a crescer. Como
é negativo, estd a crescer em direccao a zero. O médulo
de v, estd a diminuir: movimento cada vez mais lento
(retardado).

— aceleracao negativa: o valor de v, esta a diminuir; como
é negativo o seu modulo cresce. Movimento cada vez
mais rapido (acelerado).

Se quisermos resumir, vemos que o que distingue um movimento
em que o médulo da velocidade cresce (acelerado) ou diminiu (re-
tardado) é que no primeiro caso, o sinal das coordenadas de velo-
cidade e aceleracao sdo os mesmos; no segundo caso, sa0 opostos.

2.5.2 Movimento Uniformemente Variado

O movimento de corpos sob ac¢ao do peso (em situacgoes em que
o atrito do ar nao é importante) tem aceleragao constante (movi-
mento uniformemente variado) (ver Actividades 2.2 e 2.4). Vimos
ja que a equagao da velocidade é

v () = agt + vo. (2.10)

Como ¢é dada a dependéncia da posi¢ao em funcao do tempo?

Esta questdo é respondida na Actividade 2.3 onde se conclui que

1
x(t) — z(0) = iath + vot

ou
1
x(t) = §at2 + vot + xo (xo = 2(0)) (2.11)
Sera possivel mostrar directamente que a equacao da velocidade,
Eq. 2.10, corresponde, de facto, ao movimento expresso na equa-
¢ao 2.117 Nisso consiste o desafio 2.2.
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0 \ \ \

0 0.5 1 1.5 2
x/m

Figura 2.19: O vector velocidade, tangente a trajectdria, roda quando
a trajectoria curva. O vector Av aponta sempre para o lado para onde
curva a trajectéria. O vector aceleragao média tem a direccao e sentido
de Av.

Exemplo: Se a equacao de movimento da velocidade for
vy (t) = =5t + 3
a equacao para a coordenada correspondente serd
5.
x(t) —x9 = —§t + 3t.
E evidente que o conhecimento da velocidade s6 nos permite
calcular o deslocamento, x(t) — xg. Nao permite determi-

nar xg, a posicao inicial. Um corpo pode ter a velocidade
especificada com qualquer posigao inicial.

2.5.3 Direccao e sentido do vector aceleragao

O vector aceleracao estd sempre dirigido para o inte-
rior da curva da trajectoria.

O exemplo do projéctil ilustra bem este resultado (fig. 2.19). O
vector variacao de velocidade, Av,
AV = Uy — 1)

somado ao primeiro valor de velocidade, v, da a velocidade no
final do intervalo
U1 + AU = Us.
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A trajectdria encurva, a tangente roda da direccao de v; para a de
;O vector Av e, consequentemente, o vector aceleracao, que é
Av multiplicado por um escalar positivo, 1/At, aponta no sentido
da rotacao da tangente.

Este exemplo mostra que a aceleracao nao é determinada apenas
pela variagdo da norma da velocidade. A mudanca de direcgao
numa trajectéria curva implica sempre uma aceleracao diferente
de zero.

2.6 Sumario

Neste capitulo introduzimos os conceitos fundamentais para a des-
cricao de qualquer movimento:

e deslocamento;
e velocidade;

e aceleragao.

As afirmactes seguintes resumem a nossa discussao, e o estudo
deste capitulo deve conduzir a uma compreensao detalhada do seu
significado. Nao adianta decora-las. Repetir com todas as virgulas
a definicdo de um conceito de Fisica nada tem a ver com a sua com-
preensao. Para compreender um conceito, como o de velocidade
ou aceleragao, temos que saber como se aplica, como se calcula,
o que quer dizer, etc., em cada situacdo concreta em que possa
ser evocado. Por isso, esta listagem destina-se apenas a recordar
os principais momentos do desenvolvimento das ferramentas que
introduzimos para descrever movimentos.

1. O movimento de translacdo de um corpo pode ser especifi-
cado por coordenadas, (z(t),y(t)) fungdes do tempo.

2. A variagbes de posicao entre dois instantes definem o vector
deslocamento nesse intervalo de tempo.

3. Deslocamentos em intervalos sucessivos somam-se para obter
o deslocamento total.

4. A razao de um deslocamento pelo intervalo de tempo respec-
tivo é a velocidade média nesse intervalo, isto é, o deslo-
camento por unidade de tempo.



2.6. SUMARIO 63

10.

Coordenadas de deslocamentos e velocidades podem ser po-
sitivas ou negativas conforme o movimento tem o sentido
positivo ou negativo do eixo correspondente.

Se considerarmos intervalos sucessivamente mais pequenos,
a velocidade média tende para um valor limite que é a ve-
locidade instantanea.

A aceleracgao caracteriza a variagao de velocidade com o
tempo, do mesmo modo que a velocidade caracteriza a va-
riagao de posicao. A aceleracao média é a variacao de
velocidade por unidade de tempo num dado intervalo.

Um movimento em que uma coordenada da velocidade, v, (t),
¢ constante

v (t) = vy, v, constante
diz-se movimento uniforme segundo esse eixo e tem a

seguinte lei de variacao da coordenada correspondente com
t

x(t) = vot + xo.

Um movimento de velocidade constante tem uma trajectoria
rectilinea e é uniforme segundo todos os eixos coordenados.

Um movimento em que uma coordenada da aceleragao a,(t)
é constante

a,(t) = ap, ag, constante

diz-se uniformemente variado e tem velocidade e posicao
segundo esse eixo dadas, respectivamente, por

vy (t) = agt + vo

1
z(t) = §a0t2 + vot + xo

(zo e vy sdo constantes que nao dependem do valor da ace-
leracao e correspondem as coordenadas de posicao e veloci-
dade, segundo esse eixo, no instante ¢t = 0).
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2.7 Questoes, actividades e problemas

2.7.1 Actividades

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Movimentos numa calha linear
Ver ficha da Actividade A18.

Movimento de queda livre
Ver ficha de Actividade A19.

Movimentos de velocidade variavel
Ver ficha de Actividade A20.

Movimento de projéctil registado em video
Ver ficha de Actividade A21.

2.7.2 Questoes

2.1.

2.2.

2.3.

24.

A érbita da Terra em torno do Sol é praticamente circular e
a Terra descreve arcos iguais em intervalos de tempo iguais.
Quais das seguintes afirmagoes sdo verdadeiras? (nesta ques-
tao tomamos um trimestre como sendo 1/4 e um semestre
1/2 de um ano).

(a) O deslocamento da Terra, no primeiro trimestre, é igual
ao do segundo.

(b) O deslocamento da Terra, no primeiro semestre do ano,
¢ igual ao do segundo semestre.

(¢) O deslocamento da Terra, no primeiro semestre tem a
mesma norma e direcgdo que no segundo.

(d) O deslocamento da Terra, num ano, vale 277, em r é o
raio da drbita.

(e) O deslocamento da Terra, num ano, é nulo.

Numa prova de atletismo, mede-se uma velocidade média ou
instantanea? Justificar.

Justificar a seguinte afirmacao:

Na prova dos 100 metros planos a coordenada do vector velo-
cidade média, na direccdo da pista, e a celeridade coincidem.
Na prova de 400 m (uma volta a pista) sao muito diferentes:
uma delas € zero.

Num movimento rectilineo:
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(a) A direccao do vector velocidade pode variar? E o sen-
tido? Justificar.

(b) A aceleragao pode ter uma direccao diferente da da tra-
jectéria? Justificar.

2.5. Um movimento com trajectéria curva pode ter uma acelera-
cao nula? Justificar.

2.6. Um estudante coloca a mao a frente de um sensor de mo-
vimento e realiza o seguinte movimento: aproxima a mao
lentamente do sensor e depois, afasta-a, mais rapidamente,
até a posicao inicial.

(a) Qual dos gréficos de z em fungao de t da figura 2.20,
aparece no programa de aquisicao? Justificar.

(b) Escrever uma descri¢ao verbal do tipo da indicada acima
para os outros trés graficos.

(c) Representar esquematicamente as velocidades e acelera-
coes destes quatro movimentos, tendo particular aten-
¢ao a determinacao dos intervalos em que estas funcoes
sao positivas, negativas, crescentes ou decrescentes.

X X

3
\

(a) t (b) t
X
M X
(© t @

Figura 2.20: Graficos de x em funcao de t.

2.7. Um corpo move-se ao longo do eixo Ox. Deslocou-se 10m a
uma velocidade média de 5ms~'e os seguintes 10m a uma
velocidade média de 2ms™!. Qual foi a sua sua velocidade
média, neste deslocamento de 20 m:

(a) Tms™!;

(b) 20/Tms™1;
(c) 3,5ms~L.
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] 8 2.8. A fig. 2.21 mostra quatro posigoes (A a D) na 6rbita circular
da Terra em torno do Sol. A norma da velocidade da Terra
\ pode ser considerada constante em toda a 6rbita. Para o sis-
tema de eixos indicado, responder, justificando as seguintes
perguntas.

(a) Quais as coordenadas de velocidade positivas, negativas

5 ou nulas nos quatro pontos da érbita, A a D?
Figura 2.21: Orbita da (b) Quais sao as coordenadas da aceleracao média que sao
Terra. positivas, negativas, ou nulas nos seguintes intervalos:
i. Entre A e B.

ii. Entre Ae C.
(c) Qual é a aceleragdo média no intervalo de um ano (pe-

riodo da érbita)?

2.9. Na Fig. 2.22 estao representados graficos referentes a quatro
movimentos em uma dimensao, dois representando a veloci-
dade, (a) e (d), os outros dois a posigao, (b) e (c) .

X

/)
¢

(a) (b)

Figura 2.22: Dois graficos de velocidade (a) e (d) e dois de posigao (b) e
(¢) para quatro movimentos.

(a) Identificar a qual dos seguintes movimentos corresponde
cada grafico:

i. Um automével a arrancar quando o seméaforo passa
a verde

ii. uma pedra a cair de uma certa altura, na vertical,
para um lago;

iii. um comboio que para ao chegar a uma estacao;

iv. um carro PASCar, equipado com magneto, que co-
lide com outro em movimento.
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(b) Representar, esquematicamente, os graficos de posicao
correspondentes a (a) e (d) e velocidade corresponden-
tes a (b) e (c).

2.7.3 Problemas

2.1. Um homem persegue um trilho numa floresta. Desloca-se
500m para Este, 500m para Norte e 500m para Sudeste.

(a) A que distancia estd do ponto de onde partiu?

(b) Que deslocamento tem que fazer para voltar ao ponto
de partida?

2.2. Considerar a Tabela 2.3, da péagina 52.

(a) Qual teria que ser o valor da coordenada x em t = 1s
para que a velocidade média no intervalo de tempo entre
t=0e1,0s fosse a mesma que entre t = 1,0 e 2,057

(b) Qual teria sido, nesse caso, a velocidade média entre
t=0,5set=18?

2.3. Foi considerada inconstitucional uma lei que permitia mul-
tar por excesso de velocidade os condutores cujo tempo de
viagem entre duas portagens fosse inferior a um certo limite.
O limite de velocidade é de 120 kmh~".

(a) Definir a grandeza velocidade a que se refere o cédigo
da estrada.

(b) Para uma tolerancia de 20kmh~! acima do limite, e
uma distancia entre portagens de 300 km, qual é o tempo
minimo que um condutor poderia demorar sem ser mul-
tado?

2.4. Dois automéveis fazem uma viagem de 200km seguindo o
mesmo percurso. O primero demora duas horas, fazendo
uma “média” de 120km h~' na primeira hora. O segundo
fez a mesma média de 120km h~'nos primeiros 100km da
viagem.

(a) Qual foi a velocidade (celeridade) média do primeiro
automovel na segunda hora?
(b) O segundo automével fez a média determinada na ali-

nea anterior nos segundos 100km da viagem. Qual dos
carros fez a viagem mais depressa? Por quanto tempo?
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2.5. Um esfera move-se num calha linear horizontal e nos instan-
test = 1s et = 2,58 ocupa as posicoes de coordenadas
x=0,78m e x = 0,22m, respectivamente. Supondo que o
seu movimento é uniforme,

(a) determinar a equagdo do movimento x(t);

(b) calcular a coordenada = da esfera em t = 2s.

2.6. Estou no inicio de um corredor. Comego a andar (t = 0),
desloco-me 8m em 5 s e paro nessa posicao.

(a) Qual é a minha velocidade média no intervalo entre
t=0et=>5s?

(b) Qual é a minha velocidade média entret =0 et = 10s?

(c) Explicar os resultados anteriores usando um grafico de
posicao em funcao do tempo. Tragar rectas cujos decli-
ves correspondam as respostas das alineas anteriores.

2.7. Um automével acelera de 0 a 100kmh~! em 6s em linha
recta.

(a) Qual é a sua aceleragao média neste intervalo de tempo?

(b) Se a sua aceleracao for constante, qual é o seu desloca-
mento entre t = 0 e t = 687 Qual é a sua velocidade
média neste intervalo?

(¢) Qual é sua velocidade ao fim de 3s (aceleragao cons-
tante)?

(d) Em que intervalo de tempo foi maior a sua variacao
de energia cinética, nos primeiros 3 segundos ou nos
ultimos trés (aceleragao constante)?

2.8. Calculo de velocidade instantanea com calculadora.
Suponhamos um movimento com a lei:

x(t) = 2t%

Queremos calcular a velocidade instantanea em ¢t = 1. Ou
seja:

o(1) = Tim x(l—i—At)—x(l)‘

At—0 At (2.12)

(a) Usando uma calculadora, calcular a razao que aparece
nesta equagao para valores cada vez mais pequenos de
At: 1;0,1;0,01,.... Estimar o valor do limite.
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(b) Este movimento tem a forma de um movimento unifor-
memente variado

x@)::%aﬁ-%vd—%wo
a que corresponde uma velocidade
v(t) = at + v
Verificar se o valor obtido na alinea anterior é confir-

mado por esta expressao.

(c) Representar graficamente x(t). Tragar a recta que passa
no ponto de abcissa t = 1 e ordenada x = 2 e tem o
declive calculado na alinea (a).

2.9. Dois veiculos iniciam um movimento rectilineo, partindo do
repouso, lado a lado, com uma aceleracdo de 4ms™2. O
primeiro, ao fim de um segundo, passa a ter aceleragao nula.
A aceleracao do segundo veiculo mantém-se constante.

(a) Qual é a velocidade dos veiculos ao fim de 1s?

(b) Escrever as equagoes que determinam as respectivas ve-
locidades em funcao do tempo. Representa-las grafica-
mente.

(c) Determinar a distancia entre a posigao do primeiro vei-
culo ao fim de dois segundos e a sua posicao inicial.

(d) Calcular a distancia entre os dois veiculos ao fim de dois
segundos de movimento.

2.10. No movimento de um corpo ao longo do eixo dos xz, a coor-
denada de posicao em funcao do tempo é dada pela equagao:

z(t) = 5(t — 1)?
(x em metros e t em segundos).

(a) Determinar:

1. a velocidade média entret =0 e t = 1.
ii. A velocidade média entre t =1 e t = 2.
iii. O deslocamento entre t =1 e ¢t = 3.

(b) Mostrar que este movimento tem aceleragdo constante
e determiné-la. Calcular a velocidade e posigoes iniciais

(t=0).
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Figura 2.23: Que
movimento é este?
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Representar graficamente z em funcgao de t entre t =
—2 e t = 2. Inspeccionando o grafico, determinar os
intervalos de tempo em que a velocidade instantanea é
negativa e aqueles em que é positiva.

. O movimento de um corpo é determinados pelas seguintes
equagbes para as suas coordenadas num sistema de eixos
ortogonal:

(a)

(b)
()

2% + 5t
—2t2 4+ 1.

x(t)
y(t)
Quais sao as equagoes que determinam as repectivas
coordenadas de velocidade v (t), vy(t)?
Qual ¢ a direccao da velocidade inicial /(0)?

Qual é a direccdo e norma da aceleracao deste movi-
mento?

. O gréfico da figura A.1 ao lado corresponde ao movimento
de um carro numa calha.

(a)
(b)

Em que instante inverte o carro o sentido de movi-
mento?

Em que instante volta o carro a estar na sua posicao que
ocupava no instante t = 07 Qual foi o seu deslocamento
nesse intervalo?

Qual é a aceleracao deste movimento?

A calha esté horizontal e o carro desloca-se ligado por
um fio, que passa numa roldana, a uma massa suspensa.
A massa subiu ou desceu, neste movimento?

2.13. O grafico da figura 2.24 representa a coordenada de posi¢ao
de um disco que se desloca em linha recta sobre um lago
gelado.

x/ms
50

40
30
20
10

Figura 2.24: Que
movimento é este?

(a)
(b)
()

(d)

Este movimento é uniforme? Justificar.
Representar o correspondente grafico de velocidade.

Qual foi a aceleracao média entre o instante inicial e o
instante final (t = 18s) ?

Se a velocidade do disco nao se alterasse quando t =
6 s, qual seria a sua posicao ao fim dos 18 s? Em que
instante passaria na origem?
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2.14. Um automével desloca-se numa recta & velocidade de 80 kmh 1.
O condutor avista um obstaculo e trava. O tempo de reaccao
do condutor é de 0,2s (tempo que decorre entre o instante
em que avista o obstaculo e inicia a travagem) e a aceleragao
do automével em travagem é de —4ms™2.

(a) Quanto tempo demora o automével a imobilizar-se, desde
que o condutor avista o obstaculo?

(b) Qual é a sua velocidade ao fim de um segundo de tra-
vagem?

(¢) Que distancia percorre o automével antes de se imobi-
lizar?

2.15. O gréfico da Fig 2.25 representa a variagao de velocidade de
um corpo que é largado de uma altura A . Ao fim de cinco
segundos de queda abre-se um pequeno para-quedas e a sua
velocidade diminui bruscamente. Atinge o solo ao fim de 21
segundos de queda.

v/msT
5 10 15 20 t/s

10 F
20
30 |
40 |
50

Figura 2.25: Velocidade em funcao do tempo para um corpo em queda
com abertura de para quedas.

(a) Qual foi a aceleracdo do corpo nos primeiros 5s de
queda?

(b) Determinar a equagao que descreve a variagao da velo-
cidade com o tempo nos primeiros 5s de queda.

(¢) Qual foi a aceleragao média nos 21s de queda?

(d) De que altura h caiu o corpo? A que altura estava
quando abriu o para quedas?

(e) Desenhar o grafico da posicao z do corpo (distancia na
vertical ao solo) em fungao do tempo.

2.16. A fig. A.2 mostra a trajectéria de uma bola de futebol apds a
marcacao de um livre. No plano da trajectéria a velocidade



Figura 2.26: Trajectéria
de uma bola de futebol

Figura 2.28: Qual é o
comprimento, d, da
corda?
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inicial da bola tem coordenadas (eixo Oz horizontal e Oy
vertical):
7 = (30,5)ms ™"

(a) Qual é a norma da velocidade inicial da bola em quilé-
metros por hora?

(b) Se a aceleracao média do movimento no primeiro se-
gundo de voo, fosse a aceleracao da gravidade,

a=(0,-10)ms ™2,
qual seria o vector velocidade final (t = 1s)? Qual seria

a respectiva norma?

(c) A resisténcia do ar ao movimento da bola deve contri-
buir para reduzir velocidade da bola. Qual serd o sinal
da coordenada z da aceleracao média? Justificar.

2.7.4 Desafios

2.1. Como usar a definicao da caixa 2.2, da pagina 40, para cal-
cular o perimetro de um circulo? Para evitar trabalhar com
um curva fechada consideremos meio circulo.

(a) Se aproximarmos o perimetro de meio circulo pelo com-
primento do segmento entre A e B obtemos
So = 2r.

Que valor obtemos se usarmos o ponto intermédio C e
substituirmos o perimetro pela soma dos comprimentos

ACe CB?

(b) Mostrar que perimetro de meio circulo pode ser dado
pelo limite da seguinte expressao quando n tende para

infinito: 180°
Sy, = 2rnsin ( 80 > .
2n

Sugestdo: ver a figura 2.28

¢) Usando a maquina de calcular, estimar esta expressao
Usand iquina de calcul i a
para n = 100, 1000, 10000 e 100000 (r = 1). Comparar

com o valor de 7.

2.2. A coordenada z(t) de um movimento uniformemente variado
¢ dada pela equacao (ver pagina 60):

1
x(t) = §at2 + vt + z0
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(a) Obter a seguinte expressao para a velocidade média
desta coordenada xz(t) no intervalo [t,t + At]:

vm:vo+at+%At

(b) Usando a definigao 2.8, obter a velocidade instantanea
v, (t) e comparar com a equagao 2.10.

(c) Mostrar que, para um movimento uniformemente vari-
ado, a velocidade média num dado intervalo de tempo
é igual a velocidade instantanea no ponto médio desse
intervalo.

2.3. Numa das actividades do 10° ano (Actividade A5) foi estu-
dada a queda livre de um corpo, tendo-se verificado que a
velocidade, ao fim de uma queda de uma distancia h, era

dada pela expressao
v? = 2gh.

(a) Mostrar que as equagoes de de z(t) e v(t) para movi-
mento uniformemente acelerado com velocidade inicial
nula, dao este resultado, desde que a aceleragao seja g
(na vertical, sentido descendente).

2.4. Considerar um corpo em movimento rectilineo com acelera-
cao constante @ = al.

(a) Usando as equagoes de movimento para v,(t) e z(t)
mostrar que a variagao de energia cinética do corpo é
dada por

AE. = E.(t) — E.(0) = ma x Az(t)

(b) Qual é o trabalho realizado sobre este corpo neste des-
locamento? Qual é o valor da forga correspondente?



74

CAPITULO 2. DESCRICAO DO MOVIMENTO



Capitulo 3

Uma conversa com o meu
t10

Tenho que vos falar do meu tio Alberto. E uma personagem...

L& em casa todos o acham meio estranho e nao admira: ele é
fisico; e da pior espécie. Diz-se fisico tedrico, o que significa que
nem precisa de fazer coisas nos laboratorios. Nao inventa nada
que sirva para alguma coisa. Como ele préprio diz, pode “fazer
Fisica” em qualquer lado.

E ficil ver quando ele esta a “fazer Fisica”. A gente fala-lhe e
s6 recebe a resposta cinco minutos depois. Ja ouvi dizer que se
pisarmos uma girafa, ela demora uns segundos a saber, porque
tem um pescoco muito comprido. Mas com o meu tio nao é bem
assim. Acho que é mais como quando os computadores ficam a
fazer barulhinhos esquisitos e a gente mexe o rato e s6 passado
meia-hora é que ele se mexe no ecran: o CPU esta muito ocupado.
Com o meu tio também deve ser isso: o CPU nao tem tempo para
atender os “periféricos”.

Um dia, por razoes que agora nao interessam, vi-me com ele numa
viagem de comboio de Porto-Lisboa. Para cimulo estava sem bate-
rias no “discman” e no telemével; e nenhum sitio para os carregar;
e ainda lhes chamam comboios de luxo?

Sem nada que fazer, resolvi perguntar-lhe umas coisas sobre a
Fisica que estava a dar na escola. Sabem como é, no Natal pode
pingar qualquer coisa do tio, se a gente for simpatica.

- Tio, hé 14 umas coisas que a Prof. de Fisica disse que me fazem
confusao.

(Um minuto de espera. Estava a fazer Fisica)

()
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- O que foi? diz, P.
- Interrompi-o?

- Nao tem importancia. O que eu estava a pensar nao ia dar em
nada. Conta I4.

- Bem, é assim: a Prof. diz que um corpo sem forgas continua a
mexer-se. Nao é preciso forgas para haver movimento. Ora, eu
acho que é.

- Ai sim? E porque dizes isso?

- E s6 bom senso, tio. As coisas ndo se péem a mexer sézinhas. E
sempre preciso empurra-las. E quando a gente deixa de as empur-
rar elas param.

- Ok, vamos fazer uma experiéncia?

- Aquil?

-Por que nao? Tenho aqui uma moeda.

E pousou-a na mesa.

- Como vés ela nao se mexe.

-Eo que eu disse. Se ninguém a empurrar. ..
- Entao da-lhe um piparote.

Assim fiz. A moeda deslocou-se cerca de 20 cm.

- Estd a ver, tio. A moeda péara logo, se eu nao continuar a
empurra-la.

- Espera ai P. Nao é verdade que a moeda continuou a mover-
se depois de o teu dedo ter perdido contacto? Ja nao estavas a
exercer um forca. O que fez com que a moeda se deslocasse mais
um pouco?

- Bem, acho que a forca que lhe dei ainda nao se tinha gasto. Nao
hé assim uma quantidade de movimento ou qualquer coisa assim?
Deve ser isso.

- Entao achas que ha qualquer coisa que o teu piparote passou
para a moeda, mas que se gasta, e quando acaba ela para?

- Acho que sim. Parece légico.

- Vamos fazer uma segunda experiéncia. Mas agora d4 mais jeito
fazé-la no chao, aqui na coxia central da carruagem. Tenho aqui
outra moeda igual & primeira. Pega nas duas e vais fazer o se-
guinte. Pousas uma no chao e das-lhe um piparote. E poes a
outra a rolar.
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Nesta altura estavamos os dois de cocoras na coxia central e havia
varias caras franzidas a olhar para nés. Mas fiz o que o meu tio
disse. A moeda que eu empurrei parou logo ali frente. O que é
que ele esperava? O outra rolou até ao fundo da carruagem e sé
parou porque chocou contra um sapato; que, por acaso, nao estava
vazio. Tinha um pé dentro e o resto que costuma vir agarrado a
pés: neste caso o revisor do comboio. Olhou para nés os dois
com olhar de poucos amigos, mas o meu tio nem deu por isso.
Sentou-se, calmamente, e continuou:

- Viste que uma das moedas sé parou no fim da carruagem. Achas
que a empurraste mais do que a outra? Deste-lhe mais dessa coisa
que chamaste quantidade de movimento?

- Bem, de facto acho que nao. Antes pelo contrario. Bastou um
toque para a por a rolar.

- Entao por que é que se deslocou muito mais do que a outra?

- Deve ser por causa do atrito, ndo é? A outra moeda escorregou
sobre o chao. O atrito com o chao é que a fez parar mais cedo.

- Espera ai. Nao estds a dizer que o chao estd a exercer um forca
sobre a moeda?

- Acho que sim.

- E quando essa forca é mais pequena, como quando a moeda rola,
ela demora mais a parar?

- Ah, ja estou a ver onde quer chegar. Vai-me dizer que se nao
existissem essas forgas como o atrito a moeda nao pararia.

- Exacto. Nao foi isso, no fundo, que a tua Prof. te disse? Se nao
houver forcas, o estado de movimento nao se altera. O que estd
parado fica parado. Mas o que estiver em movimento, continua
em movimento.

- Realmente, comeca a fazer algum sentido. O que o tio estd a
dizer é que quando as coisas estao em movimento e ninguém esta
a “empurra-las”, isso nao quer dizer que nao haja forcas como o
atrito que as fazem diminuir de velocidade e parar.

- Exacto. E até te posso dar um exemplo ainda mais convincente.
Estende a mao. Segura neste berlinde.

Tirou um berlinde do bolso e pousou-mo na palma da mao.
- Se o largares, o que acontece?

- Ora essa, cal.
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- Porqué?

- Por causa do peso. Atraccao da Terra, gravidade, bla-bla-bl4,
essa cena ja a dei no 9° ano.

- Entao cai porque a Terra atrai o berlinde com uma forga, o peso
do berlinde, com a direccao do centro de Terra.

-Certo.
- Mas agora nao estd a cair. Qual é a forga total sobre o berlinde?

- Bem, calculo que a minha mao é que exerce uma forca que somada
com o peso da zero.

- Entao concordas que a forga total sobre o berlinde é zero.
- Claro. Ele estd aqui paradinho, nao esta?

- Olha para ali, no fundo da carruagem, para aquele letreiro lumi-
noso. O que diz?

-Levantei os olhos e reparei que de facto havia um letreiro por
cima da passagem para a outra carruagem.

- De momento diz 145kmh~!. E a velocidade do comboio.
-E...?

De repente atingiu-me! O meu berlinde, para o pessoal que estava
em terra, estava a deslocar-se a 145 kmh~'. E eu acabava de dizer
que a forca total sobre ele era nulal

- Hummm, acho que me comeram a cabeca'. Serd que ao segurar
no berlinde e ao estar a andar a 145kmh™~! ndo estou a exercer
uma forca sobre ele?

- Pensa um pouco. Sentes alguma coisa diferente do que se estives-
ses a segurar o berlinde no teu quarto, em casa? Se o comboio, em
vez de 145kmh™!, estivesse a andar a duzentos sentirias alguma
coisa diferente na tua mao?

- Realmente, tem razao. Sinto exactamente o mesmo se estivesse
parado em casa.

- E verdade. Enquanto o comboio nao mudar de velocidade tudo se
passa aqui dentro como se estivesses em tua casa. Se deixares cair o
berlinde ele cai aos teus pés, ndo a frente nem atras; ndo precisas
de especial cuidado para deitares agua num copo; se atirares o
berlinde para ar, na vertical, ele cai na tua mao. Repara que para
uma pessoa fora do comboio a tua mao muda de sitio enquanto

'«Acho que fui enganado”. (nota do tradutor)
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o berlinde estd no ar. Mas tu nao precisas de te preocupar com
isso, pois nao? Claro se o comboio entrar numa curva, travar ou
acelerar, ou balancar de um lado para o outro, tudo muda. Mas
enquanto andar com velocidade constante, se nao olhares 14 para
fora, nem notas que estds a andar.

Por isso, aqui dentro do comboio, um corpo sem forcas aplicadas
pode estar parado, exactamente como se estivesses na tua sala de
estar. Mas, para quem esta 14 fora, estd em movimento. Como
vés, parece que a tua Prof. e o Newton, afinal, tém razao. As
forgas s@o necessarias para alterar o estado de movimento. Mas
o movimento com velocidade constante nao precisa de forcas.

- Estou a ver. Entao quando eu disse que se ninguém empurrar um
corpo ele para, estava a imaginar que, se ninguém o empurrava,
nao havia forgas sobre ele. Mas estava errado. H4 forcas, como o
atrito da mesa, s6 que nao tao evidentes como os empurroes que
nés damos. E é por causa dessa forgas que os corpos param. De
outro modo continuariam em movimento.

- Ora nem mais! Compreendes agora?
- Vou pensar nisso.

E de facto pensei; mas nao muito. Estas coisas profundas fazem-
me dor de cabega. . .
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Capitulo 4

Leis de Newton

4.1 Um livro muito importante

Em 1687, Isaac Newton, professor de matematica da Universi-

i
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dade de Cambridge, na catedra que hoje é ocupada por Stephen [\ PHILOSOPHLE
Hawking, publicou o que muitos consideram o mais importante Ledimnnsin el o

[PRINCIEIA
[ MATHEMATICA

livro cientifico da histéria da Humanidade: Philosophiae Naturalis

Principia Mathematica, ou, como é universalmente conhecido, os ———T
. .. g el G ek T Ery

Principia. g | T

T aLIMATOR
Neste livro, escrito em latim (a primeira tradugao para inglés data :
de 1729), Newton apresentou os resultados da sua investigacao v s ,

sobre movimento, na forma de trés leis de aplicacdo universal a ' =
qualquer tipo de movimento, quer na Terra quer no Céu.

Quais sao, entdo, as trés leis de Newton? Sé é precisa meia pagina Figura 4.1: Pégina de
para as escrever. titulo do exemplar 80 dos
Principia de Newton.[9]

Primeira Lei

Na auséncia de forgas exteriores, um corpo em repouso
mantém-se em repouso, € um corpo em movimento
mantém o seu estado de movimento, com velocidade
constante em direccao, sentido e médulo.

Segunda Lei

Um corpo actuado por uma forga externa, F', tem uma
aceleracdo, @, na mesma direccao e sentido da forca, de

81



> Lei da inércia

mim

F = G%
T

> Lei da Gravitagao Uni-

versal.

82 CAPITULO 4. LEIS DE NEWTON

modulo proporcional ao médulo da forga. A constante
de proporcionalidade é a massa do corpo (uma gran-
deza sempre positiva). Isto é,

—

F =ma (4.1)

Terceira Lei

Para toda a acgao (forca) de um corpo A sobre um
corpo B, existe uma reaccao (forga) de B sobre A
oposta (mesmo mdédulo, mesma direcgao e sentido con-
tréario).

Galileu ja tinha formulado a primeira lei chamando-lhe lei da
inércia:

Um corpo nao altera o seu estado de movimento a nao
ser que seja actuado por causas exteriores.

Galileu chamou inércia a esta resisténcia de um corpo a alteragao
do seu estado de movimento. De acordo com a segunda lei, quanto
maior é a massa, m, mais dificil é alterar o estado de movimento:
maior tem que ser a forca para a mesma aceleracdo. A massa
newtoniana quantifica o conceito de inércia de Galileu.

Por que é que estas leis sdo tao importantes?

Porque, complementadas pelo conhecimento das forgas que os cor-
pos exercem uns sobre os outros, permitem o cdlculo de qualquer
tipo de movimento.

Os Principia incluem também a formulacao da lei que rege uma
das forgas fundamentais da Natureza, a Gravitacao Universal.
Newton mostrou como as érbitas dos planetas ou dos cometas se
podiam deduzir matematicamente das suas trés leis de movimento
e da lei da Gravitacao; explicou as variagbes da orbita da Lua
devido & atracgado do Sol; a precessao (variagao de orientagao) do
eixo de rotacao da Terra; a periodicidade e variagoes das marés.

Um dos sucessos mais espectulares da teoria newtoniana foi a des-
coberta do planeta Neptuno em 1846. A 6rbita de Urano mostrava
desvios relativamente aos calculos da teoria newtoniana. John
Adams e Urbain Le Verrier, de modo independente e quase simul-
taneo, propuseram que esses desvios se deviam a existéncia de um
planeta até entao desconhecido, cuja atraccao gravitica causava os
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Figura 4.2: Urbain Le Verrier (1881-1877) e John C. Adams (1819-1892)
previram teoricamente a existéncia do planeta Neptuno, a partir dos des-
vios da érbita de Urano relativamente as previsoes da teoria newtoniana.
O astrénomo George Airy, do Observatério de Greenwhich, ignorou as
previsdes de Adams. Le Galle, em Berlim, seguiu as indicagbes de Le
Verrier e foi o primeiro a observar Neptuno ao telescépio. [10].

desvios da orbita de Urano. Usando a teoria newtoniana, determi-
naram a Orbita desse planeta. Le Verrier passou os seus calculos ao
director do Observatorio de Berlim que, em menos de uma hora,
observou pela primeira vez o planeta Neptuno ao telescopio.

4.1.1 Como se demonstram as leis de Newton?

No passado, em tempos em que a ciéncia gozava de maior prestigio
entre os jovens, um “facto cientificamente provado” era considerado
irrefutavel. Invocar esta qualidade para um facto em disputa era
um modo garantido de “matar” uma discussao.

Na verdade, nao existe nenhuma demonstracao ou prova, no sen-
tido matematico, das leis de Newton ou de qualquer outra lei fisica.
Newton nao deduziu as suas leis de qualquer observacao.

O trabalho cientifico tem alguma semelhanca com o trabalho de
um detective. Newton encontrou pistas nas observagoes astrono-
micas, nos trabalhos de Galileu e nas suas préprias obervagoes
sobre o movimento. Com estas pistas intuiu a forma da leis de
movimento e explorou as suas consequéncias. Por cada previsao
confirmada, a sua confianca nas leis que formulou cresceu. Este
processo continuou por varias geracoes. As leis de Newton sao hoje
usadas para planificar as viagens das sondas espaciais, para fazer
previsoes metereoldgicas, para descrever os movimentos de fluidos,
para compreender o comportamento mecanico dos materiais, para
prever os movimentos das pontes e outras estruturas, para explicar
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m Isaac Newton m

Isaac Newton (1643-1727)

Nascido em 1643, em Woolsthorpe, Inglaterra, Isaac Newton é um
dos dois mais sérios candidatos ao titulo de fisico mais influente
da histéria da humanidade. O segundo é Albert Einstein.

Na sua obra mais importante, os Principia, Newton nao se li-
mitou a apresentar um conjunto completo de leis aplicaveis a
qualquer tipo de movimento, terrestre ou celeste. Também deu
consisténcia e conteido a uma visao de um Universo regido por
leis matematicas, evoluindo de uma maneira determinada, a se-
melhanga de um mecanismo perfeito.

Embora as ideias de Newton tenham sido modificadas pela Teo-
rias da Relatividade e Gravitacao de Einstein e, de um modo mais
radical, pela Mecanica Quantica, a gama de fenémenos que po-
dem ser abordados nos termos da teoria newtoniana é tao vasta,
que ela faz parte permanente do corpo de conhecimentos cientifi-
cos. Ainda hoje, qualquer estudo sério de Fisica comega, invari-
avelmente, pela mecanica de Newton.

Além dos trabalhos publicados nos Principia, Newton deu con-
tribuices fundamentais em 6ptica e matematica, sendo conside-
rado, com Leibniz, inventor do cédlculo infinitesimal. Descobriu a
composicao espectral da luz branca e inventou o telescépio reflec-
tor.

A sua vida foi marcada por disputas acrimoniosas sobre priori-
dade nas suas descobertas, com Hooke, Huygens e Leibniz, nas
quais alguns procedimentos de Newton foram altamente critica-
veis?. Faleceu em 1727 e o seu epitafio dizia:

Aquele, que por vigor de mente quase divina, primeiro
demonstrou os movimentos e figuras dos planetas, os caminhos
dos cometas e as marés dos oceanos.

“Na disputa com Leibniz, sobre a invengao do Céalculo Infinite-
simal, Newton, como Presidente da Royal Society, nomeou uma
comissao independente. O préprio Newton (anonimamente) redi-
giu o respectivo relatorio e um artigo de apreciagao critica sobre
o relatorio!

Caixa 4.1: Isaac Newton
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a forma e movimentos das galdxias, incluindo colistes entre elas,
para calcular o movimento das cargas do vento solar no campo
magnético da Terra, etc., etc., etc.. A lista é intermindvel: no
trabalho em ciéncia e tecnologia as leis de Newton estao sempre
por perto.

Como podemos nds compreender as leis de Newton? Do mesmo
modo que o préprio Newton e as varias geracgoes de fisicos que se
lhe seguiram: aplicando-as na andlise de situacoes concretas. Esta
¢ a Unica maneira possivel de compreender a mecanica newtoni-
ana. Aprender Fisica é como aprender a andar de bicicleta. So6 se
aprende fazendo. Do mesmo modo que ninguém aprende a andar
de bicicleta assistindo a aulas sobre a posicao correcta a adoptar
e a maneira de dar aos pedais, ninguém aprende mecanica new-
toniana decorando com muito cuidado as suas leis fundamentais.
Compreender as leis é saber aplica-las em situagoes concretas.

Assim, voltaremos a considerar alguns dos movimentos estudados
no capitulo 2 e duas novas actividades experimentais. No préximo
capitulo falaremos da lei da Gravitagdao Universal e do movimento
dos planetas.

As leis de Newton sdo também importantes para compreender situ-
acoes da vida corrente, nao apenas as situacoes controladas de um
laboratério. O didlogo do capitulo precedente mostra isso mesmo.
Frequentemente, as nossas intuicées imediatas sobre forgas e movi-
mentos nao estao de acordo com as leis da mecanica newtoniana.
Nao vemos corpos manterem-se em movimento indefinidamente
(primeira lei); quem ja enfrentou um matuldo com o dobro do
tamanho tem dificuldade em acreditar que a forca que pode exer-
cer sobre nés nao é maior que a que podemos exercer sobre ele
(terceira lei).

A verdade é que a experiéncia imediata dos nossos sentidos é muito
limitada. Vivemos amarrados pelo peso a superficie da Terra, nao
sobrevivemos fora de um meio gasoso e os nossos sentidos estao
limitados a janelas temporais e espaciais muito estreitas: se olhar-
mos para um reldgio, nao detectamos o movimento do ponteiro da
horas (ou mesmo dos minutos) e qualquer objecto de dimensdes
inferiores a cerca de 0,1 mm é invisivel & vista desarmada. Contudo,
mesmo neste contexto limitado, uma observacao cuidadosa e uma
reflexdo critica sobre o conjunto da nossa experiéncia quotidiana,
s6 encontra uma explicacao consistente e coerente no ambito da
mecanica newtoniana. Neste capitulo, iremos também reflectir um
pouco sobre situacoes correntes em que a descricao da mecanica
newtoniana tem aspectos surpreendentes.

> Actividades 4.1 e 4.2.
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4.2 Leis de Newton em accao

4.2.1 O conceito de forga

As trés leis de movimento de Newton mencionam o conceito de
forga. A Lei da Gravitacdo Universal é uma lei de forga.

H4 dois aspectos fundamentais no conceito de forga da teoria new-
toniana:

a) O movimento dos corpos é influenciado pela presenga de outros
corpos, e esta influéncia manifesta-se na forma de forgas: isto
é, uma forca é sempre exercida sobre um corpo e é sempre
devida a existéncia de outro corpo.

Se, acidentalmente, corrermos contra um poste, fazemos uma ve-
rificacdo dolorosa desta afirmacao: o poste exerce a forca, esta é
exercida sobre o nosso corpo e o nosso movimento é claramente
afectado.

Na linguagem da Fisica estas influéncias mutuas chamam-se inte-
racgoes:

i) a atraccao entre cargas de sinais opostos, ou a repulsdo entre
cargas do mesmo sinal, é uma interaccao eléctrica.

ii) a atracgao gravitica entre o Sol e a Terra é uma interacgao
gravitica.

Na teoria newtoniana as interacgoes sao definidas pelas forcas a
que dao origem.

b) Forgas sao vectores, isto é, tém direcgao sentido e médulo e
somam-se como vectores.

Quando atiramos uma pedra, podemos fazé-lo em qualquer direc-
¢ao ou sentido; podemos também variar a intensidade com que o
fazemos, projectando a pedra a maior ou menor distancia. Por ou-
tras palavras, podemos variar a direc¢ao, o sentido e a intensidade
da forga que aplicamos a pedra. Mas ao dizer que as forgas sao
vectores estamos também a afirmar que se somam como vectores.
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O seguinte exemplo é util para esclarecer este ponto. Suponha-
mos que pegamos numa mola com as maos e a distendemos. Nas
extremidades da mola estdo aplicadas duas forgas com a mesma
direccao e sentidos opostos. Para que a mola nao se desloque, nem
para a esquerda nem para a direita, as duas forcas tém que ter a
mesma intensidade. Se as representarmos por vectores, estes terao
uma soma vectorial nula: o efeito das duas forgas no movimento
global (de translagao) da mola é o mesmo que o da sua soma vec-
torial: nenhum. A soma vectorial das vérias forcas que actuam
num corpo, designa-se por resultante’.

Em resumo:

e as forgas tém origem nas interacgoes entre corpos;
e as forgas sao vectores;
e a soma vectorial das forgas que actuam num corpo chama-

se resultante. A forca a que se refere a segunda lei é a
resultante das forgas que actuam no corpo.

4.2.2 Movimentos estudados no Capitulo 2

Nas actividades do Capitulo 2 analisimos em pormenor movimen-
tos simples em diferentes circunstancias:

e um carro em movimento numa calha horizontal ou inclinada

(actividade A18);
e uma esfera largada de uma certa altura (actividade A19);

e uma esfera langada obliquamente (actividade A21).

Medimos velocidades e aceleragoes. Poderemos compreender as
nossas observagoes em termos das leis de Newton?

!Nem todos os efeitos de um conjunto de forcas sdo equivalentes ao da
forga resultante. Neste exemplo, a resultante é nula mas a mola deforma-se
por accao das forcas aplicadas. Se nao houver forgas aplicadas & mola, ela
mantém o seu comprimento de equilibrio.

Figura 4.3: As forcas
somam-se como vectores.
Forgas de igual
intensidade e direcgao e
sentidos opostos tém
resultante nula.

> Actividade 4.3
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(b)

Figura 4.4: Forgas sobre um carro em cima de uma superficie sélida.
Note-se que sé representamos as forcas exercidas sobre o carro, nao as
exercidas sobre a superficie. O facto de o carro nao penetrar nem des-
colar da superficie significa que a resultante, Ii é nula (a) ou paralela &
superficie (b).

Forgas num carro em movimento numa calha.

Quais sao as forcas exercidas sobre um carro pousado numa calha?
Ja agora, quais sdo as forcas exercidas sobre um objecto pousado
numa superficie sélida e plana?

Quer a superficie esteja horizontal quer esteja inclinada, ha uma
coisa que sabemos: o corpo nao descola espontaneamente da su-
perficie nem se afunda nela: quando muito, desloca-se numa di-
recgao paralela a superficie. Isto significa que a resultante das
forgas exercidas sobre o corpo tem componente nula na direccao
perpendicular a superficie.

Por outras palavras: se houver uma forca externa sobre o objecto,
com uma componente dirigida para dentro da superficie, como por
exemplo o peso, haverd uma forca da superficie sobre o objecto que
cancela essa componente.

Questao: No didlogo do capitulo anterior este argumento
¢é usado pelo tio de P. Em que local e a que propésito?

Qual é a origem desta for¢a?
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m Forcas de reaccao m

Quando pousamos um objecto sobre uma mesa temos uma acgao,
o peso do corpo P e a reacgao normal da mesa, N. Pela terceira
lei de Newton estas duas forcas sao opostas. Certo?

Errado! Este é um erro bastante comum de aplicacao da terceira
lei.

Primeiro: repare-se que as forcas de acc¢ao e reacgao referidas na
terceira lei sao forgas exercidas em corpos diferentes: o peso, ﬁ,
e a reacgao normal da mesa, N, sdo exercidas no mesmo corpo.
Segundo: A reacgdo normal da mesa nem sempre é igual em
modulo ao peso. O exemplo da figura (ver problema 4.1) permite
perceber isso mesmo. A superficie suporta cada um dos carros
com forcas diferentes®. O que é igual em médulo & reacgao normal
da mesa sobre cada carro, N , é a forca exercida por cada carro
sobre a mesa. Sé no caso do meio essa forga é igual ao peso. A
mesa reage a forga que sobre ela é exercida por cada carro, com
uma forga N , exercida sobre o carro, igual, em médulo.
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Claro que a forga exercida pelo corpo sobre a mesa tem origem na
forca externa exercida sobre o corpo. A Terra puxa o corpo: este,
por sua vez, empurra a mesa (ac¢ao); a mesa suporta o corpo com
uma forga oposta a esta (reacgdo).

Mencionamos trés forcas. Peso, accao do corpo sobre a mesa e
reaccao desta sobre o corpo. Onde estd o par acgao—reacgao do
peso do corpo? Sobre que corpo é exercida?

“Nao estamos a considerar as forgas entre as bases do suporte e a
mesa.

Caixa 4.2: Forcas exercidas por superficies.
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Figura 4.5: As molas
deformadas exercem
sobre o homem uma forca
que cancela o efeito do
seu peso.
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m Deformacoes de estruturas m

A maior parte das pessoas fica surpreendida por saber que uma
estrutura tem que se deformar para sustentar qualquer carga.
Quando entramos numa ponte esta exerce sobre nés uma forga
vertical que cancela o nosso peso. Essa forca nao existia antes
de entrarmos na ponte. Mas nao surge por magia. Surge porque
a carga deforma a estrutura e esta responde com forgas propor-
cionais a deformacgao, a semelhanca de uma mola. Os engenheiros
civis tém que manter vigilancia sobre estas deformagoes para as-
segurar a seguranca das estruturas.

Recentemente o grupo de investigacao da Unidade de Opto-
electronica do INESC-Porto e do Departamento de Fisica da Fa-
culdade de Ciéncias, Universidade do Porto, desenvolveu dispo-
sitivos baseados em fibra Optica capazes de medir a deformacao
causada pela passagem de uma sé pessoa numa ponte como a
D. Luis, no Douro.

Caixa 4.3: As cargas deformam as estruturas.

Pensemos no que acontece quando subimos para uma balanca. A
superficie da balanca é suportada por molas deformaveis. Con-
nosco em cima da balanca, as molas sao comprimidas até que as
forcas exercidas sobre os nossos pés igualem, em mddulo, o nosso
peso. A leitura da escala da balanca é proporcional a deformacao.
Do mesmo modo, pousar um corpo sobre uma superficie sélida, ou
pressiond-la de qualquer modo, origina uma deformacao e dessa
deformacao resulta a forga que sustenta o corpo: quanto maior a
carga, maior a deformacao e maior a forga exercida pela superficie.
Em muitas situacoes correntes essa deformacao é tao pequena que
pode ser ignorada; mas, se a carga for excessiva, a superficie pode
ceder e deixar de suportar o objecto.

Se a superficie nao for horizontal, o peso tem uma componente
normal e uma componente paralela a superficie (Fig. 4.4). S6
a primeira é anulada pela reacgao da superficie: a resultante do
peso e da reaccao normal da mesa terd uma direccao paralela a
superficie.

Exercicio: Um condutor imprevidente, esqueceu-se de tra-
var o carro numa rampa com inclinacao de 3°. Que forca
necessita exercer para impedir o carro de deslizar 7 A massa
do carro é 1200 kg (ignorar forgas de atrito).

Solugao: O peso do carro tem uma componente perpen-
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Figura 4.6: Que forga é necessaria para que o carro nao deslize?

dicular & superficie que é anulada pela reaccao normal da
mesma. Mas a componente do peso paralela ao solo, OA ,
tem que ser anulada pela forca exercida pelo condutor. Como
o tridngulo OAA’ é rectangulo, a razio ||OA” || dividida por
| P]], ¢ o cosseno do angulo § = 90 — 3 = 87°. Assim,

JOA'|| = ||P|| cos(87°) = 1200 x 9,8 x 0,052 = 615N.

Esta forga é o peso de um corpo de massa m = 63 kg.

Se sao estas as forgas, que movimentos podemos entao observar?

Calha horizontal

No caso do carro numa calha horizontal (Actividade A18) hé duas
forcas actuando sobre o carro: o seu peso e a reaccao normal da
calha. Estas forcas cancelam-se e, se o carro estiver em repouso,
mantém-se em repouso: primeira lei de Newton.

Para movimentar o carro damos-lhe um pequeno em-
purrao.

E preciso uma causa externa para alterar o estado de movimento:
primeira lei. Mas esta forca cessa de ser aplicada quando a nossa
mao perde o contacto com o carro: as forgas resultam das interac-
¢oes entre 0s corpos.

O carro mantém-se em movimento apds terminar a in-
teraccao (0 nosso empurrao).
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De novo, a primeira lei a funcionar: o facto de a forca externa ces-
sar nao implica que o carro pare. Implica apenas que a velocidade
deixe de variar.

Contudo, se olharmos com atencao para os resultados de medicao
de posigao, nesta situagao (Fig. 4.7), vemos que a velocidade est4 a
diminuir, embora lentamente: O gréfico de z(¢) tem uma pequena
curvatura negativa: o movimento nao é exactamente uniforme.

Grifico tempo—posigdo

1.5 T T T T T T

Figura 4.7: Gréafico de z(t) para um carro sobre uma calha horizontal.
Para um movimento uniforme, o grafico seria uma linha recta. Estes
resultados mostram uma ligeira curvatura negativa, ou seja, uma dimi-
nuicao da velocidade devida ao atrito. Os dados sao os pontos: a linha
é apenas uma ajuda de visualizagao.

Isso significa que a reaccao normal da calha nao é a unica forga,
além do peso, a actuar no carro. Deve existir uma forca paralela ao
plano da calha. Discutiremos este ponto um pouco mais a frente.

Calha inclinada

Neste caso, se largarmos o carro, ele desliza pela calha
abaixo.

Bom, isso sé pode significar que o peso do carro e a forga exercida
pela calha nao dao resultante nula: dao uma resultante com direc-
¢ao da calha e sentido descendente. Doutro modo, pela primeira
lei, o estado de repouso ou movimento nao se alteraria.

Para uma calha inclinada, o peso tem uma componente paralela
a superficie da calha, que nao é cancelada pela reaccao normal da
calha (ver figura 4.4 da pagina 88). Se ha um forga exercida sobre
o carro o movimento deve ser variado. De facto,
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este movimento tem uma aceleracao constante.

A figura 4.8 mostra, para este movimento, um grafico de velocidade
em funcao do tempo: a variagao linear da velocidade em funcgao
do tempo corresponde a uma aceleracao constante.

Carro em calha inclinada

[ & v()=-0,061+0,13

-0.2
3

t/s

Figura 4.8: Gréfico de tempo-velocidade para movimento numa calha
linear inclinada (Actividade A18). Os pontos sao os dados experimentais,
a linha é um ajuste linear.

Exercicio: A aceleragao registada no grafico da figura 4.8
é

a=—0,06ms™2.
Qual foi a inclinagdo da calha (ignorando forgas de atrito)?

Solugao: Sendo 6 o angulo entre a calha e a horizontal, a
direccdo do peso (vertical) faz também um angulo 6 com

a direccao perpendicular a calha, BC. O triangulo ABC' é P/
rectangulo e || Pj|| é o cateto oposto a ; || P|| é a hipotenusa. I
Logo,

12l

—_— = sen@,

1P|
ou seja:

||| = mgsend.

Pela segunda lei de Newton, a aceleragao do carro deve ser /

o= mgsent — gsend Figura 4.9: A coordenada
m do peso paralela a calha é
Usando g = 9,8ms ™2, mgsend.
0,06
senf) = —

= 0,006.
8 )

)
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Computador

o—d - Roldana

|
Carrinho Calha Batente

Sensor de
Posicdo

Massa

h

Batente m e ——

Figura 4.10: O carro é puxado enquanto a massa cai; deixa de ser puxado
quando ela atinge o batente. Que tipo de movimento tem o carro?

O angulo correspondente € inferior a um grau:
6 = 0,35°.

Na realidade, a inclinacdo foi superior a este valor. A ace-
leracao correspondente deveria ser superior. O que podera
explicar um valor tao baixo da aceleracao? (ver a frente).

Carro puxado por massa em queda

Na actividade 4.1 propoe-se uma experiéncia baseada na monta-
gem da figura 4.10.

A calha estd colocada na horizontal. Enquanto a massa suspensa
cal, o carro é puxado pelo fio que a suspende. Quando a massa
suspensa atinge o batente, o carro deixa de ser puxado.

Que tipo de movimento vai ter o carro? Como vai ser o grafico
de velocidade em funcao do tempo? O que acontece quando se
varia a distancia de queda até ao batente? Antes de realizar esta
actividade é muito importante reflectir sobre o que dizem as leis
de Newton sobre o movimento do carro e tentar antecipar os re-
sultados.

4.2.3 Forcas de atrito

H&a alguns detalhes das experiéncias do carro sobre a calha que
ainda ficaram por explicar:

e O movimento na calha horizontal é quase uniforme. Isto
é visivel nas actividades A18 e na actividade 4.1, referida
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Material 1 Material 2 ‘ Estéatico Dinamico
Cobre Cobre 1,21 —
Vidro Vidro 09~1,0 0,4
Grafite Grafite 0,1 —
Teflon Teflon 0,04 —

Borracha | Asfalto(seco) 0,5~0,8 —
Borracha | Asfalto(molh.) | 0,25 ~ 0,075 —
Aluminio Aluminio 1,05 ~ 1,35 1.4

Tabela 4.1: Coeficientes de atrito entre algumas substancias (superfi-
cies secas). Estes valores sdo extremamente sensiveis as condigoes das
superficies.

na secgao anterior. Se apenas existissem o peso e a reacgao
normal da calha, o movimento deveria ser uniforme (sem
“quase”).

e A inclinagdo que calculamos no exercicio da pagina 93 é in-
ferior & inclinagao real da calha (cerca de 1°). A aceleracao
é menor do que esperavamos.

Esta situacao é muito vulgar em Fisica. Dispomos de uma re-
presentacao aproximada da situacao, mas hé pormenores que nao
sao bem representados. Compensa sempre prestar atengao a estes
pormenores.

Estas discrepancias resultam, provavelmente, da existéncia de for-
cas de atrito.

O fenémeno do atrito é extremamente complexo e a explicacao em
termos microscépicos, a partir das forgas entre atomos, ainda hoje
é assunto de investigacao. A lei empirica de Amonton-Coulomb
descreve razoavelmente o fenémeno, na situagdo de duas superfi-
cies sélidas em contacto (ver caixa 4.4 da pagina 96). Infelizmente,
a discussao do atrito em situacoes em que ha rolamento, como no
caso dos carros sobre a calha, é muito mais complexa e nao pode-
mos fazé-la aqui. Deixamos apenas algumas indicagoes.

No caso de um carro a rolar livremente sobre uma calha horizontal
as forcas de atrito das rodas com a calha vao ter o sentido oposto
a velocidade do carro. O carro acaba por parar. Dai a ligeira
aceleragao negativa evidente na figura 4.7 da pagina 92.

> Lei empirica: uma
lei descoberta a partir
de observagoes experimen-
tais, mas cuja explicagao
em termos de leis fun-
damentais da Fisica pode
nao ser conhecida.
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m Lei de Amonton-Coulomb =

Apesar da complexidade do fenémeno de atrito, a lei de Amonton-
Coulomb descreve satisfatériamente a forca de atrito entre super-
ficies solidas.

—

v =0

F F o
®)

(@)

Se a intensidade da forga exterior, ||F||, for inferior a uN, a for¢a de atrito
anula a forga exterior e o corpo nao se desloca. Se ||F| > upN, o corpo
move-se e a forca de atrito tem médulo pugN.

Consideremos um corpo com uma base plana em contacto com
uma superficie também plana. Se tentarmos deslocar o corpo,
exercendo uma forca paralela & superficie, a superficie exerce so-
bre o corpo uma forca oposta a exercida externamente, de modo
a que a resultante seja nula. Mas isto sé é possivel para forgas de
intensidade abaixo de um certo limite. Esse limite é dado pela
expressao:
F,=uN

em que NV é o médulo da forga normal exercida pelo corpo sobre a
superficie e p o coeficente de atrito estatico. E importante notar
que uN nao é o valor da forca de atrito; é o valor maximo que
a forga de atrito pode ter numa situagao estéatica.

Se a forga aplicada externamente for superior a puN, o corpo
desloca-se sobre a superficie. Havendo movimento entre as su-
perficies, o valor da forga de atrito passa a ser

Fé = ,udN

em que ug, o coeficiente de atrito dinamico, é diferente, em geral
menor, que fi.

Os coeficientes de atrito dependem dos materiais das superficies
em contacto, do seu grau de limpeza e polimento, do estado de
oxidacao, do grau de contaminagao, da existéncia de liquidos lu-
brificantes, etc. A. tabela 4.1 da pagina 95 indica alguns valores.
Em situagoes em que ha rolamento, como no caso dos carros das
nossas experiéncias, o atrito é um fenémeno ainda mais complexo,
que nao vamos discutir em pormenor.

Caixa 4.4: A forga de atrito entre superficies sélidas.
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Carro em calha inclinada

04 : ; ‘ ‘ ‘ I

- v=-0.10t+0.25|

— v=-006t+0.13

03—

/m
T
|

0.1

02 P S
0

Figura 4.12: A aceleragdo do carro ao subir a calha (v > 0) é superior
em mdédulo & aceleragao quando desce (v < 0). A componente do peso
paralela a calha tem a mesma direccao nos dois casos, mas a forca de
atrito nao.

No caso da calha inclinada é esclarecedor olhar para o resultado
completo da experiéncia (Actividade A18). O carro foi langado
da parte mais baixa da calha, subiu até um certo ponto, parou e
comegou a descer para a posi¢ao inicial. Anteriormente mostramos
apenas a parte descendente do movimento (Fig. 4.8). A figura 4.12
mostra o grafico completo da velocidade em funcao do tempo.
O médulo da aceleragao (declive do grafico) é quase o dobro na
subida (velocidade positiva) do da descida (velocidade negativa).
Se a resultante das forgas sobre o carro fosse a componente do peso
paralela a calha, a aceleragao deveria ser a mesma na subida e na
descida.

Na subida, a componente do peso paralela a calha, f’”, retarda o
movimento (sentido oposto ao da velocidade); as forgas de atrito
tém o mesmo sentido que esta componente do peso. Na descida
a componente do peso acelera o movimento (mesmo sentido que
a velocidade) mas as forgas de atrito retardam o movimento: ou
seja, tém sentido oposto ao de 15”. E, pois, a existéncia das forcas
de atrito, com sentidos opostos na subida e descida, que explica
que a forga resultante e, portanto, a aceleracdo sejam diferentes
nos dois casos. Em particular, na descida a aceleracao real é menor
do que a esperada se ignordssemos o atrito.

No entanto, é importante salientar, de novo, que o atrito em situa-
¢oes em que ha rolamento exige uma analise muito cuidada. Mais
a frente damos exemplos em que a forga de atrito tem o sentido

Figura 4.11: As forgas de
atrito tém sentidos
opostos na subida e na
descida.
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do deslocamento do corpo e faz aumentar a velocidade.

4.2.4 Queda livre

Nas actividades A19 e A21 estuddmos a queda de uma esfera em
duas situacoes:

e A esferalargada de uma certa altura (velocidade inicial nula),
na actividade A19;

e a esfera langada obliquamente (velocidade inicial diferente
de zero), na actividade A21.

Para discutir estes movimento usamos um sistema de eixos com a
orientacao habitual: Ox horizontal e Oy vertical.

Figura 4.13: Escolha de No primeiro caso s hd movimento na direcgao vertical (Oy).
eixos.

Queda de esfera
Clip: queda_esfera_divx_656x480
0 T T T T

Figura 4.14: Resultados da anélise do clip queda_esfera_divx_656x480

O grafico da figura 4.14 mostra os resultados da andlise de um
movimento deste tipo. A variacdo no tempo de coordenada y da
velocidade, vy, é consistente com uma lei da forma

vy (t) = —9,98t — 0,42 (ms ™),

ou seja, uma aceleragao constante:

ay(t) = —9,98ms ™2



4.2. LEIS DE NEWTON EM ACCAO 99

Este resultado estd de acordo com o esperado da segunda lei de
Newton. Este corpo cai sob a accao do seu peso: a superficie da
Terra, o peso é dado por

—

P = (07 _mg) = _mgj7

que implica uma aceleragao

—

" P .
a=—— = —gj.
m
O valor obtido nesta experiéncia para ¢ foi de 9,98m s ~2, um valor

relativamente préoximo do valor conhecido da aceleracao da gravi-
dade de 9,8ms 2.

Exercicio: Qual é a altura a que sobe um corpo langado
verticalmente com velocidade vy? Quanto tempo demora a
voltar a altura inicial?

Solugao: Este exercicio s6 é simples se ignorarmos a resis-
tancia do ar, o que é razoavel para velocidades de alguns
metros por segundo. Neste caso, 0 movimento é uniforme-
mente variado, com aceleragdo —g, na direccao Oy (vertical
ascendente). Assim,

vy = Vg — gt.

A velocidade diminui até ao valor zero, e depois torna-se ne-
gativa: o corpo inicia a descida. O ponto de altura méxima
ocorre para vy = 0:

Vo
Uo—gtlz():}tl:?.

A equagao de movimento para a coordenada vertical é
Yy = vot — l gtz.
2
A altura méxima é atingida para t = t1:
vg 1 Vo 2 v%
ymax—voxg__g(_) = 5

2°\y 29
O corpo volta & altura inicial quando y = 0, ou seja,
L o

0 = vtz — 59?527

o que da
to =0

ou

to = — = 2t;.

A solugao que interessa é, obviamente, a segunda, ja que
a primeira corresponde ao instante de langamento. Note-se
que o tempo de subida e descida sao iguais.
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Figura 4.15: No movimento de um projéctil a variacao do vector veloci-
dade, Av = ¥ — 7 é vertical.

Movimento do projéctil

No caso da actividade A21, a esfera tem movimento segundo os
dois eixos. Comecemos por recordar as conclusoes do nosso estudo:

a) A aceleracao tem uma direcgao vertical Oy. Entre dois inter-
valos consecutivos o vector velocidade média tem uma coor-
denada horizontal constante (movimento uniforme segundo
Ozx) e uma variagao da coordenada vertical negativa.

b) A coordenada de posicao z(t) (eixo Oz, horizontal) corres-
ponde a um movimento uniforme de velocidade constante:

z(t) = vaot + xo;
o respectivo grafico é uma recta (ver Fig. 4.16).

c) A coordenada vertical da velocidade v, (t) diminui no tempo,
com uma aceleragao negativa constante (ver Fig. 4.16):

vy (t) = —at + voy.

O valor que se obtém para a aceleracao a é o mesmo, & parte uma
variagao experimental inevitavel, que no caso da queda livre.

De acordo com as leis de Newton, este corpo estd sujeito exacta-
mente & mesma for¢a que no movimento de queda livre: uma forga
vertical descendente igual ao seu peso:

P= —mgj.
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Projectil Projectil
Clip:projectil_divx_I_I_656x480.avi Clip:projectil_divx5_1_1_6356x480.avi

3
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Figura 4.16: Coordenada horizontal, =, e coordenada vertical da ve-
locidade, vy, do movimento de uma esfera registado no clip projec-
til_divx_1_1_656x480.avi

Por que sao tao diferentes os movimentos?

Nos dois casos em estudo a forga é vertical, ndao tem componente
horizontal. De acordo com a primeira lei de Newton, isso signica
que o movimento da coordenada horizontal deve ser de velocidade
constante, nao necessariamente nula.

No caso da actividade A19, em que largamos a esfera de um estado
de repouso, a sua velocidade inicial era nula: ambas as coordena-
das, v; e vy, eram inicialmente zero. A primeira nao variou, conti-
nuou nula, porque a forga nessa direcgao era nula. A segunda, v,
variou por causa da forga aplicada (peso). O movimento desenro-
la-se apenas na coordenada y, j4 que a coordenada x mantém o
seu valor inicial (vg(t) = 0).

Quando langcamos uma esfera obliquamente, como no caso da da
actividade A21, a esfera tem uma velocidade inicial com duas coor-
denadas, v, e vy, nao nulas. De acordo com a primeira lei, depois
do lancamento, o movimento da coordenada x deve ser uniforme,
porque o valor da forca nessa direcgao é nulo: o grafico da esquerda
na figura 4.16 confirma este resultado. O movimento da coorde-
nada y deve ter a mesma aceleragao que no movimento de queda
livre. Representando as coordenadas verticais da velocidade, v,
destes dois movimentos, no mesmo grafico (Fig. 4.17) confirmamos
isso mesmo: os graficos sé diferem no valor inicial da velocidade.
No caso da queda o valor inicial é v, ~ 0; no caso da esfera lan-
cada o valor inicial é v, ~ 6m s~!: a velocidade inicial tinha uma
componente vertical ascendente.
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Comparagio de queda vertical e movimento de projéctil
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Figura 4.17: Coordenadas verticais da velocidade de uma esfera em
queda vertical e em movimento parabdlico. Dados obtidos dos clips
queda_esfera_divx_650x480 e projectil_divx5_1_1650x480.

4.2.5 Leis de Newton e condicoes iniciais

Os exemplos precedentes tornam clara uma distin¢ao fundamental:

a) leis de movimento;

b) condigbes iniciais;

As leis de Newton apenas permitem o célculo das aceleracoes, a
partir do conhecimento das forcas (segunda lei). Ou seja, s6 dizem
como varia a velocidade no tempo. Para calcular um movimento,
determinando a velocidade e a posicao em funcao do tempo, pre-
cisamos de saber os valores de velocidade e posicao num dado
instante: as condigoes iniciais.

O caso da queda vertical e do movimento do projéctil discutidos
na seccao anterior tornam esta distingdo muito clara. As forcas
sao as mesmas, as aceleragoes sao as mesmas e a velocidade varia
da mesma maneira. Os movimentos, contudo, sdo distintos
porque tém condicoes iniciais diferentes. As leis de movimento
nao determinam as condigoes iniciais.

4.2.6 Resumo

Nesta seccao analisdmos varios movimentos estudados no capi-
tulo 2:
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e um carro em movimento numa calha horizontal ou inclinada
(actividade A18);

e uma esfera largada de uma certa altura (actividade A19);

e uma esfera lancada obliquamente (actividade A21).

Medindo a posicao em funcao do tempo, com sensores de movi-
mento e registos de video, pudémos calcular velocidades e acelera-
coes. Em todos estes casos, interpretamos, com sucesso, as nossas
observagoes em termos das leis de Newton, invocando a existéncia
de algumas forgas:

® 0 Deso;
e forcas de reaccao normal de superficies sélidas;

e forcas de atrito.

Até ao fim deste capitulo vamos continuar a aplicar as leis de
Newton, agora em contextos menos controlados do que as situagoes
de laboratério analisadas até ao momento.

4.3 Surpresas

4.3.1 Forcas impulsivas

Um anincio de televisao recente afirmava que uma crianca, via-
jando num automével a 60kmh~!, sem cinto de seguranca, é pro-
jectada sobre os ocupantes da frente, em caso de acidente, exer-
cendo sobre eles uma forga da ordem de duas toneladas. Um peso
de massa 1kg, pousado em cima de um pé, é perfeitamente supor-
tavel; mas se cair de um metro de altura, provavelmente, partira
alguns ossos.

Estes fendmenos de impacte envolvem forcas impulsivas, isto é,
forgas que actuam durante intervalos de tempo muito curtos. Que
nos podem dizer as leis de Newton sobre esta forcas? Como pode-
mos estimar o seu valor?

Os fenémenos que ocorrem num evento tao violento como uma co-
lisao de dois automdveis sao extremamente complexos e estd fora
de questao pensar em determinar as forgas envolvidas. Para abor-
dar estes efeitos vamos recorrer a modelos. Isto é representagoes
simplificadas, aproximadas, que, ndao obstante, nos permitem obter
alguma informacao sobre o fenémeno.



Figura 4.18: Um modelo
para um forca impulsiva.
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Forga sobre um bola de golfe.

Um golfista experiente, usando o taco apropriado para lancar a
bola o mais longe possivel, o driver, consegue velocidades da bola
4 safda do taco de cerca de 240kmh~!. Que forca exerce a cabeca
do taco sobre a bola?

Quando a cabeca do taco inicia o contacto a forca é nula; de-
pois cresce rapidamente, passa por um maximo, e volta a ser zero
quando o taco perde contacto com a bola. Tudo isto ocorre num
intervalo de tempo muito curto.

O valor exacto da forga em funcao do tempo depende das propri-
edades elasticas da bola e do taco, da velocidade de impacte, etc..
Para estudarmos este fenémeno, vamos usar um modelo em que
a forca é considerada constante durante o intervalo de tempo de
contacto entre o taco e a bola.

Assim, no nosso modelo:

e antes do contacto a forca é nula.

e Entre o instante de contacto, t = 0, e o instante em que a
bola descola do taco, t = At, é exercida sobre a bola uma
forga de intensidade F'. Neste intervalo a cabeca do taco e a
bola deslocam-se de uma distancia x..

e Para t > At a forca volta a ser nula.

De acordo com a segunda lei de Newton, podemos escrever
F=ma

em que m é a massa da bola de golfe, m = 45¢g, e F' e a sdo as
coordenadas da forga e aceleragao, respectivamente, na direcgao do
movimento. Como a aceleragao é constante, podemos substitui-la
pela aceleracao média:

 Av
“TAr
e obtemos
FAt = mAuw. (4.2)

O primeiro membro desta equacao designa-se por impulso da
forga. A velocidade da bola antes do impacte é nula; terminado
o impacte é 240kmh~! = 67ms~!. O impulso é

I = FAt = 0,045 x 67 = 3,0Ns. (4.3)
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Se a forca for constante, o movimento da bola durante o contacto
¢é uniformemente acelerado, com velocidade inicial nula. Entao, o
deslocamento da bola durante o contacto é dado por:

1F 117

1 2 2
e = —a(At)" = = At) = — —At. 4.4

Fotografias de alta velocidade mostram que a bola de golfe se de-
forma, significativamente, durante o impacte do taco. E razodvel
estimar que o deslocamento x. deve ser da ordem de grandeza do
préprio didmetro da bola, d = 4,1 cm. Suponhamos entao que

Te R —.

2
Usando este valor, na equacao 4.4, o tempo de contacto vem:

om 2% 0,045

At=""g.= 30 % 0:021=0,0006.

I

Substituindo este tempo de contacto, inferior a lms, na equa-
¢ao 4.3, obtemos um forca de

1 3,0

F:—:i
At 6 x 1074

= 5000N,

que é mais de 10 000 vezes superior ao peso da bola (0,44 N)! Estes
valores sao semelhante a valores citados na literatura.

Este cdlculo mostra a relacao entre os valores da for¢a e do inter-
valo de contacto. Para o mesmo impulso, isto é, para a mesma
variacao de velocidade (ver eq. 4.2), quanto menor for o intervalo
de tempo, maior é a aceleracao (Av/At) e maior a forca.

Forca num colisao a 60kmh~! .

Voltemos agora ao caso do antuncio, referido acima. Como foi
calculada a tal forca de duas toneladas?

Para comecar, o que é uma forca de duas toneladas? Um tonelada
sao 1000 kg, uma unidade de massa. A 1nica interpretagao possivel
é que seja a forga correspondente ao peso de uma massa de 2000 kg,
ou seja,

F =2000 x 9,8 = 19600N.

Sera este valor razoavel? Que parametros entraram no seu calculo?
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Comecemos por notar que a projeccao da crianca para a frente
resulta da primeira lei de Newton. Se o automével colide, dimi-
nuindo de velocidade repentinamente, os seus ocupantes continua-
rao a mover-se a velocidade que tinham se sobre eles nao actuarem
forgas: primeira lei de Newton. Assim, uma crianca sem cadeira
de segurancga, voard para a frente do carro (que parou devido a
colisao) a velocidade a que o carro se deslocava antes da colisao.

O impulso necessario para a parar uma crianga de 30kg que se
desloca a uma velocidade de 60kmh™" = 16,7ms ™! é

I =mAv =30 x 16,7 =500N s.

Para obter um forca de 19600N estamos a supor um tempo de
paragem dado por:

FAt = 500Ns

500
= — = 2
Togop ~ 02s

Usando o nosso modelo de forca constante, podemos estimar a
distancia de paragem: o movimento originado pela for¢a impulsiva
que para a crianca é uniformemente retardado:

1
Te = voAt + 3¢ (At)?

1

A velocidade inicial é vy = 16,7ms™ e a aceleracdo é dada pela

segunda lei de Newton:

1 19600
xﬁ=m7xopz—§x—ga—xam2:02mm

Estas escalas de tempo, da ordem do centésimo de segundo, e de
distancia, 20 cm, parecem razoaveis para uma colisdo automovel.
A forca de 19600N, nao é exagerada.

Qual o efeito do cinto ou de um air-bag? O impulso requerido
para parar os ocupantes do carro é sempre o mesmo, I = mAwv.
Mas quanto mais tempo durar a interaccao corrrespondente, At, e
maijor for a distancia de paragem, x., menor sera o valor da forca
necessaria: menor serdao as probabilidades de essa forca causar
danos pessoais. O cinto e o air-bag permitem uma paragem menos
brusca, e um forga menor.
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4.3.2 O burro e a carroca

Eis um “paradoxo” classico da terceira lei de Newton:

Um burro pode exercer uma forga (ﬁ) sobre uma car-
roga. Mas, pela terceira lei, a carroga exerce sobre o
burro uma for¢a oposta (—F). A forca total no sis-
tema tem resultante nula. Logo o burro nao se pode
por em movimento com a carroga! Ou a terceira lei é
uma fantasia.

Para entender a faldcia deste argumento convém imaginar o burro
com um fato de astronauta, a flutuar com a carroca no espaco,
longe da atracgao gravitica de qualquer corpo celeste. Pode zur-
rar, galopar desesperadamente, mas o que nao consegue, de modo
nenhum, é poér-se em movimento com a carroga. Pode até dar um
coice na carroca e envia-la numa dada direccao; a reacgao da car-
roga fa-lo deslocar-se na direccao oposta até que os arreios que o
amarram a carroca lhe recordem que os respectivos destinos estao
ligados. Nem é preciso imaginar o burro no espaco: imagine-se o
burro em patins e percebem-se as suas dificuldades.

Falta, é claro, um terceiro corpo nesta histéria: a Terra. Quando
o burro poe a carroga em movimento, assenta os cascos no solo
e empurra. A reaccao do solo empurra o burro e a carroca na
direccao oposta. Se estiver sobre patins ndo consegue exercer a
forga sobre o solo, e por isso nao existe a reaccdo do solo que o
impulsiona para a frente.

Este exemplo ilustra um aspecto muito importante da terceira lei:

Nenhum corpo se poe em movimento por si so,
por accao de forgas internas, apenas.

A resultante das forcas internas de um corpo, forcas exercidas por
partes do corpo noutras partes do mesmo corpo, é sempre zero.
Tomemos um corpo com duas partes A e B. Se a parte A exerce
uma forca F sobre a parte B, esta reage com uma forca — F sobre
A. A forga resultante sobre o conjunto, A + B, é F + <—ﬁ> =
0. Para alterar o estado de movimento global de um corpo é
necessaria um forga externa, exercida por outro corpo.

Se assim nao fosse, Newton e Galileu nunca teriam descoberto
a primeira lei. Os movimentos que Newton discutiu e observou

Figura 4.19: Se a forga do
burro na carroga é oposta
da forga da carroca sobre
o burro, como se move o
conjunto?
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referem-se a corpos complexos formados por muitas partes (hoje
dirfamos muitos dtomos). Se as forgas internas nao se cancelassem,
um corpo poderia ficar sujeito a uma resultante nula e acelerar
espontaneamente, sem acgdo externa nenhuma!

Quer isto dizer que a forga que faz acelerar um carro nao é exercida
pelo respectivo motor?

Exactamente! O motor faz parte do automével, desloca-se com
ele, e, portanto, nao pode ser uma forca exercida pelo motor que
acelera o automévell Absurdo? Imagine-se o automével sobre um
lago gelado, ou numa estrada cheia de dleo: o motor consegue por
os pneus a rodar, mas sem aderéncia, sem forca de atrito entre
o solo e os pneus, o carro nao anda. A forca que faz acelerar o
automovel é a forga de atrito exercida pelo pavimento sobre os
pneus do automovel. O motor faz, no fundo, o papel do burro: faz
rodar os pneus, empurrando o solo. A reacgao deste faz acelerar o
automovel.

Eis, portanto, um caso em que a forca de atrito, numa situacao de
rolamento, tem o mesmo sentido do deslocamento do carro. Nao
s6 nao se opoe ao deslocamento do carro como € essencial para que
este possa ocorrer.

Exercicio: Um automével (m, = 900kg), atrelado a uma
caravana (m. = 750 kg), acelerade v = 0 até v = 120 kmh !
em 22 s: Determinar:

i) a forca exercida pelo automével na caravana;
ii) a forga exercida pela caravana no automdvel;

iii) a componente da forga exercida pelo solo no automével,
na direc¢do do movimento.

Solucgao:

i) A aceleragao do conjunto é

120/3,6 — 0
a= /27’2 =1,51ms ™2
(a divisao por 3,6 reduz o valor da velocidade a metros por

segundo).

Pela segunda lei de Newton, a intensidade da forca exercida
pelo automével na caravana é

Fi =mea=750x1,51=1,14 x 103 N.

ii) Pela terceira lei de Newton, igualdade de accao-reacgdo,
a forga sobre o automovel tem a mesma intensidade,

Fy=1,14 x 103N,
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e sentido oposto ao do movimento.

iii) A forga resultante sobre o automével é (segunda lei)
R=mg, x 1,51 =1,36 x 10> N.

Esta forca é a soma vectorial da forga exercida pelo solo F‘;,
no sentido do movimento, e da forga de reacgao da caravana,
de sentido oposto. Logo a intensidade da resultante é a
diferenca dos médulos das duas forgas:

R:FS_FQa
ou seja,

F, =R+ F, =136 x 103+ 1,14 x 10% = 2,50 x 10> N.

Propulsao de um foguetao

Um carro pode empurrar o solo e a reacgdo do mesmo fa-lo ace-
lerar. Um aviao faz o mesmo com a atmosfera: empurra o ar
com 0s seus reactores e a reaccao da atmosfera é uma forga exer-
cida no avido. E uma nave espacial, como as Voyager? Como se
propulsiona ¢

No espaco nao ha nada para empurrar. Neste caso o inico modo de
propulsao consiste em ejectar uma parte da nave, com velocidade
elevada, na direccao oposta aquela em que se deseja acelerar: a
forga de reaccdo da massa ejectada sobre o resto da nave acelera-a
na direccao desejada. Um foguetao funciona deste modo. Ejecta
o combustivel a uma velocidade elevada, numa certa direcgao: o
resto da nave acelera na direcgdo oposta. Mais tarde (12° ano)
veremos que ¢é possivel definir um estado de movimento global de
toda a massa do sistema e que este estado se mantém inalterado,
pois nao hé forgas exteriores.

4.3.3 Relatividade do movimento

Imaginemo-nos a viajar num comboio perfeito, rapido como uma
seta, percorrendo uma longa recta, sem trepidacgoes, sem trava-
gens nem aceleragdes. Aproveitamos para escrever, que fazemos
sem qualquer dificuldade. O nosso vizinho da frente acende um
cigarro. Vemos a chama dancar na ponta do isqueiro, o cigarro
ficar em brasa e o fumo do cigarro subir em novelos. A desfacatez
do individuo faz-nos deixar cair a caneta, que cai aos nossos pés.
Deitamos um pouco de agua no copo e bebemos para disfarcar o
nosso incémodo.
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Pergunta: O que é que, nesta cena, nos leva a pensar que viajamos
a 200kmh~1?

Resposta: nada!

Com efeito, quer o movimento dos corpos, como a queda da ca-
neta ou o escoar da dgua da garrafa para o copo, quer o fenémeno
da convecgao, que transporta o fumo do cigarro, quer as reacgoes
quimicas da chama, ou do nosso metabolismo, se desenrolam ezac-
tamente como na nossa sala de estar.

Os fisicos exprimem esta situacao, dizendo que as leis da Fisica
sdo exactamente as mesmas em dois sistemas de referéncia em
movimento relativo uniforme e rectilineo—neste caso o comboio
e a sala de estar. No didlogo do capitulo anterior, o tio Alberto
chama a atencao do sobrinho para este facto. Einstein deu tanta
importancia a esta observacao que a tomou como ponto de partida
da sua teoria da Relatividade Restrita em 1905:

Principio da Relatividade: As leis da Fisica tém exac-
tamente a mesma forma em dois sistemas de referéncia em
movimento relativo uniforme (velocidade constante).

Ora, um objecto em repouso num sistema de referéncia (por exem-
plo o nosso assento, relativamente ao comboio) move-se com mo-
vimento uniforme e rectlineo em outros sistemas (o assento do
comboio tem uma velocidade de 200kmh ™! relativamente & nossa
casa). Ou seja, o estado de respouso de um corpo num sistema de
referéncia é um estado de movimento noutro sistema de referéncia
absolutamente equivalente do ponto de vista de leis da Fisica. Nao
existe um sistema de referéncia especial no qual o estado natu-
ral de um corpo seja o estado de repouso. Repouso e movimento
uniforme e rectilineo sdo a mesma condigao vista de dois sistemas
equivalentes. Neste contexto a primera lei é menos supreendente.

4.4 Conclusoes

O objectivo deste capitulo foi apresentar a leis de Newton atra-
vés de exemplos, quer do laboratério quer de situagoes de vida
corrente. Sao intmeras as situacoes que poderiamos considerar.
Todo o movimento que observamos sem dispositivos especiais (e
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muito do que conseguimos observar, seja com que instrumentos
for) pode ser descrito e explicado em termos das leis de Newton.
Esperamos que os exemplos do texto e dos problemas e questoes
que se seguem contribuam para modificar um pouco a nossa per-
cepcao do movimento e das suas causas.

A préxima vez que observarmos um movimento, pensemos: o que
nos dizem as leis de Newton sobre ele?

4.5 Actividades, Questoes e Problemas

4.5.1 Actividades

4.1. Forgca e movimento
Ver ficha de Actividade A22

4.2.

4.3.

Segunda Lei de Newton
Ver ficha de actividade A23.

Forgas como vectores

Para realizar esta actividade precisamos de uma régua, um
transferidor e algumas bandas eldsticas (eldsticos), como as
que ha em qualquer escritério. O ideal seria que os elasticos
fossem exactamente idénticos, em dimensoes e propriedades.
Mesmo com elasticos do mesmo lote, isso nao se verifica: os
resultados desta actividade variam um pouco relativamente
ao que seria de esperar para eldsticos idénticos. Mesmo as-
sim, a actividade é tao simples que merece ser feita.

(a)

Amarremos duas bandas eldsticas com um pouco de fio.
Colocando a extremidade de um dos eldsticos na ponta
da régua, puxemos (sobre a régua) a extremidade do
outro. Qual é a posi¢do ocupada pelo ponto de uniao
dos elésticos?

Usando, de novo, um pouco de fio, unir trés elasticos.
Fixar as extremidades de dois deles sobre um quadro
de cortica com pionés, mantendo-os sob tensao. Puxar
a extremidade do terceiro sobre a linha média perpen-
dicular aos outros dois eldsticos e ajustar a sua posicao
de modo a que os trés eldsticos tenham (aproximada-
mente) o mesmo comprimento. Quais sdo os angulos
entre as direcgoes dos eldsticos?

e —— e —
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Figura 4.20: Qual a
posicao ocupada pelo
ponto de uniao dos
elasticos?

Figura 4.21: Qual é o
angulo entre os elasticos,
quando os comprimentos
sao iguais?
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Figura 4.22: A soma
destas forgas é nula.
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Figura 4.23: Qual das
cordas estd sujeita a
maior esforgo?

A

1IN
RN

Figura 4.24: Colisao de
dois carros
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Se os elasticos sao idénticos, é natural que exercam for-
cas de igual intensidade quando esticados até ao mesmo
comprimento.

(c) Interpretar os resultados obtidos, mostrando que a soma
vectorial das forgas exercidas pelos elasticos no fio que
os une é nula, em equilibrio: forcas somam-se como vec-
tores.

Nota: Pode-se mostrar, sem qualquer conta, sé com
alguma geometria, que a soma de trés vectores com a
mesma intensidade e angulos de 120 ° é nula. Como?

4.5.2 Questoes

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.

4.5.

4.6.

O crédito da descoberta de Neptuno é atribuido a Le Verrier
e a John Adams e ndo a Le Galle, que primeiro observou
este planeta ao telescopio. Porqué?

Quais sao as unidades do coeficiente de atrito, u?

Um aviao militar, voando horizontalmente com velocidade
constante, deixa cair uma bomba ao sobrevoar o ponto A. A
bomba cai sob accao do seu préprio peso e da resisténcia do
ar. Quando a bomba atinge o solo, o aviao estd a sobrevoar
B. Em quais dos seguintes locais cai a bomba:

(a) em A;
(b) em B;
(c) entre A e B.

Onde cairia a bomba se nao existisse resisténcia do ar?

Se a carga na montagem (a) da figura 4.23 for aumentada
de 1kg, a corda parte. A corda aguenta as duas massas de
10kg na montagem (b)?

O gréfico da figura 4.24 mostra as coordenadas de posigao
de dois carros que colidem numa calha linear. As suas ve-
locidades iniciais sao iguais. Qual dos carros (A ou B) tem
maior massa? Justificar.

Num cartoon de ilustracdo da segunda lei, o autor Paul
Hewitt, no seu livro Conceptual Physics, mostra uma mao
a empurrar um tijolo, dando origem a uma aceleragao a.
Na segunda imagem a mao empurra, com a mesma forca, o
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Figura 4.25: Qual é a intensidade da reacgao normal da mesa em cada

carro?

4.7.

4.8.

mesmo tijolo com outro igual em cima e numa terceira ima-
gem com dois tijolos em cima do primeiro. O cartoon indica
aceleragoes a,/2 no segundo caso e a/3 no terceiro.

(a) Como é que Hewitt obteve estas aceleragoes na segunda
e terceira imagens?

(b) Se os tijolos deslizarem em cima de uma mesa, os valo-
res da aceleracao na segunda e terceira imagem estarao
correctos? O que é que Hewitt ignorou?

O Francisco atirou uma bola de ténis ao ar, na vertical, e
voltou e apanhé-la. Explicar, por palavras, por que razao
sabemos que, quer no lancamento quer na recolha, teve que
exercer na bola uma forca superior ao peso da mesma.

Por que é que cair da mesma altura sobre cimento ou sobre
um colchao tem consequéncias tao diferentes? As forcas ne-
cessarias para parar o corpo em queda nao sa@o as mesmas
nos dois casos? Porqué?

4.5.3 Problemas

4.1.

4.2.

Trés carros idénticos, de massa m = 250 g, estdao pousados
sobre uma mesa, nas circunstancias da figura 4.25. A forga
F , exercida pela mola tem uma intensidade de 5N; o corpo
suspenso na roldana tem um massa m = 100g. Determinar
a intensidade da reaccao normal da superficie sobre cada um
0S CAITOS.

A balanga da figura 4.26 tem duas molas idénticas com uma
constante de mola £ = 10°Nm~!'. Qual é o deslocamento
do prato da balanca quando suporta um homem que “pesa”

80kg?

A KN

Figura 4.26: Quanto se
afunda o prato da
balanga?
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A

m=50 kg

Figura 4.27: Que forga
exerce cada homem?
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4.3.

4.5.

4.6.

4.7.
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Dois homens estao a segurar o cabo da figura ao lado, impe-
dindo o rapaz suspenso de cair. Qual é o valor da intensidade
das forgas exercidas por cada um dos homens? Serao iguais?

. Um comboio com uma locomotiva e cinco carruagens esta

parado num encosta de inclinacao de 5° com a horizontal.
S6 a locomotiva é que tem travoes. Cada carruagem tem
uma massa de 20 toneladas.

(a) Qual é a forca exercida pela locomotiva na primeira
carruagem?

(b) Qual é a forga exercida pela primeira carruagem na se-
gunda? E pela segunda na terceira, e assim sucessiva-
mente?

O Airbus A300, um dos maiores avides comerciais, pode le-
vantar voo com uma massa de 166 toneladas. Dispoe de dois
reactores capazes de gerar, cada um, uma forga (thrust) de
262 kN.

(a) Qual é o valor da aceleragao que o aviao pode atingir
na descolagem? Nota: é frequente indicar esta acelera-
¢ao em unidades de g, a aceleracdao da gravidade. Por
exemplo, uma aceleracao de 4,9ms ™2 é meio-g.

(b) A forca que o avido exerce sobre cada passageiro, para
lhe comunicar essa aceleragdo, é a mesma? Ou varia
com o peso do passageiro? Quanto vale para um pas-
sageiro de 70kg?

(¢) Que velocidade pode atingir o avidao apds acelerar na
pista de descolagem durante 30 s?

Um atleta de basquetebol consegue elevar-se 65 cm acima do
solo, em salto vertical (ver exercicio da pagina 99).

(a) Com que velocidade sai do solo?

(b) Quanto tempo dura o seu salto?

[Ignorar a resisténcia do ar.]

O salto vertical é realizado comecando por flectir as pernas
para depois as estender rapidamente. Se o tempo de extensao
for de 0,2 s, que forca exerce no solo uma atleta de 80kg que
se eleva 65 cm?
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4.8.

4.9.

4.10.

Dois amigos resolvem medir a velocidade com que conseguem
lancar uma bola de basebol usando um cronémetro. Um
deles langa a bola ao ar na vertical e volta a apanhé-la. O
outro cronometra o tempo de voo da bola (m = 145g).

(a) O tempo conseguido por um dos amigos foi de 2,3 s.
Qual foi a velocidade de lancamento em quilémetros
por hora?

(b) Se o tempo de extensao do brago for de cerca de 0,1s,
qual foi a forca exercida sobre a bola?

[Ignorar a resisténcia do ar.]

Os dois amigos do problema anterior acharam que o lanca-
mento vertical nao dava muito jeito. Pensaram um pouco
e viram que podiam obter a velocidade de langamento, me-
dindo a que distancia na horizontal conseguiam lancar a bola.

(a) Mostrar que um projéctil, langado com coordenada ver-
tical da velocidade nula, de uma altura h, atinge o solo
num tempo:

2h
t= /=,
g

(b) Obter a relacao usada pelos dois amigos para calcular

a velocidade de lancamento a partir da altura h e da
distancia percorrida na horizontal durante a queda, L.

(¢) Qual é a velocidade, vy, necessiria para atingir uma
distancia L = 50m com uma altura h = 1,5m?

[Ignorar a resisténcia do ar.]

Uma jovem langa horizontalmente uma pedra, a uma altura
de um metro da superficie de um lago, com uma velocidade

de médulo 15ms— L.

(a) Quanto tempo voa a pedra até bater a primeira vez na
agua?

(b) A que distancia (na horizontal) se d4 o impacte na
agua?

[Ignorar a resisténcia do ar.]

£

L

Figura 4.28: Como
calcular vy, sabendo h e
L?



Figura 4.29: O arqueiro
puxa a seta de uma
distancia x.
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4.12.

4.13.
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A forga de resisténcia do ar sobre um corpo, que se move a
uma velocidade ¥, tem o sentido oposto a ¥, e intensidade
dada pela expressao

1
F = §C’DApv2
em que:

e (p é o coeficiente aerodinamico, que para uma esfera
vale 0,5;

e A é a drea da secgdo recta do corpo na direccao per-
pendicular a @ (772, para uma esfera de raio r);

e p é a massa volimica do ar (p ~ 1,3kgm™3, em condi-
¢Oes normais de pressdo e temperatura).

(a) Calcular a intensidade desta forga para uma esfera de
aco de 2cm de diametro e para uma bola de ténis de
6,35 cm de didmetro, para uma velocidade equivalente
a que teriam ao fim de uma queda de um metro, no
vazio.

(b) Que fraccao do peso do corpo é F, em cada um dos
casos? (,Oago =179 x 103 kgm_3, Mienis = 96,7g).

Um revdlver, como os usados pela policia norte-americana,
dispara projécteis de massa m = 7,4 g com uma velocidade
de saida da arma de 303ms~'. O comprimento do cano é
cerca de 10 cm. Supondo que, apds o disparo e enquanto estd

no cano da arma, a bala esta sujeita a uma forca constante:

(a) durante quanto tempo viaja a bala no cano da pistola?
(b) Qual é o valor da forca exercida sobre a bala?

(¢) Que forca é necessario exercer na arma durante o dis-
paro, para que esta nao recue?

O arco e flecha

A relacao entre o médulo da forga que um arqueiro exerce,
F, e a distancia, x, que deslocou para tras a corda do arco
é quase linear, F' = kx. Dados de um arco concreto sao
F = 171N para um deslocamento de 43 cm. A massa de uma
flecha é de 20,1¢g [8].

(a) Se a flecha partir com toda a energia elastica armaze-
nada no arco, com que velocidade partira?
[Nota: energia eldstica do arco é kx?/2.]



4.5. ACTIVIDADES, QUESTOES E PROBLEMAS 117

(b) Qual foi o impulso comunicado & flecha?

(c) A forca exercida pelo arco no inicio do disparo é Fi,q, =
kx. No final é zero. Podemos fazer uma estimativa do
impulso como sendo

F max
2

1= At.

Usando esta estimativa, calcular o tempo durante o
qual a flecha é impulsionada.

4.5.4 Desafios

4.1.

4.2.

Uma das maneiras possiveis de medir o coeficiente de atrito
estatico, u4p, entre dois materiais A e B consiste em colocar
um corpo do material A sobre uma superficie de material
B, inclinada relativamente & horizontal. Verifica-se que o
corpo s0 desliza, se o angulo da superficie com a horizontal
for superior a um valor limite, .. Mostrar que a lei de
Amonton-Coulomb implica que:

uap = tand,.

Usando os valores da tabela 4.1 da pagina 95, qual é o valor
de 6. para um automével em asfalto seco?

Uma alpinista (m = 55kg) perde o apoio e cai, segura apenas
pela corda de segurancga. A corda tem um comprimento em
repouso de 3m. Depois de ficar esticada, distende-se cerca de
10 % do seu comprimento para reduzir a velocidade de queda
da alpinista a zero. Usando o modelo de forgas impulsivas
do texto, estimar o valor da forca exercida sobre a corda por
esta queda de 3m.

y

Figura 4.30: Qual é a
forga sobre a corda?
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Capitulo 5

Por que é que a Lua nao
cai?

5.1 Introducao

Todas as criangas (ou pelo menos aquelas que tém oportunidade
de se desenvolverem em circunstancias normais) passam por uma
fase de intensa curiosidade sobre o mundo natural. Querem saber
a razao de tudo, questionando sem parar os adultos do porqué das
coisas. Ou seja, todos fomos cientistas numa altura das nossas
vidas. Uma pergunta frequente nessa fase da vida é a seguinte:

Por que € que a Lua ndo cai para a Terra?

Esta pergunta volta a surgir, com alguma frequéncia, mais tarde,
ao estudar a Lei da Gravitacao Universal: se a Terra atrai a Lua,
se 0 Sol atrai os planetas, por que é que a Lua nao cai para a Terra
e os planetas para o Sol?

A evolugao para uma visao cientifica do mundo exige quase sempre
uma nova maneira de ver aquilo que j4 nos é familiar. A resposta
de Newton a este respeito foi clara: a Lua cai para a Terra e os
planetas para o Sol. A maneira como Newton viu estd ilustrada
na Fig. 5.1, que surge nos Principia em 1687.

Nela se mostram vérias trajectorias de projécteis, lancados do alto
de uma montanha, com velocidades horizontais sucessivamente
maiores. Os projécteis atingem a superficie da Terra a distancias
crescentes do ponto de langamento (D, E, F, C, B, A). A figura
sugere que, com velocidade suficiente, o projéctil poderd passar

119
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120 CAPITULO 5. POR QUE E QUE A LUA NAO CAI?

From Newtan's Frimeipi,
1687

Figura 5.1: Uma ilustragao dos Principia de Newton.

a orbitar a Terra, apesar de a sua trajectoria se encurvar de um
modo semelhante & dos projécteis que "acabam por cair”.

Com esta maneira de ver Newton estava a raciocinar sobre o movi-
mento dos astros (a Lua) e dos corpos na Terra, usando os mesmos
conceitos. Hoje isso parece-nos inteiramente natural. No século
XVII era ainda muito controverso. Na altura ja era conhecido o
modelo heliocéntrico de Copérnico. Kepler tinha mostrado que,
num sistema de referéncia em que o Sol estd em repouso, os mo-
vimentos dos planetas sao elipses, ocupando o Sol um foco. Os
movimentos dos planetas em relacao a Terra (num sistema em que
a Terra estd em repouso) sao muito mais complexos por causa do
préprio movimento da Terra em relacao ao Sol.

Contudo, o modelo heliocéntrico nao era de modo nenhum consen-
sual. As autoridades religiosas, em particular, resistiram a aban-
donar as concepcoes geocéntricas de Ptolomeu e Aristételes, que
julgavam mais de acordo com algumas passagens da Biblia. Os
trabalhos de Newton contribuiram decisivamente para a ideia de
que as mesmas leis governam o movimento na Terra e nos céus,
um aspecto fundamental da visao do mundo que hoje partilhamos.

O movimento dos planetas no Sistema Solar foi muito importante
na descoberta da Lei da Gravitagao Universal e serd o primeiro t6-
pico deste capitulo. Depois, discutiremos os varios tipos de érbitas
possiveis em torno de um astro, relacionando-as com o conceito de
energia potencial gravitica. Finalmente, faremos uma breve intro-
ducao ao conceito de movimento assistido por gravitacao, referido
no capitulo 1 a propédsito da viagem das Voyager.
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m Copérnico e Kepler

g gk z
= AT g AR5
FR X | :
IE Jepanncs R~ "
= 1571630 | ¢ [y
Nicolaus Copernicus (1473-1543) Johannes Kepler(1571-1630)

Nicolaus Copernicus (ou Mikolaj Kopernik na forma original do
seu nome) nascido em Frauenburg, na actual Polénia, publicou
em 1543, no ano da sua morte, a obra De revolutionibus orbium
coelestium (Sobre as revolugoes dos corpos celestes) em que defen-
dia que o movimento de rotagao da Terra explicava o movimento
didrio aparente das estrelas (incluindo o Sol); que o ciclo anual
de movimentos do Sol, se devia a revolugao da Terra em torno
dele; e que a aparente inversao dos movimentos dos planetas no
céu (movimento retrégrado), se devia igualmente ao movimento
da Terra de onde eram observados.

Johannes Kepler, matematico e astrénomo, nascido em 1571, em
Wurttemberg, na actual Alemanha, usando dados observacionais
do astrénomo Tycho Brahe, mostrou que o modelo heliocéntrico
de Copérnico implicava 6rbitas planetarias elipticas com foco no
Sol. Quando observadas relativamente a Terra essas érbitas pa-
recem curvas muito mais complexas.

Outro ardente defensor da hipdtese de Copérnico, como repre-
sentacao do real e nao apenas hipétese de calculo, foi Galileu.
Por essa razao entrou em conflito com a Igreja, que defendia que
a visdo ptolomaica e aristotélica (Terra no centro do Universo)
era a Unica compativel com certas passagens biblicas. Galileu
foi julgado e condenado pelo tribunal da Inquisi¢ao, tendo sido
obrigado a renunciar publicamente as suas ideias, e proibido de

as ensinar.

Caixa 5.1: Nicolau Copérnico e Johannes Kepler.



Figura 5.2: Se os
semi-eixos menor, b, e
maior, a, da elipse forem
iguais esta é uma
circunferéncia.
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5.2 Movimentos planetarios e gravitacao

Para simplificar a nossa discussao, vamos supor que as orbitas dos
planetas sao circulares. Na realidade, trata-se de uma excelente
aproximacao para quase todos os planetas do Sistema Solar, pois
os semi-eixos maiores e menores das elipses sao quase iguais. No
caso da érbita da Terra, por exemplo, a razao entre os semi-eixos
menor e maior da érbita é

9:@%%&
a

ou seja b = a.

Uma outra simplificacdo importante resulta do facto de a massa
do Sol, M, ser muitas vezes superior & massa combinada de to-
dos os planetas do Sistema Solar. Embora a for¢a que o Sol exerce
num planeta e a que este exerce sobre o Sol tenham a mesma in-
tensidade, pela terceira lei de Newton, a aceleracao do Sol é muito
menor que a dos planetas, devido a sua grande massa. E, pois,
uma boa aproximacgao supor que o Sol nao se move por efeito das
forcas exercidas pelos planetas. Uma situagdao semelhante ocorre
para Orbitas de satélites, ou mesmo da Lua, em torno da Terra.

5.2.1 Aceleragao dos planetas

Afinal, por que andam os planetas a volta do Sol? Naturalmente,
por que ele estd 14! Que outra razdo, que nao a presenca do Sol,
pode explicar que todos os planetas se movimentem em O&rbitas
(quase) circulares, centradas, precisamente, no centro do Sol? A
presenca de uma estrela no centro do sistema solar determina esta
danca dos planetas.

E se o Sol nao existisse? Se desaparecesse de repente, isto é, se
desligdssemos a sua interac¢ao com os planetas? O que aconteceria
aos seus movimentos? Parariam? Manter-se-iam inalterados?

O que Newton respondeu, com base na primeira lei de movimento,
foi que os planetas passariam a deslocar-se em linha recta, segundo
a tangente a sua 6rbita. A sua velocidade seria a que tinham no
momento de desaparecimento da interaccao gravitica.

A Fig. 5.3 ilustra o pensamento de Newton. Imaginemos um sis-
tema de eixos Oxy com origem num ponto qualquer da orbita. A
direccao Oz é tangente a trajectéria em O e Oy é a direcgao ra-
dial. Se o Sol desaparecesse quando o planeta estd em O, ao fim de
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Op Ax_p
“Ah X

Figura 5.3: Se o Sol desaparecesse quando o planeta estd em O, este
passaria a deslocar-se ao longo de uma recta; ao fim de 1 segundo teria
andado uma distancia igual a que estava a percorrer na érbita em cada
segundo.

algum tempo, ele estaria em P e néo sobre a érbita. A distancia
ao Sol seria R + Ah. A atraccao do Sol fez com que a distancia
seja R (6rbita circular). Logo, a queda foi de Ah.

Ao passar em O, a velocidade do Planeta tem a direccao do eixo
Oz, tangente a trajectéria. A sua componente v, é nula. Um
pouco mais a frente, no ponto @, a velocidade rodou ligeiramente
e ja tem uma componente negativa segundo Oy. Se v, ¢ nula em
O e negativa em @, entdo ha uma aceleragao na direc¢ao negativa
do eixo Oy no ponto O da érbita.

Esta ideia, apesar de muito simples, é uma maneira totalmente
nova de pensar sobre o movimento circular dos planetas. O movi-
mento livre, natural, seria em linha recta com velocidade uniforme.
Mas o Sol atrai os planetas e estes, sob a accao dessa atraccao, en-
curvam o movimento em direccao ao Sol. O movimento circular
implica uma “queda” em direccao ao Sol.

Na proxima seccao vamos apresentar um argumento baseado em
geometria elementar que permite mostrar que o médulo desta ace-
leracao, dita centripeta, vale

ac =& (5.1)

em que v é o médulo da velocidade do planeta e R o raio da trajec-

(o)

Figura 5.4: A velocidade
do planeta rodou entre O
eQ. vy énulaem O e
negativa em @, logo ha
uma aceleragao na
direcgao do centro da
orbita.
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téria circular!. O argumento ilustra o modo como se desenvolvem
raciocinios tedricos em fisica, mas pode ser omitido sem prejuizo
do material que se segue. Na actividade 5.2 explora-se o conceito
de aceleracao centripeta com um método grafico.

Aceleragao centripeta

Um pouco de geometria elementar permite-nos saber quanto cai a
Terra num intervalo de tempo At em direcgdo ao Sol. Atentemos
na Fig. 5.3 da péagina 123. Pelo teorema de Pitdgoras:

(R+ ARh)? = R* + (Ax)?,

o que d4, desenvolvendo o quadrado do primeiro membro,
(Ah)? + 2RAh + R* = R? + (Axz)?

ou seja,
(Ah)? + 2RAR = (Ax)2. (5.2)

O raio da érbita da Terra é conhecido e pode ser lido numa tabela
de dados astronémicos, R = 1,5 x 10''m = 1UA. Por outro lado,
uma. vez que Az é o deslocamento que a Terra teria se a sua
velocidade passasse a ser uniforme ao passar em O, temos

Ax

U:Eij:vAt

em que v é o médulo da velocidade orbital da Terra (ver Caixa 5.2).

Conhecidos Ax e R, poderiamos calcular Ah resolvendo a Eq. 5.2,
uma equacio de segundo grau para Ah. Mas nem isso é necessé-
rio. Para intervalos de tempo, At, muito menores que um ano, a
Terra percorre distancias muito menores que o raio da sua érbita.
Num segundo, por exemplo, percorre menos de 30 km, uma fracgao
pequenissima do raio da érbita da Terra, 1,5 x 10'' m (150 milhdes
de quilémetros). A distancia de queda, Ah, é ainda menor que
Az, logo muito menor que R, o raio da érbita da Terra:

Ah < R.
Multiplicando ambos os membros por Ah, obtemos

(Ah)? < AhR

!Esta férmula vale, também, para outros tipos de trajectéria, se R for
interpretado como o raio de curvatura da trajectéria. Contudo, este conceito
nao sera discutido nestas notas.
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m Velocidade orbital da Terra m

O médulo da velocidade orbital da Terra pode determinar-se a
partir do periodo da sua érbita e da sua distancia média ao Sol.
Neste calculo estamos a considerar que a érbita é circular, que
como vimos acima, é uma excelente aproximagao. O periodo da
orbita é de um ano:

T = 1ano = 365,3 x 24 x 60 x 60 = 3,16 x 107 s.

A distancia percorrida nesse intervalo de tempo é o perimetro da
érbita. Como o raio da érbita é 1,5 x 10! m:

As=27R=9,42 x 10" m

O moédulo da velocidade é entao

2rR 9,42 x 101!
v = =

T = 3 iex 1o = 2% x10%m 7

Em cada segundo a Terra percorre quase 30km ao longo da sua
orbita.

Caixa 5.2: Calculo da velocidade orbital da Terra

Portanto, podemos desprezar na Eq. 5.2 o termo em (Ah)? com-
parado com 2AhR, e resolver em ordem a Ah:
(Az)?

Mas por que razao estamos a considerar valores pequenos de Az
ou At? A verdade é que velocidades ou aceleracoes instantaneas
envolvem sempre o limite At — 0. Como o nosso objectivo é
calcular a aceleracao instantanea do corpo no ponto O podemos
considerar valores pequenos de At e, consequentemente, de Ax.

Usando Az = vAt,

v2

Ah = ——(At)%

Para At pequeno (At — 0), a direccao do deslocamento Ah
confunde-se com a direccao do eixo Oy e podemos escrever

102

Ay = ———(At)% 5.4

y =5 (A1 (54)

Voltemos agora a comparagao com o movimento de um projéctil

lancado na horizontal a superficie da Terra, conforme ilustrado na

figura 5.1 dos Principia (pagina 120).



—\_M
Figura 5.5: Movimento de

um projéctil & superficie
da Terra.

> Actividade 5.3.
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Com a escolha de eixos representada na figura 5.5 o movimento
do projéctil pode ser escrito na forma:

Az = vAt

Ay = (At)? (5.5)

——a
2
em que v ¢ a velocidade do projéctil na direccao horizontal e —a

a aceleracao na direccao vertical.

Reparemos, como Newton, na semelhanca entre as equagoes 5.5
e 5.4. Newton concluiu que um movimento circular de raio R
com médulo da velocidade v, tem uma aceleragao, dita aceleracao
centripeta, dirigida para o centro da trajectoéria, de médulo

Qe = —.
R

Em resumo, o movimento circular uniforme é acelerado porque

a direcgao da velocidade varia. A aceleracao ¢ dirigida para o

centro da trajectéria.

Pela segunda lei e Newton, uma aceleracao implica um forca: os
planetas tém que ser atraidos em direccao ao Sol para se manterem
nas suas érbitas. A correcta andlise do movimento circular foi um
passo decisivo na descoberta da Lei da Gravitagdo Universal

Exercicio: Calcular Ah para um intervalo de tempo At =
1s e verificar que, tal como previmos, (Ah)? < 2hR.

A velocidade orbital da Terra é aproximadamente
v=30kms !
e o raio da érbita, R = 1,5 x 10" m; a aceleracio é

(30 x 103)°

_ -3 _ -2
15 % 1011 =6x107°=6mms

Ae =

A “queda” da Terra em direcgao ao Sol em cada segundo é

Ah = e
2

x 12 = 3mm.

5.2.2 Aceleragao dos Planetas e distancia ao Sol

Recorrendo a uma tabela de dados astronémicos, podemos calcular
as aceleracoes centripetas de todos os planetas do Sistema Solar,
conforme se sugere na Actividade 5.3. Esse estudo permite tirar a
seguinte conclusao:
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e 0s planetas do Sistema Solar tém uma aceleracao, em direc-
¢ao ao Sol, que nao depende da massa de cada planeta, mas
apenas da respectiva distancia ao Sol;

e A aceleracao de cada planeta é inversamente proporcional ao
quadrado da respectiva distancia ao Sol:

1,33 x 10%
- RZ

¢ ms
O produto a. x R? vale o mesmo para todos os planetas do
Sistema Solar.

Este estudo sugere uma observagao e uma questao:

e Observagao: A aceleracio da gravidade a superficie da
Terra, é a mesma para todos os corpos. Acabamos de ver
que este resultado vale, também, para o movimento dos pla-
netas em relagao ao Sol. A respectiva aceleragao depende da
distancia ao Sol, nao da massa dos planetas.

e Questao: um corpo a superficie da Terra e a Lua (ou um
satélite) estao ambos sujeitos a atrac¢ao da Terra. Serd que
ac. X R? é 0 mesmo para a queda dos graves na Terra e para
a Lua na sua drbita? Serd que a atraccao da Terra segue a
mesma lei que a do Sol?

5.2.3 A queda da Lua e de um corpo

Um corpo sujeito apenas ao seu peso, a superficie da Terra, cai
com um aceleragdo constante. O seu deslocamento na vertical é
dado pela lei do movimento uniformemente acelerado. Usando
um eixo vertical, sentido ascendente podemos escrever, para uma
velocidade inicial nula:

L o9
Y=Y — 59"

A aceleracao, g, vale:
g=9,81ms 2.

O raio da Terra é de varios milhares de quilémetros:

Rr = 6,38 x 10° km.
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Figura 5.6: havera alguma relacao entre a aceleragao da gravidade a
superficie da Terra e a aceleracao centripeta da Lua na sua érbita?

Por isso, mais metro menos metro, podemos considerar que, para
um corpo préximo da superficie da Terra, a distancia ao centro da
Terra é Rt e

g x R%=3,99 x 10" m®s™2, (5.6)

De acordo com o raciocinio que fizemos acima, a Lua também
acelera em direccao ao centro da Terra. A velocidade orbital da

Lua é
27 R
v = ——-

=1,02 x 103ms™!,
sendo R = 3,84 x 10%m e T o perfodo da érbita da Lua em torno
da Terra (27,3 dias). Assim sendo,

1)2

G = =2,TL x 107°ms™2,

ae X R* = 4,00 x 101 m3 s72 (5.7)

Foi a igualdade dos valores das equagoes 5.6 e 5.7 (a menos de ine-
vitdveis erros de aproximagcao) que convenceu Newton da justeza
das suas ideias:

Os movimentos da Lua e dos corpos a superficie
da Terra sao regidos pelas mesmas leis.
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Curiosamente, a publicagdo da Lei da Gravitagdo Universal foi
atrasada de varios anos porque, no primeiro calculo que fez, New-
ton usou um valor errado da distancia Terra-Lua. Este resul-
tado tem uma importancia que nao pode ser exagerada. Trata-se
de grandezas relativas a movimento na Terra (Eq. 5.6) e no céu
(Eq. 5.7). A suaigualdade simboliza a unificagao entre o movimen-
tos celestes e terrestres, que alterou para sempre a nossa maneira
de ver e de nos situar no Universo.

5.2.4 Lei da Gravitacao Universal

Podemos, entao, concluir da andlise dos movimentos nos campos
graviticos do Sol e da Terra os seguintes factos:

a) Os planetas, no seu movimento circular, tém uma aceleracao
na direccao do centro do Sol que é inversamente proporcional
a R?,

1 1 20
a. = % ms~ 2 (campo gravticodoSol)  (5.8)

b) A Lua e qualquer corpo sujeito predominantemente & atrac¢ao
da Terra, tém uma aceleragao dirigida para o centro da Terra
dada por

4,00 x 101
_ % ms 2 (campo gravtico da Terra). (5.9)

em que R é a distancia ao centro da Terra.

Qc

Por que razao os numeradores destas duas leis tém valores dife-
rentes? Segundo Newton, estas aceleragoes sao diferentes porque
a massa do Sol é superior a da Terra.

A lei da Gravitagao Universal afirma que a forga exercida pelo Sol
num corpo de massa m, a distancia R, tem a direccao do centro
do Sol e médulo

M,
po GmMe
R2
Esta forga origina uma aceleragao (segunda lei):
F  GM
ac=— = R2® (campo gravitico do Sol).
No caso do campo gravitico da Terra
F  GM
e = — = T (campo gravitico da Terra).

m R?
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Estas expressoes correspondem exactamente as leis que obtivemos
da andlise dos movimentos em torno do Sol (Eq. 5.8) e da Terra
(Eq. 5.9) . Devemos, entao ter:

GMy =1,33 x 10m3s~2

GMr = 4,00 x 10" m3 572
De facto, a razao entre a Massa do Sol e da Terra é

Mz 1,99 x 1030 5
—=_——-=23,33x10

Mpr 5,97 x 1024 ’
que é, muito aproximadamente, o valor da razao das constantes
encontradas nas Egs. 5.8 € 5.9:

1,33 x 1020

_ 5
W—?),S?)Xlo

A constante GG, tanto quanto sabemos, descreve o movimento no
campo gravitico do Sol, da Terra, ou de qualquer corpo e vale

_1,33x10% 4,01 x 10M

¢ M, Mr

=6,67x 1071 m3s2kg L.

E conhecida como a Constante de Gravitagao Universal.

O percurso que fizemos para chegar aqui foi, no essencial o do
préprio Newton no século XVII.

5.2.5 Terceira Lei de Kepler

Um das consequéncias que Newton imediatamente retirou da sua
andlise do movimento circular e da Lei da Gravitagao Universal foi
a relacao entre o periodo e o raio das dérbitas planetarias expressa
pela terceira Lei de Kepler:

O cubo do raio da 6rbita de um planeta, R?, é propor-
cional ao quadrado do respectivo perfodo, T2:

R? = KT? (5.10)

A constante K (constante de Kepler) é a mesma para
todos os planetas do sistema solar.
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Newton sabia que um planeta numa orbita de raio R com veloci-
dade v, tem uma aceleragao em direccao ao Sol,

Qe = —.

R

A segunda lei de movimento implica que o Sol exerga uma forga
sobre o planeta dada por

F = ma,.
Esta forca 4 dada pela lei de Gravitacao Universal, pelo que

mM v?
G R2® =me (5.11)

A massa do planeta cancela nos dois lados da equacéo e obtemos
v’R = GM, (5.12)
Para relacionar com o periodo da érbita recordemos que

_ 27R 9 4% R?

v T:>U T2

que, substituido na equagao anterior, da:

Resolvendo em ordem a R?, obtemos a terceira lei de Kepler na
forma: oM
=972
472
Kepler chegou a sua leis de movimento planetéario através da pro-
cura de regularidades mateméaticas nas observagoes astronémicas
de Tycho Brahe. A analise de Newton levou-o muito mais longe:

R? (5.13)

e A constante de Kepler ficou determinada em termos de G e
da massa do Sol:

 GMg

© 4r?
No século XVIII, Cavendish, usando uma balanga muito pre-
cisa, conseguiu medir directamente a atraccao gravitacional
entre duas esferas de massas conhecidas e determinar o va-
lor de G. Usando a relagao deduzida por Newton, Eq. 5.14,
ficou a conhecer a massa do Sol.

(5.14)
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e O raciocinio de Newton é universal: vale para Orbitas em
torno de qualquer corpo. Assim para Orbitas em torno da

Terra:
R  GMry

T2 PO (5.15)
Em particular, esta relacao permite-nos relacionar os periodos e
raios das érbitas dos satélites da Terra.

Exercicio: um satélite em 6rbita no plano do Equador, com
um periodo orbital igual ao periodo de rotagao da Terra,
mantém uma posigao fixa em relacao a qualquer ponto da
Terra. Estes satélites dizem-se geo-estacionarios e sao muito
importante nas redes de comunicagoes por satélite. A que
altura deve orbitar um satélite geo-estacionario?

Uma vez que T' = 24 h,
T? = (24 x 60 x 60)* = 7,5 x 107 s*

Usando a eq. 5.15

GMry
R — T2
472
obtemos
B 6,7 x 107 x 6,0 x 10%* x 7,5 x 10?

472
= 7,6x10%m3

extraindo a raiz cubica
R=4,2x10"m=4,2 x 10*km

Esta é a distancia ao centro da Terra. Subtraindo o raio da
Terra, Rt = 6,4 x 103 km obtemos uma, altura relativamente
a superficie da Terra:

h=3,6x10"kn

ou seja, cerca de 36 000 quilémetros (quase seis vezes o raio
da Terra).

5.2.6 Resumo

Quais foram as ideias principais introduzidas nesta sec¢ao? Por
que nao escrevé-las num papel, antes de ler para a frente, para
depois comparar com o que se segue?
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e O movimento circular uniforme tem uma aceleracao dirigida

5.3

para o centro da trajectoria, de mdédulo:

Qe = —.

R

Pela segunda lei de Newton, esta aceleracao implica a exis-
téncia de uma forca atractiva exercida pelo Sol nos planetas
do Sistema Solar e pela Terra na Lua e em todos os corpos
na sua proximidade.

O estudo das aceleragoes dos planetas do Sistema Solar mos-
tra que a respectiva aceleracao é inversamente proporcional
ao quadrado da respectiva distancia ao Sol; de modo seme-
lhante, a razao entre a aceleracao da Lua e de um corpo a
superficie da Terra é igual ao inverso da razao dos quadrados
das respectivas distancias ao centro da Terra:

G1ua _ R_%‘
g R

Estes resultados encontram a sua explicagao natural na Lei
da Gravitagao Universal;

— como a forca gravitacional sobre um corpo, F', tem um
modulo proporcional a respectiva massa, a sua acelera-
¢ao devida a essa forca, F /m, nao depende dessa massa;
é a mesma para qualquer corpo nessa posigao.

— A forca gravitacional é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre os corpos em interacgao:
logo, as respectivas aceleracoes também sao.

Energia e orbitas

5.3.1 Orbitas fechadas e abertas

Por que razao sao quase circulares as orbitas dos planetas do Sis-
tema Solar? Serd que as leis de Newton sé permitem este tipo de
orbitas?

De modo nenhum. E ficil de ver que as leis de Newton permitem
orbitas muito diferentes das circulares. Consideremos orbitas em
torno da Terra como exemplo.

H__®

Figura 5.7: Orbitas
possiveis em torno da
Terra.

o



Figura 5.8: No mesmo
intervalo de tempo, a
"queda”, Ah, é a mesma,
mas a velocidade é maior
na orbita b; a orbita tem
menor curvatura.

> Perigeu e apogeu:
pontos de uma 6rbita em
torno da Terra com dis-
tancias a Terra minima e

méxima, respectivamente.
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Imaginemos uma sonda na 6rbita circular a da figura 5.7; seja v
a sua velocidade. Suponhamos que, ao passar em P, a sonda liga
propulsores durante um curto intervalo de tempo e aumenta a sua
velocidade, sem alterar a direccao. Que acontece a sua orbita?

A atraccao da Terra nao foi alterada, logo, a distancia de "queda”
em direccao a Terra, em cada segundo, é a mesma que na érbita
a. Contudo, a distancia percorrida no mesmo intervalo de tempo
é maior, porque a velocidade é maior: o resultado é uma trajec-
téria com menor curvatura; na linguagem do automobilismo, uma
“curva, menos apertada” em P. A érbita resultante serd do tipo
da érbita b: uma 6rbita eliptica. Por outro lado, se a sonda dimi-
nuir a sua velocidade em P, a trajectéria terd maior "curvatura” e
serd do tipo da orbita c. Se a velocidade em P for suficientemente
pequena, pode até acontecer que a drbita resultante intersecte a
superficie da Terra. A sonda "cai”!

Questao: Por que é que um automobilista que entre numa
curva com velocidade excessiva se pode despistar?

Imaginemos que a curva é um arco de circulo de raio R.
Para se manter na estrada, o carro terd que estar sujeito a
uma forga dirigida para o centro do circulo, de médulo

F,=m>.
"R

Essa forca resulta do atrito entre os pneus do automoével e
o piso da estrada. Mas a forga de atrito é limitada. Se v
for demasiado grande, o valor de F, excede o maximo valor
possivel da forca de atrito. Se a forca aplicada ao carro for
inferior a Fi, o carro realiza uma trajectéria mais aberta
(raio de curvatura maior que o da estrada) e despista-se.

Quanto maior for o aumento de velocidade em P, maior sera a
distancia maxima a Terra que a sonda atinge (ponto A, apogeu da
érbita), antes de "voltar para tras” devido & atracgao da Terra. Se a
velocidade for suficiente, a sonda pode mesmo escapar a vizinhancga
da Terra e continuar a afastar-se. Na figura 5.9 mostra-se uma
érbita deste tipo (d). Representa um corpo que, vindo de grande
distancia, é desviado pela atraccao gravitica da Terra e que volta
a afastar-se para sempre. Se o aumento de velocidade em P for
suficiente, a sonda pode passar da érbita circular, a, para uma
orbita aberta, deste tipo, d.

Escusado serd dizer que as mesmas consideracoes valem para Or-
bitas no campo gravitico de qualquer outro planeta ou estrela. A
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forga gravitacional e as leis de movimento apenas determinam a
aceleracdo, isto é, a maneira como wvaria a velocidade. A posicao e
a velocidade de um corpo podem ser especificadas arbitrariamente
num dado instante. As drbitas consideradas nesta seccdo tém em
comum o ponto P, a direccao da velocidade (tangente & circun-
feréncia em P), mas diferem no médulo da velocidade no mesmo
ponto P.

Voltando agora & questao no inicio desta secgao, a razao das érbitas
planetarias serem quase circulares nao esta nas leis de Newton,
mas nas condic¢oes iniciais de formagao do Sistema Solar. Sera
nos modelos de formacao do Sistema Solar que, eventualmente,
encontraremos resposta a essa pergunta. Saber se um determinado
corpo estd numa Oorbita aberta ou fechada é uma questao mais
simples, que vamos abordar a seguir.

5.3.2 Energia no campo gravitico

No inicio da novela Rendez-vous with Rama, de Arthur C. Clark,
astrénomos na Terra detectam um enorme objecto (Rama, um fan-
tastico cilindro construido por outra civilizagao) em movimento em
direccao ao Sol. Facilmente determinam a sua posicao e velocidade
com alguns dias de observacao. Com base nesses dados, poderiam
determinar se a sua érbita, no campo gravitico do Sol, era fechada
ou aberta? A nave estava de passagem ou ia ficar a orbitar o Sol?

A resposta a esta pergunta depende de um célculo simples de ener-
gia. Para percebermos porqué temos que recordar alguns conceitos
de 10° ano.

No ano passado discutimos a energia potencial de um corpo a
superficie da Terra. Para elevarmos um corpo de massa m de uma
altura h, sem o acelerar, temos que exercer uma forga externa, F’;,
de médulo igual ao do peso, mg. O trabalho realizado por ﬁe éa
variacao de energia do corpo no campo gravitico da Terra:

W, = forca x deslocamento = mgAh.

Como o corpo nao é acelerado, s6 hé variacao de energia potencial,
AEp =mgA h. (5.16)
Depois de viajarmos com a Voyager, de discutirmos orbitas de

planetas e satélites, sejamos atrevidos e continuemos a elevar o
corpo até alturas comparaveis ou maiores que o raio da Terra.

Figura 5.9: Uma érbita
aberta.

ARTHUR C.
CLARKE

Figura 5.10: Capa da
novela, Rendez- Vous with

Rama uma novela de
Arthur C. Clark.
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AEp =mgAh
Ah

Figura 5.11: Para
variagoes de altitude
muito menores que o raio
da Terra, o peso pode ser
considerado constante.

® Ay

AEp=7?

Figura 5.12: Para
variagoes de altitude da
ordem, ou superiores, ao
raio da Terra, o peso nao
pode ser considerado um
forca constante.
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Nesse caso, a expressao da equagao 5.16 deixa de estar correcta,
pois o peso do corpo varia com a distancia ao centro da Terra.

Com efeito, para um corpo a distancia R do centro da Terra, o
peso, a forca com que a Terra o atrai, vale em mddulo,

. GmMT

P B

Como o raio da Terra 4 de R = 6380km, em variagoes de altura
até alguns quilémetros, a distancia R quase nao varia e

~ G’I’)’LMT

P 2

=mg,

com
GMr

R
Nestas situagoes a expressao da equagao 5.16 esta correcta.

J& um corpo a uma distancia 2Ry (a uma altura de 6380 km acima
da superficie) tem um peso, P’
GmMT GmMT 1
g 1 g 3 g —mg,
(2R7) 4R, 4

P/

apenas um quarto do seu peso & superficie da Terra. Sendo assim,
o trabalho necessario para elevar um corpo de Ry para 2Rp nao
pode ser dado pela expressao da equacao 5.15, pois a forca externa
necessaria diminui com o aumento de R.

A expressao correcta da variacdo de energia potencial gravitica

quando um corpo passa de uma distancia R;— Ry é:

G’I’fLMT GMT
R; Ry

AEp =m( ).

Se levarmos o corpo de R até uma distancia infinita da Terra,
Ry— oo, temos
GMrp

7

EP(OO) - EP(R) =m

E habitual tomar como estado de referéncia o de afastamento infi-
nito, isto é, considerar energia potencial nula quando o corpo esta
infinitamente afastado da Terra (peso nulo),

EP(OO) =0.
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m Energia Potencial Gravitica m

No texto afirma-se, sem demonstracao, que a variagao de energia
potencial gravitica de um corpo que passa de uma distancia R;
para IRy do centro da Terra é

R; Ry

A@:m(mh GMv'

Esta expressao pode escrever-se na forma

1 1
AE, =mGMr | — — — |.
e T<Rz' Rf)

Reduzindo ao mesmo denominador as duas fracgoes,

AE, = mGMr <M> _GMr

O termo entre paréntesis é a variacao de altura Ah = Ry — R;.
Se Ah < RZ
R;R; = R; (R; + Ah) ~ R?

e obtemos uma expressao semelhante a usada no 10° ano:
AE, = mgAh

GMr

Em resumo, a expressao usada no 10° ano é uma aproximagao
valida quando a variagao de altura é muito menor que a distancia
ao centro da Terra.

Caixa 5.3: Energia potencial no campo gravitico da Terra.

Sendo assim,

O facto da energia potencial gravitica ser negativa significa apenas
que é menor que o seu valor no infinito, Ep(co) = 0. De facto,
é necessario realizar trabalho externo (aumentar a energia) para
afastar dois corpos que se atraem.



138 CAPITULO 5. POR QUE E QUE A LUA NAO CAI?

5.3.3 Orbitas abertas e energia

A energia total de um corpo que se move num campo gravitico
de outro é a soma da sua energia cinética com a energia potencial
gravitica,

1 GM

E = —mv® —m—; (5.17)

2 R
m é a massa do corpo e M a massa do planeta ou estrela em cujo
campo gravitico ele se move (estamos a supor, como sempre, que
M > m). Por conservacao de energia, a energia total é constante
em todos os pontos da orbita; R e v variam de tal maneira ao longo

da érbita que a expressao da equacgao 5.17 se mantém constante.

E facil concluir daqui que a energia de uma 6rbita aberta é positiva.
Quando os dois corpos estao infinitamente afastados a energia po-
tencial gravitica é nula:
GM
m—— —0; se R — o

R

Em pontos da érbita de grande afastamento (R — o0) a energia
total fica igual a energia cinética, que é sempre positiva. Como a
energia nao varia na orbita, ela é positiva em todos os pontos da
orbita.

Numa érbita com energia negativa, por outro lado, a distancia
entre os dois corpos terd um valor méaximo; se a distancia pudesse
aumentar indefinidamente, a energia potencial gravitica tenderia
para zero e a sua soma com a energia cinética nao poderia manter-
se negativa: estas érbitas sao fechadas.

Assim, os astrénomos que observaram Rama teriam apenas que
calcular o segundo membro da equacgao

Myama 2 R

para o que precisavam apenas de saber a velocidade, v, e distancia
ao Sol, R, de Rama: se esta grandeza fosse positiva, a drbita
seria aberta e Rama voltaria para o espago interestelar; se fosse
negativa, Rama estaria numa érbita fechada em torno do Sol?.
Nao daremos a resposta: diremos apenas que esta é uma questao
importante na novela, uma das melhores obras de sempre de ficcao
cientifica.

2Supondo, é claro, que a 6rbita de Rama nio a levaria a um encontro
préximo com um planeta.
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Exercicio: Podemos langar um projéctil que nunca mais
volte & Terra, que continue a afastar-se para sempre?

A energia total de um projéctil langado com velocidade v
de um ponto da superficie da Terra é:
1, GMr

E=§mv —-m R

Se esta energia for positiva, a érbita serd aberta e o corpo
afastar-se-a para sempre da Terra. Para isso, a sua veloci-
dade terd que ser tal que

1., GMr
2 Ry
ou
2G My

V> v, = =11,2x10%m s

T

A velocidade v, é a velocidade de escape da Terra. O
projéctil nao tem que ser langado na vertical. Desde que
nao colida com a superficie da Terra pode ser langado para
o espaco em qualquer direcgao.

5.4 Movimento assistido por gravitacao

. Jupiter

Orbita de lancamento

Terra N da Voyager

139

Figura 5.13: Com a velocidade imprimida pelo foguetao de lancamento,
e sujeitas a atracgao do Sol, as sondas Voyager teriam ficado num érbita
eliptica, com um afastamento maximo do Sol da ordem da distancia

Sol-Jupiter.

Na figura 5.13, reproduzida do Capitulo I, mostra-se a érbita de
lancamento das Voyager. A velocidade com que sdo lancadas da
Terra pelos foguetdes Titan-Centaur soma-se a velocidade orbital
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Figura 5.14: (a) Posigoes da Voyager relativamente a Jupiter espaga-
das de 20 horas; (b) Posiges de Jupiter em relagdo ao Sol nos mesmos
instantes.

da Terra, e as naves entram numa érbita eliptica a volta do Sol,
com afastamento méximo do Sol da ordem do raio da érbita de
Jupiter. Como dissemos na altura, a passagem junto a Jupiter
permite aumentar a velocidade das naves relativamente ao Sol,
lancando-as numa Orbita aberta.

Como funciona este mecanismo? Como é possivel aumentar a
energia das naves no campo gravitico de Jupiter?

Na figura 5.14a representam-se posicoes sucessivas da sonda Voya-
ger I, separadas de 20 horas, durante o seu encontro com o planeta[2,
7]. Jupiter ocupa a origem do referencial, sem se movimentar, o
que significa que esta orbita esta representada tal como seria vista
por um observador em Jupiter (referencial de Jupiter). A uni-
dade de distancia usada, unidade joviana (UJ), é o raio do planeta
Jupiter:
1UJ=7,14%x10"m = 7,14 x 10* km.

O Sol encontra-se muito distante, no eixo Oz, com uma coorde-
nada z = —10700UJ. O efeito da atraccao gravitica do Sol no
movimento da sonda é muito menor que o de Jipiter no intervalo
de tempo representado nas duas figuras.

A ¢4rbita da Voyager em relacdo a Jupiter é aberta. A sonda
aumenta de velocidade ao aproximar-se do planeta, devido a sua
atraccao gravitacional, e reduz a velocidade ao afastar-se, pois con-
tinua a ser atraida por Jupiter. Neste referencial, o encontro com
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Jupiter
(a) (b) (©)

Figura 5.15: Para obter o deslocamento da sonda em relagao ao Sol temos
que somar ao deslocamento em relagdo a Jupiter, (1 — 2) e (8 — 9), o
deslocamento de Jupiter em relagao ao Sol, (¢). O deslocamento em 20
horas é maior apds o encontro, (b), do que antes, (a).

o planeta apenas altera a direccao da velocidade da sonda, nao
altera o respectivo modulo. Se representarmos os deslocamentos
entre as posicoes 1 e 2 e entre 8 e 9, vemos que tém sensivelmente
o mesmo moédulo. Sabemos que este resultado é uma consequéncia
da conservacao de energia no campo gravitacional de Jupiter: dois
pontos a mesma distancia de Jupiter tém a mesma energia poten-
cial gravitica: como a energia total é conservada, tém também a
mesma energia cinética, ou seja, a mesma velocidade.

Mas, durante as 20 horas que decorrem entre posicoes sucessi-
vas, Jupiter desloca-se relativamente ao Sol na direccdo do eixo
Oy (fig. 5.14b). O deslocamento da sonda relativamente ao Sol
¢é obtido somando o seu deslocamento relativamente a Jupiter ao
deslocamento deste relativamente ao Sol. Ora, depois do encontro,
a velocidade da sonda em relacao a Jupiter e deste em relagdao ao
Sol tém praticamente a mesma direccao e sentido. Como se vé
na figura 5.15, nas 20 horas entre 8 e 9, o deslocamento da sonda
relativamente ao Sol é muito superior em médulo ao que ocorre
entre 1 e 2. A velocidade da Voyager em relagao ao Sol aumentou
consideravelmente neste encontro. Na actividade 5.4 constréi-se a
orbita da Voyager relativamente ao Sol, durante este intervalo de
180 horas, a partir das figuras 5.14.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo exploramos uma parte muito pequena das con-
sequéncias da Lei da Gravitagdo Universal. Nao faldmos de marés,
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dos anéis planetarios, da formacao de galdxias e estrelas por con-
tracgdo gravitacional. Até a dinamica da expansao do Universo
tem aspectos que se podem compreender usando mecéanica newto-
niana, embora a Relatividade Geral de Einstein seja essencial para
uma compreensao detalhada da estrutura do Universo.

Alguns destes problemas sao bastante mais complexos do que os
que discutimos neste capitulo. Mas é importante perceber que sao
as consequéncias das mesmas leis que o génio de Isaac Newton
desvendou para toda a Humanidade.

5.6 Actividades, Questoes e Problemas

5.6.1 Actividades

5.1. Visualizagao da érbita de um planeta relativamente
a outro.
Ver ficha de Actividade A24.

5.2. Aceleragao centripeta.
Ver ficha de Actividade A25.

5.3. Queda de planetas em direcgao ao Sol.
Ver ficha de actividade A26.

5.4. Assisténcia gravitacional.
Ver ficha de actividade A27.

5.5. Forga centripeta e velocidade angular.
Ver ficha de actividade A28.

5.6.2 Questoes

5.1. Aristdteles considerava que o movimento “natural” dos cor-
pos celestes ocorria em Orbitas circulares. Se interpretarmos
“natural” como livre de influéncias externas, de que modo é
que Newton contestou esta concepcgao?

(a) Qual era para Newton o movimento “natural”?

(b) Segundo Newton, os planetas do Sistema Solar tinham
um movimento natural?

(¢) Segundo Newton, o movimento circular carecia de uma
explicagao? Qual?
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5.2. A 6rbita de um satélite geo-estaciondrio tem energia nega-
tiva, positiva, ou nula? (No campo gravitico da Terra).

5.3. Um automoével comega a descrever a curva da figura C.1,
mas encontra gelo no ponto O, perdendo completamente a
aderéncia dos pneus ao piso da estrada. Qual das trajectérias
segue o automoével ao despistar-se? Justificar.

5.4. Um asterdide estd em drbita em torno do Sol a uma distancia
de duas UA, duas vezes o raio da érbita da Terra. Qual é o
periodo da sua 6rbita em anos?

5.6.3 Problemas

5.1. A Lei da Gravitacdo Universal permite-nos calcular o peso
de um corpo a superficie da Terra, em termos da massa e do
raio da Terra.

(a) Obter a seguinte expressao para a aceleragdo da gravi-
dade a superficie da Terra:
_ GMr
— w7

(b) Usando uma tabela de dados astronémicos, calcular
as aceleragoes da gravidade nas superficies da Lua, de
Marte e de Jupiter.

5.2. Um corpo a superficie da Terra também ¢é atraido pelo Sol.

(a) Calcular a forga exercida pelo Sol sobre um corpo de
massa m = 1kg a superficie da Terra e comparar com
o respectivo peso (terrestre).

5.3. Num planeta como a Lua, sem atmosfera, ndo se faz sentir a
resisténcia do ar, como na Terra. B possivel ter um corpo em
orbita “rasante” a superficie, conforme indica a figura 5.1, na
pagina 120.

(a) Calcular a velocidade de um projéctil em drbita em
torno da Lua, a uma distancia do seu centro igual ao
raio da Lua.

(b) Repetir o cdlculo da alinea (a) para uma O6rbita em
torno de um planeta de massa e dimensoes da Terra.

Figura 5.16: Qual das
trajectérias segue o
automovel ao
despistar-se?



Figura 5.17: Um circuito
automovel.
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(c) Calcular a energia gravitacional de um corpo de massa
1kg, nas orbitas das alineas anteriores.

Quantos Joule por kg sao necessarios para acelerar um corpo
até a velocidade de escape da Terra?

Qual é altura maxima atingida por um projéctil lancado na
vertical com metade da velocidade de escape da Terra? (ig-
norar o efeito da atmosfera).

Os satélites da rede GPS (Global Positioning System) tém
periodos orbitais de cerca de 12 horas.

(a) A que altura acima da superficie terrestre orbitam a
Terra?

(b) Qual é a respectiva velocidade orbital?

Calcular a velocidade de escape de um corpo & superficie da
Lua.

Calcular a energia de movimento orbital do planeta Terra
(cinética mais potencial gravitica, no campo do Sol).

O Sol tem um movimento orbital, de érbita aproximada-
mente circular, em torno do centro da nossa galaxia. A dis-
tancia ao centro é de cerca da 28 000 anos-luz. A velocidade
orbital do Sol é cerca de 280kms™!.

(a) Qual serd o valor da massa da galdxia, interior & or-
bita do Sol, responséavel pela atraccao que mantém este
movimento orbital do Sol?

(b) A quantas estrelas de massa média igual & do Sol cor-
responde essa massa?

A figura representa um circuito automével em planta. O raio
das curvas é R = 150m.

(a) Se um automével descrever a curva a uma velocidade
de 140kmh~!, qual é a forca, no plano horizontal, em
modulo, direccao e sentido, que tem que exercer num
ocupante de massa 80kg para o manter na trajectéria
circular?
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5.11. Os astronautas sdo sujeitos a aceleragoes muito elevadas,
quer no lancamento das naves quer na reentrada na atmos-
fera. Nos treinos sao colocados numa “centrifugadora”. uma
capsula montada na extremidade de um brago que pode gi-
rar a alta velocidade em torno de um eixo na extremidade
oposta.

(a) Se o braco tiver 5m de comprimento (distancia da cép-
sula ao eixo de rotagao), a quantas rotagoes por minuto
terd que rodar para que a aceleracao centripeta dos as-
tronautas na capsula seja a. = 1097 (g, a aceleracao
da gravidade).
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Capitulo 6

Comunicacoes

6.1 Descoberta dos Pulsars

Figura 6.1: S. Jocelyn Bell com o telescépio que ajudou a construir e
com o qual descobriu os pulsars.

Em Julho de 1967, Jocelyn Bell, uma estudante de doutoramento
da Universidade de Cambridge, comecou a operar um novo “teles-
c6pio” que tinha ajudado a construir nos dois anos anteriores. O
telescépio era, na realidade, constituido por mais de 1000 postes,
com quase 200km de fios a ligd-los. Mais propriamente, era um
enorme complexo de antenas, ocupando uma area de quase dois
campos de futebol e destinado a captar sinais de rddio vindos das
estrelas (a uma frequéncia de 81,5 MHz).

No Outono de 1967, ao analisar os registos em papel (eram pro-
duzidos cerca de 120 metros de papel por cada varrimento do céu,
que demorava quatro dias), Jocelyn Bell notou uns aumentos de

149



150 CAPITULO 6. COMUNICACOES

intensidade do sinal, bruscos e de muito curta duragao (picos),
que se repetiam regularmente, separados de cerca de 1,3s. O que
seria? Um sinal humano, vindo de outro ponto da Terra?

Jocelyn Bell e o seu supervisor, Anthony Hewish, puseram essa
hipétese de lado quando verificaram que o sinal se repetia, nao
a mesma hora todos os dias, mas a mesma hora sideral. Isto é,
quando a Terra tinha feito uma rotagdo completa em relacao as
estrelas distantes, nao em relagdo ao Sol. O sinal sé poderia vir
das estrelas (ou de outros astrénomos terrestres, que se guiassem
pelo tempo sideral). Desconhecendo qualquer fenémeno estelar
que pudesse dar origem a um periodo da ordem de um segundo,
Anthony Hewish e Jocelyn Bell, puseram a hipétese que pudesse
ser um sinal vindo de outra civilizagao e baptizaram-no LGM1
(Little Green Man 1). Contudo, pouco depois, Jocelyn Bell de-
tectou mais duas fontes do mesmo tipo (com periodos mais curtos,
noutras regides do céu). Nao era crivel que se pudessem encon-
trar mais civilizagoes extra-terrestres com tanta facilidade. Os
resultados destas observagoes foram publicados da revista Nature
e constituiram a primeira observagao de pulsars.

Um pulsar é uma estrela constituida por neutroes. Na matéria
habitual existem protoes e neutroes, que formam o ntcleo, e elec-
troes. Em estrelas suficientemente massivas, a atraccao gravitica,
pode “esmagar” os atomos, empurrando os electroes para ntcleo.
Os protdes capturam os electroes e transformam-se em neutroes.
A estrela de neutrdes é, pois, semelhante a um enorme ntcleo.
Apesar de poder ter um raio de apenas 10 ~ 15km, a sua massa é
superior a do Sol. Um pulsar é uma estrela de neutrées em rotacao.
Emite radiacido na direccao dos seus pélos magnéticos. Ao rodar,
o seu feixe de radiag@o roda no espago, um pouco como o sinal
de um farol. Os sinais detectados em Cambridge correspondiam a
passagem do feixe pela Terra.

Exercicio: O ntcleo do dtomo de hidrogénio (protao) tem
um raio de cerca de 107'°m. Contudo, tem quase toda a
massa do 4&tomo. Um estrela de raio 15km e com uma massa
volimica igual a do nicleo do hidrogénio, que massa tera?

A massa volumica do protao é

mp mp

=V T mR33
1,7 x 1027

= m = 074. X 1018 kgm_3.

Para um raio R = 15 x 103m e a mesma massa voliimica, a
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m Tempo sideral m

Suponhamos, por um momento, que a Terra nao girava em volta
do seu eixo. Pelo facto de orbitar em torno do Sol, o hemisfério
iluminado numa certa altura do ano estaria escuro passados seis
meses. Isto é, mesmo que a Terra nao rodasse em torno do seu
eixo relativamente as estrelas, haveria um nascer e um por do Sol
por ano, em qualquer ponto da Terra, por causa da sua drbita.
Contudo, o movimento aparente do Sol seria do Oeste para Leste.

[ =

Mesmo sem rotacao da Terra em torno do seu eixo, haveria um nascer e um poér-do-
sol todos os anos. Mas o movimento aparente do Sol seria o oposto ao que resulta do
movimento de rotacdao da Terra.

De facto, a Terra roda em torno do seu eixo com o mesmo sentido
com que orbita em torno do Sol. O resultado é que num periodo
orbital, um ano, ha menos um nascer e poér do sol do que rotagoes
em torno do seu eixo. Ou seja, relativamente as estrelas ha mais
um dia por ano do que relativamente ao Sol. Cada ano sideral
(relativamente as estrelas) tem 366,3 dias e nao 365,3 como o ano
solar; cada dia sideral tem menos de 24 horas, mais precisamente:

24 x 365,3

= 23,93n.
366,3 ’

O dia sideral é mais curto que o dia solar em cerca de 4 minu-
tos. Jocelyn Bell e Anthony Hewish repararam que os sinais dos
pulsares se repetiam, nao & mesma hora terrestre, mas quatro
minutos mais cedo em cada dia (quando a Terra repetia a sua
orientagao relativamente as estrelas).

Caixa 6.1: Diferenca entre tempo solar e sideral.
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massa sera:

4r (1,5 x 104)°

M=p 3

=57 x 103 kg.

A massa do Sol é 2 x 1037 kg.

6.1.1 Sinais, mensagens e comunicagoes

A histéria da descoberta dos pulsars permite-nos levantar um sem
numero de questoes.

O “telescopio” de Cambridge era uma antena que tanto podia cap-
tar sinais de radio de uma estacao terrestre, como detectar um
objecto remoto situado noutro ponto da nossa galdxia. Ou seja,
os fenémenos fisicos envolvidos na detec¢ao sao, em ambos os ca-
sos, semelhantes. Tao semelhantes que, num primeiro momento,
houve duvidas sobre qual tinha sido detectado.

Que fenémeno fisico constitui o “sinal”? Que significado tem a
respectiva frequéncia?

O que distingue um “sinal” de uma “mensagem”?

O sistema de telemdveis usa também radiacao electromagnética,
tal como a que foi detectada no telescépio de Cambridge, com
frequéncias entre os 890 e 960Mhz. No entanto, usamo-los para
transmitir mensagens escritas, voz, ou mesmo imagens. Como
transmitimos informacao de natureza tao diversa através dos mes-
mos dispositivos?

Como ¢é que estes “sinais” se transmitem? O que é que realmente
é transmitido?

Os sinais captados pelos telemodveis tém origem nas antenas de
retransmissao do sistema de comunicagoes méveis. O sinal detec-
tado pelo telescépio de Cambridge teve origem numa estrela de
neutroes a milhares de anos-luz. O Deep Space Probe da NASA
detecta as transmissoes da Voyager, cujo emissor de radio tem a
poténcia de uma lampada, a 13 500 milhdes de quilémetros.

Por outro lado, estamos equipados com sistemas de deteccao e
producao de som (audigao e sistema vocal) que nos permitem co-
municar a curtas distancias, sem qualquer mediacao tecnoldgica.
O que é o som? Como se transmite? Tem alguma relacao com a
radiac@o electromagnética, de que temos vindo a falar?
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Fonte de Destinatario
informagéo da informagao

mensagem mensagem

Receptor

sinal recebido

Sistema de comunicacdes

Figura 6.2: Um sistema tipico de comunicagoes.

Sistema de comunicacgoes

Suponhamos que que ha um grupo de alunos realmente interessa-
dos no que o professor esta a dizer durante uma aula. A sua volta,
alguns colegas, menos interessados, conversam entre si.

O professor tenta transmitir uma mensagem. O seu sistema vocal
é o emissor do sinal. O sistemas auditivos dos alunos interessados
sdo os receptores. As conversas dos colegas, introduzem ruido
no canal. O som em si, seja sinal ou ruido, consiste em variacgoes
de pressao do ar, que conseguimos induzir com o nosso aparelho
vocal e detectar com o nosso aparelho auditivo. Essas variacoes de
pressao propagam-se através do ar da sala, que constitui o canal
de comunicacgao. Para que haja uma mensagem, os sons pro-
duzidos no emissor, sao escolhidos de um conjunto restrito que os
destinatarios da mensagem conhecem antecipadamente (sons da
lingua portuguesa); podemos mesmo falar de um conjunto (poten-
cialmente infinito) de mensagens possiveis, pré-existente, de que o
professor escolhe uma, transmitindo por esse facto informacao.
Por exemplo, de todos os objectivos possiveis para o préximo teste,
quais foram os escolhidos pelo professor?

Para transmitir informagao, o professor codifica a mensagem em
sons (variagoes de pressao do ar), usando a sua voz. O sinal detec-
tado pelo sistema auditivo de cada aluno, é descodificado nos seus
cérebros, e a mensagem é recuperada (se o ruido nao for excessivo).

O que acabamos de descrever é o esquema tipico de um sistema de
comunicacao. Como vemos, a Natureza jia nos dotou com um sis-
tema de comunicacao muito eficaz, sem o qual a humanidade nao
teria podido criar uma cultura, isto é, construir sobre o conheci-



Figura 6.4: Chave de
transmissao telegréfica de
S. Morse, 1845, National
Museum of American
History.
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1799 Alessandro Volta, a pilha

1820 Oersted, efeitos magnéticos da corrente

1831 Faraday, indugéo electromagnética

1844 Morse, telégrafo, primeira transmisséo, Baltimore—Washington.
1867 Maxwell, unificagao da electricidade, magnetismo e radiagéo
1887 Hertz, demostracéo de ondas electromagnéticas

1896 Marconi, TSF
1904 Fleming, diodo rectificador

1927 Phillips Company, primeiro aparelho doméstico de radio
1947 Bardeen, Brattain e Shockley, transistor

1958 Townes, Shawlow, Laser

1969 ARPA (D. Defesa dos EUA), Internet

Figura 6.3: Descobertas fundamentais de Fisica e desenvolvimentos em
telecomunicagoes acompanharam-se ao longo dos anos.

mento de geragdes anteriores, sem ser por heranca genética. Os
sistemas tecnolégicos que hoje usamos contém os mesmos elemen-
tos fundamentais (Fig. 6.2):

e fonte de informagao;

® emissor;

e canal de transmiss@o (normalmente com ruido);
e receptor;

e destinatario da informacao.

A Fisica e as comunicagoes

Os sistemas de comunicagao biolégicos, baseados no sistema audi-
tivo ou visual, s6 sao utilizdveis a curtas distancias (as vezes nao
tanto como desejariamos, como quando ouvimos a conversa de
vizinhos através de paredes sem isolamento sonoro). O desenvol-
vimento de sistemas eficazes de longo alcance esteve estreitamente
ligado a desenvolvimentos importantes da Fisica.

e A capacidade de gerar e medir corrente eléctrica, possibi-
litou o telégrafo. Usando o que é no essencial um interrup-
tor (a chave do telégrafo), um operador de telégrafo gera
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correntes de maior ou menor duragao num circuito eléctrico.
Essas correntes sao detectadas noutro ponto do circuito.

Samuel Morse criou um sistema de codificagdo do alfabeto em
sequéncias de sinais curtos (pontos) e sinais longos (linhas), usado
para codificar mensagens como sinais de corrente eléctrica.

e A capacidade de gerar e detectar ondas electromagnéti-
cas, conduziu a telegrafia sem fios (TSF), aumentando as
distancias a que era possivel transmitir e permitindo a co-
municagao com alvos mdéveis como os navios.

e A invencao do diodo, tornou possivel uma codificacdo e des-
codificacao de sinais eléctricos muito mais rica, permitindo,
por exemplo, a codificacao e descodificacao de sons e condu-
zindo a vulgarizacao do rédio.

e Os desenvolvimentos posteriores na area dos semi-condutores

permitiram tornar os sistemas cada vez mais eficientes e por-
tateis, de tal modo que hoje é quase possivel perder um te-
lefone no bolso.

e As fibras opticas e os lasers, permitiram aumentar enor-
memente a capacidade de transmissao dos sistemas de comu-
nicacdo. Em breve, os sistemas de televisao poderao trans-
mitir contetdos diversificados & medida do gosto e capricho
de cada um dos utentes.

Em suma, a informacao nao existe, nem se transmite, sendo como
um fenémeno fisico (som, luz, ondas de rddio, corrente eléctrica).
Por isso, os desenvolvimentos dos sistemas de comunicacao estao
fortemente dependentes da nossa compreensao do modo como sao
produzidos, detectados, transmitidos e transformados, fenémenos
como o som, a radiagao electromagnética, a corrente eléctrica, etc.

6.2 Actividades, Questoes e Problemas

6.2.1 Actividades

6.1. Pesquisar na web, ou numa boa enciclopédia, a histéria das
telecomunicagoes. Identificar trés desenvolvimentos ou des-
cobertas da Fisica que tenham sido importantes nas teleco-
municagoes e escrever um texto de duas paginas relacionando-
as com progressos em telecomunicagoes.

Figura 6.5: Primeiro
radio da Phillips, 1927.

Figura 6.6: Primeiro
transistor de estado
sélido. A sua descoberta,
em 1947, marca o inicio
da revolugao da
electroénica.

Figura 6.7: A internet foi
desenvolvida pelo
projecto ARPA do
Departamento de Defesa
dos estados Unidos. A
primeira rede de
computadores funcionou
em 1969.
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6.2.

6.3.

6.4.
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Pesquisar o alfabeto do cédigo Morse e escrever o nome
Morse em cédigo Morse, usando tragos e pontos marcados
numa folha (a primeira transmissao foi, precisamente, regis-
tada por sulcos em papel). Usando uma lanterna, transmitir
uma mensagem curta em Morse ao resto da turma. Verificar
se foi entendida com sucesso.

Ao carregar um telemdével numa caixa multibanco, chegamos
a receber a mensagem de carregamento antes de finalizar a
transaccao. Tentar listar os dispositivos e maquinas por que
passa a mensagem até chegar ao nosso telemovel.

Descrever as partes principais de um sistema de comunica-
Goes.



Capitulo 7

O Som

O som € uma onda de pressGo que se propaga na at-

mosfera a 340ms™1.

Que quer isto dizer? O que é uma onda? O que é a velocidade de
uma onda? O que é que viaja quando o som se propaga? Por que
é que se propaga?

Comecemos por explorar o conceito de onda com um exemplo
muito simples.

7.1 O que é uma onda

7.1.1 Onda no semaforo

Para compreender alguns conceitos relacionados com ondas vamos
imaginar uma experiéncia simples. Suponhamos que observamos
de longe uma longa fila de carros, parados num semaforo. Cai o
verde e 0s carros péem-se em movimento, parando umas dezenas
de metros a frente noutro sinal vermelho.

Figura 7.1: Uma onda num semaéforo. Quando o sinal passa a verde, o
“movimento dos carros” propaga-se para tras na fila.

157
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Posicao 1

Posicao 2

Figura 7.2: Uma onda num seméforo. v(t) é a velocidade dos carros de
uma fila que arranca e volta a parar em sinais de transito. Os gréficos
(a) e (b) correspondem a posicoes diferentes na fila.

Sabemos bem que os carros nao se movem todos aos mesmo tempo.
Todos temos a experiéncia de esperar impacientemente que o “mo-
vimento dos carros” chegue até nés, depois de vermos o sinal mu-
dar. Embora os carros viajem para a frente, este “movimento”
propaga-se no sentido oposto, da frente da fila para tras. Quanto
mais longa for a fila, mais terao que esperar os carros de tras antes
de iniciarem o movimento.

Se olharmos de longe para uma posicao da fila, podemos carac-
terizar o movimento dos carros nessa posicao. Podemos até pensar
que estamos a observar uma pequena seccao da fila com uns bi-
noculos fixos: nao vemos os carros nem atras nem a frente dessa
secgao.

Inicialmente, a velocidade na posicao observada é nula: os carros
estao parados. Quando os carros imediatamente a frente se co-
megam a mover, a velocidade na posicao observada aumenta tam-
bém. Durante um certo tempo vemos carros a passar com uma
dada velocidade. Entretanto, verifica-se a paragem da fila; a para-
gem propaga-se também para tras e acabamos por ter velocidade
nula na posicao observada. Em resumo, um grafico de velocidade
em funcao do tempo, numa posicao fixa, teria o aspecto do da
figura 7.2a.

Se estivéssemos a olhar para um outro ponto mais atras na fila,
veriamos algo semelhante, mas um pouco mais tarde. O grafico
teria o aspecto do da figura 7.2b.

Chamemos v1(t) a fungao representada no grafico da figura 7.2a:
é a velocidade em funcao do tempo na posicdo 1. Suponhamos
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que o atraso era At = 20s. No instante t = 20 s, a velocidade na
segunda posicao, vy, é o valor de v1 emt = 0s;em ¢t =21ls éo
valor de v; em t = 1s, etc. Isto é, a velocidade vy em ¢t é igual a
velocidade v1 em t — 20:

Ug(t) = ’Ul(t — At),

em que At = 20 s é o tempo que demora o movimento a propagar-
se da posicao 1 a posicao 2. Se distancia da posicao 1 para 2 for
d, a velocidade de propagacao da onda é

c=—. (7.1)

Se tomarmos a posicao 1 como origem do sistema de eixos de
coordenadas, com o sentido da figura 7.1, a distancia entre as
duas posicoes é d = Ar = x — 0 = x e obtemos

x
Ug(t) = ’Ul(t — —).
c
Ou seja, a velocidade de um ponto da fila de coordenada x depende
do tempo, t, e de x e é dada por uma expressao com a forma

v(x,t) = v (t — %),

em que c é a velocidade da onda.

Este exemplo do nosso dia-a-dia encerra varias licoes sobre feno-
menos ondulatérios.

o O que se propaga € uma perturbagdo num sistema que estava
em equilibrio.

O cair do sinal verde origina o movimento do primeiro carro: este
altera o seu estado, acelerando. E esta alteracao de estado que se
propaga para trds na fila.

e A onda propaga-se porque partes vizinhas do sistema intera-
gem.

Com efeito, quando o segundo condutor vé o primeiro carro a
mover-se, comec¢a também o movimento, o que por sua vez causa
o movimento do terceiro carro e assim sucessivamente. O estado
de cada parte do sistema depende das partes vizinhas.
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o As interacgoes sdo locais: cada parte so interage com as par-
tes vizinhas.

Cada condutor s6 vé o carro a sua frente. O condutor do fim da
fila nao vé o inicio da mesma e s6 pode responder quando o sinal
se tiver propagado por todos os condutores que estao a sua frente.

o A velocidade da onda ndo € a velocidade das “particulas” cujo
movimento a constitus.

Neste caso trata-se de uma onda de movimento de automoveis.
Mas os automoveis e a onda deslocam-se em sentidos opostos. Com
efeito, a velocidade da onda é totalmente independente da veloci-
dade dos automéveis. E mesmo muito facil calcular a velocidade
da onda, como mostra o seguinte exercicio.

Exercicio: Suponhamos que entre cada condutor hd uma
distancia fixa de 5m, que estao todos muito atentos e tém
um tempo de reacgao de 0,5 s. Qual é a velocidade da onda?

Cada condutor repete o movimento do que estd a sua frente
com um atraso de 0,5 s, cinco metros mais atras. Isso sig-
nifica que a perturbacao se propaga 5m em meio segundo.
Logo, a velocidade da onda é

-1
c= 0—75 =10ms™".
O exemplo dado acima (At = 20s) corresponde a uma dis-
tancia de Az = 200m. Repare-se que nao dissemos nada
sobre velocidade dos automoveis. Sejam Ferraris ou carros
de bois, se o tempo de reaccao e a distancia entre veiculos
forem os mesmos, a onda propaga-se a mesma velocidade.

e Uma func¢ao da coordenada x e do tempo t, com a forma
x
o(a,t) = (- 2)

representa uma onda que se propaga sem alteracdo de forma
no sentido positivo do eizo Ox com velocidade c.

Exercicio: Como podemos descrever uma onda que se pro-
paga no sentido negativo do eixo Ox?

Podemos repetir o raciocinio que fizemos atras a propédsito
da fila de carros, usando o eixo Oz no sentido oposto, de
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tras para a frente da fila. Nesse caso a distancia entre a
posicao 1 e 2 seria

d=]Az|=|z—-0|=—=x

pois < 0 ( z, é a coordenda da posico 2, atrds da posicao
1). Entao

vz, t) = vy (t + %)

Note-se que a velocidade de propagacao da onda, tal como
foi definida, é sempre positiva.

7.1.2 Geragao e propagacao do som

Terd o exemplo anterior alguma coisa a ver com o fenémeno do
som? Como é gerado o som?

Quando batemos palmas ou batemos com duas placas de madeira,
0 ar que estd entre as maos ou entre as placas é expelido para o
exterior, deslocando-se para a zona a volta. Resultado: a pressao
na regiao préxima aumenta bruscamente. Criamos uma pertur-
bacgao local de pressao. O ar que estava em equilibrio deixou de
estar.

Atentando na figura 7.3, podemos ver que a expulsao do ar entre
as placas aumenta a pressao na regiao a onde passa a ser superior
a da regiao b, mais exterior. A pressdo é uma forca por unidade
de area. Como a pressao é maior em a do que em b, a camada de
ar entre elas (sombreada) fica sujeita a uma forca e acelera para
o exterior: a regido a expande-se e a regidao b é comprimida. A
pressao diminui em a com esta expansdo, mas aumenta em b. As
forgas de pressao entre camadas de ar adjacentes sdo interacgoes
entre camadas vizinhas e dao origem, entao, a propagacao da
perturbacao de pressao para distancias sucessivamente crescentes
das placas: temos uma onda sonora a propagar-se a partir destas.

Como vemos, sao movimentos rapidos de corpos que provocam
estas perturbacoes de pressao no ar; as diferencas de pressao de
ponto para ponto originam forcas e deslocamentos no ar, que pro-
paga, deste modo, a perturbagao inicial. Por sua vez, outros corpos
pode ser postos em vibracao e detectar o som. Por exemplo, no
nosso sistema auditivo variacoes de pressao de ar poem em movi-
mento o timpano e alguns ossos mintisculos que o transmitem as

Figura 7.3: Quando
batemos duas placas uma
contra a outra, a pressao
aumenta na regiao a
volta.



> Células ciliadas: cé-
lulas com pequenos pelos
(cilios) existentes dentro
da céclea, uma bolsa com
liquido no ouvido interno.

>Actividade 7.1

N UL U
VAN ,

pohto siléncio

Figura 7.4: O valor de
corrente em funcao do
tempo de um sinal em
c6digo Morse. Os
intervalos mais curtos de
corrente nao nula sao os
pontos e os periodos mais
longos os tragos.
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células ciliadas do ouvido interno, dando origem aos sinais nervo-
S0s, que 0 nosso cérebro transforma em sensagoes auditivas.

Na actividade 7.1 medimos a velocidade do som usando o conceito
descrito pela equacao 7.1. Medimos o valor da pressao P(t) regis-
tada em dois microfones separados de uma distancia conhecida. O
atraso At entre os dois sinais permite-nos obter a velocidade do
som usando a equacao 7.1:

Esta discussdo também poe em evidéncia o seguinte facto: sem
atmosfera nao ha som: os corpos podem vibrar, mas a sua vibracao
nao se transmite através do espaco. Sé se pode transmitir através
de corpos em contacto directo. Dal que as exploses de naves, ou
mesmo Super Novas, no espago sejam absolutamente silenciosas.

7.2 Sinais peridodicos

A pressao numa onda sonora depende, ndo s6 do tempo, como da
posigao, conforme vimos. A propagacgdo do som implica que, no
mesmo instante, a pressao varia de ponto para ponto.

Por outro lado, a deteccao de uma onda sonora consiste na medicao
de uma variacao da pressao em funcao do tempo, num ponto fixo.
Vamos-nos concentrar agora no estudo dessa variagao, deixando
para mais tarde as questoes relacionadas com a variacao de P no
espago. Tentaremos, em particular, procurar perceber a relacao
entre o sinal, pressao em fungao do tempo P(t), e as qualidades
sensoriais do som a que corresponde.

A variagdo temporal de um sinal também é muito importante em
comunicacoes.

Tomemos o caso do telégrafo como exemplo: o sinal é uma cor-
rente eléctrica, que podemos medir com um amperimetro; mas se
medirmos um sé valor de corrente, por exemplo, 1mA, qual foi a
mensagem? Contudo, se representarmos o valor de corrente num
sinal de telégrafo em funcao do tempo, obtemos algo semelhante
a figura 7.4: cada agrupamento de pontos e tragos corresponde a
uma letra. A mensagem pode ser reconstituida se conhecermos o
valor da corrente i em fungdo do tempo, t.
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m Movimento circular e a fungao seno. =

Estamos habituados a associar o seno a um angulo. Que
tem isso a ver com a funcao sinusoidal?

Existe, com efeito, uma relacdo entre um sinal harménico
e 0 movimento circular. Se imaginarmos uma particula em
movimento circular uniforme, de raio R, o angulo descrito
num periodo é 27 radianos. Entao num intervalo de tempo

[0,t] temos:

AG = 6(t) — 0(0) = Q%t.

Em termos da frequéncia f = 1/T,
0(t) = 6 + 2 ft.
A projeccao deste movimento segundo o eixo Oy d&
y(t) = Rsen (6(t)) = Rsen (6y + 27 ft)

que tem precisamente a forma de um sinal harmonico. No
portal do projecto Faraday encontra-se um gif animado
que ilustra esta relagao.

Caixa 7.1: Relagao entre movimento circular e funcao seno.
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Figura 7.5: Um sinal harmoénico, ou sinusoidal, de periodo T' = 2 e
amplitude A = 1,5, representado entre ¢t =0 e ¢ = 10.

7.2.1 Sinais sinusoidais

Os sinais sinusoidais, também designados como sinais harmo-

nicos, como o representado na figura 7.5, tém uma importancia

central quer em fisica quer em telecomunicacoes. Por duas razdes!:
> Actividade 7.2

e ¢ extremamente ficil dispor de sistemas que geram sinais
sinusoidais. Por exemplo, se pendurarmos uma massa numa
mola e usarmos um sensor de movimento para medir a sua
posicao em funcao do tempo, obtemos um gréafico semelhante
ao da figura 7.5. Qualquer sistema que vibre préximo de uma
posicao de equilibrio, pode fazé-lo com variacoes sinusoidais
das grandezas que o caracterizam (deslocamento, velocidade,
pressao, etc.).

e Muitos sistemas de comunicagoes utilizam modificagoes (mo-
dulagao) de sinais sinusoidais para codificar a informagao
que se deseja transmitir.

O sinal representado na figura 7.5 é caracterizado pelos seguintes
parametros:

e 0 periodo: o valor da funcao repete-se ao fim de intervalo
de tempo T = 2. Isto é,

P(t)=Pt+T) (T=2),

para qualquer valor de t.

!Na realidade, por trés razdes. A terceira sers discutida na seccio 7.2.2.
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e a frequéncia é um parametro relacionado com o periodo.

Define-se como o nimero de oscilagbes completas por se-
gundo, ou seja, o nimero de periodos por segundo.
Se o periodo for T' = 0,5s, teremos f = 2Hz; no caso da
figura 7.5 T' = 28, o que signica que hé meia oscilacdo por
segundo, f = 0,5Hz (meio periodo em cada segundo). De
um modo geral:

1
=
(Se um periodo dura T segundos, o nimero de periodos por

segundo é 1/T).

e A amplitude, A; O sinal tem valores que oscilam entre —1,5
e 1,5. A amplitude é A = 1,5.

e a fase inicial, #: determina o valor da funcao no instante

t=0.

Matematicamente, um sinal sinusoidal pode ser representado pela
funcéo seno:
P(t) = Asen(2nft + 0)

Na actividade 7.2 explora-se o efeito de variacao destes trés para-
metros, f, A e 6 no grifico de um sinal sinusoidal.

7.2.2 Espectro de um sinal

Na actividade 7.2, verificAimos que era possivel compor uma grande
variedade de sinais periddicos somando sinais sinusoidais com am-
plitudes e fases variaveis. O exemplo da figura 7.6 corresponde a
funcao:

P(t) = agsen (27 f, + 0o) + assen (67 fo + 03) + assen (107 fo + 05)

(7.2)
com
ag = 3,17,
as = 0,33;
as = 0,17,

O =0s=05 = /2.

Este sinal é composto apenas por sinuséides com as frequéncias
fo, 3fo e 5fp. No CD Sons, na pasta sinais_sintese existe
um ficheiro de som triang_3harm.wav, que contém um sinal de

Fundamental, 2° e 4° harmonicos.

o

VA YANYA =

Figura 7.6: Um sinal
construido com trés
sinusdides de frequéncias
fo, 3f0 e 5f0 (VeI‘
actividade 7.2).
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Figura 7.7: Espectro do som do ficheiro triang_3harm.wav. Note-se
que s6 existe intensidade significativa as frequéncias de 440 Hz, 3 x 440 =
1330Hz e 5 x 440 = 2200 Hz, precisamente as frequéncias das sinusdides
cuja soma gerou o sinal sonoro em anélise.

som gerado de acordo com a equagao 7.2, usando fy = 440Hz. Na
mesma actividade inspeccionou-se o espectro de frequéncias desse
som (fig. 7.7).

Vimos que no espectro do sinal aparecem picos de intensidade
nas frequéncias das sinuséides cuja soma deu origem ao som em
analise. Mais ainda, verificdmos que a intensidade era mais elevada
na frequéncia fundamental, fy, diminuindo para 3 fj e, ainda mais,
para 5fy, exactamente como as amplitudes ag, as e as.

Comegamos a ver que hé duas maneiras de caracterizar um sinal
SONOro:

a) Podemos representar a pressao em fungao do tempo, P(t);

b) Em alternativa, podemos caracterizar o sinal sonoro através
da sobreposicao (soma) de sinais sinusoidais, identificando as
frequéncias que o compodem e as respectivas amplitudes. O
espectro de frequéncias dé-nos, precisamente, a distribuicao
de intensidade do sinal por cada frequéncia.

E um resultado notavel, atribuido ao fisico francés Joseph Fourier,
que qualquer som, P(t), pode ser representado como soma
de sinais sinusoidais.

Esta representacao é possivel mesmo para sons como um pancada,
ou uma explosao, que nao sao peridédicos, e que podem ter uma du-
racao curta. Um espectro de frequéncias de um bater de palmas
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Figura 7.8: Espectro de frequéncias de um bater de palmas. Neste caso,
o espectro apresenta intensidade sigificativa a todas as frequéncias entre
0 e 10kHz; é um espectro continuo.

estd representado na figura 7.8. Ao contrario do que se verifica
para um sinal periédico, ha uma intensidade distribuida por to-
das as frequéncias desde OHz a cerca de 10kHz: é um espectro
continuo.

Espectros de riscas e espectros continuos

Ja encontramos no 10° ano o conceito de espectro de frequéncias,
quando discutimos a radiacao. Nessa altura introduzimos a ideia
que a energia da radiagao electromagnética se podia distribuir por
uma gama continua de frequéncias. No caso da radiagéo solar,
por exemplo, tinhamos uma distribuigdo com um méaximo a uma
frequéncia dada pela lei de Wien. No caso de um dtomo o espectro
s6 tem intensidade significativa a certas frequéncias: espectro de
riscas.

E exactamente este conceito que reencontramos agora a proposito
do som. Um sinal periédico tem intensidade apenas em certas
frequéncias: espectro de riscas. Mas um som como uma pancada
ou um bater de palmas tem um espectro com intensidade numa
gama continua de frequéncias: espectro continuo. Esta distribui-
¢ao de intensidade em frequéncia traduz o facto de o sinal (sonoro
ou de radiacao) se poder exprimir como soma de sinuséides.

Na actividade 7.3 explora-se o interesse do espectro de frequéncias
no reconhecimento de voz.

> Actividade 7.3.



> O quilo-hertz, kHz,
sio 103Hz; o mega-
hertz, MHz, sdo 10°Hz
(um milhdo de ciclos
por segundo).

> Actividade 7.4

168 CAPITULO 7. O SOM

7.3 Modulacao

7.3.1 Amplitude e Frequéncia modulada

Quando sintonizamos uma estacao de radio, precisamos de saber
se é AM ou FM. Depois temos que sintonizar a respectiva frequéncia.
No caso de AM, estas variam entre 500kHz e 1600kHz = 1,6 MHz;
para FM, sao mais altas, entre 88 MHze 108 MHz.

Que quer isto dizer? Quando estamos a ouvir uma estacdo nos
92,5 MHz, estamos a receber um sinal sinusoidal com esta frequén-
cia? E que querem dizer as siglas AM e FM?

Nao é complicado perceber que um sinal periédico nao pode con-
ter informag@o. Se o sinal tem uma frequéncia de 100 MHz, por
exemplo, repete-se, exactamente, cada 1078 segundos. Nada de
novo chega ao fim de um centésimo de milionésimo de segundo!
Claramente, um tal sinal nao pode transmitir a informacao con-
tida numa cancao ou numa conversa. Na actividade 7.2 pudemos
confirmar isso mesmo, ouvindo o som produzido por sinais perié-
dicos.

Os processos de modulagao de amplitude, AM (Amplitude Modula-
tion) e modulagao de frequéncia, FM (Frequency Modulation) con-
sistem em variar no tempo, lentamente, os parametros de um sinal
sinusoidal: a amplitude, A, no caso de AM e a frequéncia f, no caso
de FM. A informacdo que se deseja transmitir estd codificada na
variagdo temporal de A (AM) ou de f (FM). Por exemplo, se que-
remos transmitir som, variamos a amplitude, A, ou a frequéncia,
f, de acordo com o sinal de pressao P(t) que queremos trans-
mitir. A frequéncia que sintonizamos no rddio diz respeito ao
sinal sinusoidal que é modulado, e chama-se frequéncia trans-
portadora. Estes processos sao considerados em mais detalhe na
Actividade 7.4.

Mas por que se torna necessario usar a modulacao? Por que razao
nao transmitimos simplesmente o sinal modulador?

Uma das razoes tem a ver com o espectro do sinal. Consideremos
o caso dos sinais auditivos (voz, musica, etc.). Sé conseguimos
ouvir sinais com frequéncias entre 10Hz e os 20kHz. Mostra-se
que, usando um sinal com esta banda de frequéncias para modular
em amplitude um sinal de 1MHz, o sinal modulado tem toda a sua
poténcia na banda compreendida entre os 980MHz aos 1020kHz.
Variando a frequéncia portadora desde os 500 kHz aos 1500 kHz da
Amplitude Modulada, podemos dispor de 25 bandas que nao se
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sobrepoem?. A sintonizacio do radio consiste na escolha da banda
de frequéncias vai ser amplificada pelos seus circuitos internos.
Deste modo é possivel ter sinais de varias estagoes a serem emitidos
em simultaneo, sem qualquer interferéncia mutua. No caso da
frequéncia modulada, verifica-se algo semelhante: o espectro do
sinal modulado sé tem componentes significativas numa banda de
frequéncias a volta da frequéncia transportadora.

7.3.2 Sistemas Digitais

Os sistemas de modulagdo AM ou FM sdo exemplos de sistemas
analdgicos: a variacao continua no tempo de um grandeza fisica
é produzida no emissor e reproduzida no sistema receptor. Os
sistemas digitais sdo cada vez mais frequentes.

O modo como representamos o grafico de uma fungdo num com-
putador ou numa calculadora dé uma boa imagem do que é um
sistema digital.

Nenhum computador pode ter gravados os todos os valores de uma
funcao do tempo, f(t); nem sequer num intervalo finito. Basta
pensar que existe uma infinidade de ntimeros reais em qualquer
intervalo, por exemplo [0, 10]. Na realidade, o computador apenas
calcula valores de f num conjunto de instantes finitos, por exem-
plo, de segundo a segundo: t =0, 1, 2 .... No intervalo de tempo
[0,10[ terfamos apenas 10 valores registados, t = 0, 1,2 ..., até
t = 9. Chama-se a este processo a amostragem da fungao f(t)
(Fig. 7.9(a)).

Por outro lado, o valor de f em cada instante nao pode ser especi-
ficado com precisao infinita, ja que isso pode requerer uma parte
decimal infinita. Suponhamos, por exemplo, que a funcao toma
valores no intervalo [0, 10[. Se especificarmos uma precisao de uma
casa decimal, a representacao de um valor de f esta limitada a 100
valores possiveis (de 0,0 a 9,9). Por exemplo, se f(5) = 3,14, te-
mos 3,1 < f(5) < 3,2 e podemos aproximar a fungao por 3,1. A
este processo chama-se quantificagao (Fig. 7.9(b) ).

O resultado destes dois processos é que a representacao da fun-
cao fica completamente especificada por um conjunto de niimeros
tirados de um conjunto finito. No caso da figura 7.9, em que
amostramos a fungdo em 10 instantes e temos 11 valores de quan-
tificacao, s6 existem 110 funcgoes possiveis. E muito mais fidvel

2Na realidade, com tratamento apropriado do sinal, é possivel reduzir a
banda do sinal modulado a cerca de metade. O numero de bandas distintas
em AM é pois o dobro do que dissemos.

>Actividade 7.5
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Figura 7.9: Pelo processo de amostragem (a) e quantificagao (b), esta
funcao fica representada dez ntimeros f; que sdo os valores de f(t) em
t=20,1,2,...,9 aproximados & unidade. Se os valores de f estdo no
intervalo [0, 10] teremos apenas um total de 110 fungdes possiveis.

transmitir uma mensagem que tem um nimero de valores possi-
veis finito. Para compreender isto, imaginemos alguém que nos
grita uma palavra de longe. Se soubermos que nos esta a dizer
ou “Sim” ou “Nao”, serd muito mais facil perceber o que disse e
dificilmente nos enganaremos a interpretar a sua mensagem.

Podemos aplicar este processo a um sinal fisico. Chama-se a esta
operacao digitalizagao. Naturalmente, uma amostragem em 10
pontos com 11 niveis de quantificagdo nao é, em geral, suficiente.
Mas, se os intervalos de tempo entre amostras e os intervalos de
quantificacao forem suficientemente pequenos, o sinal digital é su-
ficiente para permitir a reconstrucao do sinal original, para todos
os efeitos praticos. O programa CoolEdit®, por exemplo, digita-
liza sinais sonoros com uma taxa de 44100 amostras por segundo.
Na transmissao de um sinal digital transmitimos um conjunto sim-
bolos discreto e é mais facil garantir uma transmissao sem erros.

Seja como for, nos sistemas de comunica¢do nunca passam nu-
meros, caracteres ou imagens: passa radiacao electromagnética,
variacoes de pressao, de corrente eléctrica, etc. Passa Fisical

7.4 Actividades, Questoes e Problemas

7.4.1 Actividades

7.1. Medicao da velocidade do som
Ver ficha de actividade A29.

7.2. Sinais harmodnicos e a sua composigao
Ver ficha de actividade A30.
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. Analise de voz
Ver ficha de actividade A31.

7.4. Modulagcao AM e FM.

7.5.

Para realizar esta actividade é necessério dispor de um com-
putador com a aplicacdo Microsoft Excel©. Abrir o ficheiro
modulacao.xls (CD Sons, pasta fich_excel) e seguir as
instrucoes nele contidas.

Espectro de modulagao AM e FM.

Usando o CoolEdit©, abrir os ficheiros da pasta modula-
cao_am_fm e visualizar os respectivos espectros. Estes fi-
cheiros correspondem aos seguintes parametros:

Nome Frequéncia | Frequéncia | Amplitude

ficheiro Portadora | moduladora | modulagao
amf440mf60amp05 . wav 440 Hz 60 Hz 0,5
fmf440mf60amp20 . wav 440 Hz 60 Hz 20 Hz
fmf440mf60amp60 . wav 440 Hz 60 Hz 60 Hz
fmf440mf60amp110.wav 440 Hz 60 Hz 110 Hz
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Apéndice A

Solucoes do Capitulo

A.1 Solucoes

A.1.1 Actividades

A.1.2 Questoes

Al

A.2. Velocidade média
A3 —
AA4.

(a) A direcgao nao, o sentido sim.
(b) Nao.

A.5. Nao.

AL6.

175
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(b) —
() —
AT
(b) 20/7Tms™ Y
A8.
(a) A; v, =0, vy >0.
B; v, <0, vy =0.
C; vy, =0, vy <O0.
D; v, >0, v, =0.
(b)
i. Entre A e B: (am), <0, (am), <0.
ii. Entre Ae C: (am), =0, (am), <0.
(¢) Nula.
A9.
(a)
i. (b).
ii. (c).
iii. (d).
iv. (a).
(b) —

A.1.3 Problemas
Al

(a) 500v/3m.

(b) —500 (1 + @) i — 500 (1 - —2>j.
A2.

(a) x=0,725m.
(b) vy =0,07Tms™ L.

A3.
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A4

A,

AL6.

AT

A8.

SOLUCOES 177

(a) Celeridade: médulo do vector velocidade instantanea.
(b) 2,14h = 129 min.

(a) 80km h~1.

(b) O primeiro. O segundo automével demorou 2,08k, ou
seja 2 horas e 5 minutos, mais 5 minutos que o primeiro.

(a) z(t) = —0,373t + 1,15 (m);
(b) z(2) = 0,40m.

(a) 1,6ms™!
(b) 0,8ms~!
X
1 1,6
i N _os
2 —
I I I I I
(c) 2 4 6 810 t

Um automével acelera de 0 a 100kmh~! em 6s em linha
recta.

(a) 4,63ms—2

(b) Az = 83,3m; vm— 13,9ms™

(c) vx(3) =139ms~
)

(d) Nos ultimos trés.

| At/s [ vm/ms™! |

1 6

(a) [ 01 42
0,01 4,02
0,001 | 4,0002

Uy — dms™!
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(b) a=4ms 2, v9g=0ms™ !, 29 = O0m; v(1) =4ms~ L.

x/m

A9.
(a) v, =4ms™ 1,
4t 0<t<1
(b) veiculo 1: v, (t) = e u=ts ;
4 se t>1;
veiculo 2: v, (t) = 4t se t>0.
vim st
8 _
6 _
4 - —
5 | :
f I
(c) 1 2 s
area=2+4 = 6m.
(d) 2m.
A.10.
(a)
i. vy =—bms™ ' ¥, = —Hims L.

1 1

3 Up = 01lms™ .

iii. Az =20m. ; Az = 20i m.

ii. v, =dms™

(b) z(t) =5(t—1)? =5 (t* — 2t + 1) = 5t% — 10t + 5;

ay = 10ms 2 vg = —10ms™!; 2y = Hm.



A.l

A1l

A2

A13.

A14.

SOLUCOES

—2 <t <1, u,(t) <0
t>1, vy(t) > 0;
v(1) = 0.

'Um(t) = 4t+5

(b) Direcgao e sentido de 1.

(c) Direccdo e sentido de i — j; norma = 4/2ms™2.

t=3s.
t = 6s. Nulo.

)
)

(c) az = %ms_z.
)

(a) Nao. A velocidade varia.

Ve Ims-

5 10 15 20
T \ \

t /s

-5 4

(b)
(c) az =0,19ms~2,
(d) z =—40m; t = 10s.

(a) 5,76s.
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Figura A.1: Que
movimento é este?



180

A.15.

Figura A.2: Trajectéria
de uma bola de futebol

A.16.

(b)

APENDICE A. SOLUCOES DO CAPITULO 2

vy = 182ms™! = 65,6kmh™! 1s apds iniciar a trava-
gem efectiva; v, = 19,0ms™! = 68,5kmh~! apds avistar
obstaculo.

Az = 66m.
—10ms—2.
v=—10t (Wemms 'etems).

a=-5/21 =—-0,24ms 2.
h=(5x50)/2+ (21 —5) x 5=205n

z/m
200 -

150 -
100 1

50

70|l = 109 kmh~1.
Up =301 —5jms~1.||f|| = 109 kmh~!.

Negativo. A forga de resisténcia do ar deve ser oposta
em sentido a velocidade. Logo, tem uma componente
horizontal com sentido e direccao de —1 .

A.1.4 Desafios
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Solucoes do Capitulo 4

B.1 Solucoes

B.1.1 Actividades

B.1.2 Questoes

B.1. Le Galle orientou o telescépio segundo as indicagoes de Le
Verrier.

B.2. Adimensional. E uma razio entre duas forcas.

B.3. —

(c)-
Em B.
B.4. Sim.

B.5. A. As forgas exercidas em cada carro sao iguais (terceira
lei); a aceleragao de A foi menor em mdédulo, pois a variagao
de velocidade foi menor: logo, a sua massa é maior.

B.6.

(a) Supondo a mesma forca e massas 2m e 3m.

(b) Nao. A variacao da forca de atrito da mesa.

181
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B.7. Porque a bola teve aceleragao nao nula de sentido oposto ao
do peso.

B.8. O tempo que a velocidade demora a reduzir a zero é tanto
menor quanto mais dura for a superficie. As forgas tém
intensidades tanto maiores quanto menor for o tempo de
paragem, pois F'At tem sempre o mesmo valor, FAt = m(0—
v;) em que v; é a velocidade quando se inicia o contacto.

B.1.3 Problemas

B.1. Carro com mola, N = 7,45N; carro pousado, N = 245N;
carro com massa, N = 1,47N;(g = 9,8ms~2).

B.2. 3,9 %10 %m=3,9mm.

B.3. 490N. Sao iguais.

B.4.
(a) 8,54 x 10%N.
(b) 6,83 x 10*N;5,12 x 10 N;3,42 x 10* N;1,70 x 10* N;
(9 =9.8ms™2).
B.5.
(a) 0,329 = 2ms~2.
(b) E directamente proporcional & massa do passageiro.
219N.
(c) 95ms~! = 340kmh~ 1.
B.6.
(a) 3,57Tms™L.
(b) 0,73s.
B.7. 2,2 x 103N.
B.S8.
(a) 40,6 kmh~!.
(b) 17,8N.

B.9.
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(a) —
(b) vo = L+/g/2h.

(c) 90,4ms~! = 325kmh~1.
B.10.

(a) 0,45s.
(b) 6,78m.

B.11.

(a) Bsfera: F =2 x 1073 N. Bola: 2 x 1072 N.
(b) Esfera: F//P =6 x 1073. Bola; F/P = 3,6 x 1072N.

B.12.

(a) 6,6 x 107 s.
(b) 3,4 x 103N.
(c) Uma forca de médulo 3,4 x 103 N.

B.13.

(a) 60,5ms™".
(b) I =1,2Ns.
(c) At =14,2 x 1073 s = 14,3 ms.

B.1.4 Desafios
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Apéndice C

Solucoes do Capitulo 5

C.1 Solugoes

C.1.1 Actividades

C.1.2 Questoes

C.1.

(a) O movimento rectilineo e uniforme.
(b) Nao. Em 6rbitas circulares o movimento é acelerado.

(c) Sim. Para haver aceleragao tem que exisitir um forga
externa. As Orbitas observadas exigiam que existissem
forcas exercidas sobre os planetas.

C.2. Negativa. Para transferir um satélite para uma distancia
infinita da Terra com velocidade nula (energia total nula) é
necessario realizar trabalho externo sobre ele. Logo a energia
numa érbita geoestacionaria é negativa.

C.3. B. Ao perder a aderéncia, o automdével deixa de estar sujeito
a forga de atrito com o solo e passa a deslocar-se em trajec-
toria rectilinea na direcgao tangente a trajectoria anterior,
no ponto onde a forga passou a ser nula.

C.4. v/8 ~ 2,83 anos.

185

Figura C.1: Qual das
trajectérias segue o
automovel ao
despistar-se?
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C.1.3 Problemas

C.1. A Lei da Gravitacdo Universal permite-nos calcular o peso
de um corpo a superficie da Terra, em termos da massa e do
raio da Terra.

(a) —

(b)
Jwa = 1,62ms™?
arte = 3,80ms”
Jjupiter — 2479ms_2
C.2.
(a) Forca exercida pelo Sol. Fi = 5,9 x 1073 N; Forca exer-
cida pela Terra: P =9,8N; F,/P = 0,6 x 1073.
C.3.

(a) 1,68 x 103ms~! = 1,68Kms™ .

(b) 7,91 x 10°ms™! = 7,91 Kms 1.

(c) Lua: E, = —2,82 x 107J;  FEyota1 = —1,41 x 106 J;
Terra: E, = —6,25 x 107 J;  Eyora1 = —3,12 x 107 J .

C.4. 6,25 x 107 J.

C.5. Rf =4Rr/3, 0ou h = Rp/3 ~ 19110 km.

C.6.
(a) 20,2 x 103 Km.
(b) 3,87Kms~ .
C.7. 2,38Kms™L.

C.8. —2,65 x 1033 J.
C.9.

(a) 3,11 x 10H kg.
(b) 1,6 x 10" M.

C.10.
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(a) Horizontal dirigida para o centro de trajectéria, de mé-
dulo 807N.

C.11.

(a) 42,3rpm (rotagdes por minuto).
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Apéndice D

Anexo Matematico:
vectores

Neste anexo vamos recordar algumas propriedades importantes do
conceito de vector, que foi introduzido na disciplina de Matema-
tica no 10° ano. Estas notas sé pretendem ser um breve resumo de
algumas propriedades mais importantes. O livro de texto de Mate-
maética do 10° ano podera ser um recurso util para quem estiver
mais esquecido.

Os objectivos deste capitulo sao:

recordar e compreender a nocao de vector;

e saber determinar as componentes de um vector; saber calcu-
lar o respectivo moédulo.

e saber realizar operagoes de soma e produto por escalar, em
termos geométricos e em termos de componentes; compreen-
der a relacao entre as duas representacoes.

e saber escrever um vector usando os versores dos eixos coor-
denados;

D.1 Definicao de Vector

Tomemos como exemplo dois pontos no plano, com um referen-
cial cartesiano, A — (2,1) e B — (6,3) (Fig. D.1). Desenhemos
o segmento de recta que une A e B. Ordenando os dois pontos

189
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Figura D.1: Os segmentos orientados AB e C'D representam o mesmo
vector

(primeiro A e segundo B, AB) podemos orientar o segmento jun-
tando uma seta em B. O segmento orientado corresponde ao par
ordenado de pontos AB, a seta apontando do primeiro ponto, A,
para o segundo, B. O segmento orientado B A difere de AB apenas
pela orientacao da seta.

Consideremos um terceiro ponto C' +— (3,4) e a seguinte questao:

Se representarmos um segmento orientado C'D, para-
lelo a AB, com o mesmo sentido e comprimento, isto
é, um segmento equipolente a AB, quais serao as coor-
denadas do ponto final D?

Notemos que, se projectarmos perpendicularmente o segmento AB
no eixo dos xz, as coordenadas dos extremos da projeccao sao
as coordenadas x de A e de B, x4 = 2 e xg = 6. Por isso o
comprimento da projeccao é

Ar=xzp—x24=6—2=4.
De igual modo, no eixo dos yy,
Ay=yp—yc=3—-1=2,
Para conseguirmos que o segmento C'D seja paralelo a AB e te-

nha o mesmo comprimento e sentido, basta garantir que tenha as
mesmas projeccoes nos dois eixos. Se marcarmos as coordenadas
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de D de modo a que

Tp—xc = xp—Ta=Ax=4
Yp —yc = Y —yo =LAy =2 (D.1)

obtemos, claramente, o que nos propusemos: um segmento orien-
tado C'D paralelo a AB (mesma direc¢ao) com o mesmo compri-
mento e sentido. Assim, as coordenadas de D sio:

rp = ro+Ax=34+4=7
yp = yYo+Ay=4+2=6.

Recordemos entao as seguintes definigoes:

Vector Os dois segmentos AB e C'D dizem-se equipolentes e sao
representagoes do mesmo vector. Por outras palavras, para
identificar um vector ndo nos interessa saber qual é o ponto
inicial. Qualquer um dos segmentos equipolentes a AB re-
presenta o mesmo vector. Podemos até identificar o vector
com o conjunto dos segmentos equipolentes a AB. A no-
tagdo convencional para vector é usar uma seta por cima
de um simbolo que o represente, por exemplo a. Por vezes
usa-se a designacao vector livre para salientar que quais-
quer segmentos equipolentes representam o mesmo vector.
Em Matematica sé ha vectores livres e podemos usar, sem
confusoes, a designacao simples, vector, sem o adjectivo.

Componentes As componentes do vector a, representado pelo
segmento AB, neste sistema de coordenadas, sao (4,2), ou
seja, as diferencas das coordenadas dos pontos B e A,

a=(agz,ay) = (xp —xa,yB —ya) = (4,2) (D.2)

Podiamos, igualmente, usar os pontos D e C, ou de qualquer
outro par de pontos que defina um segmento orientado equi-
polente a AB, porque segmentos orientados equipolentes tém
as mesmas projecgoes nos eixos coordenados (ver Eq. D.1).
Ja que as componentes de @ sao iguais as diferengas de co-
ordenadas dos pontos B e A podemos também definir este
vector como sendo a diferenca entre os dois pontos, B — A
(igual a D — C).

i=B-A=D-C (D.3)
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y
Yo Q
- a
3 y
Y
P P4
Xp Xg xp X

Figura D.2: O médulo de @ é dado pelo Teorema de Pitdgoras, ||a@|| =

2 2
Ja2 a2 = /(g —2p)® + (o — )’

Moédulo ou norma O comprimento de qualquer segmento ori-
entado que represente o vector ¢ o médulo ou norma do
vector, designado por ||d@||. Pode ser calculado a partir das
suas componentes usando o teorema de Pitagoras.

lal| = /a2 + a2. (D.4)

Quando representamos geometricamente um vector, estamos sem-
pre a escolher, de uma infinidade possivel (todos os pontos inici-
ais), um segmento orientado que o representa. E frequente abu-
sarmos da linguagem e chamarmos vector a um destes segmentos.
Dai nao vem mal ao mundo, se nos lembrarmos que qualquer outro
segmento equipolente, isto é, com 0 mesmo comprimento, direc¢ao
e sentido, representa o mesmo vector.

D.2 Operagoes sobre vectores

D.2.1 Soma de vectores

Recordemos como se somam dois vectores quaisquer @ e b.
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(a) (b)

Figura D.3: Para somar o vector b ao vector @ podemos usar o método

de (a): representar b por um segmento colocado na extremidade de da;
ou (b): a regra do paralelogramo.

Representemos @ por um segmento orientado com inicio num ponto
qualquer P (ver Fig. D.3a) . Sendo @ o ponto final do segmento,
e recordando a definicao de vector como diferenca de dois pontos
(Eq. D.3) temos,

a=Q—P. (D.5)

-

Se representarmos o segundo vector, b, por um segmento com inicio
em @, e extremidade em R temos:

b=R-Q. (D.6)
Parece ébvio que o vector soma de a com b deve ser
i+b=Q-P+R-Q=R-P. (D.7)
Ou seja, a + bé representado pelo segmento Orientado que une o
primeiro ponto de @, P, com a extremidade de b, R. '.

A chamada regra do paralelogramo corresponde a represen-
tar os dois vectores por segmentos com inicio no mesmo ponto
(Fig. D.3b). O vector soma corresponde a diagonal do paralelo-
gramo definido por @ e b. E fcil ver que estas duas maneiras de
somar vectores sao equipolentes: o lado do paralelogramo oposto
a b QR, é um segmento orientado que também representa b.

Componentes da soma de vectores

Para calcularmos as componentes do vector soma temos que pro-
jectar os vectores num sistema de eixos (Fig D.4). As componentes

! Mais correcto seria dizer: ¢ ... que une o primeiro ponto do segmento ori-

entado que representa @ & extremidade do segmento orientado que representa
b
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Ya

Yp

Figura D.4: As componentes do vector soma d + b s@o as somas das

componentes respectivas de @ e b.

de @, (az,ay), sdo

ay = TQ—Tp

ay = Yo —ypr (D.8)
easdeb

by = xp—x9

by, = Yr—Y0Q (D.9)

(note-se que b, < 0 pois xr < ().

As componentes do vector soma, ¢ = d + b, sao

¢g = zp—xzp=(xg—2xp)+ (xr—2Q) =ay +by
Cy = yR_yP:(yQ_yP)“‘(yR_yQ):ay“‘by

Em resumo:
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—

As componentes (cg,c,) de um vector ¢ = d + b sao as

somas das componentes respectivas de a e b,

Cx = Gz +by
cy = ay+by (D.10)

D.2.2 Produto por um escalar

Se somarmos um vector @ com ele préprio obtemos, naturalmente,
a+a=2a.

A definicao de soma implica que o vector 2d tem a mesma direccao
e sentido que @ e o dobro do comprimento, como se vé na Fig. D.5.
As componentes de 2d sao (agy + az, ay + ay) = (2az,2a,).

Somos entao levados a definir o produto de um vector por um nu-
mero real (designado neste contexto por escalar, para os distinguir
dos vectores e suas componentes) da seguinte maneira:

Produto por um escalar O produto de um nidmero real r (es-
calar) por um vector @

c=ra
é um vector com as seguintes caracteristicas:

e tem a mesma direccdo que d;

e tem um médulo ||¢]|= |r| x ||@]|; se = 0, o vector € tem
moédulo nulo;

e tem o mesmo sentido de @ se r > 0 e o sentido oposto
ao de @ se r < 0; (ver Caixa D.1).

Estas definigoes sao equivalentes a dizer:

Yr
/
Ya Q
/
Yp

Xp Xq Xg

Figura D.5: O vector

2d = d + d tem a direcgao
e sentido de @ e o dobro
do médulo.
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m Produto de um vector por um escalar negativo m

Esta defini¢ao de produto por um escalar fard sentido, para um
nimero real negativo?
Recordemos que um vector é uma diferenca de dois pontos

a=Q—-P.
Faz sentido chamar —a a diferenca simétrica
~i=P-Q=-(Q-P)

Os segmentos orientados que representam —a tem a mesma direc-
¢80 e comprimento que os de @ e sentido oposto. Se um segmento
correspondente a @ vai de P para ), o de —ad vai de Q) para P.
A soma @+ (—d) = a — @ = 0, vector de médulo nulo.
De acordo com a nossa definicao de produto por um escalar, temos
entao:

—a=(-1)d.
pois (—1)a@ é, por definicao, um vector com o mesmo mddulo
e direccao de d e sentido oposto. Tal como o simétrico de um
numero é o produto de —1 por esse nimero (=5 = (—1)5), o
simétrico de um vector, @ (o vector que somado com ele d& vector
nulo) é também (—1)d.

Caixa D.1: O produto de um vector por um escalar negativo fard sentido?

O produto de um escalar r por um vector @ é um vector ¢,
c=ra

que tem as componentes (rag,ray), em que (ayz,ay) sao as
componentes de da.

Propriedades

O produto de um vector por um escalar nao é o produto de dois
ntmeros reais. De igual modo, a soma de dois vectores nao é a
adicao de dois niimeros. Mas as defini¢coes dadas acima garantem
que certas propriedades do produto e da soma de niimeros reais
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se mantém para estas novas operagoes. Duas muito importantes,
sao as propriedades distributivas:

Para quaisquer vectores d e b e qualquer par de escalares r
e s tem-se

-, -
—

r(@+b) = ra+rd
(r+s)a = rd+sa (D.11)

D.3 Decomposicao de um vector segundo
os eixos coordenados

Um vector de médulo unitario é designado por versor. E habitual
representar um versor como a. Podemos associar a cada um dos
eixos coordenados um versor, com a direc¢cao e sentido do eixo
correspondente:

e versor do eixo do zx | 1;

e versor do eixo yy, J.

As componentes destes versores sdo muito simples de determinar.
Como 1 tem a direc¢ao xx a sua componente y é nula. Como o
médulo € 1 e o sentido do semi-eixo positivo dos xx a sua compo-
nente x é 1. Isto é, 1 = (1,0). De modo idéntico, j = (0,1). Um
vector qualquer, por exemplo, @ = (2, 3) pode entao escrever-se na
forma:

a=21+3j.
Com efeito

21 = (2x1,2x0)=(2,0)
3j = (3x0,3x1)=(0,3)

e portanto o vector 2i+3j tem as componentes (2+0,0+3) = (2, 3)
ou seja é o vector d.

— iaf

Figura D.6:
Decomposicao de um
vector segundo os eixos
coordenados.



198 APENDICE D. ANEXO MATEMATICO: VECTORES

Dado um vector @ de componentes (a,a,) e os versores 1
e j dos eixos coordenados, tem-se

d = az1+ ay)

D.4 Exercicios

?/7

Figura D.7: Se o quadriculado tiver lado unitdrio, quais sao as compo-
nentes destes vectores?

D.1. Considere os vectores representados na Fig. D.7. Suponha
que o quadriculado tem um lado com comprimento 1. Para
resolver estes exercicios é conveniente reproduzir a figura no
seu caderno.

(a) Determine as componentes dos vectores da figura.

(b) Represente na figura o vector soma @+ b. Determine as
respectivas componentes.

(c) Represente, a sua escolha, dois vectores que somados
com o vector @ déem vectores com a direcgdo do eixo
xTT.

(d) Qual dos vectores da figura é igual a 1+ 3j 7
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(e) Represente na figura o vector @ + 0, 5€.
(f) Calcule o médulo do vector €.

(g) Determine o escalar r que faz com que

a+é+rb=0
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Apeéndice E
Anexo sobre graficos

(adaptado de Guia de Trabalhos Prdticos de Laboratdrio de Fisica
1, Departamento de Fisica da Faculdade de Ciéncias, Universidade
do Porto, Porto 2002 [5]).

E.1 Para que serve um grafico

O grafico dos pares de valores experimentais de duas grandezas
fisicas permite visualizar de um modo muito directo e intuitivo
alguns aspectos da relagao entre essas grandezas.

y

Figura E.1: Para que serve um grafico?

201
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E.1.1 Vantagens

Algumas das vantagens da representagao grafica dos resultados
experimentais sdo (observe-se a Fig. E.1):

a) Andlise simples (visual) da dispersao dos resultados.
Se esperamos que as duas grandezas fisicas medidas, x e y,
tenham uma relagéo do tipo

y = f(x)

poderiamos pensar que os pontos experimentais medidos (z;, y;)
cairiam sobre um curva continua, correspondente ao grafico
da funcao f(x). No entanto, nenhuma medicao ¢ isenta de
erros, diferengas entre o valor real da grandeza e o valor ex-
presso pela medicdo. Por isso os resultados experimentais
apresentam sempre alguma variagao relativamente aos va-
lores de uma funcao que possa, com alguma credibilidade,
representar a relacao entre as suas grandezas. Um gréfico
permite ter uma ideia da dispersao de resultados relativa-
mente a uma tal curva.

b) Apreciagao dos limites da validade de uma determi-
nada relagao.
A relacdo entre as duas grandezas representadas no gréafico
da Fig. E.1 parece ser linear (o grafico é uma linha recta)
até valores de abcissas um pouco abaixo da de C' . Parece
deixar de o ser para valores superiores.

c) Avaliacdo de pontos duvidosos.
Na Fig. E.1, a observacao do grafico indica que os pontos
A e B sdo pontos que se afastam da linearidade numa zona
onde esta parece existir. Se nao tivermos razao para esperar
um comportamento especial para os valores das abcissas de
A e B, podemos questionar se nao terd havido um erro de
operacao ou de registo nas medigoes de A e B: sao pontos
duvidosos. Devem repetir-se as medigoes junto desses pon-
tos, para verificar se nao terda havido erro na operacao de
medida ou no registo desses valores ou se se confirmam os
valores previamente encontrados.

d) Interpolagao.
E uma operacao que permite obter um par de valores (z,y)
dentro da gama dos pares de valores (z;,y;) obtidos experi-
mentalmente, através do tracado de uma linha que julguemos
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possa representar a relagdo entre x e y e que seja consistente
com os resultados experimentais.

e) Extrapolacgao.

Operacao semelhante & interpolagdo com a diferenca de que
o ponto a determinar tem abcissas fora fora da gama dos
pontos experimentalmente determinados. Toda a extrapo-
lacao deve ser indicada a tracejado. A extrapolacao é uma
operagao de resultados menos seguros do que a interpolagao
pois que se admite que a relacdo entre as grandezas fisicas
permanece valida mesmo fora da gama dos valores determi-
nados experimentalmente. Contudo, podem existir razoes
fisicas que fundamentem a extrapolagao.

E.2 Escolha de escalas

A escolha de escalas num gréafico permite estabelecer uma propor-
cionalidade entre comprimentos medidos no papel do gréfico (em
mm) e os valores das grandezas representadas.

Por exemplo, se escolhermos uma distancia de 5 cm no papel mili-
métrico (distancias entre os tragos mais grossos) para representar
uma diferenca de tempos de 1s, cada centimetro correspondera a
0,2s e cada milimetro (menor divisao do papel) a 0,02s.

Podemos designar por f, o valor da grandeza representada em
abcissas (eixo dos zz) que corresponde a 1mm do papel e por f, o
valor correspondente para a grandeza representada em ordenadas
(eixo dos yy). No exemplo acima teriamos

fr=0,02smm™ .

Os factores de escala f, e f, sao escolhidos independentemente.

A escolha mais conveniente tem que ser considerada caso a caso.
Podemos enunciar alguns dos critérios gerais a seguir:

E.1. Os pontos que representam as grandezas devem ocupar, em
principio, mais do que 1/4 da folha;

E.2. Os valores representados nas escalas de ordenadas e abcis-
sas devem incluir toda a gama de valores medidos. Mas o
minimo e maximo da escala nao tém que coincidir com os
valores extremos medidos. Por exemplo, para valores medi-
dos entre 1,1 e 2,7 a escala poderia variar entre 1 e 3. A

1 2 S
b =1s
i =02s

Figura E.2: Escalas num
grafico.



T/s | L/m
03 | 1,1
0,5 | 1,42
0,7 | 1,68
0,9 | 1,90
1,1 | 2,11
1,3 | 2,29
1,5 | 2,46
1,7 | 2,62

Tabela E.1: Tabela de

valores de tempo e

comprimento.
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E.3.

EA4.

E.5.

E.6.
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origem (0,0) nao tem que ser incluida no grafico a nao ser
que esteja incluida dentro da gama de valores medidos.

Os factores de conversao das escalas do papel para as grande-
zas a representar devem ser ntimeros que facilitem a leitura
directa das escalas sem necessidade de cédlculos complicados:
por exemplo, 10, 5, 2, 1, 0,5, 0,2, 0,1 etc.

As escalas escolhidas para os eixos das abcissas (eixo "hori-
zontal”) e das ordenadas (eixo "vertical”) devem assegurar a
distribuicao dos pontos de forma regular no espaco escolhido
no papel para a representacao do grafico. As escalas podem
obrigar & escolha de uma origem de abcissa e/ou ordenada
nao nulas (falsa origem). As marcagbes numéricas nas es-
calas deverao ser efectuadas com clareza; nunca devem ser
inscritos nos eixos os valores das medidas realizadas.

As grandezas representadas, em cada eixo, devem ser clara-
mente indicadas, com as unidades respectivas.

Os pontos (z,y) correspondentes as medidas realizadas de-
vem ser marcados de forma nao ambigua (usar por exemplo
simbolos como +, ¢, A, X, e... etc. )

Exemplo 1

Consideremos os valores de tempo e comprimento da Tabela E.1.

O grafico podera conter uma escala de tempo entre os limites T =
Os eT = 2s e uma escala de comprimentos entre L =1 e L = 3m.

A folha de papel milimétrico tem uma &rea util de 30 x 20 cm?.
A escala de ordenadas pode corresponder a representar a gama
experimental de 2m em 10 cm do papel. Com esta escolha temos as
seguintes correspondéncias, que facilitam a leitura de valores no
grafico:

O factor de escala é f, = 0,02m mm™";

Scm > 1lm

lem < 0,2m
S5mm << 0,1m
Ilmm < 0,02m

1
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Figura E.3: Grafico dos resultados da Tabela E.1. Num papel mili-
métrico cada uma das menores divisoes aqui indicadas corresponderia
a 1cm, equivalente a 0,2s no eixo das abcissas e a 0,2m no eixo das
ordenadas.

Para a escala das abcissas podemos fazer corresponder 10cm do
papel aos 2 s de variacao total de T'; teremos entao

Scm < 1s

lem <~ 0,2s
5mm < 0,1s
lmm < 0,02s

e um factor de escala f, =0,02smm™ .

O gréfico terd o aspecto da figura E.3. Cada uma das marcas

menores nos eixos corresponde a 1 cm do papel milimétrico.
20 5,10
Exemplo 2 25 | 5,15
30 5,25
Na determinacao da variagao da resisténcia de um material em 35 2,35
funcao da temperatura obtiveram-se os seguintes valores da Ta- 40 5,42
bela E.2. 45 5,50
Como representa-los graficamente? Notemos que os valores de R 50 5,60
apresentam uma variagao relativamente pequena em torno de 5,70 60 5,75
65 5,85
70 5,92
80 | 6,08
90 | 6,25

Tabela E.2: Tabela de
valores de temperatura e
resisténcia
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Figura E.4: Este grafico tem uma escala de ordenadas mal escolhida.

(AR = 6,25 — 5,10 = 1,159Q). Isto significa que, se escolhermos
para o eixo das ordenadas (onde vamos marcar os valores de R)
uma correspondéncia como

10cm « 542,

(f: = 0,05Qmm~") todas as ordenadas vio ficar distribuidas por
pouco mais de 2cm . Se escolhermos para o eixo das abcissas uma
correspondéncia

5cm « 20°C

(fx = 0,4°C) o grafico ficard aproximadamente com o aspecto do
grafico 1. Sera aceitavel?

Os valores apresentados parecem indicar a capacidade de medir
até a centésima de Ohm. Com esta escolha de escala temos

0,019 < 0,2mm

Dois décimos de milimetro é uma distancia menor do que conse-
guimos ler.

O que esta indicado neste caso é escolher para o eixo em que se
marca R uma falsa origem, isto é, o ponto de encontro dos eixos
nao corresponde aos valores R =0 eT = 0°C. As escalas seriam:

e abcissas - origem no valor 0°C com 5 cm no papel correspon-
dendo a a 20°C (f, = 0,4°Cmm™1)

e ordenadas - origem no valor 52 com 5cm no papel corres-
pondendo a 0.5 (f, = 0,01 Qmm~!)

O gréfico viria, entao conforme a Fig. E.5
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R/Q

T/°C

Figura E.5: Escolha aceitdvel de escalas nao tem que incluir a origem
dos eixos coordenados.
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