Modelos Matematicos para o virus HIV/SIDA

Ana Carvalho

Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto

Orientadora: Prof. Doutora Carla Pinto

25 de Janeiro 2013

Ana Carvalho Semindrio de Modelagdo 1/43



Introducao

m O HIV é um dos grandes problemas de salide global do nosso
tempo. O HIV é devastador nos paises em desenvolvimento.

m O HIV € o virus da imunodeficiéncia humana. O HIV provoca
a destruicdo do sistema imunoldgico.

m As formas dominantes de transmiss3o s3o as relacdes sexuais
(homossexual e heterossexual) e o intercdmbio entre
toxicodependentes de agulhas contaminadas.

m Modela-se o HIV considerando o desenvolvimento das células
T CD4T, pois a infecdo do HIV é consequéncia da deplecdo
de células T CD4T.

m Em individuos saudaveis, o nimero de células T CD4™ é
constante, cerca de 1000 células/mm?3.
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Resumo

m Perelson et al, 1993, [2], propdem um modelo simples, de
quatro equacgdes diferenciais ordindrias, para a dinamica de
populacdes de células T CD4™, na presenca e auséncia do
virus HIV.

m Culshaw et al, 2000, [1], reduzem a dimens&o do sistema
proposto por Perelson et al. [2], assumindo que todas as
células infetadas sdo capazes de produzir virus.

m Wodarz et al, 2007, [3], estudam modelos matemdticos para
simular o efeito da infecdo de células T CD4™ sobre a
dindmica do virus HIV e sobre as respostas imunes.

m Roy et al, 2012, [4], desenvolvem o modelo proposto em [3],
que passa a incluir a dindmica de infecdo pelo virus HIV de
dois clones.
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Dinamica das células T na presenca do HIV

m Uma célula, uma vez infetada, permanece infetada para toda
a vida.

m O virus dentro de uma célula pode permanecer latente, sem
dar qualquer sinal da sua presenca durante meses ou anos.

m Dividem-se as células T CD4™ em trés estados: células nio
infetadas T, células latentemente infetadas T* e células
ativamente infetadas T**. Consideram-se também as
particulas de virus livre V.
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Dindmica das células T na presenca do HIV, [2]

ar _ s—uTT+rT(1—w>—k1VT (1)

dt max

s é a taxa de fornecimento de células T imunocompetentes a
partir de precursores no timo;

r é a taxa de crescimento médio intrinseco das células T, na
auséncia de limitacdo da populacio;
Tmax € o limite maximo do nimero de células T.

uT é a taxa de mortalidade das células T n3o infetadas e
latentemente infetadas;

ki é a constante de conversao das células de virus livre para
células T infetadas;
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Dindmica das células T na presenca do HIV, [2]

9= = VT —prT =k T*
G = kT T ()
&Y = NupT™* — kVT — i,V

m k> é a taxa de conversdo das células T latentemente infetadas
em ativamente infetadas;

B [ € a taxa de mortalidade das células T ativamente infetadas;
m [, é a taxa de mortalidade das particulas de virus livre;

m N é o nimero total de particulas de virus produzido por uma
célula infetada durante a sua vida dtil.
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Andlise do modelo: pontos de equilibrio

m O ponto de equilibrio livre de doenca é dado por
(T, T* T*,V) = (T0,0,0,0), onde To = ZVEH,
p=r—purey= T,,:ax;

m O ponto de equilibrio endémico dado por:
(7__, 7_'*, 7_-**’ \7) _ (uv wV kop, V 50‘2+P06Mv—7u%,>,

—\a> Nky—k3 ,ub(NkQ—kg,)’ klu\/(a-‘rﬁ,u\/)
_ . ka
onde k3 = ko + pur e f = £ <1+ui>

k ki T
m Assume-se Nt = %ﬁ)o)
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Andlise do modelo: estabilidade dos pontos de equilibrio

m Se N < N entdo o ponto de equilibrio livre de doenca é
assintoticamente estavel;

m Se N = N, existe um valor préprio igual a zero e dois
valores préprios com parte real negativa. Entdo o ponto de
equilibrio livre de doenca é neutro estavel,

m Se N > N, entdo o coeficiente C < 0. Pela regra dos sinais
de Descartes conclui-se que existe um valor préprio positivo,
logo o ponto de equilibrio livre de doenca é instavel,

m Para o ponto de equilibrio endémico ser estavel, é necessario
que N > Ngjit, Nko > k3, ¢, d >0e¢ bg,;zd > e. Conclui-se
que o ponto de equilibrio endémico pode ou n3o ser estavel,

dependendo do valor dos parametros.
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Simula¢des numéricas do modelo

Figura : A dindmica do HIV converge para o equilibrio endémico, dado
N,z = 774, N = 1000 (vermelho), N = 1200 (azul) e N = 1400 (verde).
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Simula¢des numéricas do modelo
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Figura : Solucbes periddicas do modelo
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Andlise do comportamento oscilatério
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Figura : Estudo do comportamento dindmico do sistema para variacao
dos parametros ut, r e ki.
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Dindmica das células T, [1]

I = s—uTT—i—rT(l—%)—leT (3)

m T(t) a concentragio de células T CD4* sauddvesis;

m s é a fonte de precursores das células T CD4™;

m 17 é a taxa de mortalidade natural das células T CD4™;

m r é a taxa de crescimento médio intrinseca das células T
CD4™, na auséncia de limitacdo da populacio;

B Tax € 0 limite maximo do nimero de células T CD4T;

m ki é a taxa de infecdo de células T CD4™ com o virus livre;
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Dindmica das células I, V, [1]

a4 = KVT —wl
, (4)
&Y = Nupl — ki VT — py vV

m /(t) a concentragio de células T CD4" infetadas;
m V/(t) a concentragdo de HIV livre;

m k; é a velocidade a que as células infetadas se tornam
ativamente infetadas;

m 4 € a taxa de mortalidade das células infetadas;
B [ € a taxa de morte litica para as células infetadas;

m N é o nimero de particulas de virus libertadas quando se da a
lise da célula;

m 4y € a taxa de mortalidade das particulas de virus.
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Andlise do Modelo: Pontos de Equilibrio

m Na auséncia de virus, a populacdo de células T tem um
equilibrio dado por:
—111/2
r—pr+(r—pr)?+4rsTaa] Y (5)
To = —1
2rT max

m O sistema tem dois pontos de equilibrio: o ponto de equilibrio
livre de doenca, _Eo_:_(To, 0,0) e o ponto de equilibrio
endémico E = (T,/, V), onde

_ pv i
T k{Npp—kip

T KTV

I = i (6)
v o— ,u,[(s—i—(r—p,T)'l_')TmaX—r?_'z]

T[k{ r 7_—+k1#1 Tmax]
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Andlise da Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

m Pela andlise do artigo apresentado anteriormente, sabe-se que
N é um pardmetro de bifurcacio.

ke T e
Quando N < Nt = %, o equilibrio livre de doenca

Ep é estavel e o equilibrio endémico E nao existe.

Quando N = N, os equilibrios livre de doenca e endémico
colidem e existe uma bifurcacdo transcritica.

Quando N > N, Eg torna-se instavel e E existe.

O ponto de equilibrio endémico E é assintoticamente estavel
sea; >0,a3+as >0eaj(azx+as) — (a3 + as) > 0 forem
satisfeitas.
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Simulacdo do Modelo

Figura : Células T Suscetiveis (A), Células T Infetadas (B), Virus (C) -
N=500
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Simulacdo do Modelo

Figura : Células T Suscetiveis (A), Células T Infetadas (B), Virus (C) -
N=1000
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Modelo da dindmica das células T com delay, [1]

daT
dt

dl
dt

av
dt

= s prT(e) +r7(e) (1= TEO) — g T(e)v(2)
= KT(t—71)V(t—7)— wl(t)

— Npol(t) = ka T(E)V(E) — oy V(1)
(7)

m Todos os parametros tém o mesmo significado do que no
sistema anterior, exceto a constante positiva T que representa
o atraso em dias.

m Condigdes iniciais: T(0) = Tp, 1(0) =0e V(0) = Vo com
0 € [-7,0].
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Estabilidade do ponto de equilibrio endémico

m A andlise pode ser resumida na seguinte proposi¢do:
Suponha-se que
ap>0,a3+a5>0ea(ax+as)—(a3+as) >0
Se
7<0
ou
v>0epB<0

Entdo o ponto E do modelo (7) é assintoticamente estavel
quando 7 < 79 e instdvel quando 7 > 7p, onde

4 2
_ 1 agwi+(a1az3—azag)wi—azas
To = ;arcos ( e (8)

Quando 7 = 7, ocorre uma bifurcacdo de Hopf, como tal,
uma familia de solu¢bes periddicas bifurca a partir de E.
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Simulacdo do Modelo com atraso
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Figura : Células T Suscetiveis (A), Células T Infetadas (B), Virus (C) -
N=500

Ana Carvalho Semindrio de Modelagdo 20/43



Simulacdo do Modelo com atraso
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Figura : Células T Suscetiveis (A), Células T Infetadas (B), Virus (C) -
N=1000
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Modelo para a replicacido do HIV com células especificas e
ndo especificas, [3]

L = XN—6T —7Tv

a =
% = yTv—al

D = (1l - ) —dx - Bxv 9)
% = va—&—ryv(l—%)—ay

dv  _

G = nly+1)—uwv

T representa as células alvo suscetiveis ndo especificas
| representa as células alvo infetadas ndo especificas

x representa as células T CD4" suscetiveis especificas
y representa as células T CD4™ infetadas especificas
v representa as particulas de virus livre
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Modelo para a replicacido do HIV com células especificas e

ndo especificas, [3]

9L = X=6T —4Tv
(10)

% = ~yTv—al

m )\ é a taxa de producdo de células células alvo suscetiveis ndo
especificas;

m § é a taxa de mortalidade de células células alvo suscetiveis
nao especificas;

m v ¢ a taxa de infecdo de células células alvo suscetiveis ndo
especificas;

m o é a taxa de mortalidade de células células alvo infetadas ndo

especificas.
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Modelo para a replicacido do HIV com células especificas e
ndo especificas, [3]

& = mo(l— ) —dx — Bxv

% = fxv+ryv(l— %)—ay (11)
dv __

% = nly+1)—uwv

rxv € a taxa de proliferacdo de células T n3o infetadas
k é o limite maximo do nimero de células T infetadas
especificas do HIV

dx é a taxa de mortalidade de células T n3o infetadas
Bxv é a taxa de infecdo de células T n3o infetadas
ryv é a taxa de proliferacdo das células T infetadas

a é a taxa de mortalidade de células T infetadas

ny € a taxa de produgao de particulas de virus livre

u é a taxa de mortalidade de particulas de virus livre
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Simulacdo do Modelo

Figura : A dindmica das células T CD4" especificas e do virus
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Modelo para respostas efetoras, [3]

dw = 2pmu_1 —Ew — pw
an;;l = 2pmp_2 — pmy_1
. (12)
dm = 2pmg—pm
% = —pmo
m mg é a pequena populacio de células CTL ativada por
antigénio;
m As células CTL proliferam n vezes;
m m; sdo as células CTL que foram submetidas a / divisGes
(i=1,...,n=1),
m 2pm; é a taxa de proliferac3o;
m w s3o as células efetoras originadas pela énesima divis3o;
B pw é a taxa de mortalidade das células efetoras;
m {w é a taxa de diferenciacdo em células T CD4T de memdria.
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Modelo para respostas efetoras, [3]

dz ex(y + 1z
—=&w+ —— — bz 13
dt ¢ ex+1 (13)
m z é a populacdo de células efetoras de memdéria e de acdo
durante a infe¢do crénica;
m ¢ é a taxa de producao de células de memdéria durante a
infecdo aguda;
cex(y+1)z ¢ . ~ .
5(X7+1) ¢é a taxa de crescimento da populacdo z;
m bz é a taxa de mortalidade das células CTLs durante a infecao

crénica;
m A lise das células CTLs é descrita no modelo adicionando os

termos de morte —py(z + w) e —pl(z + w) na equagdo da
dindmica das células infetadas.
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Simulacdo do Modelo
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Figura : A dindmica dos CTLs como fun¢do do ndmero inicial de células
T CD4™" especificas
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Modelo da dindmica do HIV com uma populacao de
células auxiliares, [4]

R G A

% = [xv—ay

95 = N~ dpsS — BasSv (14)
G = BnsSv— anl

% = ky + knsl — uv

m S é as células alvo ndo infetadas n3o especificas;
m |/ é as células alvo infetadas n3o especificas;

m x é as células auxiliares n3o infetadas especificas;
m y é as células auxiliares infetadas especificas;

m v é a populagdo de virus livre;
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Modelo da dindmica do HIV com uma populacao de
células auxiliares, [4]

dx _  rv(yte)(v+n)
d T (x+;+e)(3+g) —dx — fxv (15)
% = [xv—ay

m r é a taxa de proliferacdo das células T auxiliares especificas
do HIV em contato com o virus;

m € e 7) s30 0s pardmetros para o grau de saturagdo;

d é a taxa de mortalidade das células auxiliares ndo infetadas
especificas;

[ é a taxa de proliferacdo das células auxiliares infetadas
especificas em contato com o virus;

a é a taxa de mortalidade das células auxiliares infetadas.
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Modelo da dindmica do HIV com uma populacao de
células auxiliares, [4]

C!Tf = XN —dpsS — BnsSv

4 = BpsSv— apsl (16)
@ —  ky + kpsl — uv
dt ns

A € a taxa de producido das células S;

dns € a taxa de mortalidade das células S;
Bns € a taxa de infecdo das células S;

ans € a taxa de mortalidade das células /;

k é a taxa de produgdo de virus por células y;

kns € taxa de producdo de virus por células /;

u é a taxa de mortalidade das particulas do virus.
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Simulacdo do modelo

Figura : A dindmica das células n3o infetadas e infetadas, repetivamente
a vermelho e a azul. O virus é representado a verde

Ana Carvalho Semindrio de Modelagdo 32/43



Simulacdo do modelo

Figura : A dindmica das células n3o infetadas e infetadas, repetivamente
a vermelho e a azul. O virus é representado a verde

Ana Carvalho Semindrio de Modelagdo 33/43



Modelo da dindmica do HIV com duas populacoes de

células auxiliares, [4]

dxy
at

dyi
dt

dxy
at

dys  _
dt =

ds
da =
dl
dt

dv
a

nxiv(y+e)(v+n)
(x1+y1+e)(v+n)

—dx; — Bxyv
Bxiv — ay

rpxov(y+e)(v+n)
(xa+y2+e)(v+n)

— dxo — Bxov
Bxav — ay»

A = dpsS — BpsSv

BnsSv — apsl

k(yl +YZ) + kns/ — uv
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Andlise dos pardmetros

infection rate of specific helper cells,

death rate of infected cells, o

m Uma menor taxa de infecdo de células auxiliares, 5 e uma
maior taxa de morte de células infetadas, a, promovem
coexisténcia de ambas as respostas, em vez da exclus3o.

m O virus mais forte leva a supressdo a coexisténcia dos clones
de células auxiliares, enquanto que a supressao do virus menos
eficiente conduz ao resultado de exclus3o.
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Andlise dos pardmetros

division rate of slower helper cell clone, ;.

division rate of faster helper cell clone, ry

m Se a taxa de proliferacdo do clone mais fraco, rp, se encontra
acima do limiar em relac3o ao valor de rq, a coexisténcia é
observada, de outro modo, a exclusdo ocorre. Quanto maior
for o valor de ry, o valor de r, tem de ser maior para assegurar
a coexisténcia.

Ana Carvalho Semindrio de Modelagdo 36 /43



Modelo com competicdo direta das células auxiliares, [4]

dq nxav(y+e)(ytn) _

dt1 T (atyitxetyote)(v+n) dxi — Bxav

B = v an

do  _ i Ld Glauld | Glnst) NP NS Y

dt T (atyitxetyate)(v+n) 2 2

% = [xov —ay (18)
% = A —dnsS — BnsSv

% = ﬁnsSV — apsl

% = k(y1+ y2) + kns! — uv

m A persisténcia de um clone especifico da célula auxiliar (maior

taxa liquida de expansdo) e a extincdo do outro.
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Modelo com CTL, [4]

dxy
dt

dy1
dt

dxy
dt

dya
dt

ds
dt

dl
dt

dv
dt

dC
dt

nxiv(y+e)(y+n)

ot — @ — Bxav

Bxiv —ay1 — py1C

raxov(y+e)(y+mn)
(2 ty2te)(v+n)

— dxo — Bxov
Bxov — ay2 — py2C

A — dpsS — BnsSv

BnsSv — apsl — plC

k()/1 +Y2) + knsl — uv

g(xitx)(yity+!)
qC+1 bC
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Modelo com CTL, [4]

dc  _ x1+x; +yo+1
¢ — glxa czygf(—}l/-ll y2 )—bC (20)

m C é a populagdo de linfécitos T citotéxicos (CTL);
m g é a taxa de proliferacdo da populacio C;
m b é a taxa de mortalidade de C, na auséncia de antigénios;

m p é a taxa a partir da qual a populacido C causa o lise das
células infetadas;

m g é a taxa de producdo de virus por células infetadas.
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Andlise dos pardmetros

©

rate of CTL-mediated
non-iytic actvity, g

1808 HHAUL
1e-06 1805 00001 O o1 o1

rate of CTL-mediated lysis. p

m Aumentando os valores de p e g, obtém-se uma reducio na
quantidade de virus e do nimero de células infetadas.

m Se as taxas de atividade efetora se encontram abaixo do
limiar, entdo a competicdo aparente pode conduzir a exclusao
do clone mais fraco da célula auxiliar.

m Se a taxa de atividade efetora atravessar o limiar, os dois
clones das células auxiliares coexistem.

m Se a taxa de atividade efetora de C for muito aumentada, a
carga de virus tornar-se-a demasiado baixa para estimular o
clone mais forte da célula auxiliar.
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Andlise dos pardmetros

o

CTLdeath rate, b

0.0001 0.001 0.01
rate of CTL profferation, g

m Quanto maior o valor de g e menor o valor de b, o grau de
supressao do virus é mais forte e a carga do virus torna-se
inferior.

m O menor grau de supressio do virus leva a exclusdo do clone
mais fraco da célula auxiliar. Aumentando o grau de
supressao do virus, existe coexisténcia dos clones.

m Um novo aumento da populagdo de virus resulta na supressao
dos niveis da carga do virus que se tornam demasiado baixos
para estimular o clone mais fraco da célula auxiliar, levando a
sua exclusao.

Ana Carvalho Semindrio de Modelagdo 41/43



Conclusao

m Neste trabalho estudou-se modelos matematicos para a
transmissdo da Sida. Abordou-se quatro modelos para a
variacdo das células T CD4™T.

m A capacidade do HIV de infetar preferencialmente células T
CD4™ especificas do HIV tem consequéncias importantes para
a dindmica da infecdo.

m A infecdo do HIV pode ser suficiente para explicar uma
quantidade substancial da deplecdo das células T CD4™".

m A capacidade do HIV para infetar as células T CD4*
especificas tem implicacGes importantes para a vacinac3do.
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