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Resumo

Este relatoério apresenta os resultados dum estudo sobre problemas de afectacdo com
preferéncias, em que se analisou, em particular, algoritmos para resolugao do problema
da colocagao de educadores e professores por concurso nacional, no contexto da ac-
tual legislagao portuguesa. Estabelece a relacao entre esse problema de colocagao e
variantes dum problema cléssico em optimizacao combinatoria, designado por problema
dos casamentos estaveis. Tal permitiu deduzir algumas propriedades interessantes e
importantes das listas de colocagoes admissiveis. Mostra que nao se pode pressupor
que as listas de preferéncias dos candidatos estao totalmente ordenadas sem se perder a
garantia de obtencao de listas de colocagoes justas, as quais sao designadas por listas de
colocagoes 6ptimas segundo os candidatos. Define exactamente este conceito em termos
matematicos, o qual, em cada fase do concurso, traduz a atribuigao a cada candidato da
melhor posigao, sem prejuizo da observancia do mesmo para todos os que o precedam
na lista ordenada de candidatos. Prova a existéncia de algoritmos polinomiais para
a determinacgdo dessas listas 6ptimas. Considerando a dimensao das instancias reais
deste problema, propoe métodos alternativos para a sua resolugao, que, podendo nao
ser polinomiais, podem contudo ter na pratica melhor desempenho. Embora nao tenha
sido acompanhado duma andlise experimental que melhor o pudesse suportar, face a
complexidade das instancias reais, conjectura a necessidade de, a curto ou médio prazo,
introduzir alteracoes & lei, de forma a garantir que o problema da determinacao de listas
Optimas (justas) se possa resolver em tempo util.

1 Introducao

Este trabalho teve por motivacao a polémica gerada em torno do Concurso de Educadores
de Infancia e de Professores dos Ensinos Bdsico e Secunddrio, relativo ao ano escolar de
2004/05, em Portugal, amplamente veiculada pelos orgaos de comunicagao social, nos meses
de Setembro e Outubro de 2004. Surge do reconhecimento de que poderia ser estabelecida
alguma relacao entre o problema da elaboragao de listas de colocacoes e o designado por
problema dos casamentos estédveis — STABLEMARRIAGE [9].

*Trabalho parcialmente financiado pelo LIACC através do Programa de Financiamento Plurianual da
Fundagdo para a Ciéncia e Tecnologia e do Programa POSI.



Na sequéncia disso, no primeiro semestre do ano lectivo de 2004/05, foi proposto um mini-
projecto pratico sobre o tema', aos alunos das disciplinas de “Métodos de Apoio & Decisao” e
de “Investigacao Operacional” do 4° ano das licenciaturas em Ciéncia de Computadores e em
Engenharia de Redes e Sistemas Informaticos do Departamento de Ciéncia de Computadores
da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto e também da disciplina de “Métodos
Quantitativos e Restrigoes” do mestrado em Informatica do mesmo departamento. Tinha
por objectivo o estudo de algoritmos para determinacao de listas de colocagoes, esperando-se
dos alunos que tratassem pelo menos uma situacao mais simples do que a real — aquela em
que se assumia que as listas de preferéncias dos docentes estavam totalmente ordenadas — ou
seja, que nao existiam posicoes pelas quais os docentes tinham manifestado igual preferéncia.
Alguns alunos déo conta de que a solucdo desenvolvida pela ATX Software? tinha sido por
esta divulgada e estava disponivel na Web [2, 8], e acabam mesmo por implementar essa
proposta nos seus mini-projectos.

O presente relatério resulta dum estudo conduzido depois duma andlise cuidada da
solucao que a ATX Software divulgou. Para sua elaboracao foi necessério proceder a uma
leitura com alguma profundidade do Decreto-Lei n® 35/2003, de 27 de Fevereiro, que regula o
referido concurso, e ainda a um trabalho de pesquisa sobre o problema de STABLEMARRIAGE
e suas variantes.

O relatorio comeca por apresentar alguns problemas de casamentos estéveis e algoritmos
existentes para sua resolucao, bem como resultados que estabelecem que algumas variantes
podem ser NP-hard. Analisa o algoritmo da ATX Software e mostra que o mesmo pode ser
melhorado, usando a relagao do problema de colocagao com o de casamentos estaveis. Apre-
senta alguns exemplos hipotéticos (mas que fazem sentido no contexto da actual legislagao)
em que, ao assumir-se o pressuposto de que as listas de preferéncias dos candidatos estao
totalmente ordenadas (como se tem feito e o faz a solugao divulgada pela ATX Software),
se podem introduzir injusticas nas colocagoes nalgumas fases do concurso. Propoe modelos
matematicos alternativos e estratégias para obtencao de listas de colocacoes justas, as quais
sao designadas por listas de colocagoes dptimas (sequndo os candidatos). E importante
salientar que estas listas éptimas nao violam o consignado no referido Decreto-Lei, podendo
nao ser exactamente, as que melhor satisfazem os candidatos. Mostra que existem algoritmos
que permitem determinar listas de colocacoes 6ptimas em tempo polinomial, mas atendendo
a dimensao das instancias reais aponta para uma possivel necessidade de a curto ou médio
prazo introduzir alteracoes a lei.

2 O Problema dos Casamentos Estaveis

O problema dos Casamentos Estaveis (Stable Marriage Problem) e suas variantes tem sido
objecto de estudo em vérias publicactes cientificas, dado o seu interesse préatico. A versao
classica do problema traduz-se da forma seguinte.

STABLEMARRIAGE:

Supondo que cada elemento dum grupo de n homens e n mulheres ordenou todos
os de sexo oposto por ordem de preferéncia estrita, pretende-se determinar um
emparelhamento estavel.

Mttp://www.dcc.fc.up.pt/~apt/aulas/MAD/0405/enun2004 _alternativo.html
2Empresa que desbloqueou a situacio resolvendo o problema das colocacdes no final de Setembro de 2004.



Sendo H = {h1,...,hy} e M = {mq,...,m,} os conjuntos de homens e mulheres,
um emparelhamento E é uma qualquer funcao injectiva de ‘H em M. Informalmente, um
emparelhamento é, neste caso, um conjunto de n casais (monogamicos e heterosexuais).

Um emparelhamento E diz-se instdvel se e sé se existir um par (h,m) ¢ E tal que h
prefere m a sua parceira em E e m também prefere h ao seu parceiro em E. Caso contrario,
diz-se estdvel.

Exemplo 1 Para a instancia sequinte, em que n = 4 e as listas de preferéncias se conside-
ram ordenadas por ordem (estritamente) decrescente da esquerda para a direita,

h1 oMy, Mo, M3, M1 mq : h4, hQ, hl, h3
h2 oMo, M3, My, My mg : hg, hl, h4, h2
h3 .o Mg, M3, M1, M4 ms3 : hQ, h3, hl, h4
h4 omy, Mms, Mo, M4y my : hg, h4, hg, hl

pode-se verificar, através duma simples andlise de casos, que

{(h1,ma), (h2,m3), (hs, m2), (ha,m1)}
¢ um emparelhamento estdvel (que se obtem pelo ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY ).

Gale e Shapley [9] mostraram que qualquer instancia de STABLEMARRIAGE admite pelo
menos uma solugao (ou seja, um emparelhamento estavel) e que um tal emparelhamento
poderia ser obtido por aplicacao do algoritmo seguinte.

ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY (1962)

Considerar inicialmente que todas as pessoas estao livres.
Enquanto houver algum homem h livre fazer:
seja m a primeira mulher na lista de A a quem este ainda nao se propos;
se m estiver livre entao
emparelhar h e m (ficam noivos)
senao
se m preferir h ao seu actual noivo A’ entao
emparelhar h e m (ficam noivos), voltando h’ a estar livre
senao
m rejeita h e assim h continua livre.

fim

A ideia da prova da correccao do algoritmo é muito simples, recorrendo a reducao ao
absurdo. Se existisse um par (h,m) ¢ E que tornasse o emparelhamento instével, entdo h
teria que preferir m & noiva m’ com que ficou e m teria que preferir h ao noivo com que ficou.
Mas, se h prefere m a m' entdo h propos-se a m antes de se propor a m’. A mulher m s6 o
rejeitaria, na altura ou posteriormente, para manter ou ficar com um noivo que preferisse.
De acordo com o algoritmo, nenhuma mulher rejeita um noivo que prefere para se tornar
noiva doutro de que gosta menos. Portanto, nao pode existir (h,m) nas condigoes referidas
e, consequentemente, E é estavel.

Gale e Shapley mostraram ainda que a complexidade deste algoritmo é O(n?), o que,
mais uma vez, resulta de, no pior dos casos, cada homem sé faria n propostas, uma a cada
mulher.



O emparelhamento obtido pelo ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY é dptimo para os homens
e péssimo para as mulheres: qualquer homem fica com a melhor parceira que pode ter em
qualquer emparelhamento estavel e cada mulher fica com o pior parceiro. Obviamente,
a situacdo reverte-se se passarem a ser as mulheres que se propéem. A versdo seguinte
do algoritmo, ainda da autoria dos mesmos autores, permitiu reconhecer esta e outras
propriedades estruturais das solucoes do problema.

EXTENSAO DO ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY (1962)

Considerar inicialmente que todas as pessoas estao livres.
Enquanto houver algum homem h livre fazer:
seja m a primeira mulher na lista actual de h;
se algum homem p estiver noivo de m entao
p passard a estar livre;
h e m ficam noivos;
para cada sucessor h' de h na lista de m
retirar o par (h’,m) das listas de b’ e m
fim

Sendo FE e E’ emparelhamentos estaveis, diz-se que E domina E’ sequndo os homens
(isto é, os homens preferem E a E’), e escreve-se E < FE’, se e s6 se qualquer homem que
nao tenha a mesma parceira em ambos, tem em F uma que prefere & que tem em E’. Esta
relagdo de dominancia confere ao conjunto £ dos emparelhamentos estaveis, a estrutura de
reticulado distributivo (£, =<). Dados dois quaisquer emparelhamentos estéveis E e E’, o
emparelhamento F A E’, em que cada homem fica com a mulher que prefere dentre as suas
parceiras em E e E’, é estavel. Também & estdvel o emparelhamento E V E’, em que cada
homem fica com a mulher de que gosta menos dentre as suas parceiras em E e E’. Estes
emparelhamentos £ A E' e E'V E’ sao o infimo e o supremo entre F e E’, respectivamente.
Mostra-se também que E domina E’ segundo os homens se e s6 se E/ domina E segundo as
mulheres.

O emparelhamento 6ptimo para os homens, o qual é determinado pelo ALGORITMO DE
GALE-SHAPLEY, ¢ o minimo do reticulado. O méximo é o emparelhamento éptimo para
as mulheres, o qual, como ji se referiu pode ser determinado pelo mesmo algoritmo, se
se trocarem entre si os papeis que nele desempenham os homens e as mulheres. Se estes
emparelhamentos coincidirem entao a instancia admite um tinico emparelhamento estavel.

Estas e outras propriedades dos emparelhamentos estdveis de STABLEMARRIAGE sao
exploradas, por exemplo, por Gusfield para desenvolver algoritmos eficientes para alguns
problemas [12]. Em particular, apresenta métodos para a determinacao de todos os pares
estéveis® com complexidade O(n?), para a enumeracio de todos os emparelhamentos estaveis,
com uma complexidade temporal O(n?+n|S|) e espacial O(n?) e para a construcio em O(n?)
dum emparelhamento estavel que minimiza o grau de descontentamento méaximo. Para uma
melhor apreciacao da relevancia destes resultados, é de notar que Irving e Leather provaram
em [16] que o nimero |S| de emparelhamentos estdveis duma instancia de STABLEM ARRIAGE
pode ser exponencial em n.

3Um par (h,m) é estavel se ocorrer nalgum emparelhamento estével.



3 Variantes do Problema dos Casamentos Estaveis

O trabalho de Gale e Shapley teve como principal motivacdo a resolucdo do problema de
colocacao de alunos em cursos universitarios nos EUA.

Cada aluno candidata-se a algumas universidades e formula uma lista de preferéncias
ordenadas estritamente. Cada universidade tem um certo nimero de vagas e ordena também
estritamente os seus candidatos, podendo liminarmente nao aceitar alguns. Note-se que nem
todas as universidades tém a mesma lista de preferéncias. Pretende-se colocar os alunos de
acordo com as preferéncias mutuas.

Este problema tem por modelo uma variante de STABLEMARRIAGE que é designada
na bibliografia por STABLEMARRIAGEWITHINCOMPLETELISTS. As vagas correspondem as
mulheres, os alunos aos homens e as listas de preferéncias sdo incompletas (existem parceiros
inaceitdveis) mas estritamente ordenadas.

Um emparelhamento (maximal) serd um conjunto E de pares (h,m) com h € Hem € M,
tal que h e m se consideram mutuamente aceitaveis, nao existem pares em F que partilhem
elementos e nao existem pares de H x M que possam ser acrescentados a FE.

Uma das propriedades interessantes das suas solucoes é a de que para qualquer instancia
deste problema, os conjuntos de homens e de mulheres podem ser subdivididos em dois
grupos: o daqueles que ficam com parceiro em todos os emparelhamentos estaveis e o
daqueles que ndo tém parceiro em nenhum emparelhamento estdvel. A prova pode ser
encontrada por exemplo em [13]. Tendo em conta esta propriedade pode-se concluir que,
independentemente do algoritmo que é usado, serao sempre colocados os mesmos alunos e
ocupadas as mesmas vagas (nao necessariamente pelos mesmos alunos). Na extensao do
ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY que resolve este problema, sdo os alunos que se propoem
as universidades, resultando um emparelhamento éptimo do ponto de vista dos alunos e
péssimo para as universidades. A versao adaptada do algoritmo é apresentada a seguir,
sendo a traducao da que é dada em [13]. Por razoes que abaixo se apresentam, refere
internos e hospitais em vez de candidatos e universidades.

ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY (ORIENTADO POR INTERNOS)

Considerar inicialmente que todos os internos estao livres.
Considerar também que todas as vagas nos hospitais estao livres.
Enquanto existir algum interno r livre cuja lista de preferéncias é nao vazia
seja h o primeiro hospital na lista de 7;
se h nao tiver vagas
seja r’ o pior interno colocado provisoriamente em h;
r’ fica livre (passa a nao estar colocado);
colocar provisoriamente r em h;
se h ficar sem vagas entao
seja s o pior dos colocados provisoriamente em h;
para cada sucessor s’ de s na lista de h
remover s’ e h das respectivas listas

fim

Alguns anos depois da sua publicacao [9] em 1962 descobriu-se que um algoritmo essen-
cialmente andlogo estava ja a ser usado desde 1952 nos EUA, pelo National Intern Matching
Program (depois designado National Resident Matching Program, NRMP), para colocagao
de estudantes de medicina nos hospitais para realizarem o internato. Também aqui, cada



hospital tem uma lista de preferéncias propria. Neste algoritmo, sao, no entanto, os hospitais
que se propoem aos candidatos, resultando num emparelhamento éptimo do ponto de vista
dos hospitais.

O critério de estabilidade das solucdes é reformulado do modo seguinte. Um emparelha-
mento é instdvel se e sé se existir um candidato r e um hospital h tais que h é aceitavel
para r e r é aceitavel para h, o candidato r ndo ficou colocado ou prefere h ao seu actual
hospital e h ficou com vagas por preencher ou h prefere r a pelo menos um dos candidatos
com que ficou. Caso contrario, diz-se estdvel. Nesta situacao, o conceito de emparelhamento
é o mesmo, se se considerar que a atribuicao é de candidatos a vagas.

Demonstra-se que é estavel o emparelhamento definido pelas colocagdes provisérias depois
da execugao do ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY (ORIENTADO POR INTERNOS). Nesse
emparelhamento, cada interno que ficar colocado fica no melhor hospital em que poderia ser
colocado de forma a garantir a estabilidade do emparelhamento. Cada interno que nao ficar
colocado por este algoritmo, ndo podera ficar colocado em nenhum outro emparelhamento
estavel determinado por outro método. Dada uma qualquer instancia do problema NRMP
(internos-hospitais, alunos-universidades) se um hospital h nao preencher as suas vagas,
entdo qualquer interno que ficar colocado em h no emparelhamento estavel 6ptimo do ponto
de vista dos internos, fica também colocado em h em todos os emparelhamentos estaveis.
Este 1ltimo resultado é conhecido como o Teorema dos Hospitais Rurais, por serem aqueles
que habitualmente ficam com vagas por preencher.

Em resumo, pode-se mostrar que o niimero de internos colocados em cada hospital é o
mesmo em todos os emparelhamentos estaveis. Ficam por colocar exactamente os mesmos
candidatos em todos os emparelhamentos estaveis. Qualquer hospital que nao preencha as
suas vagas num dado emparelhamento estavel, fica com exactamente os mesmos internos em
todos os emparelhamentos estaveis.

3.1 Listas de preferéncias nao ordenadas estritamente

Os modelos analisados até aqui pressupoem uma ordenagao estrita das listas de preferéncias,
de ambos os grupos. Uma ordenagao estrita é o que tecnicamente se designa por uma ordem
total. Face a duas quaisquer possibilidades distintas x e y, o interveniente (homem /mulher,
aluno/universidade, interno/hospital) terd que especificar se prefere x ou se prefere y, nao
podendo ser indiferente, isto é manifestar igual preferéncia por ambas.

Existem estudos sobre variantes de STABLEMARRIAGE que contemplam a possibilidade
dos conjuntos de preferéncias nao estarem totalmente ordenados, mas apenas parcialmente
ordenados (por exemplo, [14, 19]). Um caso particular ocorre quando a ordem é quase uma
ordem total, mas existem indiferencas que se traduzem por empates. Duas dessas variantes
sa0 STABLEMARRIAGEWITHTIES ¢ STABLEMARRIAGEWITHTIESANDINCOMPLETELISTS.
Na primeira supbe-se que as listas de preferéncias estao completas. Isto é, que qualquer
um dos n homens considera aceitavel qualquer uma das n mulheres, e vice-versa, embora
possa preferir umas a outras. Nestas situagoes hé a possibilidade de reformular o conceito
de estabilidade, tendo Irving [14] introduzido trés nogdes distintas:

e Estabilidade fraca: nao existe um par (h,m) ¢ E tal que h prefere estritamente m a
sua parceira em E e m prefere estritamente h ao seu parceiro em F.

e Estabilidade forte: nao existe um par (h,m) ¢ E tal que pelo menos um dos dois
prefere estritamente o outro ao seu par em FE, e o outro também o prefere estritamente
ou de igual modo.



e Estabilidade super: nao existe um par (h,m) ¢ E tal que algum prefere o outro pelo
menos tanto quanto prefere o seu par em FE.

Uma instancia de STABLEMARRIAGEWITHTIES, com preferéncias nao estritas (empates)
mas listas completas, pode nao admitir qualquer emparelhamento fortemente estavel ou super
estdvel [14]. O exemplo trivial é o caso em que cada mulher manifesta igual preferéncia
por todos os homens, e cada homem manifesta igual preferéncia por todas as mulheres.
Em [14], Irving apresenta um algoritmo de complexidade O(n?) que permite decidir se uma
dada instancia de STABLEMARRIAGEWITHTIES admite algum emparelhamento fortemente
estavel ou super estavel e, em caso afirmativo, determina-lo. E também conhecido que
qualquer instancia desse problema admite sempre um emparelhamento com estabilidade
fraca, bastando resolver os empates por especificacdo duma ordem arbitraria que os quebre,
e aplicar o ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY. Observe-se que, qualquer que seja a instancia
particular de STABLEMARRIAGEWITHTIES considerada, todos os emparelhamentos estaveis
tém exactamente n pares, desde que exista algum emparelhamento estavel (segundo o critério
pretendido).

3.1.1 Listas de preferéncias incompletas e ordem nao estrita

A situacao é bastante diferente para STABLEMARRIAGEWITHTIESANDINCOMPLETELISTS.
Por um lado, é facil construir instancias para as quais existem emparelhamentos fracamente
estaveis que nao tém o mesmo numero de pares ou que diferem nos grupos de elementos
que ficam emparelhados e sem par. Recorde-se que isto nao se verificava no caso de STA-
BLEMARRIAGEWITHINCOMPLETELISTS. Por outro lado, os trabalhos de Iwana et al. [15]
e de Manlove et al. [19] mostram, que, devido a esse facto, alguns problemas passam a ser
NP-completos (NP-complete) e NP-dificeis (NP-hard), o que, a partida, ndo augura nada
de bom quanto a possibilidade de resolver computacionalmente instancias genéricas desses
problemas.

Entre esses problemas incluem-se o da determinacao dum emparelhamento estavel que
envolva um nimero maximo (ou minimo) de pares e o da verificagdo da estabilidade dum
dado par (i.e., verificar se pode ocorrer em algum emparelhamento estavel). Tal acontece
mesmo num caso mais restritivo, em que a indiferenca se traduz por empates num dos lados
apenas, esses empates ocorrem no fim das listas de preferéncias, existindo quando muito um
empate por lista, o qual tem comprimento dois (ou seja, envolve apenas um par de escolhas,
pelas quais o interveniente manifestou igual preferéncia). A nogao de estabilidade é a de
estabilidade fraca.

4 Concurso de Colocacao de Professores em Portugal

O Decreto-Lei n? 35/2003, de 27 de Fevereiro, republicado no Didrio da Républica - 12
Série A, n© 13, de 19 Janeiro de 2005, que no essencial regula actualmente o Concurso de
Educadores de Infancia e de Professores dos Ensinos Bésico e Secundério, em Portugal, nos
ntmeros 1 e 3 do artigo 129, estabelece que

Art. 129, n91 - Os candidatos manifestam as suas preferéncias, por ordem decres-
cente de prioridade, por estabelecimentos de educagao ou de ensino, por concelhos
e por quadros de zona pedagdgica.



Art. 1292, n23 - Quando os candidatos indicarem coédigos de concelhos, considera-
se que manifestam igual preferéncia por todos os estabelecimentos de educacdo
ou de ensino de cada um desses concelhos, excepto pela escola de vinculagao do
candidato, que se considera excluida da preferéncia.

e no nimero 2 do artigo 362, referente ao concurso de afectacio para professores de quadros
de zona pedagdgica (abreviadamente QZP), que

Art. 362, n°2 - Quando a candidatura ndo esgote a totalidade dos estabelecimen-
tos de educacdo ou ensino, considera-se que manifesta iqual preferéncia por todos
os restantes estabelectimentos.

isto é, por todos os restantes estabelecimentos do QZP a que pertence o candidato.

Face ao exposto anteriormente, e ao facto deste concurso poder ser visto como uma
instancia de STABLEMARRIAGEWITHTIESANDINCOMPLETELISTS (ou NRMP com empa-
tes), surge a questao de saber se a actual legislacdo permite que uma solugdo do problema
(isto é, uma colocacao justa dos candidatos) possa ser obtida em tempo ttil. Para ver que se
trata duma instancia de STABLEMARRIAGEWITHTIESANDINCOMPLETELISTS note-se que
as escolas (ou vagas) correspondem aos hospitais (ou mulheres) e os opositores ao concurso
correspondem aos internos (ou homens). A diferenga essencial estd na existéncia duma lista
de graduagao dos opositores (com prioridades), o que de certo modo, faz com que, todas
as escolas (i.e., mulheres) tenham exactamente as mesmas preferéncias pelos candidatos
(i.e., homens). Este facto pode ser determinante para a resolu¢do do problema, porque
permite concluir que esta instancia de STABLEMARRIAGEWITHTIESANDINCOMPLETELISTS
tem complexidade polinomial, como se mostra na Secgao 5.

Sempre que adiante se mencionar a lista de graduacgao, estd sempre subjacente também
o respeito pelas prioridades com que os opositores concorrem, por vezes escrevendo-se ex-
plicitamente lista de graduagdo (com prioridades) ou lista ordenada. Um candidato que
ocorra primeiro do que outro nessa lista, serd considerado mais graduado do que esse.

4.1 Algoritmo desenvolvido pela ATX Software

O algoritmo para destacamento de docentes do quadro desenvolvido pela ATX Software [2, 8]
para resolver o problema da colocagao de professores no ano escolar de 2004/05, e que esta
divulgou e disponibilizou ao publico no seu site, foi o seguinte.

ALGORITMO DA ATX SOFTWARE (PARA DESTACAMENTO)

Considerar inicialmente também livres as posicoes iniciais dos professores
que pretendem mudar de posigao.
Colocar os professores pela ordem da lista de graduagéo, na melhor preferéncia
ainda livre de cada professor (alguns professores podem ficar por colocar).
Se os professores que estavam inicialmente colocados ficaram todos
colocados, o processo termina.
Senao,
Os professores que estavam inicialmente colocados e ficaram por colocar
sdo colocados definitivamente nas suas posigoes iniciais, que deixam de
estar livres. Estes professores ja nao entram nas préximas iteragoes.
Repete-se a colocacao com menos estes lugares livres.




Em [2], a empresa demonstra a correcgdo do algoritmo e refere que a sua complexidade
computacional é O(C?V), em que C é o ntimero de candidatos e V o nimero de vagas. Refere
ainda que para o caso de docentes contratados, as regras de colocacdo nao sao exactamete as
mesmas, pelo que foi desenvolvido um algoritmo ligeiramente diferente [2].

No desenvolvimento do algoritmo, foi pressuposto que cada candidato define uma lista de
preferéncias (por vagas) juntamente com uma ordem total. Assim, tendo em conta o exposto
na Seccao 3, e o facto de existir uma lista de graduacao totalmente ordenada, tratar-se-ia
entdo da resolugdo duma instdncia de STABLEMARRIAGEWITHINCOMPLETELISTS. Nesse
pressuposto, o algoritmo apresentado é de facto correcto, como a ATX Software demonstrou.
Pode-se mesmo concluir que é possivel baixar a complexidade do algoritmo de resolucao para
O(CYV) se se adoptar antes 0 ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY (ORIENTADO POR INTERNOS).

Basta para tal considerar, grosso modo, que cada escola tem preferéncia estrita (e
idéntica) por todos os seus docentes que s@o opositores ao concurso de destacamento e a
seguir por todos os restantes, segundo a lista ordenada. E, acrescentar a lista de preferéncias
de cada docente, que estd a concorrer para destacamento, a sua escola (vaga) actual, como
altima preferéncia.

Realizando-se as colocagoes por afectagdo e destacamento (com excepgao dos destaca-
mentos por auséncia de servigo educativo) simultaneamente, como estabelece o niimero 8 do
artigo 302 do Decreto-Lei n® 35/2003, de 27 de Fevereiro, apenas os opositores & afectagao
podem ficar sem colocacao. Tal fica garantido pela inclusdo das posicoes actuais dos opo-
sitores a destacamento nas respectivas listas de preferéncias, como se acabou de descrever.
Quando um desses docentes se propuser & sua vaga (por ja ter esgotado as escolhas da sua
preferéncia), esta aceita-o incondicionalmente.

4.2 Unicidade da solugao

A nogao de emparelhamento estével (estabilidade fraca) pode ser identificada com o estabe-
lecido no niimero 2 do artigo 182 e no nimero 1 do artigo 242 do Decreto-Lei n® 35/2003,
de 27 de Fevereiro, nomeadamente:

Art. 182, n? 2 - O preenchimento das vagas e dos hordrios respeita as pre-
feréncias identificadas mo presente diploma e a lista definitiva de ordenacdo e
manifesta-se através de listas de colocagoes, as quais dao origem igualmente a
listas graduadas de candidatos nao colocados (... )

Art. 242, n2 1 - Os concursos realizam-se com recuperacdo automdtica de va-
gas, de modo que cada candidato ndo seja ultrapassado em qualquer das suas
preferéncias por outro com menor graduacdo na mesma prioridade.

No pressuposto de que o conjunto de preferéncias de cada docente esta totalmente orde-
nado, bem como o conjunto de docentes, pode-se demonstrar que existe uma tnica lista de
colocagoes possivel, isto é um tnico emparelhamento estavel, se se assumir que as escolas
niao vao tentar reter os seus docentes, se estes conseguirem destacamento?.

De facto, é conhecido que qualquer instancia de STABLEMARRIAGE em que todas as
mulheres tém exactamente a mesma lista de preferéncias admite um 1inico emparelhamento
estavel [13]. O homem i nessa lista de preferéncias é emparelhado com a sua favorita dentre

4Se p1 e p2 estivessem colocados em v; e v2 actualmente e p2 pretendesse v; e p1 pretendesse va, a solugao
{(p1,v1), (p2,v2)} seria estdvel, mas as escolas estavam a reter os seus docentes, ndo os deixando ficar nas
vagas que pretendiam. Esta colocagao nao sera considerada admissivel. Gostaria de agradecer a Joao Pascoal
Faria a detecgao desta imprecisao na nocao de estabilidade que introduzi na versao original deste relatorio.



as que ficam livres depois de se ter ja emparelhado os homens 1,...,7 — 1. O resultado é
valido ainda para as instancias de STABLEMARRIAGEWITHINCOMPLETELISTS em que todas
as mulheres tém a mesma lista de preferéncias, embora neste caso o homem ¢ possa agora
ficar sem par se o emparelhamento dos anteriores 1,...,7 — 1, esgotar a lista de preferéncias
de i. Esta lista unica de preferéncias de todas as mulheres corresponde no problema de
colocagao de professores a lista de graduacao (com prioridades).

No caso dos destacamentos, as vagas de opositores ao concurso sé sao efectivamente
libertadas se estes conseguirem o destacamento. Como acima se descreveu, cada uma
destas vagas condicionais, da, de certo modo, prioridade ao seu actual detentor, face aos
restantes candidatos. Se este nao conseguir destacamento, acaba por se propor a sua
vaga, e esta aceita-o necessariamente, rejeitando qualquer candidato que tenha sido nela
colocado provisoriamente. Supde-se aqui que se estaria a usar o ALGORITMO DE GALE-
SHAPLEY (ORIENTADO POR INTERNOS) para determinar a lista de colocagdes, cada vaga
correspondendo a um hospital.

Mesmo com esta preferéncia estrita de algumas vagas por alguns candidatos, é possivel
continuar a mostrar a existéncia duma lista de colocagdes tnica, quando se assume que
as escolas nao vao tentar reter os seus docentes, se estes conseguirem destacamento. Por
andlise, por exemplo, do ALGORITMO DA ATX SOFTWARE (PARA DESTACAMENTO), pode-
se concluir facilmente que & medida que os professores que nao conseguem destacamento
vao sendo retirados, bem como as suas vagas, as listas de preferéncias das vagas vao-se
aproximando da lista de ordenada de candidatos. Assim, se conclui que existird apenas uma
lista de colocacGes possivel, & semelhanga do que acontece no STABLEMARRIAGEWITHIN-
COMPLETELISTS, quando todas as mulheres tém a mesma lista de preferéncias.

Para o concurso relativo ao ano escolar 2004/05 o nimero 4 do artigo 4192 estabelecia:

Art. 419, n®/ - Para efeitos de destacamento ao abrigo da preferéncia conjugal,
0s candidatos podem concorrer aos estabelecimentos de educacao ou de ensino do
concelho onde se situa a residéncia familiar ou o local onde o conjuge exerca ou
venha a exercer a sua actividade profissional no ano escolar a que o concurso
respeita, ndo podendo o nimero de estabelecimentos indicados exceder 50 (... )

pelo que, talvez se possa concluir que, estes docentes nao podem indicar apenas o concelho
nele mencionado, e desta forma concorrer com igual preferéncia a todas as escolas do mesmo.
Nada de andlogo era dito sobre os docentes opositores ao concurso de destacamento por
condicdes especificas®.

O que se entende por “manifestar igual preferéncia”? O Decreto-Lei 35/2003, de 27
de Fevereiro, nao pressupoe que as listas de preferéncias dos candidatos estejam totalmente
ordenadas.

Nao se pode afirmar que estao totalmente ordenadas as listas de preferéncias dos opo-
sitores voluntarios a destacamento por auséncia de servico educativo, dos docentes de QZP
em afectacao, dos opositores ao concurso de contratacao, e dos opositores ao concurso de
provimento. No entanto, o aviso de abertura do concurso (Aviso n? 2598-B/2004 (22 série),
publicado no Didrio da Repiblica n49/2004, 27 de Fevereiro), no capitulo III, estabelece,
para afectacdo de docentes de QZP, o seguinte:

5Mas, de facto, por adenda ao referido Decreto-Lei e detalhe no aviso de abertura do Concurso para o ano
escolar de 2005/06, sao acrescentadas algumas restri¢oes para manifestacido de preferéncias, na linha das do
destacamento ao abrigo da preferéncia conjugal.
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1.4.3 - Os docentes que nao manifestam preferéncias sao afectos obrigatoriamente
a uma das escolas do ambito geogrdfico do respectivo quadro de zona pedagdgica.

e no capitulo VI, estabelece

f) Campo 7 — Manifestacdo de preferéncias para provimento

1.8) A manifestacao de preferéncias por lugares de quadro de escola ou de zona
pedagdgica obedece ao disposto no artigo 122 do Decreto-Lei n? 35/2003, podendo
0s candidatos individualizar por ordem decrescente de prioridade, até 50 cddigos
de estabelecimentos de educagcdo ou de ensino, 25 cddigos de concelhos, e 28
codigos de quadro de zona pedagdgica correspondentes a sua totalidade, podendo
alternar ou conjugar as preferéncias;

£.5) Quando o candidato identificar codigos de concelhos, considera-se que mani-
festa igual preferéncia por todos os estabelecimentos de educacao ou de ensino de
cada um, percorrendo-se o0s codigos das escolas respectivas, por ordem crescente
até obtencdo de colocacdo. No entanto, logo que outro candidato liberte vaga
em alguma das escolas a que tiver sido conferida melhor preferéncia, € esta a
colocacao definitiva;

g) Campo 8 — Manifestacao de preferéncias para contratagao

g-4) A identificacao de cddigos de concelhos e de quadros de zona pedagdgica
corresponde, de acordo com os n%% 3 e 4 do artigo 122, a manifestacdo de igqual
preferéncia por todos os estabelecimentos de educacdo ou de ensino do respectivo
ambito geografico;

Esta ordenacao estrita das preferéncias que fica determinada pela alinea f.5) deste Aviso®,
pode ser bastante desfavoravel para os candidatos (individual e colectivamente). O mesmo se
aplica as colocagoes por afectacéo, destacamento por condicbes especificas, e destacamento
ao abrigo da preferéncia conjugal (e outro), as quais decorrem em simultaneo de acordo com
o Decreto-Lei n® 35/2003, ainda que com prioridade das primeiras face as segundas e destas
face as terceiras’. Mesmo que as listas de preferéncias dos opositores a destacamento para
os dois tipos referidos estejam totalmente ordenadas, no algoritmo usado para a afectacao,
deveria ter que se considerar solugoes alternativas, pois a afectagdo acaba por poder ter
interferéncia nos destacamentos (cf., Exemplo 2 da préxima secgao). Mas néo foi feito isso.
Por outro lado, no pressuposto de que a lista ordenada de professores reflecte dalgum modo a
sua graduacao e competéncia, esta afectacao de professores a escolas, dando “preferéncia” as
escolas que tém um codigo mais baixo, faz com que estas fiquem com os melhores professores
dentre os que a elas se candidatam®. E porqué umas escolas e nao outras?

4.3 Efeitos perversos da ordenacgao estrita das listas de preferéncias

Os exemplos seguintes mostram que se podem facilmente construir instancias hipotéticas do
problema que nao tém solucao unica. Mostram ainda que diferentes ordenactes das vagas

®No Aviso n® 1413-B/2005 (22 série), 11 de Fevereiro, relativo & abertura do concurso para 2005/06, este
artigo deixou de constar.

"No concurso relativo ao ano escolar 2004/05, o destacamento por condigbes especificas tinha prioridade
relativamente a afectagao.

8 Agradeco a Michel Ferreira, DCC-FC & LIACC, UP, este comentério.
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ou lugares a concurso, que se efectuem para se assumir que as listas de preferéncias estao
totalmente ordenadas, podem conduzir a listas de colocagoes diferentes, nem todas colocando
exactamente os mesmos candidatos até ao mesmo nimero de ordem da lista ordenada, por
exemplo.

Afectacao e destacamento em simultidneo. O Exemplo 2 mostra que se, como esta-
belece o nimero 8 do artigo 302 do Decreto-Lei n® 35/2003, as colocagoes por afectagao
e destacamentos decorrerem em simultdneo, se podem recuperar automaticamente vagas.
Tlustra também que, se ordenar estritamente as listas de preferéncias dos candidatos, se
podem perder algumas solugoes e obter listas de colocagoes piores. O Exemplo 3 mostra
que, se as referidas colocagoes forem efectuadas sequencialmente (como parece indicar o
artigo 42 do capitulo XIX do Aviso n® 1413-B/2005 (22 série), de 11 de Fevereiro, relativo
a abertura do Concurso), pode haver casos em que alguns candidatos nao vao conseguir
posicoes que preferiam e outros nao vao conseguir destacamento.

Exemplo 2 Trés candidatos p1, pa e p3 apresentam as sequintes listas de preferéncias

p1: QZP (i.e., v, v1 e vy com igual preferéncia)
p2: v3,vy (colocado em vy)
p3: vy (colocado em v3)

estando p1 a concorrer para afectacdo em QZP, po para destacamento por condig¢oes es-
pecificas, e ps a destacamento ao abrigo da preferéncia conjugal. As tunicas posicdes que
restam no QZP sdo vz, vy e v1, e nao se situam no mesmo concelho. So vo estd livre, pois
pao estd colocado em v1 e ps em v3. Neste caso, o emparelhamento

{(p1,v2), (p2,v3), (p3,v1)}

¢ estdvel e estd de acordo com nimero 8 do artigo 30° do Decreto-Lei n® 35/2003.
Se as listas de preferéncias fossem

p1: v1, QZP (isto é, v e vy com igual preferéncia)
p2: v3, vy (colocado em vy)
p3: vy (colocado em v3)

entao {(p1,v2), (p2,v3), (ps,v1)} jd nao seria um emparelhamento estdvel, porque pi tem
direito ao lugar vy, se este for libertado. Se se assumir que as escolas nao tentam reter
0s seus docentes, o unico emparelhamento estavel seria {(p1,v1), (p2,v2), (p3,v3)} € p3 ndo
consequiria destacamento.

Se, para se considerar que as listas de preferéncias estdo totalmente ordenadas, se iden-
tificasse os dois casos com

P17 v1,V3,02
p2: v3,vy (colocado em vy)
p3: vy (colocado em v3)

entao, no mesmo pressuposto, a unica solugao estdvel seria {(p1,v1), (p2,v2), (p3,vs3)}, como
anteriormente, e p3 nao consequiria destacamento.
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Exemplo 3 Trés candidatos p1, pa e p3 apresentam as sequintes listas de preferéncias

p1: QZP
p2: vy (colocado em vy)
ps: vy (colocado em v3)

estando p1 a concorrer para afectacdo em QZP, po para destacamento por condig¢oes es-
pecificas, e p3 a destacamento ao abrigo da preferéncia conjugal. As posicdes vz, vy e V1
situam-se em trés concelhos distintos desse QZP e s6 vy estd livre. Se se comecasse por efec-
tuar as colocagoes por afectacdo e sé depois 0s destacamentos, p1 ocuparia ve € nem py NEm ps
consequiriam destacamento. Se a afectacdo e destacamento decorrerem em simultaneo, entao
{(p1,v3), (p2,v2), (p3,v1)} € uma solugao (e é dptima, seqgundo os candidatos).

Destacamento de docentes por auséncia de servigo. Nos termos do nimero 3 do
artigo 32° do Decreto-Lei, para efeitos de destacamento wvoluntdrio, podem os docentes
manifestar as suas preferéncias de acordo com o disposto no artigo 12°. O Exemplo 4
mostra que se as listas de preferéncias forem ordenadas arbitrariamente, alguns docentes
podem ficar por destacar.

Exemplo 4 Quatro docentes pi,p2,p3 € ps em destacamento voluntdrio por auséncia de
servico educativo, apresentam as sequintes listas de preferéncias

p1: concelho c
pa: concelho c
p3- v1
P4 U2

sendo v1,v9,v3,v4 as Unicas quatro vagas nesse concelho (todas em escolas diferentes), p1 o
primeiro professor na lista ordenada e py o iltimo. Note-se que o mimero 3 do artigo 322
do referido Decreto-Lei, nao impoe qualquer nimero minimo de escolhas a estes candidatos
nem outras restricoes para além das estabelecidas pelo artigo 12°2. Assim, hipoteticamente,
o exemplo anterior parece fazer sentido, decorrendo do Decreto-Lei que py e po estdo a
concorrer com igual preferéncia a todas as vagas de c.

Se se considerar que as vagas sao arbitrariamente ordenadas, o que corresponde ao
pressuposto de que as listas de preferéncias dos docentes estao totalmente ordenadas, pode-se
obter emparelhamentos diferentes. Se as preferéncias de p1 e ps forem entendidas como v,
V9, U3 € Vg, por esta ordem, a lista de colocacdes ficaria

{(p1,v1), (p2,v2), (p3, ndo destacado), (ps, nao destacado)}
e se forem entendidas, por exemplo, como vs, v4, V9 € vi, por esta ordem, a lista de
colocagoes passaria a ser {(p1,v3), (p2,v4), (P3,v1), (Pa,v2)}. Ambas as listas contemplam

o que estabelece o mimero 2 do Art. 189, mas sao diferentes. Coloca-se entdo a questdo de
saber qual das duas € a melhor.
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Afectacao de docentes de QZP. O Exemplo 5 mostra novamente que se se ordenar as
posicoes pelas quais os docentes manifestaram igual preferéncia, de forma que as suas listas
de preferéncias passem a estar totalmente ordenadas, se podem obter listas de colocagoes
piores, segundo os docentes. E de referir que, como a actual legislacao obriga os professores
de QZP a aceitarem qualquer vaga que lhes seja atribuida dentro do seu QZP, nao é possivel
construir instancias em que um professor mais graduado (i.e., que surge primeiramente na
lista ordenada) nao ficasse colocado no seu QZP e outro menos graduado ficasse. Recorde-se
que todos os lugares (vagas) do QZP omitidos sao considerados aceitaveis pelo candidato, e
como se, por todos, manifestasse igual preferéncia.

Exemplo 5 Suponha-se que quatro docentes p1,ps,p3 € ps do mesmo grupo de docéncia e
QZP se apresentam a afectacdo com as sequintes listas de preferéncias:

p1: concelho ¢
pa: concelho ¢
p3: v1, concelho c
P4 Vg, concelho c

sendo v1,v9,v3,v4 as Uunicas quatro vagas nesse concelho (todas em escolas diferentes), ndao se
indicando as restantes vagas do QZP a que todos pertencem. Recorde-se que, pelo nimero 2
do artigo 369, se considera que a ndo manifestacdo de preferéncia explicita por essas res-
tantes vagas equivale a manifestacdo de igual preferéncia por todas elas.

Como no exemplo anterior, p1 € o primeiro professor na lista ordenada e py o ultimo. O
artigo 122 ndo impede que um docente, como p3 e ps, possa indicar preferéncia estrita por
uma escola dum dado concelho e em sequida por esse concelho (entendendo-se, talvez, que
estd agora a manifestar preferéncia idéntica por todas as restantes escolas desse concelho).

Mais uma vez, se se ordenar arbitrariamente as vagas, o que corresponde ao pressuposto
de que as listas de preferéncias dos docentes estdo totalmente ordenadas, pode-se obter
emparelhamentos diferentes. Caso as preferéncias de p1 e py sejam entendidas como vq,
v, U3 € vy, por esta ordem, a lista de colocagoes ficaria

{(p1,v1), (P2, v2), (P3,v3), (P4, v4)}

mas se forem entendidas, por exemplo, como vz, v4, V2 € vy, por esta ordem, a lista de
colocagoes passaria a ser {(p1,v3), (p2,v4), (P3,v1), (P4,v2)}. Ambas as listas contemplam o
estabelecido no mimero 2 do artigo 182, mas enquanto que na sequnda lista de colocagdio
todos os candidatos ficam colocados na sua primeira escolha, na primeira lista, nao € assim.

Concurso de contratagao. A situacao seria teoricamente grave se se adoptasse o mesmo
pressuposto de que as listas dos candidatos estao totalmente ordenadas, também para efec-
tuar as colocagoes nos concursos de provimento e de contratagao. Neste caso, alguns
candidatos poderiam ficar sem colocacao quando, se fosse procurada a ou uma das melhores
solugdes, podiam ficar colocados. O Exemplo 6, mais uma vez hipotético, ilustra o que
poderia acontecer.

14



Exemplo 6 Seis professores p1,p2, 3, Pa, Ps, Pe, todos do mesmo grupo de docéncia e todos
opositores ao concurso externo, tém as sequintes listas de preferéncias:

p1: concelho c
pa: concelho ¢
p3- v1
P4 V2
P5: U3
b6 V4

sendo v1,v9,v3,v4 as Unicas quatro vagas nesse concelho (pertencendo a escolas diferentes),
e estd-se a proceder a colocacdo por contratacdo.

Se as preferéncias de p1 e py forem entendidas como v1, vo, v3 € vg, por esta ordem
(para satisfagcdo do pressuposto de que as listas de preferéncias estdo totalmente ordenadas),
a lista de colocacdes ficaria

{(p1,v1), (p2,v2), (p3, ndo contratado), (ps, nao contratado), (ps,vs), (ps,v4)}

e se forem entendidas, por exemplo, como vs3, V4, V9 € vy, por esta ordem, a lista de colocagoes
passaria a ser {(p1,vs), (p2,v4), (p3,v1), (pa,v2), (p5, nao contratado), (ps, nao contratado)}.
Mais uma vez, ambas as listas contemplam o que estabelece o nimero 2 do artigo 182, mas
sao diferentes. Como o tempo de servico € relevante para a graduacdo dos candidatos, nao
$0, a primeira solucdo € penalizadora para ps e psy por nao terem consequido colocagao, e
eventualmente, acabarem desempregados, mas também porque, no concurso sequinte, poderao
acabar por ser ultrapassados por ps e pg.

4.4 Lista de colocagoes 6ptima segundo os opositores ao concurso

Designe-se por op(v), o nimero de ordem de v na lista de preferéncias do opositor p. Ou
seja, op(v) indica se v é 12, 22 33 ... preferéncia de p. Todas aquelas vagas (lugares)
pelas quais p manifesta igual preferéncia terao o mesmo nimero de ordem. Caso p nao
fique colocado, pode-se definir como ultima preferéncia a “nao colocacao” e atribuir-se-lhe o
numero de ordem imediatamente a seguir ao da ultima preferéncia da lista de preferéncias
reais. No caso de destacamentos essa ultima preferéncia ficticia seria a actual posicao de p.

Se se analisar a sequéncia de 0,(v)’s seguindo a ordem da lista ordenada pode-se perceber
o que é uma lista de colocacdes optima do ponto de vista dos opositores ao concurso. Em
termos formais, é uma lista de colocagGes para a qual a referida sequéncia de op(v)’s é
lexicograficamente® minima, dentre as que correspondem a solucoes estéveis. Podem existir
varias listas optimas, mas todas definem exactamente a mesma sequéncia de o,(v)’s, pois a
ordem lexicografica é uma ordem total.

Exemplo 7 Voltando novamente a considerar a situacdo descrita no Exemplo 6,

p1: concelho c
pa: concelho c
p3- 1
Pg: V2
P5- U3
Pe- U4

9(w17...,xn) <reEx (Y1,-..,Yn) sse existir ¢ com 1 < i < n tal que x; < y; € x = yx para todo k < i.
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a lista {(p1,v1), (p2,v2), (p3, ndo contratado), (ps, ndo contratado), (ps,vs), (ps,v4)} definiria
a sequéncia (1,1,2,2,1,1), enquanto que

{(p1,v3), (P2,v4), (P3,v1), (P4, v2), (P5, NGO contratado), (pe, nao contratado)}

definiria (1,1,1,1,2,2), que € lexicograficamente inferior. Pode-se concluir que € dptima uma
vez que S estao disponiveis quatro vagas, e esta sequéncia tem prefizo 1,1,1,1. A lista

{(p17 U4)7 (p2’ U3)7 (p?n Ul)v (p4, U?)v (p5’ nao contmtado), (pﬁ’ nao COTLtT’(lt(ldO)}

definiria exactamente a mesma sequéncia (1,1,1,1,2,2), constituindo uma solu¢do optima
alternativa. Nao € dificil concluir que existiriam apenas estas duas listas optimas de co-
locacdes.

Na eventualidade dalguma escola nao conseguir preencher as suas vagas na fase de
contratacao, estas podem sempre transitar para a oferta de escola. Deste modo, a opc¢ao
por listas de colocacoes éptimas segundo os opositores ao concurso nao penaliza as escolas,
no seu conjunto.

5 Algoritmos Polinomiais para Problemas com Indiferenca

Nesta seccao mostra-se a existéncia de algoritmos polinomiais para determinar listas de co-
locacoes 6ptimas, segundo os opositores ao concurso de colocacao de professores, satisfazendo
naturalmente as restricoes impostas pela legislacao actual.

A prova deste resultado serd efectuada por reducdo do problema a uma sequéncia de
problemas de determinacao dum emparelhamento perfeito com peso maximo num grafo
bipartido. Cada um destes problemas pode ser resolvido em tempo polinomial [6, 18, 21,
25], por exemplo, pelo ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES, também conhecido por Método
Hiingaro [18, 21], que é de O(n?), sendo n o ntimero de vértices do grafo. Pode-se baixar
esta complexidade, por exemplo, para O(n?), se se tirar partido de propriedades estruturais
das solugoes [6, 25].

Em termos matematicos, o problema da determinacao dum emparelhamento com peso
méximo num grafo bipartido G = (V1 U Vs, A, ¢), com V; NV, = (), pode ser formulado como

maximizar Z CeTe
ecA
sujeito a
Zeeé(i) re < 1, para todo i € V1 U Vs.
x. € {0,1}, para todo e € A

onde (%) denota o conjunto de ramos incidentes no vértice i, ou seja, tais que i é seu extremo.
A variavel de decisao x. toma valor 1 se e s6 se o ramo e pertencer ao emparelhamento
determinado, com ¢ € A. Como habitualmente, supde-se que Vi U Vo é o conjunto de
vértices do grafo, cada ramo e € A tem um extremo em Vi e outro em Vo, e c: A — RE{
define o peso associado a cada ramo. Na instancia que se ird considerar, |[V1| = |Vs| e o
emparelhamento sera perfeito, isto é terd um ramo incidente em cada vértice do grafo.
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Exemplo 8 Para ilustrar o conceito, apresenta-se o grafo sequinte

no qual {(A,E),(B,F),(C,D)} constituiu um emparelhamento perfeito com peso mdzimo
(neste caso, 4+3+5=12). Os ramos do grafo que nao pertencem ao emparelhamento estio
indicados a tracejado.

5.1 Relacao entre problemas de colocacao e afectagao classica com pesos

Sejam p1,...,p, os candidatos e vq,..., v, as posicOes a concurso. Estas posicoes incluem
as dos candidatos que detém ja uma posicao, a qual libertardo se ficarem colocados noutra
da sua preferéncia. Considere-se os conjuntos de vértices V1 = {p1,...,po} U{p},...,p.} €
Vo = {vi,...,u} U{v],...,v),}, em que pi,...,p) denotam candidatos ficticios e v1,..., v},
posicoes ficticias. A interpretacao a ser dada a estes candidatos e posicoes ficticias deduz-se

da seguinte definicdo para o conjunto A de ramos do grafo:

e (pi,v;) € A se p; estiver a concorrer a posicao vj, com 1 <i<mnel <j <k Se
(pi,v;) pertencer ao emparelhamento, o candidato p; fica colocado na posigao v;.

(pi,vj) € A se p; detem actualmente a posicao v;, a qual tera direito se nao conseguir
outra colocacao no concurso, com 1 < i < n. Se (p;,v;) pertencer ao emparelhamento,
o candidato p; nao alterou a sua posicao.

e (p;,v)) € Ase p; ndo detem actualmente posicao, para 1 <i < n. Se (p;,v]) pertencer
ao emparelhamento, p; nao ficou colocado.

. (p;-,vj) eAcoml1<j<Ek. Se (p;-,vj) pertencer ao emparelhamento, entao a posicao
v; nao fica atribuida.

. (p;,vg) cAcoml<j<kel<i<mn. Se (p;-,vg) pertencer ao emparelhamento, a
posigao v; nao ficou livre (e o professor p; ficou colocado). Note-se que, pela definigao
de A, se (p;»,vj) nao estiver no emparelhamento entao v; estd atribuida a algum dos
professores reais. Por outro lado, por definicdo de emparelhamento, nao se pode ter
(P}, vj) e (P}, v;) simultaneamente num emparelhamento.

Observe-se que o grafo admite pelo menos um emparelhamento perfeito, por exemplo, o
emparelhamento constituido pelos pares seguintes:

* (pi,vj), (P},v;) se v; for a posicio actual de p;, para 1 < i <n;
e (pi,v}) se p; ndo tiver actualmente posicao, para 1 < i < mn;

° (p;-,vj) se a posicao v; esta livre actualmente, 1 < j < k.
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o qual, poderd nao ser estavel. Para que a definicao do grafo G = (V1 U Vs, A, ¢) fique
completa, é necessario indicar os pesos associados aos ramos, ou seja, definir a funcao c.
Os pesos terao que ser definidos de forma a garantir que os emparelhamentos que tém peso
maximo sejam emparelhamentos estdveis e 6ptimos segundo os candidatos.

Para cada p;, seja I'; 1,1 2,...,1,, a sua lista de preferéncias, ordenada por ordem
estritamente decrescente, I'; ; denotando um conjunto de posigoes pelas quais p; tem igual
preferéncia, para todo 1 <t < ;.

Junte-se ao final dessa sequéncia de preferéncias, a posicao actual do candidato p; se este
estiver colocado e, caso contrario, v,. Ou seja, a lista de preferéncias seria

Ti1,Tig, ..., Tiq, {vj}, sewv; é aposigao actual de p;
pi:
i1, Ti2,..., iy, {v;}, se p; ndo tem posigdo actualmente

passando a ser referida essa ultima posicao por I'; 4,11. No final do concurso, p; fica colocado
nalguma das posicoes que constam desta lista.

Observe-se que se v € I'; 4, entao ¢ é o nimero de ordem da posicao v na lista de p;, isto
é op,(v) =t, para 1 <t < v; 4+ 1. Serd atribuido o mesmo peso c(p;,I';+) as posicoes que
pertencem ao mesmo conjunto I'; ;. Este peso representa o valor da colocacao de p; nalguma
das posigoes de I'; ;.

5.1.1 Colocagoes por contratagcao como um problema de afectagao com pesos

No caso do concurso de contratacao, em que nenhum candidato estd afecto a qualquer posicao
anterior, isto é, I'; , 41 = {v}} para todo ¢, pode-se tomar

cpi,Tig) =1+ (vi+1—1t)r;
ou seja,
c(pi,v) =1+ (vi +1—1t)r;, paratodov el etodot com 1<t <+ 1.

Portanto, os valores ¢(p;, I'; +) s@o termos consecutivos duma progressao aritmética com termo
inicial 1 e razdo r;. A razado pode ser definida por

1 set=n
n

Ty = Z C(pl'/,ri/’l)—(n_i)_‘_l 581§Z<n
i'=i+1

de forma a garantir a estabilidade dos emparelhamentos de peso maximo e a sua optimalidade
do ponto de vista dos candidatos.
Note-se que 7,1 = > 5 _.c(pir,Lir1) —(n— (i — 1))+ 1 =ri+c(pi, Ti1) — 1 =ri(y + 1)
ou seja,
ri—1 =1i(y + 1), para todo i <n

0 que implica um crescimento exponencial do valor da razao r; e, consequentemente, dos
pesos assim definidos.

Para os candidatos ficticios, define-se c(p;-,vj) =0,paral<j<ke c(p;-,vg) = 0, para
1<j<kel<i<n. O peso destes ramos é zero porque, tal como os nés ficticios, s6 sao
introduzidos para conseguir restringir a procura a emparelhamentos perfeitos.
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Exemplo 9 Para a situacdo tratada nos Exemplos 6 e 7, para concurso de contratacdo com
sets candidatos

p1: concelho c
pa: concelho ¢
p3- v1
P4 V2
Pp5: U3
b6 V4

em que v, V2, V3, Vg SGO as unicas quatro posicoes disponiveis no concelho c, ter-se-ia, seqgundo
o modelo introduzido

p1:e(pr, {v1,v2,v3,v4}) = 33, c(p1,{vi}) =1 ry = 32

pa i c(pa, {v1,v2,v3,04}) = 17, ¢(p2,{vh}) =1 ro=(9+5+3+2)—4+1=16
ps:c(ps, {v1}) =9, c(ps, {v3}) =1 rg=(5+3+2)—34+1=28

pa i c(pa, {v2}) =5, c(ps, {vj}) =1 ry=34+2-24+1=14

ps = c(ps, {vs}) =3, c(ps, {vE}) =1 rs=2—1+1=2

pe : c(pe, {va}) =2, c(ps, {vs}) =1 T6 =1

existindo duas listas de colocagcdes dptimas, ambas com valor 33+ 17T+9+5+ 14+ 1= 66:

{(p1,v3), (P2, v4), (P3,v1); (P4, v2), (P35, V5), (D6, V6) }
{(p1,v4), (P2, v3), (p3,v1), (P4, v2), (5, V5), (D6, vg) }-

Tendo em conta o nimero de candidatos, é de prever instancias reais com dimensoes
consideraveis. A utilizacao directa deste modelo levanta, por isso, algumas dificuldades se os
pesos forem calculados explicitamente. O niimero 2 do artigo 122 do Decreto-Lei n235/2003,
de 27 Fevereiro (republicacao), estipula:

Art. 122, n22 - Na manifestacdo das suas preferéncias os candidatos devem
indicar os codigos referidos nas alineas segquintes, podendo quer alternar as pre-
feréncias dessas alineas, quer conjugar as preferéncias contidas em cada uma

delas:
a) Cddigos de estabelecimentos de educagdo ou de ensino, no mdzrimo de 75;

b) Cddigos de concelhos no mdzimo de 50;
¢) Cédigos de zona pedagdgica, no mdzrimo dos quadros existentes.

existindo actualmente 23 zonas pedagogicas, cada uma correspondendo a um agrupamento
de escolas de um ou varios concelhos. De momento, o interesse do modelo proposto pode
ser essencialmente tedrico. Vai permitir demonstrar que o problema da determinacao de
listas de colocagoes éptimas pode ser resolvido em tempo polinomial na fase de contratagao.
Depois de adaptado, permitird mostrar o mesmo para o problema geral, que contempla a
existéncia de candidatos a destacamento.

Desde que se prove que o modelo proposto esta correcto, pode-se concluir que, na fase
de contratacdo, o problema se pode resolver em O((n + k)*K), por aplicacdo do ALGO-
RITMO DE KUHN-MUNKRES, na sua versao mais simples, ou em O((n + k)3K) com uma
implementacao melhor, sendo n o nimero de candidatos e k o de posicoes. Relativamente
a0 ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES, esta complexidade apresenta assim um agravamento
dum factor K, que depende da dimensao do problema, e que mais adiante se mostra ser
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linear em n. Tal agravamento resulta de nao se poder assumir sempre que as operacoes
aritméticas que o algoritmo envolve se realizam em tempo constante'®. Os pesos introduzidos
crescem exponencialmente com a dimensao do problema, a qual, para instancias reais, nao é
negligencidavel. Na Seccao 5.3 analisa-se a funcao de peso proposta e mostra-se como a tratar
sem comprometer a complexidade polinomial do algoritmo. Essa demonstragao é suportada
por aspectos técnicos, que, por questoes da estrutura légica do relatério, sera mais oportuno
abordar mais adiante.

Adaptando o modelo agora introduzido, mostra-se, na Seccao 5.2, que o problema geral,
em que ha candidatos que ja detém uma posicao inicial, pode ser resolvido por algoritmos
polinomiais.

A seguir justifica-se a correccao do modelo que se acabou de propor.

Pesos garantem solucao lexicograficamente minima. Na fase de contratacao, qual-
quer candidato p; pode ficar “nao colocado”, isto é, pode ficar na posi¢ao v;. Esta propriedade
garante que nessa fase, qualquer solucao lexicograficamente minima é estavel. De facto, se
uma dada solucdo'! lexicograficamente minima nao fosse estével, entdo existia um par (p;, vj)
tal que p; preferia v; a posicao em que ficou colocado (segundo essa solugao) e v; ou nao ficou
atribuida ou ficou atribuida a um professor p;; que se situa abaixo de p; na lista ordenada.
Entao, seria possivel atribuir v; a p; retirando v; a py, pois py pode ficar colocado também
em vy sem qualquer restricao, e desse modo encontrar uma solucao lexicograficamente menor
e portanto melhor. Logo, na fase de contratacdo, os emparelhamentos estdveis dptimos (do
ponto de vista dos candidatos) correspondem as solugdes lexicograficamente minimas.
Mostra-se agora que a fungao de peso proposta garante que os emparelhamentos de peso
maximo correspondem as solugoes lexicograficamente minimas. A ideia subjacente a escolha
dos pesos propostos foi a de evitar que candidatos mais graduados fossem ultrapassados nas
suas preferéncias para se melhorar globalmente o valor (peso) das colocagbes dum grupo
menos graduado. Ou seja, evitar que emparelhamentos instaveis pudessem ter peso méaximo.
Suponha-se que (51, ..., 5,) e (B1,--.,5,) sdo os valores das colocagoes de p1, ..., p, em dois
emparelhamentos. Pode-se mostrar que os pesos escolhidos garantem que,

Seﬁn+ﬁn—1+---+ﬁi+l+ﬁiZﬁé‘i‘ﬁé_l‘k---‘i‘ﬁ%—l‘i‘ﬁ; ent505i25§7

para todo 1 < i < n. Atendendo & definicdo dos pesos, esta propriedade implica néo sé a
estabilidade do emparelhamento, mas também que o emparelhamento de peso 6ptimo seja
optimo do ponto de vista dos candidatos. Para ver que a propriedade é vélida, suponha-se
que f; < [, e que

BotBnat. 4B+ Bz B+ B+ + B+ B (1)
Ora, B — Bl =ri(vi+1—t—(vi+1—1t)) =ri(t' —t) parat e t’ iguais aos nimeros de

ordem na lista de preferéncias de p; das posicoes atribuidas, de acordo com a definicao de
pesos introduzida. Logo, se §; — 8/ < 0 entdo ¢’ — ¢ < —1. Entdo, para se ter (1) ou seja

B+ B4+ Big1 =0, + B+ + B + it — 1)

9Costaria de agradecer a Paulo Mateus (Dep. de Matemética & Centro de Légica e Computacio, Instituto
Superior Técnico, Lisboa) esta observagao.

" Neste contexto, a solugdo é um tuplo (z1,...,2,) dos niimeros de ordem das posicdes atribuidas aos
candidatos, segundo as listas de preferéncias respectivas.
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teria que se ter também

(B + B4+ Biv1) — B+ By + -+ Bip1) >
ja que t —t' > 1. Mas,

(Bn+ B+ + Bit1) — (By + By + -+ Bi41) <

<max (B, + B, + -+ Bi4q) —min(By + Bp1 + - + Big1) <

< (c(pn,Tn) +ePn-1,Tn-11) + -+ iz, Tig11)) — (1 +14+---4+1) =
=T; — 1

chegando-se & contradi¢do desejada. Por isso, se se verificar (1) entdao 3; > (/. Mas, para
que (; > B!, o numero de ordem da posi¢do que é atribuida a p; na primeira solu¢do nao
excede o niumero de ordem da posicao que lhe fica atribuida pela segunda.

Mostrou-se assim que as solugoes 6ptimas de MAXWEIGHTPERFECTMATCHING (G)

MAXWEIGHTPERFECTMATCHING (G)
maximizar Z CeTe
ecA
sujeito a
> eesi) Te = 1, para todo i € V1 U V.
ze € {0,1}, para todo e € A

para o grafo bipartido G = (V1 U Vs, A, ¢) construido, correspondem as solugoes lexicografi-
camente minimas. Viu-se que estas solugoes, na fase de contratacao, determinam listas de
colocacbes 6ptimas segundo os candidatos, que nao violam a ordem pela qual os candidatos
tém direito as posi¢oes. O candidato p; fica colocado em v; se T(p; ;) = 1 para algum j.
Caso contrario, T(p, ) = 1 €pjnao fica colocado. A posicao v; fica atribuida ao candidato p;

S€ Z(p, »;) = 1, para algum 4. Caso contrdrio, () 05) = 1 e vj fica livre.

5.2 Algoritmo para efectuar colocagoes em fases com destacamento

Quando existem candidatos que nao podem ser colocados em vagas ficticias, como é o caso
dos professores que estdo a concorrer a destacamento, deixa de ser verdade que as solucoes
lexicograficamente minimas sejam estaveis. O exemplo seguinte justifica esta afirmagao.

Exemplo 10 Trés professores p1,pa e p3 concorrem a destacamento. Ocupando actualmente
0s lugares vy, vy e v3, Tespectivamente, concorrem com as listas de preferéncias sequintes (as
quais estao totalmente ordenadas).

p1: v3, U2, V1
p2: U1, V2
p3: V1, U3

Como as escolas ndao retém os candidatos que pretendem deizar os lugares que nelas ocu-
pam, a menos que estes ndo consigam outro lugar da sua preferéncia, a unica solu¢ao
estdvel aceitdvel é {(p1,v2), (p2,v1), (p3,v3)}. A solugao que € lexicograficamente minima
é {(p1,v3), (p2,v2), (p3,v1)} mas ndo é estavel. De facto, nesta ultima, pa vé p1 ocupar a
vaga que pretendia, e desta forma, seqgundo o Decreto-Let, teria sido ultrapassado por ps.
De acordo com a funcao de peso introduzida acima, o emparelhamento de peso mdzrimo

seria {(p1,v3), (P2, v2), (p3,v1)} e teria peso 9+ 1+ 2 =12, mas {(p1,v2), (p2,v1), (p3,v3)}
teria apenas peso 5 +3+1=29.
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O préximo exemplo ilustra uma situacao em que as solugdes lexicograficamente minimas
sao estdveis embora haja professores a concorrer a destacamento. Como se acabou de ver
nao se pode assumir que o sejam sempre e por isso, serd proposto um novo método para
tratar correctamente estes casos.

Exemplo 11 Considere-se a sequinte situacao, em que p1 € o professor mais graduado e py
0 menos graduado.

p1: {vs}, {va}
p2: {v1,v2}, {vy}
p3: {v1}, {vh}
pa: {va}, {v1}
Os pesos correspondentes seriam:
C(p4,'l)2) = 27 C(p4,’l}1) = ]-7 T4 = 1
c(ps,v1) = 3, c(ps, vs) =1, r3=2-14+1=2
c(p2,v1) =5, c(p2,v2) =5, ¢(p2,vh) =1, ro=(2+43)—-2+1=4
c(p1,v3) =9, c(p1,v2) =1, rn=024+3+5-3+1=8

O grafo que traduz o modelo introduzido encontra-se representado graficamente d direita. Os
ramos omitidos no grafo dado a esquerda tém peso zero.

1O —5——Om PO ——=0u
p3© % Ovy p3 © Ovz
p2 O Ous p2© Ovs
nQ ’ 1 Oy 1240, Ov
PO Ovy IZ§0) Ovy
IZ40) Qv 1240 Ovs
IZ10) Ovy P3O ——— Ovy

O emparelhamento dptimo seria {(p1,vs), (p2,v1), (p3,v5), (pa,v2)} U E" com, por exemplo,
E' = {(},v]), (5, vh), (ps,v})}. Teria peso 9+ 5+ 1+2 =17 e corresponderia a sequéncia
de nimeros de ordem (1,1,2,1). Pode-se verificar facilmente que a solu¢ao é estdvel, neste
caso.

Violar estabilidade para obter melhores colocagoes? E de referir também, que num
trabalho recente, Sobrinho et al. [24] analisam casos em que se fosse violada a condicao
de estabilidade se conseguiria melhorar as posi¢oes atribuidas a alguns candidatos, como
no Exemplo 12. Note-se que nesse trabalho se considerou que as listas de preferéncias dos
candidatos estavam totalmente ordenadas, pelo que o problema tratado é diferente do que
se aborda neste relatorio.

Exemplo 12 . Sejam p1,ps e p3 trés candidatos, que actualmente ocupam vi, vy € v3 €
concorrem a destacamento com as preferéncias sequintes.
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p1: v3, U1
p2: U1, V2
p3: V1, U3

Nao existe claramente nenhuma solucdo estdvel em que ps consegue o destacamento. Por-
tanto, parecia razodvel que, sem prejuizo de pa, se admitisse {(p1,vs), (p2,v2), (p3,v1)} como
solucao, ainda que este emparelhamento viole a estabilidade.

Dado que a condicao de estabilidade é o inico meio de que os candidatos dispoem para
parcialmente verificarem que néo estao a ser ultrapassados, a violacao da estabilidade poderia
suscitar varias reclamacgoes e quica algumas desconfiancas, que eventualmente nao poderiam
ser objecto duma resposta individual e convincente.

5.2.1 O problema geral como sequéncia de problemas de afectacao classicos

Para poder formular o problema geral da determinacao duma lista de colocacoes 6ptima
como um problema de afectacao classico seria necessario definir pesos que garantissem a
estabilidade das solugbes. Quando existem candidatos a concorrer a destacamento, isto
talvez nao seja possivel.

Assim, vai-se alterar o modelo introduzido anteriormente, inserindo novos ramos no grafo
que possibilitem a atribuicao de v} (isto é, “ndo colocado”) a qualquer candidato p; mesmo
quando p; j& detem uma posicao anterior. Para tal define-se G' = (V1 U Vs, A', ¢) com

A= AU {(p;,v}) | para todo i com 1 <1i < n}

o que quer dizer que, a solu¢ao de MAXWEIGHTPERFECTMATCHING(G') pode violar o
Decreto-Lei n® 35/2003. Por esta razao, se se verificar a existéncia de candidatos a desta-
camento que, de acordo com o emparelhamento de peso maximo obtido, ficariam agora por
colocar, tem que se efectuar a resolucao duma sequéncia de problemas do tipo MAXWEIGHT-
PERFECTMATCHING em vez dum unico. Tais candidatos devem ser colocados definitiva-
mente nas suas posi¢oes anteriores, e proceder-se-a depois a resolucao do subproblema de
colocagao que resulta da sua remocao do modelo, bem como das suas vagas e dos nés ficticios
correspondentes.

A funcao de peso. Quando se passa do modelo G ao modelo G’ por inser¢ao dos novos
ramos (p;,v}), para todo i, transforma-se um problema com destacamentos num problema
de contratacdo. A lista de preferéncias de p; passara a ser dada por

LitTig, .o Tiqg {vi} {v)} se vj é a posicao actual de p;
pi:
Li1,Tig,o o, Tin, {00}, se p; nao detem posicao actualmente

e designar-se-a por §2; o nimero de ordem do conjunto final, ou seja, o nimero de ordem da
ultima preferéncia de p; (a qual é agora v}). A funcdo de peso que se propds na Sec¢ao 5.1.1
pode ser usada agora também. Para os candidatos e vagas ficticias, c(p;-,vj) = 0, com
1§j§kec(p;,v§):0,com1Sjgkelgign.

Como anteriormente, se v € I'; ; entao ¢ é o niimero de ordem da posi¢ao v nesta nova
lista de preferéncias de p;, isto é o,,(v) = t, para 1 < t < ;. Atribui-se 0 mesmo peso
c(pi, i) a todas as posigoes que pertencem a um mesmo I'; ;, definindo-o por

c(pi, Fi,t) =1 + (Qz — t)Ti
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ou seja, c(p;,v) = 14 (§; —t)ry, para todo v € I';; com 1 <t < Q;. Os valores ¢(p;,I'; ) sao
assim termos duma progressao aritmética de razao r; e primeiro termo 1. O valor escolhido
para a razao ¢, como anteriormente,

_— 1 sei=n
Ol Y cwi Tig) —(n—i)+1 coml<i<n

o qual garante a estabilidade dos emparelhamentos perfeitos que tém peso méaximo, quando
todos os ramos de G’ sdo aceitdveis. Se, no emparelhamento éptimo que se obtem para
MAXWEIGHTPERFECTMATCHING (G’), nenhum candidato a destacamento p; ficar na vaga
ficticia v} correspondente, o processo pode terminar. Mas, se no emparelhamento éptimo
obtido para MAXWEIGHTPERFECTMATCHING(G’), algum candidato p; a concorrer a des-
tacamento ficar colocado em v}, entdo esse emparelhamento nao determina uma lista de
colocacoes vélida, pois viola a lei.

E importante notar que qualquer candidato p; que ficar colocado em v, nalgum empare-
lhamento perfeito de peso 6ptimo, fica nessa posicdo em todos os emparelhamentos nessas
condicoes. Conclui-se assim que tais candidatos sé podem ficar colocados nas suas posicoes
actuais. Consequentemente, todos os candidatos que ficarem colocados na sua ultima escolha
ou seja, na posigao v}, podem ser retirados do processo de colocagao. Este serd repetido sem
esses candidatos e sem as suas posigoes actuais (sejam reais ou v}).

Podem ainda ser retirados todos os que, estando a concorrer a destacamento, ficarem
colocados na sua posicao actual. Depois destas remocoes, nao é necessario recomecar todo
0 processo, mas apenas corrigir o emparelhamento imperfeito que se obtém desse éptimo
quando se retiram tais nds e ramos. O ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES permite efectua-lo.

Em resumo, as solugdes éptimas de MAXWEIGHTPERFECTMATCHING(G') s@o estaveis
e 6ptimas do ponto de vista dos candidatos para o modelo G' = (V1 U V,, A, ¢) proposto.
Se o emparelhamento éptimo E* for também um emparelhamento perfeito em G, entao p;
fica na posicao v; sse T(p,w;) = 1 € nao colocado sse T(p; ) = 1. Qualquer posicao v; tal que
(ol 0;) = 1 fica livre. Caso contrério, se £* nao for admissivel em G, ou seja contiver ramos
de A"\ A, entao todo candidato p; que ficar colocado numa vaga v € I'; 4, para t > ~;+1, pode
ser definitivamente colocado na sua “posicao inicial”, que é a que constitui I',, ;. Entao, p;
e a sua posicao sao retirados de G’, juntamente com os nds ficticios correspondentes e os
ramos incidentes nesses nos, e resolve-se o subproblema resultante. Nao ha necessidade de
alterar a funcao de peso c¢. Depois desta remogao, o emparelhamento que resulta de E* nao
é um emparelhamento perfeito no novo grafo, e nao é possivel completé-lo sem agravar (i.e.,
diminuir) o peso total.

Esse emparelhamento pode ser usado como solugao de partida para a préxima iteragao de
colocagoes. Seria usado no ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES para construir um emparelha-
mento maximal com peso idéntico ao de £*. Tal emparelhamento nao pode ser perfeito senao
E* nao seria solugao éptima para a iteragao anterior. O ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES
prosseguiria normalmente, efectuando a correccao de pesos e os passos habituais, até chegar
a um novo emparelhamento perfeito (6ptimo).

5.3 Pesos exponenciais mas complexidade polinomial

O ntmero de problemas do tipo MAXWEIGHTPERFECTMATCHING (G’) que serd necessério
resolver para encontrar uma lista de colocacoes ptima é o méximo entre um e o nimero de
candidatos que estao a concorrer a destacamento.
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Cada um dos problemas MAXWEIGHTPERFECTMATCHING(G’) pode ser resolvido em
O((n + k)*) pelo ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES (ou mesmo em O((n + k)3) se se usar
estruturas convenientes para melhorar a eficiéncia da actualizacao de pesos) para n candida-
tos e k posicoes. No entanto esta expressao de complexidade requer que as comparacoes de
pesos e a sua actualizacdo possam ser feitas em tempo constante, o que nao se pode garantir.

Para a fungdo de peso proposta, as razoes das progressoes, e consequentemente os pesos,
crescem exponencialmente, tornando-se O((max;~;)"). De facto, ; > 2, para todo i, e
podemos facilmente verificar que se tem (2).

rm=1 ri_1=rQ = HZ:Z- Q paratodol <i<n (2)

A funcao de peso cresce exponencialmente mesmo para subproblemas pequenos e por
isso, € necessario escolher uma representacao de pesos conveniente.

Passagem de MaxWeightPerfectMatching a MinWeightPerfectMatching. Para
se ver mais facilmente que se pode tratar polinomialmente os pesos exponenciais, vai-se
reduzir MAXWEIGHTPERFECTMATCHING(G’) a MINWEIGHTPERFECTMATCHING(G') por
transformagao da funcao de peso ¢ numa fungao de custo ¢,

¢pi,Tir) = cpisTi1) —cpi,Tip) =t —1)r;, paral <t < (3)

e substituicao da funcao objectivo por minimizar ) . A Cee.

Em cada iteracao do ALGORITMO DE KUHN-MUNKERS, é necessario identificar os ramos
de A’ que tém custo nulo, encontrar o arco que tem menor custo dentre os dum subconjunto
particular de A’ e ainda actualizar os custos dalguns ramos por adigao ou subtracgao desse
valor minimo de cada um. O ALGORITMO DE KUHN-MUNKERS é um método primal-dual e
estas actualizagoes de custo correspondem a alteragoes da solucao do dual.

DuAL MINWEIGHTPERFECTMATCHING (G')
maximizar Z Wy
vEV1IUVs
sujeito a
Wy + Wy < Gy, para todo (u,v) € A'.

Designe-se por ¢. o custo actual do arco e depois duma ou mais alteragoes da solucao
dual. Inicialmente ¢ = ¢ e em todos os passos ¢ > 0. O trabalho no passo primal consiste na
determinagao dum emparelhamento de cardinal mdximo num subgrafo de G’ que tem por
ramos

A= ={ec A | e =0}

Seja G'| 4= tal grafo, isto é G'| 4= = (V1 U V2, A'7,¢). Se esse emparelhamento de cardi-
nalidade méaxima for perfeito, entdao o método termina: é esse o emparelhamento de peso
minimo. Caso o emparelhamento nao seja perfeito, haverd uma alteracao de custos, que tem
por base propriedades conhecidas, algumas das quais se referem agora.

Pelo teorema de Konig [6], em qualquer grafo bipartido, o nimero de ramos de qual-
quer emparelhamento de cardinalidade méaxima é igual ao nimero de vértices de qualquer
cobertura minima do grafo. Uma cobertura (por vértices) é um conjunto de vértices tal que
qualquer ramo do grafo é incidente nalgum vértice desse conjunto.

O ALGORITMO DE KUHN-MUNKERS é muitas vezes descrito em termos das transformacdoes
que opera sobre a matriz de custos, com custos +o0o para as entradas que nao correspondem

25



a ramos de A’. Cada cobertura minima de G’| 4= corresponde ao tracado dum nimero
minimo de rectas horizontais e/ou verticais que cubram todas as entradas nulas da matriz.

Quando G’| 4= nao admite um emparelhamento perfeito, o nimero dessas rectas é inferior
a |V1| e, naturalmente inferior a |Va|, ja que |Vi| = |V2|). Nesse caso, pelo ALGORITMO DE
KUHN-MUNKERS, sera necessario encontrar o minimo das entradas que ficaram descobertas,
subtrai-lo de cada uma dessas entradas ndo cobertas e somé-lo a cada uma das que ficaram
cobertas por duas rectas. Seja p; esse minimo na iteracdo [ do ALGORITMO DE KUHN-
MUNKERS.

A actualizagao de custos pode ser também efectuada por subtracgao de p; de cada coluna
(ou, respectivamente, linha) que nao ficou totalmente coberta e sua adi¢ao a cada linha
(resp. coluna) que ficou coberta por uma recta horizontal (resp. vertical). O nimero total
de rectas horizontais e verticais que foram tragadas para cobrir os zeros com um nimero
minimo de rectas na iteracao [, digamos RZH + RY, é menor do que [V1]. Os valores das
fungoes de custos em duas iteracoes consecutivas [ e [ + 1 estao relacionados por

Y Trwe = (Wil - ROm— R+ Y e
ec A’/ ec A’
= (|V1| - RlH - Rlv):ul + Z Cel+1Te
ec A’

ou seja, Y .c 4 Ceit1 Te ¢ menor do que Y . 4 Ce e, € 0s dois problemas de emparelhamento
tém as mesmas solucoes (embora valores diferentes da fungao objectivo). Aqui, ¢c; e Coiy1
denotam os custos de e na iteragao [ e [ + 1.
O custo do emparelhamento de custo minimo que se obtém quando o algoritmo termina
lL:_11(|V1| — R — R )y, em que L denota o niimero de iteragdes efectuadas até chegar
a essa solucao. Note-se que este custo éptimo é maior ou igual que ZlL:_ll . Este facto é
importante no resto da prova. Tem-se (4)

-1 -1
dw < DY (=R =R )wm < -1 (4)
=1 =1

porque o emparelhamento perfeito de custo minimo nao pode ser pior do que a solugao trivial
(1,9Q9,...,9,), em que p; ficaria colocado numa das suas primeiras preferéncias e todos os
restantes p;’s ficariam em v]. Sem perda de generalidade pode-se considerar que I'y 1 # (). Se
for vazio, deve ser retirado da lista de preferéncias de p; e deve-se procurar o primeiro I'y ;
nao vazio. Se todos fossem vazios, bastaria retirar também p; e colocé-lo definitivamente na
sua posicao (actual ou de nao colocagao).

O custo determinado por (1,9Qs,...,,) é r1 — 1, porque é dado por Y, (4 — 1)r; e

n

n n n—1 n
Z(Qz’—l)riZZQz‘Ti—Zn:Zn—Zm:rl—rn:rl—l
=2 =2 =1 =2

i=2
deduzindo-se a desigualdade (4).
Representar convenientemente os custos exponenciais. Conclui-se agora a prova de

que as operacoes e comparacoes aritméticas se podem efectuar polinomialmente, de facto,
linearmente em n, para cada subproblema, sendo n o nimero de candidatos a colocar (nesse
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subproblema). Para facilitar a demonstragao, comega-se por supor que para resolver cada
subproblema se re-inicializa o processo, nao se partindo assim do emparelhamento obtido
no passo anterior, recalculando-se ¢ para o novo grafo reduzido. Represente-se também por
G' = (V1 UVy, A" T) esse grafo. De (4) e (5)—(6)

rn=1 ri_1=mr, paratodol <i<n (5)

¢pi,Tig) =t —1)r;, paral <t <, (6)

e do modo como os custos sao actualizados, cada custo ¢, pode-se escrever sempre como uma
combinacao linear de ry,...,7, com coeficientes inteiros nao negativos asq,...,q, tais que
0 <a; <y, parai > 1, ou seja, que se tem (7).

n
Ce = Zaim, com o; € Z, 0 < a; <y, para 1 < i < mn, para todo e € A’ (7)
i=1

De facto, zf:_ll w <11 —1 e a variagao de ¢, na iteracao [ é 0, yu; ou —py. Se for —p;
entdo ¢, > y; pois o minimo p; das entradas que nao ficam cobertas sé é subtraido dessas
entradas. Assim, os custos mantém-se nao negativos depois de cada transformacao.

A variacao total de ¢, esta limitada pela soma desses minimos e, portanto, por ry — 1.
Como o maior custo inicial é (27 — 1)r1, nenhum custo excederd (1 — 1)r; + (r1 — 1), isto
é, Q1r; — 1. Consequentemente, qualquer custo pode ser representado por uma combinagao
da forma (7), a qual fica univocamente determinada por (aq, ..., ).

A representagdo da soma (aq,...,a,)+(a), ..., al) é umnovo tuplo (of,...,al)
que se obtem da forma habitual: processa-se as representacoes da direita para
a esquerda, tomando 7 := 0 e definindo sucessivamente o := (7 + a5 + o) %8
T := (T + a; + a}) /8, para todo i, em que 7 designa o transporte (ou carry)
e % e / o resto e quociente da divisao inteira. A operacao preserva a condi¢ao
0 < a,0f,a <y, para todo i, e, de acordo com o exposto anteriormente, em
qualquer soma efectuada pelo algoritmo, o 1ltimo 7 sera 0.

A representacao da diferenga (o, ..., ap) — (o), ..., al), que sé serd definida
para (ai,...,an) >rEx (&f,...,a)) é um novo tuplo (¢f,...,al)) que também
se obtem da forma habitual: processa-se as representacoes da direita para a
esquerda, tomando 7 := 0 e definindo sucessivamente o := (a; —c, —7) e 7 :=0
seqj—a,—1>00ua = (Qi+a—ad,—T)er:=1sea; —a,—7<0. E
preservada a condi¢ao 0 < oy, af, o < Q;, para todo i, e o ultimo 7 serd 0.

As representagoes sao tratadas como representacoes de inteiros em bases de numeragao,
com excepcao do facto dos intervalos de variacao dos digitos poderem ser distintos de posicao
para posicao. E til relembrar que r, =1 e r;_1 = r;§; para todo 1 < i < n.

Em conclusao, as operacoes e comparacoes aritméticas, que o ALGORITMO DE KUHN-
MUNKRES realiza para resolver MINWEIGHTPERFECTMATCHING(G'), podem ser efectuadas
em tempo e espaco linear no niimero de candidatos. Um custo ¢, é nulo se todos os digitos
da sua representacao forem nulos. A verificagdo de que . < T para . = Y ;o1 e
Ce =y, abr; equivale & verificagdo de (ai,...,an) <ppx (¢f,...,a}). A determinacao
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do valor minimo das entradas nao cobertas por rectas e actualizacdo de custos, no passo
dual, podem ser efectuadas em O(n|A’|), ou seja, O(n(n + k)?).

Analise-se agora o caso em que se parte do emparelhamento obtido num dado subpro-
blema e nao se re-calcula ¢. Observe-se que, qualquer lista de colocacoes nunca é pior
do que aquela em que todos os candidatos que estao a concorrer a destacamento nao o
conseguem e todos os que nao tinham posi¢ao anterior, continuam sem colocacgao (i.e., talvez
desempregados). O custo desta solugao é

D=2+ > (-,

pi€Iy pi€la

em que Z; e Zo denotam os conjuntos de candidatos que estao e que nao estao a concorrer a
destacamento, respectivamente. Como,

Z (Qz — 2)7%' + Z (Qz — 1)’/‘2' § Z (Qz — 1)’/‘2' = 917“1 -7+ zn:QZ"I"Z' — zn:m'
=2 =2

pi€1 pi€la pi€L2UTL
= Ql’l"l —7r1+rL—"rn :erl —1

o custo 6ptimo nao excede Q71 — 1.

Seja E* um emparelhamento de custo minimo que se obtem por resolucao de MINWEIGHT-
PERFECTMATCHING(G') e que viola a lei, por colocar numa posigao ficticia algum dos
candidatos que estavam a concorrer a destacamento. Como se viu anteriormente, deve-se
entao retirar todos os candidatos p; que ficaram colocados nalgum v € I';; para t > v; + 1,
retirar as vagas Us>~, 4110 ¢ e os candidatos ficticios que lhe possam estar associados, para
todo i, bem como os ramos incidentes nos nos retirados. Depois desta redugao/transformagao
de G’, o emparelhamento que resulta E* nao é perfeito, mas o ALGORITMO DE KUHN-
MUNKRES pode prosseguir normalmente, tomando o que resta de E* como ponto de partida
para a procura dum novo emparelhamento perfeito de custo 6ptimo (para o grafo reduzido).
Se todos os ramos incidentes num dado né tiverem custo positivo, entdo pode-se comecar
por subtrair a cada um deles o valor minimo desses custos. Assim se garante que todos
os nés tém ramos incidentes com custo zero. Note-se contudo, que se se deixar prosseguir
0 ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES normalmente, tal seria feito também (embora pudesse
requerer algumas iteragdes). Designando por S a sequéncia de grafos G’ para os quais se
resolve MINWEIGHTPERFECTMATCHING(G’) e por Lg o nimero de iteragoes realizadas
pelo ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES nessa resolucao, pode-se deduzir (8)

Lei—1
Z Z Higy < Z (Qz — 2)7"1' + Z (Qz — 1)’/‘2‘ =Mry—1 (8)
G'eS lG’:l pi€l1 pi€la

seguindo a argumentacao da demonstragdo de (4). Inicialmente todos os ramos tém custo
nao negativo e menor ou igual que (£2; — 1)r;. Logo, em todos os passos o valor de qualquer
custo manter-se-& nao negativo e nao excedera (21 — 1)r1 +Qyr1 — 1, ou seja (201 — 1)ry — 1.
Continua a ser possivel representar qualquer custo como um tuplo (aq,...,a,), mas agora
com 0 < o; < Q; paratodoi >1e 0 < ay < 2Q; — 1. Conclui-se que todas as operagoes
e comparagoes aritméticas que cada alteracao de custos (passo dual) envolve, podem ser
realizadas em O(n(n + k)?), também quando néo se re-calcula a fungdo de custo.
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Para obter um emparelhamento perfeito pode ser necessério efectuar O(|V1]?) actua-
lizacdes de custo (i.e., alteracdes da solucdo dual) [6], ou seja, O((n + k)?). Cada problema
MINWEIGHTPERFECTMATCHING (G') pode ser resolvido em O(n(n+k)*), provando-se desta
forma que o problema de colocacdes, com m candidatos a destacamento, pode ser resol-
vido em O(max{1l,m}n(n + k)*). A complexidade pode baixar para por exemplo, para
O(max{1,m}n(n + k)?), como se afirma na Proposicao 1.

Proposicao 1 Sejan o numero de candidatos total, m o niumero dos que estdo a concorrer a
destacamento e k o nimero de posi¢coes a concurso (que inclui as m posi¢oes dos candidatos
a destacamento). Caso as listas de preferéncias dos candidatos contenham indiferenca (em-
pates) € possivel ainda determinar uma lista de colocagées optima (sequndo os candidatos)
em O(max{1,m}n(n + k)3).

Com uma implementacdo mais cuidada do ALGORITMO DE KUHN-MUNKRES pode-se
realizar cada passo dual em O(n(m + k)). De facto, ndo ha necessidade de actualizar um
nimero quadratico de custos associados aos ramos mas apenas os |V1| + |Vz2| componentes
da solucao dual. Por outro lado, pode-se manter informacao associada aos vértices que
permite determinar o valor minimo p; em tempo linear, bem como a aresta correspondente
e actualizar, se necessdrio, um nimero de custos apenas linear ([6], pags. 14 e 145-147).

5.4 Existéncia de vagas negativas

O modelo introduzido pode ser adaptado para contemplar também os casos em que ha vagas
negativas. Na situagao extrema, as vagas negativas correspondem a posigoes, que sé podem
ficar ocupadas pelo seu actual detentor.

Em geral, as vagas negativas estao associadas a um conjunto de k' posicoes equivalentes,
pretendendo-se, se possivel, restringir o conjunto das que podem ficar atribuidas a um
subconjunto préprio desse e cujo numero de elementos nao excede a diferenca entre k' e
o numero de vagas negativas.

Seja {v1,...,v} um conjunto de posigoes equivalentes mas com f < k' posigdes para
abater (isto é, f vagas negativas). Ao modelo introduzido anteriormente, acrescente-se um
conjunto de f candidatos pf, ..., p’]ﬁ, e ramos (p/,vj) paratodo 1 <1< fel<j<ke
considere-se c(p),v;) = +00, em que 400 é um valor suficientemente grande. Acrescentem-se
posicdes vy, ..., v} e ramos (p},v)) e (pj,v]) , paral <I< fel <i<n.

Cada ramo da forma (p}, v)’) terd associado valor zero, e a sua ocorréncia num emparelha-
mento corresponde ao abate de uma vaga negativa. O nimero de ramos do tipo (p/,v]") que
ocorrerem num emparelhamento é igual ao nimero de vagas negativas que nao foi possivel
abater. Também se poderia associar peso zero a cada um desses ramos, mas para calcular +oo
da forma que a seguir se sugere, ¢ mais simples nao o fazer.

De facto, observe-se que para determinar 400, pode-se assumir que pf, ..., p’; ul-
trapassam qualquer outro candidato, e, sem perda de correccao, assumir-se também que
tém idéntica graduacao (e prioridade), e que cada candidato p;’ tem igual preferéncia por
{v1,...,up} e estritamente inferior por vl” . Pode-se entao proceder como anteriormente,
bastando usar um dos candidatos pj, para fixar o valor a atribuir a +oc.

Esta adaptagao do modelo permite concluir que instancias do problema de colocacao em
que existem vagas negativas também podem ser resolvidas em tempo polinomial.

Exemplo 13 Para ilustrar o ideia, considere-se a sequinte situacao, em que Se vai Supor
que vy (actual posi¢ao de p1) € uma vaga negativa.
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p1: {vs}, {va}
p2: {1)1,1)2}, {Ué}
b3- {’Ul}} {Ué}
P4 {’02}; {Ul}

Nesta representacdo, supde-se que o candidato tem igual preferéncia pelas posicoes que se
inclui num mesmo conjunto.

Acrescente-se entao um candidato ply e uma vaga vy, tendo ply a seguinte lista de pre-
feréncias.

5+ {2}, {vg}

Os pesos correspondentes seriam

c(ph,ve) = 17, c(ph,v§) =1 ro = 16

c(p1,v3) =9, c(p1,v2) =1, r=2+3+5)-3+1=8
c(p2,v1) =5, e(p2,v2) =5, e(p2,vh) =1, ro=(2+43)—2+1=4
c(ps,v1) = 3, c(p3,v3) = 1, r3=2—-14+1=2
c(pa;v2) =2, c(pa,v1) =1, ry=1

e a lista ordenada passaria a ser ph,pi1,p2,ps,ps. Pode-se verificar que a solu¢do com
maior valor € {(ph,v2), (p1,v3), (P2, vh), (p3,v5), (P4, v1)}, pela qual, a vaga vy deiza de estar
atribuida efectivamente.

O exemplo anterior mostra que a nogao de lista de colocacées optimas sequndo os candi-
datos, introduzida neste estudo, nao viola o que a lei consigna (nomeadamente, no que diz
respeito a vagas negativas) para melhor satisfazer os interesses dos candidatos.

5.5 Existéncia de posicoes equivalentes

Para simplificar o modelo e o processo de colocacao, pode fazer sentido agrupar conjuntos de
posicoes que sao equivalentes, como, por exemplo, hordrios com a mesma carga horéria ou
lugares de quadro numa mesma escola, ou lugares em QZP, naturalmente, para um mesmo
grupo e nivel de docéncia (e fase do concurso).

Em ambas as situagoes tratadas nas secgoes anteriores, o nimero de varidveis de decisao
do modelo pode ser reduzido se o problema passar a ser formulado como o da determinacgao
dum fluxo maximo com peso méaximo numa rede. No entanto, esse nimero continuard a ser
da mesma ordem de grandeza do anterior, no pior dos casos.

6 Um Modelo Alternativo e Algoritmo de Optimizacao

O método de Kuhn-Munkres é um método primal-dual em que os pesos atribuidos aos
ramos desempenham um papel essencial. Por outro lado, o nimero de varidveis de decisao
do modelo matemaético acima definido é |A|, j4 que cada varidvel x. estd associada a um ramo
e € A, e esse ntimero pode ser demasiado grande nas instancias reais'?. Aliado ao facto de se
conhecerem propriedades bastante fortes da estrutura dos emparelhamentos estaveis éptimos
(i.e., das listas de colocagoes Gptimas), é assim pertinente estudar modelos e algoritmos
alternativos para resolucao do problema que tirem partido dessas propriedades.

1286 a anslise dos dados reais o permitird concluir, mas face ao nimero de candidatos e ao conteido do
artigo 122 do Decreto Lei n? 35/2003, de 27 Fevereiro (e republicacio), ainda que se possam separar as
colocagoes por grupos de docéncia (afins), sdo de prever valores de | A| talvez demasiado grandes.
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Neste contexto, pode ser interessante estudar a aplicabilidade das ideias e métodos
do paradigma de Programagao por Restrigoes, o qual foi identificado pela Association for
Computing Machinery (ACM) em 1996 como uma das dreas estratégicas de investigagdo em

computaciols.

6.1 Programacao por Restrigoes

O conceito de Programacao por Restrigdes surgiu nas areas de Inteligéncia Artificial e
Computacao Grafica nos anos 1960s e 1970s, mas o desenvolvimento de investigacao mais
sistematica e activa sobre este tépico teve inicio nos finais dos anos 1980s. Em particular foi
fulcral o trabalho de Jaffar e Lassez que estabeleceu os fundamentos tedricos das linguagens
de Programacao Légica por Restrigoes [17]. Para uma introducao a &rea, consultar, por
exemplo, [1, 3, 4, 7, 20, 22].

Uma ideia central em Programacgao por Restrigoes é a da reducao dos dominios das
variaveis de decisao do modelo por propagacao de varios tipos de consisténcia local e por
inferéncia de novas restricoes durante a procura de solugoes. Esta reducao pode ser vista
como uma forma de enumeracao implicita de partes do espaco de procura. Os métodos
de propagacao de restrigoes funcionam como métodos incompletos de resolucao, dado que,
por questoes de eficiéncia, sé podem garantir parcialmente a consisténcia dos dominios das
varidveis. Para obter solucoes é quase sempre necessario combinar propagacao de restricoes
e enumeracao de valores para as variaveis.

Um problema de satisfacao de restrigoes em dominios finitos (CSP) envolve um conjunto
de varidveis de decisao x1,..., T, e um conjunto de restricoes que especificam as combinacoes
possiveis de valores dessas variaveis. Cada variavel z; estd definida num dominio finito D;,
parat=1,...,n.

Gent et al. [10] e Gent e Prosser [11] apresentam codificagoes de STABLEMARRIAGE e
variantes como CSPs em dominios finitos e como SATSs (i.e., problemas de satisfagdo de
conjuntos de claisulas do cdlculo proposicional, em que, naturalmente, as varidveis sao
booleanas). Mostram nesses trabalhos que, para as instancias de STABLEMARRIAGE e
STABLEMARRIAGEWITHINCOMPLETELISTS, essas codificagbes permitem enumerar todos os
emparelhamentos estaveis sem falhas, quando se estabelece uma forma usual de consisténcia
local, designada por consisténcia por arcos (arc-consistency). Um dos modelos baseia-se na
utilizacdo de matrizes de conflitos e o tamanho da codificacao é O(n*), para n homens e n
mulheres. O outro envolve O(n?) varidveis booleanas. Tornam-se assim algo complexos se
se considerar a dimensao das instancias do problema de colocagao em estudo neste trabalho.

Os sistemas de Programacao por Restricoes disponibilizam linguagens de programagcao
(que sdo também linguagens de modelagao) e resolutores de restrigoes (que implementam
métodos de propagacao e de procura, tanto genéricos como especificos). Estes sistemas
suportam vérios tipos e formas de escrita das restricoes, permitindo especificar modelos
préximos da descricdo matematica do problema. No contexto do problema de colocagao,
mais do que tentar simplesmente utilizar sistemas de Programagao por Restrigoes, com os
seus mecanismos genéricos de propagacao, pode ser interessante desenvolver métodos que
combinem técnicas de propagacao de restricoes implementadas nesses sistemas e propriedades
especificas das solugbes do problema.

13 ACM Workshop on Strategic Directions in Computing, MIT, Cambridge, USA, June 1996. Disponivel
em http://wuw.acm.org/pubs/surveys/sdcr/ (Margo 2005).
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6.2 Modelos de problemas de colocacao como CSPs em dominios finitos

Como anteriormente, sejam . os candidatos (ja ordenados), vi,...,vr as posigoes
) 1 yPn s Ul » Uk S

reais a concurso, I';1,...1% -, I 1,41 a lista de preferéncias de p;, ordenadas por ordem
decrescente de preferéncia, mas com preferéncia idéntica por todas as posigoes que constam
de cada I';+ C {vy,...,vx}, para t = 1,...,7v;. Supde-se que vy,...,v) inclui também as
posicoes dos candidatos ja colocados que sao opositores ao concurso.

Considerem-se variaveis de decisao y; e z;, para i =1,...,n, em que y; indica a posicao
que p; ocupard e z; o nimero de ordem de y; na lista de preferéncias de p;, isto é, z; = op, (v;)-
Os dominios de y; e de z;, representados por dom(y;) e dom(z;), sdo dados por

dom(y;) = UPL Ty
dom(z;)) = {1,...,v+1}
com I'; o, 41 = {v;}, se p; ocupava anteriormente a posigao v; e I'; .41 = {v}}, se nao detinha

qualquer posicao. O problema de colocacao pode ser entao formulado pelo CSP em dominios
finitos seguinte.

MobEeLO 1

minimizar LEX (z1,...,2y)

sujeito a
y; € dom(y;),i=1,...,n
zi € dom(z;),i=1,...,n
zi=op,(yi)i=1,...,n

yi # yy,para 1 <i<i' <n
se yy € dom(y;) e zy < vy + 1 entdo z; < op,(yy), para 1 <i <i <n

As duas ultimas restricoes impoem a nao existéncia de candidatos distintos a ocupar uma
mesma posi¢ao e a nao violagao da lista ordenada e o objectivo

minimizar LEX (z1,...,2,)

é a determinacao do tuplo (z1, ..., 2,) que é minimo segundo a ordem lexicogréfica e satisfaz
as restrigoes definidas pelo modelo.

Posicoes equivalentes. Como atras se referiu, pode ser 1util agrupar algumas posicoes
como equivalentes (por exemplo, os lugares dum mesmo grupo e nivel de docéncia para uma
escola, no concurso de provimento). O nao agrupamento de posigoes equivalentes introduz
uma complexidade desnecesséria no MODELO I, pela existéncia de simetria (ainda que nao
explicita) de valores para as varidveis.

As posigoes vq,...,v, passam entdo a ser entendidas como posi¢cbes nao equivalentes,
mas cada uma pode agora ser ocupada por mais do que um candidato: seja s; o ntimero
maximo de candidatos que podem ser atribuidos a v;, com 1 < j < k. Por outro lado, nao
é necessério introduzir uma posicao v} (i.e., nao colocagao de p;) para cada candidato, dado
que essas posigoes representariam um conjunto de posicoes equivalentes, sem limite méximo
do nimero de candidatos que as podem ocupar. Em vez de I'; ., = {v}}, defina-se apenas
Tiq o = {v'}, para todo p; que nao detem posicao inicial. O modelo pode ser reformulado
do seguinte modo.
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MobpEeLO 11

minimizar LEX (z1,...,2y)
sujeito a
y; € dom(y;),i=1,...,n
z; € dom(z;),i=1,...,n
zi =op,(yi),i=1,...,n

{i|yi=v;}| <sjparal <j<k
se yy € dom(y;) e zy < vy + 1 entdo z; < op,(yy), para 1 <i <i <n

Vagas negativas. O modelo anterior pode ser adaptado para tratar a existéncia de vagas
negativas: seja s;- o nimero de vagas negativas relativas a v, se as houver, paral < j < k. O
novo modelo tera que incluir restrigoes que impecam a recuperagao automatica de s ; posicoes
do tipo v; que sejam libertadas por candidatos anteriormente colocados. No entanto, tem
que permitir que candidatos anteriormente colocados em v; possam continuar a manter a
sua colocagao, se nao conseguirem outra no concurso, mesmo que v; se mantenha com vagas

negativas. Introduza-se uma varidvel auxiliar w; por cada v; que tenha vagas negativas,
- /
wj = max(0,[{i | Tiqp1 = {vj} e z < 7it| = 5))

que indica o nimero de posicoes do tipo v; que podem ser ocupadas por novos candidatos.
Note-se que z; < v; indica que p; consegue uma colocagao diferente da sua actual posicao v;,
pois I v, 41 = {v;}. O modelo traduz-se entdo do modo seguinte.

MobpeLo III

minimizar LEX (z1,...,2y,)
sujeito a
(y; € dom(y;),i=1,...,n
zi € dom(z;),i=1,...,n
zi =op,(yi),i=1,...,n

[{i |yi=v;}| <sj, paral < j <k tal que s; >0

wj = max(0, [ {i | Diqq1 = {v5} e 2 <} | — 8)) € Z§, para 1 < j < k com s} >0
\{i]yi:vjezigfyi}\§wj,para1§j§kcoms;>0

se yir € dom(y;) e ziy < vy + 1 entdo 2z < o, (yir), paral <i <i' <n

6.3 Codificagcao das restrigoes e ideias para procura de solucoes

’.

E importante referir que os sistemas de Programacao por Restrigoes suportam restrigoes
simbélicas que permitiriam codificar facilmente z; = op,(y;) e [{i | i = v;}| < sj, por
exemplo. Neste caso seriam tteis as restricoes de indexagao com varidveis e de cardinalidade.
No médulo de CLP(FD) para o SICStus Prolog [5, 23|, por exemplo, sao definidas por
element e count'4.

My = op,; (yi) poderia ser traduzida por element(Ind,PrefsI,Yi), element(Ind,OPrefsI,Zi), em que

PrefsI e OPrefsI representam o conjunto de preferéncias de p; e o conjunto de nimeros de ordem
correspondentes. Para |[{i | y; = v;}| < s; teria count(VJ,Y,#=<,8J), sendo Y é a lista das varidveis y;,
comi=1,...,n.
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Esses sistemas disponibilizam formas do utilizador especificar novas restrigoes, bem como
os seus modos de propagacao, nomeadamente através da definicao de restricdes globais. Essas
restrigbes podem estar em suspenso até ocorrer um evento que as torne activas e determine
a sua propagagao. Sao tteis para uma codificagao eficiente das RESTRIGOES ESTABILIDADE
presentes nos trés modelos anteriores.

RESTRIGOES ESTABILIDADE:
se yy € dom(y;) e zy < vy + 1 entdo z; < op,(yy), paral <i <i <n

De facto, se durante a procura de solucgoes, o dominio da variavel y; ficasse reduzido a um
valor, o que significaria que y;; s6 poderia tomar esse valor, a propagacao dessa restricao a
todos os z;’s ainda nao instanciados, para i < i’, equivaleria a remocao de valores de dom/(z;)
que conduziriam a solugdes instéveis.

Por outro lado, a semelhanca do que acontece nos sistemas de Programacao por Res-
trigoes, durante o processo de colocagdo pode-se inferir limites para min(z;), os quais vao
sendo actualizados pelas colocacoes que vao sendo efectuadas. Esses limites inferiores podem
ser usados para propagar para a frente a restrigao de que yi & Ui<icomin(z,) it Para todo
i’ > i, a menos que se verifique z;; = vy + 1 (isto é, que p; fique colocado na sua posi¢ao
actual).

6.3.1 Vagas atribuidas seguindo lista ordenada e mantendo iltimas preferéncias

Quando na colocacao dos candidatos se procura primeiramente posicao para o candidato que
ainda nao esteja colocado (provisoriamente) e se situe mais acima na lista ordenada, entao,
como acontece no ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY, a propagagcao de restricoes determinadas
pela colocacao de p; s6 afectard os candidatos p; para i’ > i, ou seja, sé havera necessidade
de efectuar propagacao para a frente.

Tanto na EXTENSAO DO ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY como no ALGORITMO DE
GALE-SHAPLEY ORIENTADO POR INTERNOS, essa propagacao para a frente é efectuada
quando uma posigao fica ocupada (ou é atingido o seu limite maximo de ocupantes, caso se
trate duma posigao miltipla), removendo da lista de aceitdveis os candidatos piores do que
o0 que acabou de nela ser colocado. E também removida esta possivel escolha da lista de
preferéncias (ou seja, dominio) desses candidatos piores. No problema de colocagao, esses sao
os candidatos que seguem p; e que nao detinham anteriormente posicao y;. Esta propagacao
nao retira assim de dom(y;) a posicdo menos preferida de p; (a dltima em que p; pode ser
colocado) e que é a que constitui L'y ~,+1, qualquer que seja 7/ > 1. Em particular, para os
candidatos que anteriormente nao detinham colocagao, a posi¢ao v’ (que significa que nao
ficard colocado) néo serd retirada do seu dominio por este processo de propagacao, pois nao
tem limite méximo de vagas.

Quando um candidato p; se propoe a v; e v; ja estd ocupada (ou ja nao tem vagas, se
for entendida como um conjunto de posicoes equivalentes), entao, se a referida propagagao
tiver sido efectuada, p; tem direito a tal posigao (porque a detinha anteriormente). Segundo
as variantes do ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY referidas, p; ainda constaria da lista de
preferéncias de v;, a qual necessariamente o aceitaria, rejeitando o pior candidato nela
colocado provisoriamente: p; ficaria definitivamente colocado nessa posicao e o candidato
rejeitado seria o proximo a procurar uma posicao.

Pode-se pensar se haveria vantagem em implementar uma estratégia do tipo preguicgosa
(lazy) para efectuar a propagagdo de restricoes para a frente: apenas se p; se propusesse
a vj e esta o rejeitasse, se retiraria v; de dom(yy) para todo i’ > i tal que {v;} # Ty, 41
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Levando esta estratégia ao extremo, poder-se-ia nao alterar os dominios iniciais das variaveis,
pois o processo de rejeicao garante que nenhuma das posigoes que violariam a estabilidade
do emparelhamento seria atribuida.

No problema em estudo, as vantagens da propagacao s6 surgem por, para cada valor de z;,
o conjunto I'; ,, poder ser constituido por vérios elementos (aqueles pelos quais p; manifestou
a mesma preferéncia). Nessa situac@o, para escolher o valor v; € T; ., que serd atribuido
primeiramente a y;, pode ser interessante analisar as escolhas que restam para os candidatos
que seguem ¢. Por outro lado, durante a procura duma solucao dptima, a melhor solucao
z* = (2%,...,2;) que tiver sido encontrada anteriormente pode determinar o corte de caudas
das listas de preferéncias dalguns candidatos, quando se impuser z = (z1,...,2,) <pLpx 2*.
Nesse caso, a tltima escolha no novo dominio dum tal candidato p,, ndao se situando em
Ly~ +1, obriga & propagacdo para tras de RESTRIGOES ESTABILIDADE (se yi € dom(y;) e
zip <y + 1 entdo z; < o, (yir), para 1 < i < ¢’ <n) quando, por reducao de dom(y;) a um
elemento, se instanciar y;. Na Seccao 6.3.3, aborda-se este ponto em detalhe.

6.3.2 Atribuicao de posicoes por ordem arbitraria

A relagao do problema de colocagdo com instancias de variantes de STABLEMARRIAGE per-
mite perceber como determinar solugoes estaveis sem efectuar as colocacoes dos candidatos
pela ordem dada pela lista ordenada. O método de Gale-Shapley indica exactamente como
resolver os conflitos que possam resultar.

Por analogia com o que se propOe para resolucao de CSPs, na enumeracdo de valores
para as variaveis podem ser tentadas outras ordens para a escolha da proxima variavel a
instanciar. Por exemplo, pode-se tentar analisar a aplicacdo de estratégias do tipo first-
fail principle: instanciar primeiro varidveis cujos dominios sejam mais restritivos, o que, na
versao mais elementar, corresponde a terem menor nimero de elementos.

No caso da existéncia de vagas negativas, pode ser interessante comecar por procurar
colocagoes para alguns dos candidatos que libertariam posigoes, em vez de, numa perspectiva
optimista, comecar por colocar um candidato mais graduado numa talvez vaga negativa, e
esperar que essa vaga possa vir a ser tornada efectiva pela deslocagao doutros candidatos.

Quando a escolha do préximo candidato p; a colocar nao segue a lista ordenada, comeca
a fazer sentido a propagacao de restrigdes nao sé para baixo (isto é, para i’ > i) mas também
para cima (i.e., a p; ainda nao colocado, para i’ < 7). Da propagacao para cima pode resultar
a remocao de caudas das listas de preferéncias e os dominios acabarem por ficar vazios.

Como ja se referiu na secgao anterior, na procura de solugoes éptimas, esta flexibilidade
da ordem de escolha dos candidatos é importante. No entanto, em casos de insucesso, a
recuperacao em retrocesso deixa de poder seguir simplesmente o que ¢ feito, por exemplo, no
ALGORITMO DE GALE-SHAPLEY (ORIENTADO POR INTERNOS). E possivel que o insucesso
possa ser resolvido por deslocagdo doutros candidatos que tenham listas de preferéncia com
empates.

Outra vantagem da relacao estabelecida com STABLEMARRIAGE ¢ o entendimento de que
¢é possivel considerar que sao as posigoes que se propoem aos candidatos, em vez de serem
estes que se propoem. Como, em certas fases do concurso, o nimero de vagas tende a ser
diminuto, é possivel que procedendo deste modo se consiga melhorar a eficiéncia do método,
na pratica.
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6.3.3 Determinacao de listas de colocagoes 6ptimas

Em alternativa aos métodos polinomiais referidos na Secgao 5, e atendendo a que as solugoes
procuradas sdo as que minimizam (21, ..., z,) segundo a ordem lexicografica, pode-se tentar
aplicar uma estratégia do tipo ramificar-limitar (branch-and-bound) para sua determinagao.
Note-se que o método nao terd complexidade polinomial.

A ideia é efectuar uma pesquisa em arvore, com enumeracao de valores para z1,..., 2n,
por esta ordem, atribuindo a z; valores do minimo para o maximo do seu dominio, para
i=1,...,n. Estes limites dos dominios vao sendo dinamicamente alterados por propagacao

de restrigoes impostas pelas colocagoes que se vao efectuando.

Quando no né ¢ se impuser z; = min(z;) ou z; > min(z;) + 1, sdo criados dois ramos,
sendo primeiramente explorado o da esquerda (isto é, z; = min(z;)) e sé depois o da direita,
processo habitualmente designado por pesquisa em profundidade da esquerda para a direita.

Note-se que, caso seja encontrada alguma solucdo na sub-arvore esquerda, deixa de ser
necessario expandir a sub-arvore direita, ja que nenhuma solucao que ai se venha a encontrar
pode ser éptima. Se nao for encontrada qualquer solucao na sub-arvore esquerda, entao pode-
se propagar na sub-drvore direita RESTRICOES ESTABILIDADE que retirarao dos dominios de
Yy €, possivelmente também de z;/, posicoes que violariam a estabilidade da solugao. Estas
posicoes sao os elementos do conjunto (Utgmin(zi)ri,t) \FZ-/,%_,H, para i’ > 1.

Se, conforme anteriormente se descreveu, desta propagacao resultar a reducao do dominio
duma variavel y; a uma sé posicao, entao deve-se atribuir a essa varidvel esse valor. Deve-
se propagar restrigoes aos candidatos anteriores i’ < [ ainda nao colocados e que estejam
a concorrer também a essa posicao, que garantam que o numero de ordem da sua futura
colocacao z; nao excedera o niumero de ordem da referida posi¢ao na sua lista de preferéncias,
isto é op, (1)

Esta propagacao para cima determina a reducao dos dominios da varidveis nela envolvi-
das, os quais, eventualmente, podem ficar vazios, e determinar retrocesso (cronolégico).

Quando, na pesquisa, se impoe z; = min(z;) e se avanga para a descida na sub-arvore
esquerda, o dominio de y; fica reduzido a I'; ,; ou um seu subconjunto. Se esse dominio for
constituido por um tnico elemento, deve-se atribuir esse valor a y; e propagar para baixo as
restricoes decorrentes disso.

Se o dominio de y; nao estiver reduzido a um elemento, entao ha que fixar uma ordem para
escolha do primeiro valor a ser dado a ;. A semelhanca das abordagens de Programagao por
Restrigoes, pode-se tentar descobrir dinamicamente, um valor melhor do dominio de y;, ou
seja, um que possa ser causador de menos conflitos posteriormente (por exemplo, a posigao
menos requisitada dentre essas). Sendo v; o valor escolhido, criam-se novamente dois ramos
na pesquisa: y; = v; ou y; # v;. Se se encontrar alguma solugao na sub-arvore esquerda,
pode-se propagar a sub-arvore direita a informacao de que qualquer solugao que nela venha a
ser encontrada terd que ser melhor (isto é, (z1,. .., z,) deverd ser lexicograficamente menor)
do que a que a melhor que anteriormente se encontrou. Em particular, se z; for a variavel de
menor indice ainda nao instanciada quando se vai fixar y; = v;, entao na sub-arvore direita,
pode-se impor z; < zf, em que (27, ..., z3y) denota a melhor solucdo que ja se encontrou. Para
se propagar a restricao de que, na sub-arvore direita, (21,...,2,) <tex (27,...,2}) pode-se
seguir uma abordagem idéntica a das restricoes globais, em Programacao por Restricoes.

Exemplo 14 A Figura 1 apresenta a drvore de pesquisa para a instancia
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p1: {vi,v2,v3}, {v'}
p2: {1}, {va}, {vs}
p3: {va}, {va}

yZe {0172)4}} {’Ug}, {’Ul}

em que se supoe que cada vy s6 corresponde a uma vaga, para k = 1,2,3,4 e que a posi¢do v’
nao tem limite de vagas.

Finalmente, note-se que, embora nao seja necessario, pode haver vantagem em iniciar
este processo de pesquisa, partindo ja duma primeira solugdo (z7,...,z}), que limitara
toda a arvore. Uma tal solucao pode ser determinada por aplicacdo do ALGORITMO DE
GALE-SHAPLEY (ou variantes), fixando uma ordem arbitraria para as posigoes, a qual
implicitamente ordenard totalmente as listas de preferéncias dos candidatos (ou seja, também
os I';;’s). Essa ordem deixa depois de ser considerada quando se passar a verificacao da
existéncia de solugoes melhores, e a determinacao duma melhor, se existir, por aplicacdo do
processo de pesquisa em arvore descrito.

Do mesmo modo, pode haver vantagem em re-inicializar a pesquisa de cada vez que
se consiga obter um melhoramento da solucao, em vez prosseguir a procura por retrocesso
cronolégico.

Pode também haver vantagem em procurar melhorar primeiro as posicoes dos candidatos
mais graduados. Observe-se que, com retrocesso cronoldgico, se tenta melhorar primeiro as
posicoes dos menos graduados, dado que foram esses os ultimos que foram colocados. Numa
abordagem na linha da Programagao Dinamica, em vez de ter minimizar LEX (z1,...,2z,)
como objectivo, pode haver vantagem em resolver sucessivamente “minimizar LEX z; sujeito
a z1 = 2],...,%-1 = 24, (e restantes restricdes do modelo)”, para ¢ > 1, em que
(2F,...,2) é amelhor sequéncia encontrada na resolugao de problemas anélogos nos passos
anteriores.

7 Observagoes Finais

Embora o Decreto-Lei n® 35/2003, de 27 Fevereiro (e republicagdo) nao explicite que no
preenchimento das vagas e dos horarios serao procuradas listas de colocagoes Optimas,
esperam-no de certo os opositores ao concurso, por ser esse o espirito da lei. Podendo
as instancias reais tornar-se demasiado complexas, surge a questao de saber se é sempre
possivel determinar listas de colocagoes 6ptimas (segundo os candidatos), dentro dos prazos
previstos para o concurso, e quais as perspectivas de continuidade dessa possibilidade.
Como o ndmero de posigoes a concurso tem vindo a diminuir, tal problema pode nao
se colocar, mas s a analise dos dados reais e as conclusoes que dela se possam extrair,
podem indicar se serd oportuno ponderar uma revisao da lei. Uma possibilidade sera, a
bem da transparéncia, fixar no Decreto-Lei, critérios que regulem a ordenacgao das posigoes
(horérios ou lugares) existentes ou a surgir por recuperacao de vagas, quer em concelhos quer
em zonas pedagdgicas. Os critérios serviriam depois para ordenar posicoes pelas quais os
candidatos manifestaram igual preferéncia, de forma que as suas listas de preferéncias passem
a estar totalmente ordenadas (sem empates). Deste modo, existird, como se viu, uma tnica
lista de colocacoes possivel em cada fase do concurso, se se assumir que as escolas nao vao
tentar reter os seus docentes. Pelas razoes apresentadas neste estudo, pode ser controverso
efectuar uma ordenacao aleatoria ja em fase de colocacoes, a semelhanca, por exemplo, do
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y2 € {v2} U {uvs}

22 € {2,3}

ys € {va} U {v2}

23 € {172}

ya € {va} U{v2} U {v'}
21 €{1,2,3}

Y2 = V2
Y3z = Vg
23:1
ya =0
Z4:3

Figura 1: Arvore de pesquisa de lista de colocacGes Optimas.

N

z2 <LEX (17271,3)
22:3

Y1 € {1)1,’02,1)3} U {vl}

zZ1 € {1,2}

y2 € {v1} U {v2} U {vs}

zZ9 € {1,2,3}

y3 € {va} U{va2}

z3 € {1,2}

ya € {v1,va} U{v2} U {v'}
25 € {1,2,3)

2 <LEX (1,2, 1,3)
Y1 # v

~

z<rex (1,1,1,2) ‘

2122

Y1 € {v2,v3}

zZ9 € {1,2}

y2 € {vi} U {v2}

ys € {va} U {v2}

z3 € {1,2}

ya € {v1,va} U {v2} U{v'}
25 € {1,2,3)

~,

2 <LEX (17 1, 1,3)

Y1 # V2
I
|
l

21222:,2’3:1
za < 3

Y1 = U3

Yo =v1,22 =1
y3:v4,23:1
Y4 = V2,24 =2

Solucao éptima

Os ramos a tracejado

representam restricoes deduzidas por propagacao, considerando os ntimeros de ordem das
preferéncias, e | indica inconsisténcia.



que acontece no Scottish PRHO Allocations Scheme!® (SPA) [19]. E de referir, no entanto,
que este procedimento é, neste caso, do conhecimento dos intervenientes e o problema de
optimizacao é NP-dificil, pois as listas de preferéncias (candidatos/hospitais) sdo realmente
mutuas.
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