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Resumo

Neste trabalho sao propostos métodos para resolver alguns problemas geométricos
em poligonos ortogonais. E motivado pelo desenvolvimento duma implementacao do
algoritmo de minimizacao do nimero de vigilantes proposto por Tomés, Bajuelos e
Marques em [14]. Trata questoes relativas a determinacdo de regides de visibilidade
de vértices e construgao de partigoes.

1 Introducao

Em [14], Toma&s, Bajuelos e Marques propuseram um método para minimizagao do nimero
de guardas necessarios para vigiar um dado poligono simples supondo que os guardas se loca-
lizarao em vértices do poligono. Para a sua avaliacao experimental, F. Marques desenvolveu
uma implementacao protétipo para poligonos simples ortogonais, o que requereu a andlise
dalguns sub-problemas do problema considerado, incluindo: a construcao da particao Il;_qyt
dum dado poligono ortogonal em rectangulos (designados por r-pegas) obtida por extensao
das arestas incidentes em vértices reflexos; a determinacao da regiao de visibilidade de cada
vértice; a construcao da particao induzida pelas seccoes de visibilidade para cada r-peca.

Neste relatorio descrevem-se as ideias principais dos algoritmos propostos para tratar
estes sub-problemas e que serviram de fundamento a implementagao desenvolvida por Mar-
ques [11]. Serao usadas a notagao e nomenclatura introduzidas em [14].

2 Construcao da Particao II,._.yt

A Fig. 1 apresenta a particao II;_.,;t dum dado poligono ortogonal. O método que propomos
para efectuar tal particdo usa uma técnica fundamental em Geometria Computacional — o
varrimento — que neste caso, serd horizontal e vertical. No varrimento horizontal encontram-
se os pontos de interseccdo dos prolongamentos das arestas horizontais com a fronteira
do poligono. Marcam-se esses pontos nas arestas verticais e efectua-se, em seguida, um
varrimento vertical para cortar as r-pecas.

*Trabalho parcialmente financiando pelo LIACC através do Programa de Financiamento Plurianual da
Fundagdo para a Ciéncia e Tecnologia e do Programa POSI.



Figura 1: Partigao II,_.;t+ dum poligono ortogonal.

Para simplificar a descrigao das ideias centrais do método, vamos assumir que os poligonos
estdo em posicao geral, ou seja nao tém arestas colineares, como o poligono dado na Fig. 1.

2.1 Descricao dum algoritmo para poligonos em posicao geral

Supomos que a sequéncia de arestas horizontais é ordenada de forma que a primeira seja
o topo e a ultima a base do poligono ortogonal. A semelhanca dos métodos de varrimento
serd necessario manter e alterar convenientemente o estado da linha de varrimento em cada
evento. Durante o varrimento horizontal, cada aresta horizontal do poligono determina um
evento. A Fig. 2 mostra os quatro primeiros estados da linha de varrimento horizontal para
o exemplo considerado.

I g e S e

Figura 2: Varrimento horizontal: sequéncia de estados da linha de varrimento.

Atendendo a geometria do poligono, teremos, em cada evento, uma das situagoes repre-
sentadas esquematicamente na Fig. 3, onde a aresta ((a,y), (b,y)) que determina o evento
esté identificada pelas abcissas dos seus pontos extremos. O estado da linha de varrimento é
uma sequéncia ordenada de segmentos de recta (A1, B1),...,(Af, By), com f > 0. Supde-se
que os valores dos extremos crescem no sentido do varrimento. Sendo (A;, B;) o segmento
que satisfaz B;_1 < a < B;, a alteracao de estado em cada um dos casos pode ser traduzida
formalmente do modo seguinte, onde y; e 79 denotam os restantes segmentos do estado
actual.

v (Ai, Bi)ye = 71 (Ai,a),(b,B;) v2 sse A; <aAB;>b

v (Ai, Bi)ye = 7 (a,B;) 72 sse b= A;

v (Ai, B;) 72 = 71 (A;,0) 72 ssea=B;N(b< A1 Vi=f)
71 (A, Bi), (Ait1, Biv1) 2 = 7 (Ai, Biy1) 12 ssea=DB; ANb= A1

Y1 (AZ, Bz) Y2 = M ((I, b), (AZ,BZ) Y2 Sse b < Az

v (4, B;) 72 = 71 (b,B;) 72 ssea=A; Nb< B;

v (Ai, B;) 72 = 7 (A, a) 72 sse a < A; Nb= B;

7 (Ai, Bi) 72 = 772 ssea=A; N\b=DB;
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Figura 3: Oito casos possiveis no evento determinado por uma aresta. Resta apenas o caso 9,
em que (a,b) se situa a direita do ultimo segmento marcado na linha de varrimento.

Se b < Ay ou a > By, o segmento (a,b) serd inserido, respectivamente, no inicio e no fim da
sequéncia.

2.1.1 Intersecgcao das cordas horizontais com a fronteira

Em todos os casos representados na Fig. 3, com excepcao dos casos 5 e 8, a aresta horizon-
tal ((a,y), (b,y)) dard origem a uma ou duas cordas da partigao horizontal. Em cada evento,
os pontos de interseccao dessas cordas com a fronteira do poligono sao definidos do modo
seguinte, nao sendo obtidos pontos de intersecgao nos casos nao indicados.

(4:,9), (Bi,y) sse A; <aANB;>b

(Bi,y) sse b= A;

(Au ) ssea:Bi/\(b<AZ-+1\/z':f)
(A7,7 )7( i+1,Y ) SSGCL:Bi/\A:BH_l

(Bi,y) ssea=A; Nb< B;

(A;,9) ssea < A; Nb=B;

Para ver que assim é, observe-se as Figs. 2 e 4. Durante o deslocamento da linha de
varrimento horizontal, os extremos dos segmentos que definem o estado de varrimento
estao sempre sobre arestas verticais do poligono. Nos casos 1, 6, 7 e 8 a aresta delimita
inferiormente uma regiao do poligono enquanto que nos restantes é topo duma regiao.

Uma implementacao. Apresentamos a seguir uma implementacao desta primeira fase
do método, em Prolog. Na chamada de horizontal_sweep/3, o primeiro argumento é uma



Figura 4: Anélise de eventos para determinacao de pontos de interseccao resultantes da
extensao das arestas incidentes em vértices reflexos (para o interior do poligono).

lista de termos Y: [A,B], que representam as arestas horizontais ordenadas por valor de Y. O
segundo termo devera estar instanciado com []. O resultado IntPoints € a lista de pontos
de interseccao, os quais sao representados por termos s(X,Y).

horizontal_sweep([], [1,[]1).

horizontal_sweep([Y: [A,B] |HEdges] ,SweepState,IntPoints) :-
hSweep (SweepState,A,B,Y,IntPoints,RIntPoints,NewSweepState),
horizontal_sweep(HEdges,NewSweepState,RIntPoints) .

hSweep([],A,B,_,RS,RS,[[A,B]1]). %% 9

hSweep([[A,B] |PEs],A,B,_,RS,RS,PEs) :— '. %% 8
hSweep([[B,Bi] |IPEs],A,B,Y, [s(Bi,Y) |IRS],RS, [[A,Bi] [PEs]) :- !. %k 2
hSweep([[A,Bi] |PEs],A,B,Y, [s(Bi,Y) IRS],RS, [[B,Bi] |PEs]) :- !. %% 6

hSweep([[Ai,A] |PEs],A,B,Y, [s(Ai,Y) |RSi],RS,PEsf) :-
(PEs = [[B,Bil] |RPEs] ->
(RSi = [s(Bil,Y)|RS], PEsf = [[Ai,Bil]|RPEs]); %% 4

(RSi = RS, PEsf = [[Ai,B]|PEs])). hh 3
hSweep ([[Ai,B] |PEs],A,B,Y, [s(Ai,Y) IRS],RS, [[Ai,A]|PEs]) := !. %k 7
hSweep([[Ai,Bi] |PEs],A,B,Y, [s(Ai,Y),s(Bi,Y)|RS],RS, [[Ai,A], [B,Bi] |[PEs]):-
Ai < A, Bi > B, !. Th 1

hSweep([[Ai,Bi] |PEs],A,B,_,RS,RS, [[A,B],[Ai,Bi] |PEs]) :- B < Ai, !'. %% 5
hSweep([E|PEs],A,B,Y,Sps,RSps, [E|PEsf]) :- %% procura [Ai,Bi]
hSweep(PEs,A,B,Y,Sps,RSps,PEsf) .

Passamos a descrever a segunda fase do método, em que usaremos os pontos de intersec¢ao
agora calculados para detectar a formacao de r-pecas durante o varrimento vertical.

2.1.2 Varrimento vertical para determinagao das r-pegas

Associamos a cada aresta vertical ((z,a), (z,b)), o conjunto S, dos pontos de intersecgao
das cordas horizontais com o interior dessa aresta, ordenados por valor de y. As Figs. 5e 6
ilustram o papel desses conjuntos na formacao de r-pecas durante o varrimento vertical.

No exemplo dado a esquerda na Fig. 6, pode ver-se uma correspondéncia entre alguns
pontos assinalados no segmento (A;, B;) do estado de varrimento e os assinalados na aresta.
A existéncia dessa correspondéncia é uma propriedade geométrica deste problema. Esta
propriedade resulta trivialmente da definicdo dos pontos de interseccao e é crucial para a
correcgao do método de corte. Para definir formalmente este método, designemos por S; o



Figura 5: Sequéncia de estados durante varrimento vertical. Note-se que os pontos marcados
em segmentos desses estados assinalam intersecgoes com cordas horizontais.
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Figura 6: Varrimento vertical: corte de r-pecas e propagacao das marcas de interseccao com
cordas horizontais. No evento representado a esquerda formam-se cinco r-pecas e ficam trés
abertas para o préximo evento. A direita, formam-se cinco r-pecas e ficam sete abertas.



conjunto de pontos marcados no interior do segmento (A;, B;). Recorde-se que acima repre-
sentdmos por Sy, 0 conjunto de pontos marcados no interior da aresta vertical ((x, a), (x,b)).
As alteracoes de estado durante o varrimento vertical sdo traduzidas do modo seguinte,
onde ¢ significa que o segmento foi retirado.

(AZ,BZ,S ) = (Al-,a, Siﬂ]Ai,a[), (b, Bi,Siﬁ]b, BZD caso 1
(A;, B, S;) = (a,B;, S; USy U{b}) caso 2
(A;, Bi, Si) = (A;,b,5;USy U{a}) caso 3
(AZ, B;, SZ), ( i+1, Bi+1, Sz—i—l) = (AZ', Biy1,S5;US;11USq, U {a, b}) caso 4
(A;, Bi, Si) = (a,b,Sw), (4;, B;,S;) caso 5
(Ai, Bi, S;) = (b, By, SiN|b, B;[) caso 6
(A;, Bi, Si) = (4;,a,S;N]A;,al) caso 7
(A;, B, S;) = ¢ caso 8

A condicao em cada caso ¢é idéntica a apresentada para o varrimento horizontal, tendo
sido omitida por questoes de espaco. Nos restantes casos a aresta é inserida no principio ou
fim do estado, criando um novo segmento isolado (a, b, S4p), como no caso 5.

Analisamos agora a formacao de r-pecas em cada evento. Para isso calculamos os pontos
de interseccao das cordas verticais com as cordas horizontais que sao pontos interiores do
poligono ou de arestas horizontais. Estes pontos sdo os vértices das r-pecas situados no
interior do poligono ou no interior de arestas horizontais. O conjunto de pontos que se
obtem em cada evento e o nimero de r-pecas que se formam sao definidos por:

{(z,y) |y € (SiU{A;, Bi}) \ (Sap U {a,b})} |S;| +1 caso 1
{(z,y) |y € S; U{Bi}} |Si| +1 caso 2
{(z,y) |y € Si U{Ai}} |S;| +1 caso 3
é(l’vy) |y € S;USip1 U{A;, Bit1}} |Si| + |Si+1] +2  caso 4

0 caso 5
{(z,y) [y € (S;U{Bi}) \ (Sa U {b})} S| +1 caso 6
{(z,y) |y € (SiU{Ai}) \ (Saw U{a})} S| + 1 caso 7
0 |Si| +1 caso 8

Uma implementacao. A semelhanca do que fizemos na seccao anterior, apresentamos
a seguir uma implementacao da segunda fase do método, em Prolog. Na chamada de
vertical_sweep/4, o primeiro argumento é uma lista de termos X:e([A,B,Sab]) que re-
presentam as arestas verticais ordenadas por valor de X. O termo Sab é a lista de pontos
“marcados” sobre a aresta na primeira fase (ou seja, Sgp). O segundo parametro devera
estar instanciado com []. Os dois ultimos parametros sao de saida: NRpieces terda o nimero
de r-pecas formadas e SteinP é a lista de pontos de interseccao interiores ao poligono ou a
arestas horizontais. Estes pontos sao representados por termos s(X,Y) e, como vimos, sao
vértices das r-pecas situados no interior do poligono ou de arestas horizontais.

vertical_sweep([],[1,0,[1).
vertical_sweep([X:e(A,B,Sab) |VEdges] ,SweepState,NRpieces,SteinP) :-
vSweep (SweepState,A,B,Sab,X,SteinP,RSteinP,NewState,NRpiecesI),
vertical_sweep(VEdges,NewState,NRpiecesR,RSteinP),
NRpieces is NRpiecesI+NRpiecesR.



vSweep([],A,B,Sab,_,RS,RS, [e(A,B,Sab)]1,0). %% 9

vSweep([e(A,B,Sab) |PEs] ,A,B,Sab,_,RS,RS,PEs,Np) :- !, %% 8
length(Si,Npi), Np is Npi+l.
vSweep([e(B,Bi,Si) |PEs],A,B,Sab,X,StP,RStP, [e(A,Bi,Sf) |PEs],Np) :- !, %% 2

steinpts(Si,X,StP, [s(X,Bi) |RStP]),
append(Sab, [B|Si],Sf),
length(Si,Npi), Np is Npi+1.
vSweep([e(A,Bi,Si) |PEs],A,B,_,X,StP,RStP, [e(B,Bi,Sf) |[PEs],Np) :- !, %% 6
split_steinpts(Si,B,Sf,_),
steinpts(Sf,X,StP, [s(X,Bi) [RStP]),
length(Si,Npi), Np is Npi+1.
vSweep([e(Ai,A,Si) |PEs],A,B,Sab,X,StP,RStP,PEsf,Np) :- !,
steinpts(Si,X,StP, [s(X,Ai) |RStI],
append(Si, [A]|Sab],Siab),
length(Si,Npi),
( PEs = [e(B,Bi1,Sil1) |RPEs] -> %% 4
( steinpts(Si1,X,RStI, [s(X,Bil) |RStP]),
append(Siab, [B|Si1],Sf), length(Sil1,Npil),
Np is Npi+Npil+2, PEsf = [e(Ai,Bil,Sf) |RPEs]);
( RStP = RStI, Sf = Siab, Np is Npi+l, %% 3
PEsf = [e(Ai,B,Sf)|PEs])).
vSweep([e(Ai,B,Si) |PEs],A,B,_,X,StP,RStP, [e(Ai,A,Sf) |PEs],Np) :- !, %% 7
split_steinpts(Si,A,_,Sf),
steinpts(Sf,X,StP, [s(X,Ai) |[RStP]),
length(Si,Npi), Np is Npi+1.
vSweep([e(Ai1,Bi,Si) |PEs],A,B,_Sab,X,StP,RStP,PEsf,Np) :- Ai < A, Bi > B, !
hh 1
PEsf = [e(Ai,A,S1),e(B,Bi,S2)|PEs],
split_steinpts(Si,A,RSi,S1),split_steinpts(RSi,B,S2,_),
steinpts(S1,X,StP, [s(X,Ai) |RStPi]),
steinpts(S2,X,RStPi, [s(X,Bi) |IRStP]),
length(Si,Npi), Np is Npi+1.
vSweep([e(Ai,Bi,Si) |PEs],A,B,Sab,_,StP,StP,PEsf,0) :- B < Ai, !, %% 5
PEsf = [e(A,B,Sab),e(Ai,Bi,Si) |PEs].
vSweep([E|PEs],A,B,Sab,X,StP,RStP, [E|PEsf] ,Np) :- %% procura (Ai,Bi)
vSweep(PEs,A,B,Sab,X,StP,RStP,PEsf,Np) .

O predicado split_steinpts/4, na chamada split_steinpts(L,X,LMenorX,LMaiorX),
determina as listas LMenorX e LMaiorX dos elementos de L que sao menores e maiores
que X, respectivamente. O predicado steinpts(Ly,X,SteinP,RSteinP) constroi a lista de
termos s(X,Y) para os Y’s dados em Ly. Essa lista SteinP é deixada aberta, sendo RSteinP
0 seu resto.

2.2 Construgao da Grelha

O método que acdbamos de expor calcula apenas os pontos de Steiner da particao Iyt (P).
Estes pontos sao os vértices das r-pecas que nao sao vértices do poligono P. Contudo, para
implementar o método de optimizagao de vigilantes é necessario conhecer a estrutura da



particao, nomeadamente, a relacdo de adjacéncia entre as r-pecas, os quatro pontos que
definem cada r-peca e as pecas de que sao vértices os vértices de P. Ou seja, é necessario
conhecer a grelha que define a particao, como mostra a Fig. 7.

e —»
) [ ]
[ ) [ ] [ ]

1

Figura 7: Grelha traduzindo a adjacéncia entre pegas da particao II;_o;t. Cada peca pode
ser identificada, por exemplo, pelo né da grelha que é seu canto noroeste.

Vamos ver como definir estruturas de dados para a representar a grelha e o estado de
varrimento, que facilitem a sua construgao durante o varrimento. Nesta sec¢cao apresentamos
excertos dum programa (em linguagem C) que constréi a grelha tendo por base o método
anterior.

2.2.1 Estruturas de dados

Comegamos por definir a estrutura gridnode que representard um né da grelha.

typedef struct gridnode{
int point[2];
struct piece *idrpiece;
struct gridnode *adjs[4];
} GNODE;

Cada né contem apontadores para os seus quatro adjacentes (a Norte, Sul, Este e Oeste) e
para a r-peca de que é canto noroeste (que serd NULL se esta nao existir). A estrutura piece
guardara outra informacao sobre tal peca, mas nao os seus vértices nem dados sobre pecas
adjacentes. De facto, estes dados podem ser obtidos por andlise da grelha.

Antes de introduzirmos estruturas para representar o estado de varrimento, analisemos as
Figs. 8 ¢ 9, as quais mostram as alteracoes que seriam efectuadas na grelha se introduzissemos
os pontos de Steiner, & medida que vao sendo criados. A grelha inicial é analoga ao poligono,
embora cada né passe a ser um gridnode.

Para representar cada segmento (A;, B;) do estado de varrimento usamos a estrutura
segment, com start e final a apontarem os nds da grelha que correspondem aos extremos A;
e B;, os quais sao nés activos (c.f., Figs. 8 ¢ 9).

typedef struct segment{
GNODE *start, *final;
struct segment *nxt, *prev;
} SEGMENT;

O estado de varrimento serd dado por uma lista de segmentos duplamente ligada. Por isso
cada segmento contém, em nxt e prev, apontadores para os segmentos que o seguem e
precedem.
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Figura 8: Alteragao da grelha inicial durante o varrimento horizontal. Os novos pontos de
Steiner sao denotados por O e os nds activos por *. Cada nd novo é ligado ao noé activo
situado na aresta vertical que contem esse novo né, passando a ser um né da grelha. A sua
ligacao a grelha efectua-se por particao das ligacoes entre esse né activo e o seu adjacente
segundo a direccao do novo né (que esté de facto sempre a Sul), como se pode ver.

1 ]

] ]

L [ ]
\ | |-
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Figura 9: Modificacao da grelha resultante da particdo horizontal no varrimento vertical.
Cada né novo é ligado ao nd activo situado na corda horizontal a que pertence esse novo
né, partindo as ligacoes entre esse activo e o seu adjacente a Este. E ligado também ao né
que, no sentido de geragao de nds, o precede na corda vertical que prolonga a aresta que
determinou o evento. Tal implica a particao das ligagoes entre esse no e o que o segue nessa
direccao.
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Com esta representacao para os segmentos é possivel aceder de forma natural aos pontos
de Steiner que sao relevantes num dado evento. De facto, esses pontos podem ser obtidos
usando a relacao de adjacéncia entre nds, construida até ao evento. Evita-se assim introduzir
uma estrutura auxiliar para representar 5; e simultaneamente fica-se com acesso natural aos
nés da grelha que serao relevantes para a ligagdo dos novos nés.

Note-se que a representagao do estado de varrimento por uma estrutura linear nao permite
que as operacoes de localizacao, insercao e remocao de segmentos sejam efectuadas em tempo
optimo. E conhecido que a sua representagdo por uma arvore bem equilibrada (como, por
exemplo, drvore 2-3) permitiria realizar essas operagoes em tempo logaritmico no nimero de
segmentos [12]. No entanto, esse desempenho éptimo nao é essencial para a implementacao
do método descrito em [14].

Para representar a lista de arestas que define a sequéncia de eventos, usaremos ainda
uma lista de elementos do tipo SEGMENT. Recorde-se que cada aresta é definida por dois nés
da grelha que sao também vértices do poligono. A aresta serd dada por um segmento cujas
extremidades sao os dois nés da grelha que a definem. Deste modo, consegue-se aceder de
forma natural aos pontos de Steiner que estdo sobre a aresta, evitando-se a utilizagdo da
estrutura auxiliar Sy;.

Criacao de novos nds e de novos segmentos. Apresentamos a seguir o codigo das
fungoes que efectuam a criacao de nds da grelha e de segmentos.

GNODE *new_gridnode(int x, int y) {
ROSE pos;
GNODE *aux = (GNODE *) malloc(sizeof (GNODE)) ;
POINT_X(aux) = x; POINT_Y(aux) = y;
for (pos=0; pos<4; pos++) ADJ(aux,pos) = NULL;
IDRPIECE(aux) = NULL;
return aux;

SEGMENT *new_segment (GNODE *s, GNODE *f, SEGMENT #*prev, SEGMENT *nxt) {
SEGMENT *aux = (SEGMENT #*) malloc(sizeof (SEGMENT));
FINAL(aux) = f; START(aux) = s;
PREV(aux) = prev; NXT(aux) = nxt;
return aux;

¥

As macros usadas para aceder as estruturas sdo assim definidas.

#define POINT_X(V) ((V)->point[0])
#define POINT_Y(V) ((V)->point[1])
#define START(S) ((S)->start)
#define FINAL(S) ((S)->final)
#define NXT(P) ((P)->nxt)

#define PREV(P) ((P)->prev)

#define IDRPIECE(S) ((S)->idrpiece)
#define ADJ(V,D) ((V)->adjs[(D)])
#define COORD(P,C) ((P)->point[(C)])
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2.2.2 Alteracao da grelha durante varrimento

E possivel uniformizar o tratamento do varrimento horizontal e vertical. Ambos serao
implementados pelo mesmo procedimento, ainda que naturalmente invocado com argumentos
diferentes. Tais argumentos correspondem as diferencas de orientacao que obrigam a alguma
especificidade de tratamento durante a criacao de pontos de Steiner.

Para o varrimento horizontal, a sequéncia de eventos é definida pela lista de arestas
horizontais ordenadas de cima para baixo (isto é, no sentido Norte-Sul). No varrimento
vertical, a sequéncia é definida pelas arestas verticais ordenadas da esquerda para a direi-
ta (sentido Oeste-Este). A fungdo principal GNODE *pi_rcut (VERTEX *polygon, int n)
chamara o procedimento sweep, que implementa o varrimento, primeiro com orientacao
SOUTH e depois EAST. O seu cédigo em C é o seguinte, com initgrid a efectuar a inicializagao
da grelha.

GNODE #*pi_rcut (VERTEX *polygon, int n) {
GNODE *grid = initgrid(VERTEX *polygon, int n);
sweep (edges (polygon,n, 1) ,S0UTH) ;
sweep (edges (polygon,n,0) ,EAST);
return grid;

¥

A funcao edges, declarada como SEGMENT *edges (VERTEX #*polygon, int n, int coord),
retorna a lista ordenada de arestas horizontais se coord for 1 e verticais se for 0. Cada aresta
é representada pelos dois nés da grelha que a definem. Para os pontos cardeais e os seus
simétricos optou-se pelas seguintes definicoes,

typedef enum{NORTH,SOUTH,EAST,WEST} ROSE;

ROSE OppositeDir[4] = {SOUTH,NORTH,WEST,EAST};
#define OPPOSITEDIR(D) (OppositeDir[(D)]1)
#define PERPENDIR(D) (((D)==EAST || (D) == WEST)? SOUTH : EAST)

importando clarificar que PERPENDIR (D) indica o sentido de deslocamento da linha de var-
rimento. O procedimento sweep é dado por

void sweep(SEGMENT *edges,ROSE perpd)
{ int event, c=INDEXCOORD (perpd) ;
SEGMENT *aibi, *sweepst = new_segment (START (edges) ,FINAL(edges),NULL,NULL) ;
while (!EMPTY((edges = NXT(edges)))) {
aibi = locate(sweepst,1l-c,edges,&event);
sweepst = update(sweepst,aibi,perpd,event,edges);
}
}

e usa duas novas macros.

#define EMPTY(P) ((P)== NULL)
#define INDEXCOORD(D) ((D)==S0OUTH?1:0)

A dltima dé o indice da coordenada que define a linha de varrimento: 1 (isto é, y) para o
varrimento horizontal e 0 (isto é, x) para o vertical.

Para cada evento, sweep comega por localizar o segmento (A;, B;) e identificar o tipo de
evento (casos 1 a 9).
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SEGMENT *locate(SEGMENT *sweepst, int coord, SEGMENT *e, int *event)
{
int a, b, ai, bi;
if (EMPTY(sweepst)){
*event = 5;
return sweepst,

}
a = COORD(START(e),coord); b = COORD(FINAL(e),coord);
for (5 ;) {
bi = COORD(FINAL(sweepst),coord) ;
if (a > bi)
if (!EMPTY(NXT(sweepst))) sweepst = NXT(sweepst);
else {
*xevent = 9;
return sweepst; // end sweep-line
}
else {
ai = COORD(START (sweepst),coord) ;
if (ai == a) {
if (bi == b) *event = 8;
else *xevent = 6;
} else if (b == ai) *event = 2;
else if (bi == a) {
if (!EMPTY(NXT(sweepst)) && COORD(START(NXT(sweepst)),coord) == b)
*event = 4;
else *event = 3;
} else if (bi == b) *event = 7;
else if (ai < a && bi > b)
*xevent = 1;
else x*xevent = 5;
return sweepst;
}
}
}

Recorde-se que se estd a considerar um referencial ortonormado em que a coordenada x
cresce da esquerda para a direita e y de cima para baixo.

A fungao update actualiza o estado de varrimento e insere na grelha os pontos de
Steiner criados pelo evento. Para tal, analisa o valor de event e atende também a algumas
especificidades dos dois tipos de varrimento. De facto, enquanto que no varrimento horizontal
os pontos de Steiner sao inseridos na grelha por ligacao aos extremos do segmento (A;, B;),
no varrimento vertical poderao ter que ser ligados a pontos da grelha que estao no interior
desse segmento. Pode ser 1til observar as Figs. 10 e 11.

Podemos agora apresentar o cédigo da funcao update, no qual EXTREME d4 o extremo
inicial ou final dum segmento, de acordo com o valor duma direccdo dada, permitindo
uniformizar a implementagao dos casos 2 e 3 e dos casos 6 e 7.

#define EXTREME(S,D) (((D)==NORTH || (D)==WEST)? START((S)):FINAL((S)))
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B;

I..b .....
ko O ........

Figura 10: Geragao de pontos de Steiner durante o varrimento vertical e sua ligacao a grelha.
O simbolo o marca o ponto criado e x marca os que intervém na sua ligacao. Esses pontos
definem as coordenadas do novo ponto de Steiner.

B;

- b
- ke
ke (D ........

B;

Figura 11: Geracao no caso 6 durante varrimento vertical. O primeiro ponto activo sobre
(A;, B;) é o adjacente Sul do adjacente Oeste de b (ver também case 6 e case 7 de update).
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SEGMENT *update (SEGMENT *sweepst,SEGMENT *aibi,ROSE perpd,int event,SEGMENT *e){
SEGMENT *newsg; GNODE *gnode;
int ¢ = INDEXCOORD(perpd); ROSE d = PERPENDIR(perpd);
switch(event) {
case 1:
NXT(aibi) = new_segment (START (aibi) ,FINAL(aibi),aibi,NXT(aibi));
if (VEMPTY(NXT(NXT(aibi)))) PREV(NXT(NXT(aibi))) = NXT(aibi);
if (perpd == EAST) FINAL(aibi) = ADJ(START(e),WEST);
gnode = break_edge(perpd,aibi,c,e,0PPOSITEDIR(d)) ;
if (perpd == EAST) START(NXT(aibi)) = ADJ(FINAL(e),WEST);
FINAL(NXT(aibi)) = break_edge(perpd,NXT(aibi),c,e,d);
START(aibi) = gnode; FINAL(aibi) = START(e);
START(NXT(aibi)) = FINAL(e); return sweepst;
case 3:
d = OPPOSITEDIR(4);
case 2:
gnode = break_edge(perpd,aibi,c,e,d);
EXTREME (aibi,OPPOSITEDIR(d)) = EXTREME(e,0PPOSITEDIR(d));
EXTREME(aibi,d) = gnode; return sweepst;
case 4:
gnode = break_edge(perpd,aibi,c,e,0PPOSITEDIR(d));
START(aibi) = gnode;
aibi = NXT(aibi);
gnode = break_edge(perpd,aibi,c,e,d);
FINAL(PREV(aibi)) = gnode;
NXT(PREV(aibi)) = NXT(aibi);
if (!EMPTY(NXT(aibi))) PREV(NXT(aibi))=PREV(aibi);
free(aibi); return sweepst;
case b:
if (EMPTY(aibi)) return new_segment (START (e) ,FINAL(e),NULL,NULL);
newsg = new_segment (START (e) ,FINAL(e) ,PREV(aibi) ,aibi);
if (!EMPTY(PREV(aibi))) NXT(PREV(newsg)) = newsg;
PREV(aibi) = newsg; return sweepst;
case T:
d = OPPOSITEDIR(4);
case 6:
if (perpd == EAST) EXTREME(aibi,OPPOSITEDIR(d))=ADJ(EXTREME(e,d),WEST);
gnode = break_edge(perpd,aibi,c,e,d);
EXTREME(aibi,d) = gnode; EXTREME(aibi,OPPOSITEDIR(d)) = EXTREME(e,d);
return sweepst;
case 8:
if ('EMPTY(PREV(aibi))) NXT(PREV(aibi)) = NXT(aibi);
else sweepst = NXT(aibi);
if (VEMPTY(NXT(aibi))) PREV(NXT(aibi)) = PREV(aibi);
free(aibi); return sweepst;
case 9:
NXT(aibi) = new_segment (START(e) ,FINAL(e),aibi,NULL);
PREV(NXT(aibi)) = aibi; return sweepst; } }
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Para determinar os pontos de Steiner criados pelo evento na direcgao d e liga-los a grelha,
¢ chamada a fungdo break_edge, a qual retorna o tiltimo né gerado.

GNODE *break_edge (ROSE perpd,SEGMENT *aibi,int coord,SEGMENT *e,ROSE d)
{ int x, y;

ROSE symd = OPPOSITEDIR(A),symperpd;

GNODE *gnode, *start, *final, *cordnode;

symperpd = OPPOSITEDIR(perpd),

final = EXTREME(aibi,d);

if (perpd!=SOUTH) start = EXTREME(aibi,symd) ;

else start = ADJ(final,symd);

cordnode = EXTREME(e,d);

do{
start = ADJ(start,d);
coords(start,cordnode, coord,&x,&y) ;
gnode = new_gridnode(x,y);
link_gridnode(gnode,cordnode,d,symd) ;
link_gridnode(gnode,start,perpd, symperpd) ;
cordnode = gnode;

} while(start !'= final);

return gnode;

}

A varidvel cordnode indica o iltimo ndé ja criado sobre a corda que prolonga a aresta e start
indica o né activo sobre (A;, B;). O procedimento coords determina as coordenadas do novo
ponto de Steiner, usando as coordenadas de cordnode e start.

void coords(GNODE *node,GNODE *cordnode,int coord, int *x, int *y)
{

if (coord) { *x = POINT_X(node); #*y = POINT_Y(cordnode);

} else { *x = POINT_X(cordnode); *y = POINT_Y(node); 1}
}

O procedimento 1ink_node liga um novo ponto de Steiner a um né da grelha dado.

void link_gridnode (GNODE *newgnode, GNODE *node, ROSE d, ROSE symd)
{
ADJ(newgnode,d) = ADJ(node,d);
if (!EMPTY(ADJ(node,d))) ADJ(ADJ(node,d),symd) = newgnode;
ADJ(node,d) = newgnode; ADJ(newgnode,symd) = node;
}

Finalmente, observamos que o poligono pode ser dado por uma estrutura circular, em que
cada elemento define um vértice e contem um apontador para o né da grelha que corresponde
a esse vértice.

typedef struct vertex {

int label, point[2];

GNODE *posgrid;

struct vertex *nxt, *prev;
} VERTEX;
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Estabelece-se assim a ligagao dos vértices do poligono aos nds da grelha que lhes correspon-
dem, e consequentemente, as r-pecas de que sao vértices. Para aceder a tais pecas pode ser
necessario analisar localmente a relacao de adjacéncia dos nés da grelha.

Passamos ao problema da determinacao da regiao que cada vértice vé, para cada r-peca.

3 Determinacao da Regiao de Visibilidade para cada Vértice

Sao conhecidos algoritmos que determinam a regiao de visibilidade dum ponto em tempo
e espago linear no numero de vértices do poligono [6, 9, 10]. No ambito deste trabalho
interessa-nos determinar a localizagao de cada peca duma dada particao relativamente a
cada uma dessas regioes. Como os métodos acima referidos nao respondem directamente
a esta questao, propomos a adaptacao dum método baseado na propagacao de cones de
visibilidade, inspirando-nos num trabalho de Aronov et al. [1]. A ideia é sugerida pela
Fig. 12.

Figura 12: Determinacao de visibilidade de v por propagacao de cones de visibilidade.

Comegamos por analisar o caso da particao Il .;t. A visibilidade é propagada pelas
pecas que tém vértice v as suas adjacentes e sucessivamente. O cone de visibilidade que
atinge uma dada peca p é determinado por v e pela seccao visivel das arestas partilhadas
entre p e as suas adjacentes ja analisadas. O grafo dual da particao (isto é, o grafo que traduz
a relacao de adjacéncia entre pegas) serd explorado em largura a partir das pecas adjacentes
a v. Como apenas pecas total ou parcialmente visiveis podem propagar visibilidade, nem
todas as pecas serao visitadas.

Uma peca é totalmente visivel de v quando v vé todos os seus pontos e é parcialmente
visivel quando v vé apenas uma seccao da peca sendo o interior dessa seccao nao vazio. Uma
peca é visivel de v se for totalmente ou parcialmente visivel de v.

No caso de v ser um vértice reflexo, v é vértice de trés r-pegas. Em [11], F. Marques
mostra que os trés quadrantes definidos por v e as suas pegas adjacentes podem ser explorados
em simultaneo. No entanto, para provar que o método é completo é mais simples supor que
os trés quadrantes serao analisados separadamente, como na Fig. 13.

Seja ppo a tnica r-peca adjacente a v (isto é, que tem v como vértice) se v for convexo
ou uma das trés pegas que tém v como vértice se for reflexo. Seja (di,ds) o par de direcgoes
que define a posicao do vértice de pg o diametralmente oposto a v relativamente a v, com
dy € {FEste,Oeste} e dy € {Norte,Sul}. O quadrante que o método explora é definido
por (poo,di,dz), Se v for reflexo, serdo explorados os trés quadrantes (po,di,d2) cada um
definido por uma peca pg o adjacente a v.

Como nos métodos de pesquisa em largura, as pecas a visitar serdo colocadas numa fila
que obedecerd a uma disciplina FIFO (first in first out). Classifica-se pg como totalmente
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Figura 13: Determinacao de visibilidade para vértices reflexos: exploracao por quadrantes,
neste caso (Oeste,Sul), (Oeste,Norte) e (Este,Sul).

visivel de v, e coloca-se na fila as adjacentes a pg segundo as direccoes di e da, isto é, as
pecas p1,o € po,1, se existirem. Esta designacao para as pecas decorre da ordem pela qual sao
visitadas na pesquisa em largura, como se vé na Fig. 14.

(1,2)
[ ] > .
oo o o e
3,1) Ly (0,1 ‘
[ ] Py
I * 3,00, (2,00 (1,00 (0,0) ° °
v v v

(310) @0 10  ©o (0,0) (1,0)
@1 1,1 01D g (0:1) oD

Figura 14: Numeracao das pecas por pesquisa em largura a partir de poo segundo d; e da.

Em cada passo, retira-se a peca p; ; que estd a cabeca da fila. Determina-se qual a secgao
dessa peca que v vé. Para isso, considera-se o cone definido por v e pelas secgoes visiveis nas
arestas que p; ; partilha com as suas adjacentes segundo —d; e —dy. Note-se que, como p; ;
foi colocada na fila, existe pelo menos uma das pegas p;—1,; e p; j—1. Depois de determinada
a seccao de p; j que é visivel, coloca-se na fila cada uma das suas adjacentes (segundo d; e da,
isto é, pit1,j € pij+1), desde que exista, ndo esteja ja na fila e a aresta que p; ; partilha com
ela seja visivel de v. Uma aresta é visivel de v se pelo menos dois dos seus pontos interiores
forem visiveis de v. Isto quer dizer que, o segmento que une v e cada um desses pontos nao
contem pontos exteriores ao poligono. O método termina quando a fila ficar vazia.

Proposition 1 Todas as r-pecas visiveis dum vértice v sdo analisadas pelo método descrito,
qualquer que seja v.

Proof. Seja v um vértice de P e pgp uma ou a r-peca adjacente a v. Vamos mostrar
que todas as r-pegas p; ; do quadrante (po,,d1,d2) que sao visiveis de v sdo analisadas pelo
método. A prova serd por indugao sobre i+ j, isto é sobre a distancia da pega p; ; & pega po,o
no grafo.

Para i + j = 0, a peca é pg, que o método classifica como totalmente visivel. Seja
agora p; ; uma qualquer pega visivel de v, com ¢,j7 > 0 e ¢ 4+ 5 > 0. Suponhamos como
hipétese de inducao que todas as pecas py ;v visiveis de v com i, 5" > 0 e i’ + 5/ < i+ j foram
analisadas.
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Para que a peca p; ; seja visivel de v terd que ocorrer uma das situacoes esquematizadas
na Fig. 15, a menos de simetria ou seja, de troca de d; com ds.

Figura 15: Definigao da secgao visivel duma pega como intersecgdo dum cone de visibilidade
com a peca: todos os casos para pecas visiveis, a menos de troca de d; com ds.

Pode concluir-se que se p; j for visivel entao a sua aresta na direccao —d; ou a sua aresta
na direccao —do é visivel. Esta a considerar-se a posicao das arestas relativamente a um
ponto no interior da peca. E importante notar que, a definigao de II;_.;t garante que tais
arestas serao também arestas das pecas adjacentes a p;; segundo essas direccoes, se estas
existirem. Caso contrario, s@o arestas ou partes de arestas do poligono. Como o cone de
visibilidade nao contem pontos exteriores ao poligono, pode concluir-se, por analise de casos,
que se a aresta na direcgao —d; for visivel entao a pega p;_1 ; existe e é visivel ou p;_1 ; nao
existe mas existe p; j_1 e é visivel. Do mesmo modo, se a aresta —dz for visivel, a peca p; ;1
existe e é visivel ou p; j_1 nao existe mas existe p;_1 ; e é visivel. Assim, pelo menos uma
das pecas p;_1,; e p; j—1 existe e é visivel e, portanto, por hipétese de indugao, foi analisada.
Consequentemente, colocou p; ; na fila. Logo, o método analisa p; ;. O

O niimero méximo de r-pecas é (3r2 + 67 +4)/4 se r for par e 3(r +1)%/4 se r for fmpar,
sendo r = (n —4)/2 o nimero de vértices reflexos do poligono ortogonal dado [2]. O método
pode ser adaptado para outro tipo de parti¢cdes, como por exemplo triangulagoes ou para
outras mais simples como a particdo determinada por extensao das arestas horizontais (que
se vé na Fig. 16) ou das arestas verticais, as quais tém no maximo r + 1 pegas. Para facilitar

Figura 16: Determinacao de visibilidade por propagacao de cones de visibilidade.

a andlise da seccao visivel é importante que as pecgas sejam convexas. Como se pode ver na
Fig. 16 pode acontecer que as arestas das pecas estejam contidas ou contenham arestas das
suas adjacentes. De qualquer modo, a propagacao de visibilidade as pegas adjacentes serd
efectuada através das janelas definidas pela parte comum. A anélise terd inicio nas pegas
que contém v na fronteira, as quais sao totalmente visiveis de v, se as pecas da particao
forem convexas, como para IL;_.t-

Vamos agora tratar o terceiro problema referido.
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4 Determinacao da Particao Induzida pelas Seccoes Visiveis

Suponhamos dada uma r-peca R e o conjunto {Vj(v) | v € G} das suas seccoes visiveis.
Vamos descrever a ideia dum método para construir a particaio de R induzida por essas
secgoes (a qual representamos por Zg) e simultaneamente determinar os vértices que véem
cada peca dessa particdo. A Fig. 17 apresenta resumidamente a ideia geral.

A construil\

Figura 17: Ideia para construcao da particao induzida por seccoes de visibilidade.

As pecgas de Z sao faces do arranjo de segmentos de recta constituido pelas arestas de R
e pelas arestas das suas secgOes visiveis. Cada seccao de visibilidade é um poligono simples.
Supomos que é dada a sequéncia de vértices da seccao, ordenados no sentido anti-horario.

Lemma 1 Cada secgao de visibilidade € definida por uma ou duas arestas obliquas.

Proof. A secgao da r-peca R que é visivel do vértice v, representada por V3(v), é a inter-
secgao de R com um cone (de visibilidade) com vértice em v, tendo assim, no méaximo, duas
arestas obliquas. As arestas horizontais e/ou verticais das secgbes visiveis sd@o redundantes
para a construcao de Zg, pois, por definicao de II,._.;t, tém que estar contidas nas arestas
de R. Dada a sequéncia de vértices de V;3(v), ordenados no sentido anti-hordrio, Vj;(v) estd
situada a esquerda das suas arestas, e em particular a esquerda das suas arestas obliquas. 0O

Como consequéncia deste resultado, teremos na implementacao que manter informagcao
sobre a, ou as duas, arestas obliquas que definem cada seccdo. Basta essa informacao para
caracterizar a seccao, admitindo que as arestas estao orientadas de forma que a regiao visivel
se situe a sua esquerda. Na Fig. 17 as seccOes encontram-se representadas por rectas de
suporte dessas arestas, as quais estao orientadas de acordo com a convencao referida.

O proximo resultado é importante para a caracterizacao dos vértices que verao cada
face do arranjo. Foi ja usado e/ou demonstrado em trabalhos anteriores, por exemplo, de
Ghosh [7], Bosé et al. [4], Guibas et al. [8]

Lemma 2 Quaisquer dois pontos no interior duma dada face C de Zr véem exactamente
0os mesmos vértices do poligono P. O interior de C é ou totalmente visivel ou totalmente
invisivel de cada vértice de P.

Pelo Lema 2, qualquer ponto interior de C pode ser usado para verificar se essa face é
totalmente visivel dum vértice dado. A um tal ponto chamaremos ponto testemunho. Como
as faces s@o conjuntos convexos [7], é facil encontrar pontos no interior de cada face. Por
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exemplo, o centrdide da face é um ponto interior, o qual é dado por ni " w;, sendo
Wi, ..., Wy, 0s vértices de C. Pelo classico Teorema de Carathéodory [5, 13] podemos em
alternativa considerar um ponto no interior do triangulo definido por trés vértices de C, por

exemplo, %(wl + wg + w3). Serd assim este o ponto testemunho da face C.

4.1 Determinagao de Zy

O algoritmo que propomos para determinar o conjunto de vértices que véem cada face de Zg,
baseia-se num algoritmo para construcao de arranjos, descrito por Berg et al. em [3].

O arranjo é construido incrementalmente, a partir do arranjo constituido pelas arestas
do rectangulo R. Em cada iteracao, é considerada uma nova seccao visivel e sao inseridas as
suas arestas obliquas no arranjo anterior, obtendo-se um novo arranjo. Pelo Lema 1, um ou
dois segmentos serao inseridos por seccao.

Quando se insere um novo segmento, algumas faces do arranjo sao divididas. Essas faces
sao visitadas segundo uma certa ordem, que depende da orientacao que é dada ao segmento
de recta. O método usado neste passo corresponde ao descrito em [3] para construgao de
arranjos, sendo apenas adaptado para guardar informacao relevante para a caracterizagao
da visibilidade. A ideia é esquematizada na Fig. 18.

Figura 18: Corte de faces por inser¢do dum segmento de recta. As faces marcadas com “N”
sa0 nao visiveis.

Exactamente uma das duas faces do arranjo intermédio que resultaram da divisao da
primeira face visitada intersecta a seccao visivel. O mesmo acontece com as restantes faces
que vao sendo partidas em dois pelo segmento que esta a ser inserido.

Quando a secgao é definida por dois segmentos obliquos, a construcao do novo arranjo é

efectuada em dois passos, sendo inserido um segmento em cada passo, conforme se exemplifica
na Fig. 19.

Final

Figura 19: Corte por secgao definida por dois segmentos de recta obliquos. Aqui “T” significa
que a face podera estar dentro da seccao visivel. As faces marcadas com “N” sao nao visiveis.

Depois de ter inserido o primeiro segmento, algumas faces ficaram marcadas com “T”,
significando que “talvez” estejam dentro da seccdo visivel. Quando se inserir o segundo
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segmento poder-se-a decidir se sao totalmente visiveis ou apenas parcialmente. No entanto,
nao sera necessario, nem desejavel, efectuar explicitamente esta marcagao intermédia.

De facto, suponhamos que é mantida informacao sobre as faces criadas pela insercao dos
dois novos segmentos. Podemos simplesmente determinar um ponto no interior de cada uma
delas (pelo processo descrito acima) e verificar qual é a posigao desse ponto relativamente a
regiao visivel. E fAcil verificar se estd dentro ou fora dessa regiao uma vez que esta é definida
por dois segmentos cuja expressao analitica se conhece.

Note-se que, caso a seccao seja definida por um unico segmento obliquo, serd ainda
mais simples analisar o posicionamento desses pontos interiores, a que chamamos pontos
testemunho. Marcamos entao esses pontos como visiveis ou nao visiveis conforme se situam
dentro ou fora da regiao visivel.

Partindo agora duma qualquer face dentro da regiao visivel e que se sabe ja ser visivel
(por se ter marcado o ponto testemunho), propagamos a visibilidade as faces adjacentes e
depois, sucessivamente, as adjacentes de adjacente. A Fig. 20 ilustra esta ideia.

Figura 20: Propagagao de visibilidade. Faces marcadas com “?”sdo visiveis sse alguma das
suas adjacentes o for. As faces marcadas com “N” sdo nao visiveis.

Mais formalmente, efectuaremos uma visita (implicita) do grafo dual do arranjo. Este é o
grafo que traduz a adjacéncia das faces do arranjo. E um grafo conexo, pelo que poderemos
aceder de qualquer face a qualquer outra. Mais importante ainda é o facto da seccao de
visibilidade ser também conexa, e consequentemente, é possivel aceder de uma qualquer face
visivel a outra qualquer face visivel, visitando nesse caminho apenas faces visiveis.

Iremos usar esta propriedade para detectar as faces que se encontram na regiao visivel,
conseguindo assim localizar a pesquisa apenas numa parte do arranjo. As faces adjacentes de
faces marcadas como visiveis sdo visiveis se e s6 se nao tiverem sido marcadas (na primeira
fase) como nao visiveis. Assim, quando se marcar uma face como visivel, todas as suas
adjacentes nao visitadas serao marcadas como visiveis. Se durante a visita se chegar a uma
face marcada como nao visivel, entao nao se prosseguird dessa face para as suas adjacentes.

A Fig. 21 apresenta um exemplo maior. Pretende mostrar que com este método de
propagacao se pode evitar analisar faces que nao estao proximas da regiao visivel e nao estao
por isso nela incluidas. Assim, permite melhorar a eficiéncia média do algoritmo.

5 Conclusao

Apresentaram-se algoritmos que resolvem de forma eficiente os trés problemas abordados.
Poder-se-ia ainda procurar usar estruturas de dados que garantissem um desempenho 6ptimo.
Nao foi essa a abordagem que se seguiu, dada a aplicacao em vista ser a resolugao dum
problema que é NP-hard. Nao se prevé em geral que a nao utilizacao de algoritmos 6ptimos
se reflicta significativamente num pior desempenho, uma vez que cada um dos sub-problemas
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Figura 21: O método de propagacao de visibilidade permite restringir a andlise a um
subconjunto relevante de faces do arranjo.

abordados, é resolvido uma tinica vez. O segundo e terceiro problemas sao resolvidos uma vez
para cada vértice e pega, mas, o terceiro podera nao o ser para todas as pegas, uma vez que o
método descrito em [14] permite empregar lazy evaluation. Mais detalhes de implementacao
podem ser encontrados em [11].
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