BOOTSTRAP E BOOTSTRAP ITERADO

JORGE MIGUEL MILHAZES DE FREITAS

REsuMO. Com olhos postos na inferéncia estatistica, comegamos por apresentar o método bo-
otstrap introduzido por Efron (1979). Com base neste método, e numa abordagem semelhante
a seguida por Beran e Ducharme (1991) e Diciccio e Romano (1988), estudamos a construgao de
intervalos de confianga e a respectiva consisténcia assimptética. Posteriormente, introduzimos
a pré-pivotagem, estabelecida por Beran (1987), como refinamento da metodologia bootstrap.
Exibimos alguns resultados, expostos por Hall, acerca de expansoes Edgeworth e a sua utilidade
na demonstracao de algumas propriedades dos métodos bootstrap. Seguidamente, debrucamo-
nos sobre o problema da estimagao do indice de cauda de Pareto, expondo um procedimento
bootstrap de cauda, introduzido por J. Bacro e M. Brito.(1998). Por fim, exibimos um refina-
mento do boostrap de cauda, estabelecemos a sua consisténcia assimptética e calculamos a sua
ordem de convergéncia.
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1. INTRODUCAO- ALGUMAS DEFINICOES E NOTAGAO

Seja X uma varidvel aleatéria (v.a.) com funcdo de distribuigdo continua & direita (f.d.) F
dada por F (z) = P(X < x).

Consideremos X,, = (X1, X, ..., X;;) um conjunto de observagoes independentes de X. Dizemos
que X,, é uma a.a. de v.a. independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com f.d. F.

Com base na a.a. X,,, contruimos a funcdo de distribuigdo empirica (f.d.e.), F,,, da seguinte
forma:

F, (z) = %ZH{XZ- <z},

onde I designa a fungao indicatriz.
Definimos a fungao quantil da f.d F' do seguinte modo:

F'(a)=inf{z: F(z) >a}.

Habitualmente, F' é desconhecida e apenas é sabido que F' € F, um conjunto de funcoes de
distribuicao.
Essencialmente existem dois contextos:

e paramétrico- em que F pode ser indexado por um parametro 6 € R™, de tal forma que
F = Fy;
e nao paramétrico- em que F é demasiado grande para ser indexado.

Para um estimador de F' vamos introduzir a notagao F,. No primeiro contexto devera ser
considerado como F}, = Fj , onde 6,, é um estimador de ¢, por exemplo, um estimador de méxima
n

verosimilhanga. J& no segundo contexto, habitualmente, considera-se que ﬁn = F,, ou seja, toma-
se a f.d.e. como estimador nao paramétrico de F'. Realce-se que em ambos os casos o estimador
ﬁn de F' é calculado com base na a.a. X,,.

Definimos uma amostra bootstrap, X = (X7, X;,..., X}), como sendo uma a.a. de v.a.
com f.d. ﬁn Usaremos a notagao * para indicar que nos referimos a amostra bootstrap. Quando
ﬁn = F,, (naive bootstrap), a amostra bootstrap pode ser obtida, retirando aleatoriamente, um
a um e com reposi¢do, n elementos do conjunto de observagoes { X1, Xa, ..., Xy, } .

Denotemos, agora, por ﬁ;{ um estimador de F' calculado com base na amostra X . Consideremos
e que denotamos por X" = (X7, X3*, ..., X ™).

uma nova a.a. de v.a. com f.d. F,

2. PROBLEMA BASICO EM ESTATISTICA

Seja X uma v.a. com f.d. F. Acerca desta distribuicao apenas se sabe que pertence a uma
familia F. O interesse reside numa fungio 7 = T (F), e é desejdvel obter informagoes acerca de T
para além do facto de pertencer ao conjunto 7 = {T'(F) : F € F}.

Seja X,, = (X1, Xs, ..., X,,) uma a.a. de observagoes de X. Consideremos F, um estimador de

F e consequentemente 75, = T (ﬁn) um estimador de 7.

Usando a nomenclatura introduzida por Beran(1987), definimos agora uma raiz, como sendo
uma v.a. R, (X,,T (F)). E conveniente escolher esta rafz de forma a que a sua distribuicao
tenha um limite fraco ndo degenerado. Designaremos por H, (z,F) = P [R, (X,,7) < z] a funcao
de distribui¢ao da rafz R, (X,,7), e por Ha (-, F) o limite fraco ndo degenerado da f.d. supra
referida. A partir daqui, supomos sempre que H4 (-, F') é ndo degenerada.

Muitas informagdes (do ponto de vista probabilistico) acerca de 7 podem ser retiradas de
funcionais apropriadas de H, (-, F'), como por exemplo, a variancia de H,, (-, F') como medida de
dispersao, ou os seus quantis de forma a construir intervalos de confianga. E aqui que surge o
problema. Se H,, (-, F') depender da f.d. desconhecida F, nada do atrds referido pode ser calculado.
Em raras ocasioes, porém, H,, (-, F') é independente de F', o que significa que as referidas funcionais
podem ser calculadas. Nestes casos, em que o problema fica resolvido, dizemos que R, (X,,,7) é
um pivot verdadeiro.
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Exemplo 2.0.1. Suponhamos que a v.a. X ~ N (u,az), onde 0 = (u,a2).

Neste caso, F = Fy, donde 1 =T (F) =T (0) = p= [zdF (x).

Tomemos

Ry (X, 7) = vn (X5 — ) (2.0.1)

onde X, = 13" | X,.

E um resultado cldssico que H, (x,F) = Hp (x,0) =P (%) onde ® representa a f.d. da distri-
buigdao normal N (0,1). Conclui-se entio que Ha (z,0) = ® (£). Logo Ry, (X,,,7) € raiz mas ndo
€ um pivot verdadeiro.

Exemplo 2.0.2. Sob as mesmas hipdteses do exemplo anterior suponhamos, agora, que

X, —
Ry (X, 7) = Va=lg

n

— \2
onde S, = 23" (X — X,)".

Neste caso, R, ~ t,—1 (isto é, R, seque uma distribuicio t de Student com n-1 graus de
liberdade), logo Hy, (-,0) = t,,—1, consequentemente, neste contexto, R, € um pivot verdadeiro.

Exemplo 2.0.3. Suponhamos que X tem f.d. F € F que consiste no conjunto de todas as fungoes
de distribuicao em R. Tomemos como parametro de interesse T = T (F) = F. Considere-se a
estatistica de Kolmogorov:

1 n
R, (X,,7) =vn||F, — F||, onde F, (z) = = E I{X; <z}.
n
i=1

Se F for continua entao H, (-, F) € independente de F e converge para Ha (-, F), que também
¢ independente de F. Conclui-se entao que R, (X,,T) €, neste contexto, um pivot verdadeiro.

Como pivots verdadeiros sao raridades usam-se métodos para aproximar H, (-, F).

2.1. Aproximacao Assimptética. Como H, (+, F') converge fracamente para Hx (-, F), entao,
para n grande, podemos tomar Hy4 (+, F') como aproximacgao de H, (-, F).

Em alguns casos importantes acontece que a dependéncia da f.d. F em H, (-, F) desaparece &
medida que n aumenta, de tal forma que, Hy (-, F') é uma f.d. independente de F'. Nestes casos,
R, (X,,,7) diz-se um pivot assimptdético.

Quando a f.d. H4 (-, F) nao é independente de F, e, por conseguinte, néo é possivel o célculo

da mesma, usa-se Hy4 (~, ﬁn) como aproximagao assimptdética da f.d. Hy, (-, F).

2.2. O Método de Bootstrap. Este método, introduzido por Efron (1979), consiste em apro-
ximar H, (-, F') usando H, (-, ﬁn) .

A parte interessante do método consiste em constatar que o processo que nos leva a H, (-, Fn)

é uma mimica do processo que nos conduz a H, (-, F'). Verifiquemos mais cuidadosamente o
conteido desta afirmacao.

O ponto de partida é a distribuicao F' que podemos imaginar como sendo imposta pela natureza.
Assim, obtém-se X1, Xs, ..., X, a.a.de v.a. i.i.d. Construimos entao R, (X,,7) com f.d. H, (-, F)
desconhecida e um estimador consistente de F. Damos entao inicio ao processo de mimica. Para
tal, comecamos por “copiar” a natureza criando uma a.a. X! = (X7,X;,...,X) da funcéo de
distribuigao ﬁn, que permitird construir uma aproximagao de H, (-, ﬁn .

Notemos que a utilizacao do bootstrap permite ultrapassar o entrave inicial de dispormos apenas

de uma tnica amostra X,,, eventualmente pequena, e por conseguinte um unico valor de R, (X,,, 7).
A criagao das “novas” amostras por reamostragem é, como veremos, motivada pelo Teorema de
Glivenko- Cantelli.
Calculo da Distribuicao Bootstrap. Basicamente, existem duas formas de fazé-lo: a primeira,
calculando explicitamente de forma analitica; a segunda, por meio das aproximagoes de Monte
Carlo. Pese embora o calculo analitico seja preferivel a segunda forma, esta ultima tem um
horizonte de aplicacao muito mais vasto.
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Célculo Analitico das Distribuicao de Bootstrap. Este cédlculo é possivel, sobretudo, no caso pa-
ramétrico onde H,, (-, F') = H, (+,0) e consiste em substituir 6 por #,, na expressdo de H, (-,0), ja

que Hy, (7ﬁn) =H, ('7F§") =H, (7571)
Existem dois casos importantes onde é possivel obter uma expressao analitica para H, (~, én)

0 caso de @ ser um parametro num espaco de dimensao finita e o caso dos quantis.

Exemplo 2.2.1. Suponhamos que X ~ N(u,0?) onde 6 = (u,0?). Considere-se o sequinte esti-
mador centrado de 6 : 6, = (Ym S;f) . Se tomarmos R, (Xp,,7) = /n(X,, — u) como em (2.0.1),

entio H, (z,0) = ® (%) , donde imediatamente se conclui que Hy, (;v,é\n) =® (Si,) .

Calculo das Aproximacoes de Monte Carlo da Distribuicao de Bootstrap. O método analitico
raramente se aplica, uma vez que em muito poucos casos R, (X,,7) é suficientemente simples de
forma a permitir o cdlculo explicito de H, (-, F).

Efron sugere entao o seguinte método para obter uma aproximagao de H, (-, ﬁn>

(1) Uma vez observado X,,, calcular ﬁn € Tn;

(2) Obter uma amostra bootstrap X, ; = (X7, X3,..., X;7) de v.a. ii.d. com f.d. F}, e calcular
:,1 =R, ( 2,177%)

(3) Repetir o passo 2. M vezes de forma a obter R}, ;, i =1,2,..., M.

(4) Construir a f.d.e. baseada nos M R}

n,)

M
Hp (z) = H, (xﬁn) - %ZH{R;‘W <z},

i=1

e usa-la como aproximacao de H, (z, Fn) .

Observagao 2.1. Para n fizo, a proximidade entre ﬁIB (x) e H, (x, ﬁn> depende do numero de

réplicas M. De facto, pelo Teorema de Glivenko- Cantelli temos que:

HﬁB - H, (,ﬁn> H — 0 q.c.

0o M—oo

3. INTERVALOS DE CONFIANGA

No texto subsequente, de forma a simplificar a nomenclatura, nao faremos qualquer distingao
entre intervalo de confianga aleatdrio e concretizacao do mesmo, designando ambos por intervalo
de confianca.

Seja X,, = (X1, Xs,...,X,,) uma a.a. obtida de uma f.d. F, como na secgdo 2. O que se
pretende é a construcao de um intervalo de confianga para o parametro de interesse 7 = T (F').
Seja T = {T (F): F € F}. Uma regido de confianca para 7, com grau de confianga 1 — e, é um
subconjunto C' (aleatério) de 7 tal que P[r € C]=1—a.

A construgdo de C serd feita com base na raiz R, (X,,,7), com f.d.

H,(x,F) =P[R, (X,,7) < z]

que tem limite fraco nao degenerado H 4 (z, F') . O intervalo de confianca natural é C. = {7 : R, (X,,,7) < ¢1—a}-
O problema reside na determinagao do nivel critico ¢;_, de forma a que P [r € C;] esteja perto

de 1 — a. Teoricamente a solucdo exacta é ¢1_o = H, ! (1 —«, F). Porém, na maior parte das

situagoes, H, (-, F') depende da f.d. F' que é desconhecida. Assim sendo, e & semelhanga da secc¢ao

2, veremos aproximacoes diferentes para a resolugao do problema.

3.1. Intervalo de Confianca Assimptdotico. Neste caso, a construcao do intervalo de con-

fianga é feita usando Ha (,ﬁn) como aproximagao de H, (-, F'), de forma que, substituindo
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H;'(1—a,F) por HZl (1 — a, ﬁn) obtém-se o seguinte intervalo de confianca:
Cy = {T R, < Hgl (1 —a,ﬁn>}
~ {7’ tHy (Rn,ﬁn) < 1foz}.

3.1.1. Consisténcia assimptotica. Uma questao importante é saber a eficiéncia deste método na
construcao de intervalos de confianca com um grau de confianga 1 — a.
A proposicao seguinte (vide Beran e Ducharme (1991)) mostra que C'4 é assimptoticamente
consistente, isto é,
PlreCy] — 1—-a.

n—oo
Proposigao 3.1. Seja d uma métrica em F. Suponhamos que para quaisquer ¢ >0 e F € T,
(1) lim,_co P [d (ﬁnF) > e} =0
(2) O limite fraco Ha (-, F) é continuo em x para todo o F € F e em F para todo o x € R.
Entao para quaisquer € > 0 e F € F, temos que:
a): limy_ o P [HHA (ﬁn) ~Hy (-,F)H > e} =0
. o0
b): lim, .« P[T€Cy]l=1-«
Omitimos aqui a prova desta proposi¢cao ja que pode ser consultada na referéncia, ja citada,

Beran e Ducharme (1991).

3.2. Intervalo de Confianca Bootstrap. A solucao bootstrap para o problema consiste em
aproximar a distribuicdo exacta H, (-, F') pela distribuicdo bootstrap

fg (z) = H, (xﬁn) = P[R* <z |X,]

onde R} = R, (X¥,7,,) e, como anteriormente, 7, = T (ﬁn) Como esta distribui¢ao bootstrap

nao envolve elementos desconhecidos, podemos usar H (+) como estimador de H,, (-, F) e calcular
Hz' (1 — @) como aproximagao de H;; ' (1 — a, F). Deste modo obtém-se o intervalo de confianga
bootstrap:

Cp

{T ‘R, <Hz'(1- a)} (3.2.1)

{7‘ . H, (Rn,ﬁn) <1- a} . (3.2.2)

R

3.2.1. Consisténcia assimptdtica. A proposigao seguinte encontra-se enunciada na referéncia Beran
e Ducharme (1991), e permite concluir que C'p é assimptoticamente consistente, isto é,

PlreCg] — 1—a.

Proposigao 3.2. Seja d uma métrica em F. Suponhamos que para quaisquer e >0 e F € F,
(1) limy_o0 P [d (ﬁF) > 5} —0;
(2) (Triangular Array Convergence Condition (TAC)): Para qualquer sequéncia {G,}
em F tal que lim, o d(Gn,F) = 0, temos que H, (-,G,) converge fracamente para
Hy ('7 F)7
(3) O limite fraco Ha (-, F') € continuo em x para todo o F € F.
Entao para quaisquer € >0 e F' € F, temos que:

a): limnﬁooP[HﬁB () —Ha (7F)‘ . >5} =0

e
b): lim, . P[r€Cpl=1—a.
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Demonstragao. a)
Seja {G,} € F tal que o lim, . d (Gy, F) = 0. Entao por 2. temos que lim,, o, Hy, (x,Gp) =
Ha (z, F) . Pelo Teorema de Polya este limite é uniforme em z, isto é,

n—oo

Entao usando 1. vem que Ve > 0:

lim P [HHn (ﬁn) ~Hy (~,F)HOO > s] ~0. (3.2.3)
Por (3.2.3) temos que
Ve >0, lim P [HH,L (Rn,ﬁn) ~Hy (Rn,F)HOO > e} —0. (3.2.4)

Seja R uma v.a. com f.d. Hs (-, F). Como R, L. ReH, (-, F') é continua em x para todo o
F € F (hipétese 3.) entao

Hu (R, F) 25 Hy (R, F). (3.2.5)
Escrevendo
Hy, (B B) = Hy (Rus B) = Ha (R, F) + Ha (R, F)
—_——

w

Vv

em que V £, 0, por (3.2.4), e W L, Hy (R, F), por (3.2.5), resulta, pelo Teorema de Slutsky,
que

H, (Rn,ﬁn) D H4(R,F).
Posto isto, uma vez que Hs (R, F) = U ~ Ujy 1) (distribuicao uniforme em [0, 1]) e lembrando

que Cp = {TIH.,L (Rn,ﬁn> < 1—a} entao
lim P[reCg]=PlU<1l-a]=1-«

O

A conclusao a) é como uma “licenga” de utilizagdo do bootstrap. Do ponto de vista tedrico,
importa averiguar quao razoavel é a aproximagao bootstrap. Uma forma de o fazer é mostrar que
Hy ( Fa) = Ha(F) — 0

n—oo
ou equivalentemente, usando o Terema de Polya, mostrar que
| (WB) = Ha(F)| =0 (3.2.6)
oo N—00
onde a convergéncia pode ser fraca ou forte.

Nesta proposigao, mostramos (3.2.6) em probabilidade, sob certas condigoes. No entanto, nou-
tras circunstancias, é possivel mostrar a convergéncia forte. Bickel e Freedman (1981) apresentam
varios destes exemplos. Entre eles destacamos o seguinte:

Seja X, = (X1,X2,..., X,) uma a.a. de uma f.d. F de média p e varidncia o2. Considere-se
R, (X,,7) = /n (Yn - ;L) e I, = F,. Pelo Teorema do limite central temos que a distribuicao
de R,, (X, T) converge fracamente para N (O, 02). Neste contexto, os referidos autores mostraram
o seguinte Teorema.

Teorema 3.3. (Bickel e Freedman (1981)) Suponhamos que X1, Xz, ... € uma sucessio de v.a.
i.i.d. com wvaridncia finita 02. Entdo para quase todas as sucessdes amostrais X1, Xa, ..., dado
(X1,X2, ..., Xpn), quando n — oo temos que a distribuicao condicional de

R* =R, (X5, 7)=vn (Y’; —Xn)

converge fracamente para N (0,02).
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4. REFINAMENTOS DOS INTERVALOS DE CONFIANGA BOOTSTRAP

4.1. Introducgao e Raizes na Forma Normalizada. Os métodos bootstrap discutidos na sec¢ao
3.2 permitem a construgao de intervalos de confianca numa variedade consideravel de situagoes.
Nesta seccao veremos formas de refinar estes métodos em termos de diminui¢ao do erro cometido
devido & utilizacao do bootstrap. Existem varios processos de refinamento como os sugeridos por
Hall (1983, 1986), Abromovitch e Singh (1985). Contudo, aqui, faremos apenas referéncia a pré-
pivotagem (bootstrap iterado) introduzida por Beran (1987), pela sua caracteristica generalista e
até unificadora de alguns dos tltimos refinamentos referidos.

De forma a construir o intervalo de confianga (3.2.1) é necessério escolher uma rafz. Em
particular consideremos a raiz

R, (X,,7)=vVn (T, — 1)
e a sua versao na forma normalizada
Sn (Xp, 7) = V1 (T = 7) /50

onde 7, é um estimador consistente de T e s,,/y/n um estimador consistente do desvio padrao de
Tn-

Em amostras grandes, a distribuigao de R,, sob F, H, (-, F'), é tipicamente normal com média
0 e variancia o2 (F). Por outro lado, a f.d. de S,, sob F, K,, (-, F), converge fracamente (quando
estamos perante v.a. tipicamente Gaussianas) para a N (0,1). Isto sugere que a distribuigao de
Sp depende “menos” de F' que a distribuicdo de R,. De facto, segundo Beran (1982), em casos
regulares, aplicar o bootstrap com base numa raiz na forma normalizada resulta numa diminuicao
do erro cometido.

Em particular,

H, (z,F) - H, (:c ﬁn) —0p (nfl/Q)

K, (z,F)- K, (x,ﬁn> =0Op (nil) .

Dever-se-4 notar, no entanto, que o erro Op (n71/2) baseado na rafz R,,, ndo é um defeito
do bootstrap, j& que Beran (1982) mostrou que nao ha estimativa de H, (-, F') que melhore esta
ordem de convergéncia. O problema parece residir numa mé escolha da raiz.

4.2. Pré-pivotagem. Como na secgao 2, seja H, (-, F) a f.d. da raiz R, (X,,7). A regido de
confianga resultante Cp é dada por (3.2.1). Definamos uma nova raiz

R (%,7) = Ho (R (%0, 7) B ) = PR} < R | X,

com f.d. Hy, (-, F) sob F. Como anteriormente, para construirmos o intervalo de confian¢a com
base na raiz R, (X,, ), podemos aproximar H,; (-, F') de duas formas:

e Usando a sua distribuigdo assimptdtica, que é a distribuigdo uniforme (como pode ser
verificado na prova da proposigao 3.2), o que resulta, novamente, no intervalo de confianga
Cp, ja que:

{T: R X, 7) <1—0a} = {T:Hn (Rmﬁn> gl—a} =Cp

voltando-se, desta feita, ao ponto de partida.

e Usando a distribuicao bootstrap H,; (', ﬁn) para obter o intervalo de confianca:

Cpr = {T Ry (X, 7) < H (1 —a, ﬁn)} (4.2.1)
descrevendo-se, desta forma, em que consiste o método de pré-pivotagem de Beran
(1987).

Na prética, o intervalo de confianga (4.2.1) é calculado de forma equivalente usando a férmula:
Cp1 = {T DRy (X, 7) < H' (H'rjll (1 - O¢7ﬁn) 7ﬁn>}

Assim, o valor critico de Cpg1, nesta forma, é calculado em dois passos:
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(1) calcula-se o quantil de ordem (1—«) de H,,; (~, ﬁn), que designamos por ¢,; = H_ | (1 - a, 13"> :

nl

(2) calcula~se o quantil de ordem ¢,,; de H, (', ﬁn) .

Beran (1987) mostrou que geralmente o erro cometido na construgéo do intervalo de confianga
C'p1 € inferior aos erros inerentes aos intervalos C'y4 e Cp.

Beran argumentou, também, que a distribuicdo Hy,; (-, F) é “menos” dependente de F' que a
distribuicao H, (-, F'). Isto pode ser verificado no caso de uma rafz assimptoticamente normal, cuja
varidncia depende de F. Neste contexto, a distribuigao assimptética de Ry1 (X, 7) é a distribuicao
uniforme que nao depende de F. Ainda neste caso, comegando com uma raiz da forma:

R, (XnaT) = \/ﬁ(?n —T),

Beran mostrou que a operagao de pré-pivotagem é assimptoticamente equivalente a tomar a raiz
correspondente na forma normalizada, S,,. Em suma, os erros cometidos ao usar o intervalo de
confianca definido como em (4.2.1) para a raiz R,,, e os erros inerentes ao intervalo de confianga
obtido como em (3.2.1) baseado na raiz S,,, sdo assimptoticamente da mesma ordem de grandeza.

O método da pré-pivotagem pode ser generalizado a um método iterativo da forma que se segue.
Dada uma raiz R,,; (X, 7), seja Hy; (-, F') asua f.d. sob F. Forme-se uma nova raiz R, j+1 (X, 7)
dada por:

Rujit (Xn,7) = Hpj (an (X, 7) | ﬁn)
e definamos
Cgj = {7‘ 'Ry (X, 1) < H;jl (1 — a,ﬁn)} .

Em certos casos, o erro cometido diminui quando j aumenta. (Beran (1987))

n

4.2.1. Aproximagées de Monte Carlo para o Cdlculo de Hp (,ﬁn) Considere-se 7% =T (ﬁ*)
Na notagéo sugerida por Beran (1987), temos que:

H,(x,F) = P[R,X,,7)<z]|F],

Hyi (2, F) P [P [Rn (X%,7) < Ry (X, 7) | ﬁ} <z F} .

o

As distribuicoes bootstrap correspondentes a estas f.d. podem ser expressas da seguinte forma:
Ap(z) = H, (xﬁn) =P [Rn (X5, 7) <z | ﬁn} : (4.2.2)
Hpi(z) = Huy (xﬁn) =P [P [Rn (X5, 7%) < Ry (X5, 7) | ﬁ;;} <z ﬁn] . (42.3)

As representagoes (4.2.2) e (4.2.3) motivam o seguinte algoritmo, introduzido por Beran (1987),
para aproximar Hg e Hp;.

1) Obtenham-se amostras bootstrap X* |, X* .. ..., X* .~ de v.a. i.i.d. com f.d. ﬁn;
n,l n,2 n,M
2) Denote-se por F* . um estimador de F' calculado com base na j-ésima amostra bootstrap
n,j

X.,,;- Para cada j, construam-se N a.a. X7* | X0* o .. X" v com f.d. F}

(3) Calcule-se 77 =T (ﬁ;f j> . Defina-se Z; como sendo a propor¢ao de valores do conjunto

{Rn (X:‘L*Jk, ?J*) 1<k< N} que sao inferiores ou iguais a R, (X}, ;,7);
(4) Construa-se a f.d.e. com base no conjunto de v.a. i.i.d. {Z; :1 < j < M}, que constitui
uma aproximacao de Hp; para N e M suficientemente grandes.

5. EXPANSOES EDGEWORTH

5.1. Introdugao. Nesta secgao, desenvolveremos séries de poténcias, introduzidas por Edgeworth,
tendo em vista a aproximagao da funcgao distribuicao de pivots assimptoéticos. Basicamente, se
considerarmos como exemplo a raiz R, (X,,,7) = /n (7, — 7), que supomos assimptoticamente
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Normal de média 0 e variancia o2, entdo numa vasta coleccio de casos de interesse a f.d. de

. .. N 1
R, (X, 7) pode ser expandida como uma série de poténcias em n~ 2,

P Méx = ® () +n " Fpy ()6 () + o+ 07 Ep; (1) 9 (2) + ..o

que designamos por Expansao Edgeworth.

5.2. Somas de Varidveis Aleatérias Independentes. Estudaremos, aqui, o caso em que 7, é a
média de uma amostra que, apesar de se tratar do exemplo mais basico de aplicacao das expansoes
Edgeworth, evidencia as principais caracteristicas técnicas gerais. Para além disso, no decorrer da
exposicao, os unicos resultados necessarios sobre expansoes Edgeworth serao os referentes a este
€aso.

Considere-se uma a.a. X,, = (X1, Xo,..., X;,) obtida de uma f.d. F' com média u e variancia
o2. Considere-se a raiz:

Sp (X, ) =Vn (T —7) O
onde T=peT, = X,=1 /n Z?:l X,;. Pelo Teorema do Limite Central, S,, é assimptoticamente
Normal de média 0 e variancia 1.0 proximo Teorema pode ser visto, por exemplo, na referéncia

[13].
Teorema 5.1. Considere-se o pivot assimptdtico Sy, (X, T) como acima definido. Suponhamos
que E (|Xi|j+2> < o0 e que a fun¢do caracteristica de X;, que denotamos por x, satisfaz a
condi¢ao:
lim sup |x (¢)| < 1, (5.2.1)
t—o0

entao para cada j > 1
PlVi(F—7) /o <a] = (z) +n 2p1 (2) ¢ (2) +n 'pa (2) 6 (2) + ..
40T Ep; (x)d)(x)—ko(n’%) (5.2.2)

uniformemente em x, onde p; € um polindmio de grau inferior ou igual a 35 — 1, que € par para j
impar e impar para j par e cujos coeficientes dependem dos momentos de X; até a ordem j + 2.

Observagao 5.1. A condi¢ao (5.2.1) é satisfeita se a distribuicio de X; for absolutamente
continua e, por consequinte, tiver funcao densidade de probabilidade. Veja-se, por exemplo, re-
feréncia [13], sec¢do 2.4.

5.3. Expansoes Edgeworth e Bootstrap. Vejamos, agora, a utilidade destes desenvolvimentos

na explicacao de algumas propriedades dos métodos bootstrap para estimagao de distribuigoes e
construcao de intervalos de confianca.

Comecemos por enunciar um teorema (ver, por exemplo, referéncia [13]) que estabelece a
existéncia da versdo bootstrap do desenvolvimento de Edgeworth (5.2.2).

Teorema 5.2. Considere-se o pivot assimptdtico S, (X,,,T) como na sec¢do 5.2. Suponhamos
que B (\X1|l) < o0, para algum 1 suficientemente grande, e que a funcao caracteristica de X;, que
denotamos por x, satisfaz a condi¢do:

lim sup x (£)] <1,
entio para cada j > 1 )
PV (7 —7) Jo <o | X,] =@ (x) +n" 251 () ¢ (2) +n P (2) 6 (2) + ...
40725 () 6 (z) + op (n—%) (5.3.1)

uniformemente em x, onde p; € um polindmio que se obtém de p; substituindo os momentos da
populagao, pelos momentos empiricos calculados com base em X,,.
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Com base nas expansoes Edgeworth verifiquemos a vantagem da utilizagdo da distribuigao
bootstrap (sob certas condigdes), face & distribuigdo assimptética. Como ja foi visto, S, (X, 7),
definida como na secgao 5.2, tem uma distribuigao assimptética Normal de pardametros 0 e 1.
Recorrendo as expressoes (5.2.2) e (5.3.1) decorre que

PV —%) o<z | X, - P[Va(F—7) /o <z] =0p (1),

uma vez que p;— p; = Op (n_%), ja que os coeficientes de p; diferem dos de p; de termos de

ordem Op (n_%). Assim sendo, constatamos que o erro cometido usando a distribuigao bootstrap

para aproximar a distribui¢do de S, (X,,7) é da ordem de Op (n‘l). Porém, o erro cometido
usando a distribui¢do assimptética é, como a férmula (5.2.2) indica, da ordem de n-z.

6. BOOTSTRAP DE CAUDA PARA A ESTIMAGAO DO INDICE DE CAUDA DE PARETO

6.1. Introdugao. Sejam X7, X5,... v.a. independentes, nao negativas e com f.d. F comum.
Assuma-se que F' é de variacao regular na cauda superior, ou seja, existe um 0 < ¢ < oo, tal que,
para todo t > 0

1— F (tx) _
lim —————~> =t"¢ 6.1.1
vto 1 — F () (6.1.1)
ou, de forma equivalente,
1—F(x)=2"°L(x), paraz >0,
onde L é uma fungao de variagao lenta em infinito, isto é,
L (tx)
li =
w00 L ()

O problema consiste em estimar o expoente ¢ com base numa a.a. (finita) de v.a. i.i.d.,
X, = (X1,X2,...,X,). Uma vez que o objecto de estudo incide sobre a cauda de F, parece
intuitivamente claro que os estimadores de ¢ deverao fazer uso das maiores estatisticas de ordem
da amostra, com o intuito de extrair informacao acerca do comportamento da cauda superior de
F. Diversos estimadores de ¢ foram introduzidos. O estimador de ¢ habitualmente mais usado é o
estimador proposto por Hill (1975), que passamos a apresentar. Sejam Xi, < X9, < ... < X, ,
as estatisticas de ordem da amostra e considere-se uma sucessao de inteiros positivos (kn), oy que
satisfaz as seguintes condigoes,

K,
1<k, <n, kn — o0 e — — 0. (6.1.2)

n—00 n n—oo

O estimador de Hill de ¢!, que denotamos por EH,,, é definido por:

k
1 n
EH, = E ; log (Xnﬂ#l,n) — log (ankn-,n) .

Haeusler e Teugels (1985) mostraram a normalidade assimptética de EH,,.

Nos ultimos tempos, tem havido um interesse acrescido em usar os métodos bootstrap aplicados
a estatisticas de ordem. J. Bacro e M. Brito (1998) introduziram um procedimento bootstrap
de cauda aplicado a extremos. A ideia consiste no seguinte: em vez de aplicar o naive bootstrap
a amostra original X,, = (X1, Xo, ..., X,,), propuseram aplicar o naive bootstrap a amostra W; =
(W1, Wa, ..., Wy, ), onde Wi = log (X1, 1in)—10g (Xn_1,n), 1 <@ <lp,e(ln),cy ¢ uma sequéncia
de inteiros positivos satisfazendo algumas condigoes de regularidade. Uma motivagao heuristica
para este procedimento é o facto de a informagao acerca da cauda de F estar concentrada nas
maiores estatisticas de ordem da amostra, e dai que o natural seja a reamostragem incidir sobre
estas “estatisticas informativas”.
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6.2. Procedimento Bootstrap e Resultados Principais. O bootstrap de cauda pode ser
descrito da forma que se segue. Seja [, uma sequéncia de inteiros positivos e considerem-se as [,
excedéncias do nivel aleatério log (X,,—;, ) definidas por:

Wi =log (Xn—_i1,+in) —log (Xn_1,n), 1<i<l,. (6.2.1)

Note-se que W1 < Wy < ... < W;,. Com uma escolha adequada da sequéncia l,, o estimador de
Hill pode ser facilmente escrito a custa destas v.a. Seja k, uma sequéncia de inteiros positivos
satisfazendo a condigdo (6.1.2). Se para cada n € N tomarmos l,, = k,,, entao

k
1 &
FH, = — W;. 6.2.2
3 (6:22)
Introduzamos agora o bootstrap. Considere-se a amostra Wy = (Wl* W, W,:) obtida por

naive bootstrap da amostra Wy, = (Wy, Wa, ..., W ). Usando a representacao acima para EH,,
a sua versao bootstrap é definida como:

1 o
EH; =+~ ; W (6.2.3)
O modelo caracterizado pela equacdo (6.1.1) pode também ser escrito com base na funcao
quantil da f.d. F', obtendo-se:
F'(1—y)=y <L(y), O0<y<lI, (6.2.4)
onde L é uma funcao de variacao lenta em zero, isto é,
~ (1
L(y)=L (y) )

onde L’ é uma funcao de variagao lenta em infinito.
Vejamos, agora, os resultados principais relativos a distribuigao assimptotica de FH,, e EH.

Teorema 6.1. (Heusler e Teugels (1985))
Assumamos que F satisfaz a condi¢ao (6.1.1) e que k,, € uma sucessao de inteiros positivos
satisfazendo (6.1.2). Se

\/E/loo y_c_l—F[F—1(1_’j;(1+j;—n))y] A

kn T n— 00
0 (1 + ) y

uniformemente em x num conjunto compacto, entao

1
c\V kn (EHn - c) PN (0,1), quando n — oo.

Teorema 6.2. (J. Bacro e M. Brito (1998))
Assumamos que F satisfaz a condi¢ao (6.1.1) e que k,, € uma sucessao de inteiros positivos

satisfazendo (6.1.2). Se
L (ytk=
log< N(yin))
L(%)

uniformemente em t num conjunto compacto contido em |0, 0o[, entao, em probabilidade, para todo
0y

Vi sup

1
mfyfl

— 0 (6.2.5)

P [c\/E(EH;; “EBH) <y | Xnk,ns XM} B (y). (6.2.6)

n—oo

Observagao 6.1. Tendo em conta os resultados de Bickel e Freedman (1981) acerca do bootstrap
da média, é fdcil verificar que o Teorema 6.2 ainda prevalece se o tamanho da reamostra for
diferente do numero k, de excedéncias usado. E’, pois, suficiente substituir \/k, por /My nas
equagoes (6.2.5) e (6.2.6), onde m,, denota o tamanho da reamostra.
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Observacao 6.2. Usando o facto de EH, ser um estimador consistente de ¢, conclui-se ime-
diatamente pelo Teorema de Slutsky que o Teorema 6.2 permanece verdadeiro se ¢ for substituido
por EH Y, em (6.2.6).

Posto isto, vejamos como utilizar estes resultados para construir intervalos de confianga para o
parametro c.
Considere-se a raiz

Ry = R (Xt s Wi ) €) = /B (EH,L _ 1) (6.2.7)

c
e a sua versao bootstrap de cauda

R = Ry (Xnppns W} ), EH,) = EH,\k, (EH), — EH,). (6.2.8)

mn

Denotemos, por Hy, (-, F) a f.d. da raiz R,, definida em (6.2.7), por H4 (-, F') a respectiva f.d.

~

assimptdética e por Hpe (¢) a devida f.d. bootstrap de cauda que se define através da relagéo:
Hpo (x) = PR, < @ | (Xn-kym Wi,
Pelo Teorema 6.1 concluimos que Hy (-, F)) = @ (-). Pelo Teorema 6.2 e notas subsequentes te-

’ﬁgc ()—Ha (,F)H > s} = 0, donde deduzimos que Hpc (R,) —

U ~ Ujp,1). Assim sendo, em analogia a secgao 3.2, considere-se o intervalo de confianga unilateral

mos que Ve > 0lim,, .o P [

{C:Rn §f[§é(1—a)}

~ {C:I/-\[Bc(Rn)Slfa}.

Cgec

Pelo facto de Ve > 0 limy, .o P [Hﬁgc ()—Ha (,F)H > 6] = 0, é possivel mostrar, como foi
o0
feito na prova da Proposicao 3.2, que o intervalo de confianga C'g¢ é assimptoticamente consistente.

7. REFINAMENTO DO METODO BOOTSTRAP DE CAUDA

7.1. Introdugao. As simulagdes apresentadas por J. Bacro e M. Brito (1998) sugerem que a
velocidade de convergéncia do bootstrap de cauda é lenta. Tendo isto em conta, com o intuito
de acelerar a ordem de convergéncia, resolvemos adaptar a pré-pivotagem ao bootstrap de cauda.
Designaremos esta adaptacao por pré-pivotagem de cauda.

Numa primeira etapa faremos a introducao ao procedimento de adaptacao da pré-pivotagem.

Posto isto, averiguaremos a sua consisténcia, no sentido de mostrar a aplicabilidade do método.

Numa etapa posterior, sob certas condicoes, determinaremos a ordem de convergéncia do
método de bootstrap de cauda para depois compararmos com a ordem de convergéncia da adaptagao
da pré-pivotagem ao boostrap de cauda.

7.2. Descricao do Procedimento Pré-Pivotagem de Cauda. Considerem-se a raiz R,, defi-

nida como em (6.2.7), a respectiva versao bootstrap de cauda R definida pela equacdo (6.2.8) e

as suas distribuigbes assimptética e bootstrap de cauda como foram definidas na seccao 6.2.
Definamos a nova raiz:

Ry = Ry ((ankn,nuwkn) ?C) = ﬁBC (Rn) ’

com f.d. Hy,; (-, F). O procedimento consiste em aplicar o bootstrap de cauda introduzido na

seccao 6.2 a nova raiz R,;, calculando a respectiva distribui¢ao bootstrap de cauda H Bo (4).
Deste modo, & semelhanga do que foi feito em (4.2.1), é possivel construir o intervalo de confianga:

Coor = {e: Rt (Xntms Wi,) 1¢) < Hgdy (1= )}
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7.2.1. Aproxzimagées de Monte Carlo para o Cdlculo de ﬁBCl (+). Na notacao habitual temos que,

H,(z,F) = P[R,<zx],
Hpi (2, F) = P[P[R; <R,|(Xn—k,n W, )] <zl.
As distribuigoes bootstrap correspondentes a estas f.d. podem ser expressas da seguinte forma:
Hpo () = PR <z | (Xn_pon Wi, (7.2.1)
Hpei(z) = P[P[RY <RL| (Xnohyms Wi, Wi )] <@ | (Xnp s Wi, )], (7.2.2)
onde
Ry =Ry (Xn—pp . Wio) , EH}Y) (7.2.3)

e Wi é uma amostra obtida por naive bootstrap da amostra Wy, .
As representacdes (7.2.1) e (7.2.2) sugerem o seguinte algoritmo para aproximar Hpc (+) e
Hpea ().
(1) Obtenham-se amostras bootstrap Wy |, Wy o, ..., W}, cada uma conseguida por naive
booststrap da amostra Wy, ;
(2) Para cada j, construam-se N amostras Wi* ., Wy
da amostra Wi
(3) Defina-se Z; como sendo a proporgao de valores do conjunto

{R" ((Xn—kn,nyw;;:’j,k) ,EH:L) 1<k < N},

*

*ok o
g2 ""Wkn.,j,N por naive bootstrap

que sao inferiores ou iguais a R, ((Xn,kmn,Wzn_j) ,EHn);
(4) Construa-se a f.d.e. com base no conjunto de v.a. iid. {Z;:1<j < M}, que constitui
uma aproximagao de Hpc1 para N e M suficientemente grandes.

7.3. Notagao e algumas consideragoes. Antes de continuarmos, facamos uma pausa para
introduzirmos alguma notacdo e consideragbes prévias que nos serdo teis posteriormente. A
notacao e defini¢oes introduzidas nesta seccao serao as utilizadas no resto da sequela.

Seja X,, = (X1, Xs, ..., X,,) uma a.a. obtida de uma f.d. F' que satisfaz (6.1.1). Considerem-se
(Wi)1<i<p, definidos pela expressio (6.2.1). Considerem-se as amostras Wy, = (W1, Wa, ..., Wi, ),
Wi = (Wi, W5, ...,W; ) obtida por naive bootstrap de Wy, e W;* = (Wy, Wy, ..., Wy,) obtida
por naive bootstrap de Wy . Considerem-se, ainda, o estimador de Hill EH,, definido pela equagao
(6.2.2), a sua versao bootstrap EH;: definida pela equagdo (6.2.3) e a versao bootstrap de EH,:
definida por

k

1 n
EH = — E 7 7.3.1
n kn gt i ( )

Considere-se, por fim, a rafz de Hill definida pela equagao (6.2.7), com f.d. que denotamos por
H,, (-). Definamos uma versao bootstrap de cauda de R,, da seguinte forma:

R =c\k,(EH — EH,), (7.3.2)
e uma versao boostrap de cauda desta ultima pela equagao:
R =c\/k,(EH* — EH). (7.3.3)

Denotemos por H g a distribuicao bootstrap de cauda de R,, definida por

ﬁBC () =P[R, <z | (Xn—knn, Wg,)].
Definamos, agora, a raiz
Rnl = I/T\[BC (Rn) =P [R:, S Rn ‘ (Xn—kn,n,Wkn)]a
e a sua versao bootstrap de cauda

= PR <R | (Xnopn Wi, W )]
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Denotamos por H,; () a f.d de R, e por ﬁIBCl a sua distribuicao bootstrap de cauda dada pela
equagao:

Hper () = PRy < o] (Xook,m Wi,)] =

= P [P [Rj;* <R | (Xn,kmn,Wk

71’W;:'n)] <z | (Xn*kmmwkn)] .
Atentemos, agora, a alguns argumentos que se revelarao bastante tteis.
Como X; 2 g (Us), onde U; ~ Upg 1), 1 < i < ky, entdo é possivel escrever sem perda de
generalidade
W; = 1OgF_1 (Un—kn-&-i,n) - IOgF_l (Un—kn,n) .
Usando a equagao (6.2.4) obtém-se a seguinte representacao para 1 <i <k, :

1 LY;(1-U,_
W; = —=logY; + log Qi {1 = Unoun)) _ Q(Yi, Un—kyn) s

c L(l — Un—kn,n)

onde
Y‘ o 1-— UnfknJri,n
= ————n
1- Un_knvn
Seja Gy, a f.d.e. associada a Y7,Y>,..., Yy e suponhamos que Y7, Y5, ..., Y)” sao, condicional-
mente, v.a. iid. com f.d. Gy, , dada a amostra Y7,Ys,...,Ys, . Note-se que a distribuicdo
condicional de W:kn, dada a amostra Y7,Ys,..., Yy, e Up_g, n, ¢ a mesma de @ (Yi’:‘kn, Un,kmn).
Analogamente, assumindo que G ¢ a f.d.e. associada a Y7",Y5", ..,V e que Y™, Yo, . V)~
sao, condicionalmente, v.a. ii.d. com f.d. G}, , observa-se que, dada a amostra Y7*,Y5",....,Y" e
: : P k% 4 ok : Yok

Un—k, n, a distribuicao de Wi,kn é a mesma de Q) (Y%"7 Un,kmn). Designemos por k. f.d.e.

3 * 3k *k k%
associada a Y7, Y5, . Y™

Note-se que

(—log (1 —Upp), —log (1= Usp) sy —1og (1 = Up.)) 2 (Z1ms Zams ooos Znm)

onde (Z1 pn, Z2ny -y Zn,n) € um vector de estatisticas de ordem de uma a.a., de dimenséo n, com
uma lei exponencial de pardmetro 1, Exp (1). Conclui-se, assim, que

- IOg (}/:L) 2 ank,ﬁH’,n - ankn,n 2 Zi,kn (734)

onde Z; i, ¢ a i-ésima estatistica de ordem de uma a.a., de dimenséo k,, com lei Ezp(1). A
segunda igualdade da expressao (7.3.4) resulta do Lema 1.4.3. e do Teorema 1.6.1. da referéncia
[15]. A titulo de nota, realce-se que

(1-Y1,1=Ya, s 1 =Y ) 2 U1, Usors oo, Unie) s (7.3.5)

onde (U1 k,,Uszk
com uma lei U ).
Estamos, agora, em condigoes de escrever

k k ¥
1 & 1 & LYi(1=Unp g
Bo = VEn|i- > Zig, —1 Vg > :1og< ( o ))> =
i=1 i=1

(
L1~ Up—pon)
I(n)+1I(n),

- Unk,) ¢ um vector de estatisticas de ordem de uma a.a., de dimensao k,,

ny e

o L(Yr (1=Unpym
+c\/aki210g E ik, { : )> =
" i=1

L (Yz (1 - Unfkn,n))

=yl
S x
I

1 o 1 o
\/E E§Z;kn - HZlZi,kn

I’ (n) +I1' (n),
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| dn L(Yi, (0= Unsn))
B = Vi |e oz, kz NN zlog | -

= Vi, (1= Unoion))

= I'"(n)+ 11" (n).

7.4. Consisténcia Assimptética. A préxima proposi¢do permitird concluir a consisténcia as-
simptotica do intervalo de confianga Cgcy. Faremos a prova da proposi¢do num esquema de-
monstrativo muito semelhante ao usado na demonstracao do Teorema 6.2, que pode ser vista na
referéncia, ja citada, J.Bacro e M. Brito (1998).

Teorema A. Considere-se R definido por (7.3.3). Nas condigoes do Teorema 6.2 temos que
Vi [R:;* <z | (ankn,nawknawzn)] - (I)(LC),
em probabilidade.

Demonstragao. (Teorema A)

Pelo Teorema de Malmquist (vide referéncia [15], secgao 1.6), é facil ver que o vector (Y1,Y2, ..., Y%,)
¢ independente de U,,_y,, », € por conseguinte, o vector (Yl*, Y5, ..., Yk*) é também independente
de Up—p,, n, pelo que:

PI"(n) <z |Y Y5, ..V Y1,V . Ye, , Unpn] =
= P[I"(n) < | Y Yy, .Y V1, Ys, . V0]

_1
Uma vez que a ordenagao das v.a. de uma amostra nao altera o valor da soma global, ky, 21" (n)
pode ser considerado como a diferenga entre a média de v.a. i.i.d. com f.d. G}, e a correspondente
média bootstrap. Aplicando o Teorema 3.3 concluimos que:

P [I” (n) <z |Y] Y5, . Y Y1,Ys, ., Ve, Un,kmn] e o (z), gq.c

Considere-se, agora, o erro [1” (n). Tendo em conta que, dado Y7*, Y5, ... Y . Y1, Yo, .., Yy s Un g, s

1 1 1 E 1
Lo =3 _ (y(A-Un—ky .m ok _ _ L(y(1—Un_g,, n)) *
Ck:n 11" (n) —/Yk log T, Ol n))dG (y) /Yk log T, Ol ) dG ()

resulta que

+

1 ~
[ tog st ay ()

1 -1 " ‘
Lk 211 <
. ()| < v Vi (1=Un—,n))

1 ~
L(y(1-Us i)
/ log 751 Gty G, )

n

IA

1 ~
/ ‘log Ly(1=Un—ky .n)) ’dG** y) + / ‘log Ly(-Un—rp.n)) aG; ()
Ykn

Ykn(l Un— knn L(Ykn(l_Unfkn,n))

Z‘(y(lfUn—kn,n)) ’

< 2 sup ‘logZ(Ykn(lfUn—kn‘")).

Ykn <y<l1

A dltima desigualdade advém do facto de 1 > Y; > Yy > ... > Y, | f;k dé,’;: (y) < 1le
I dézn (y) < 1. Notando que

Yip
L(y(1=Un_1y.n)) ’ L(y(1=Un_,.n)) L(Yiy (1=Un_y.n))
su lo < su log = —=p=fn2 | 4 o —
Yknjjq‘ E Lo sy viogo<1| B (%) ‘ &I
< 2 sup log LU0=Tsa, m‘
Yie, <y<1 L(%)

resulta que

1
|[II" (n)| < 4ck?  sup
Vi, <y<1

log o~
L(%)

n

Z@u—uamm»«
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Seguidamente, escolha-se (A1, A2) € |1, +00[x]1, +00[ e considere-se o acontecimento A,, (A1, A2) =
{)\1_1 <A =Unkym) < A1, /\2_1 < k.Y, < )\2}. Em A,, temos que

3 z 1_Un— n
o sup |log ZW0= Unkn)

Vi, <y<1 L (k)

1
< kg sup sup

1 1
WS?JSI X1 x2 <t<A1

10~7
gL

que converge para zero quando n — oo, pela condi¢ao (6.2.5). Uma vez que P [A,, (A1, \2)] —

n—oo

1, obtém-se que, dado Y75, Y5, ... Y* Y1,Y2, ..., Ye . Upn_k, n, LI (n) — 0, em probabilidade.
" n— o0

Deduzimos entao que

n )

PRy <o | (Xn_kyn Wi, Wi )] — @(x), (7.4.1)

n—oo

em probabilidade. 0

Observacao 7.1. Porque EH ¢é um estimador consistente de %, resulta que € possivel (pelo Te-

orema de Slutsky) substituir ¢ em RX* (observar a sua defini¢do na equacio (7.8.3)) por (EH:)™"

sem que o teorema anterior fique desprovido de validade.

Tendo em conta as observagoes 6.2 e 7.1, a consisténcia assimptdética do intervalo de confianca
Cpey fica estabelecida (usando para R,; a mesma técnica usada para R, na demostracio da
proposicao 3.2) se mostrarmos que

P[P [RY <Ry | (Xp—topns Wi, , Wi )] < 2| (Xp—p s Wi,)] — @, (7.4.2)

n
n—oo

em probabilidade. Para o efeito, observemos que
P [R,*L* <R (Xn,kmn,Wkn,Wzn)] =Q+ S5,

onde
Q=P[R <R, | (Xn-kpn Wi,, Wy )| —®(R})

S=®(R}).
Usando o Teorema de Polya e a proposigdo A é possivel mostrar que
Ve>0:P[Q >¢| (Xn—k,n Wi, )] — 0,
em probabilidade. Do teorema 6.2 resulta que
P[S <z | (Xp—k,ns W, )] — ,
em probabilidade. Por fim, aplicando o teorema de Slutsky, verifica-se a veracidade da equagao

(7.4.2).

7.5. Ordem de Convergéncia do Bootstrap de Cauda e Pré-Pivotagem de Cauda. Nesta
secgao, pretende-se determinar o erro cometido na construgao dos intervalos de confianca C'gc e
Cpc1- Faremos isso analisando o erro com que as distribuigoes bootstrap de cauda de R,, e Ry,
aproximam as suas distribuigoes exactas.

Teorema B. Assumamos que a condi¢io (6.1.1) é vdlida, que k, é uma sucessio de inteiros
positivos satisfazendo (6.1.2). Suponhamos que

P [V (n) > ik;j”} =0 (k;j/2> . je{1,2,3}, (7.5.1)

onde _
L 1-Up—i n
log (y( — n, ))‘

L (%)

V(n) =k, sup

Yie, <y<1

Entao, uniformemente em x, tem-se que:
i): sej € {1,2,3}, |@ (@) — Hy (2)] = O (ka'/?);

ii): seje{2,3}, |Hpe (z) — H, (a:)‘ =0 (k') em probabilidade;
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iii): se j =3, (x) — Hpa (z, F)‘ =0 (k;gp) em probabilidade.

Demonstracao. Dividiremos a prova em varias etapas de forma a simplificar a leitura.
- P [|U (n)| > k;f/ﬂ -0 (k;”2).
Notemos que:

1
_ L(=Un—ky.n)) L(Yiey (1=Un_sp.n)
n) = vk, Y. log =77, ) dGy, (y) + cv/ky log L(1=Un—sp.n)

Resulta assim que:

) < e[

L({kn (1-Un—tp,n))
L(l_Un—k".n)

Ly(1=Un_ky.n))
L(l Un k,Ln) de

log

Vk M L(Ykn(l Un—kn.n))
s ¢ / ‘log L(1-Un—ky,n ‘de L(1—=Un—ky.n)
< 2cv/ky, ‘1 LoU-Unspn)) |
< 2ev/by sup_ flog Tt
Mas,
Z(y(lfUn—k 7,)) Z(y(lfUn—k W)) L(l k 77)
sup ‘lo ~—"’ < su lo ~n”‘ + |lo 771"'
Yien <y<1 SRR ACE Yknfsﬁl ETI0 BT
< 2 Sup log L(y(l Ukn kn, n))
T Yi,<y<t L(%)

Assim sendo, temos que |11 (n)| < 4V (n), logo, usando (7.5.1), P {|II (n)] > k;j/ﬂ <P [\V (n)| > k;i/z] =
1o (k;f/ 2), c.q.d.
- P [|II'( )| > ke | (Xn,kmn,Wkn)} = 0, em probabilidade.

Comecemos por notar que, dado (X,_g, n, Wg, ):

1 1 ~
/ _ @A=Un—kn,n)) o _ Ly(A=Un—kp.n
1] = e [ tom gty () - [ tom e aGh, ()

n

L(y 1 Upn— kn, n)) o
< vk / ‘log AT n))‘den (v)
L(y(1=Un—ty.,n)) ~
+e/bn / ’10g T kw))‘den (v)
< 2cvkn, ‘1 L(y(1=Un—1p.n))
= ijlélly)ﬂ 6T L(Ykn (1=Un—kp.n))
Como
L(y(l Un—kp,n)) ‘ L(y(l Un—kp.,n)) L(Yk (1 Up—rnon))
su lo < su log 2L—n—tknnl)| 4 g
ykngi’q‘ B0, (- Unieo)) | = oy [ 8 I(%) ‘ g 5
< 2 sup log((1+knn))’
Ykn <y<1 ( n )

entdo |11’ (n)| < 4V (n), dado (Xp—k, n, Wk, ). Resulta, assim, que

k;j/Q
V() > | (K W)

P I ()] > k7 | (X Wi,)| < P
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Mas,

k‘;j/2 k;j/Q
V(n)> 1 |(Xn,kmn,Wkn) = F|I V(n)> 1 |(Xn7kn,nawkn) =

—j/2
]I{V(n) > kn4 }

Como temos por hipdtese (7.5.1), entao P [V (n) > k;i/Q | (Xn—kn,nywkn)] = 0 em probabilidade.

Em conclusdo, obtemos que P [|II’ (n)| > ke /2 | (Xn_kmn,Wkn)} = 0, em probabilidade.

3-P [|II" (n)] > kp?/? | (Xn,kmn,Wkn,W;;n)] = 0, em probabilidade.

Em virtude da demonstragao deste facto ser inteiramente semelhante & produzida na etapa
anterior, omiti-la-emos.

4- Calculo da expansao Edgeworth de R,

Pela teorema 5.1 a seguinte expansao Edgeworth é valida:

PII(n)<a] = @(@)+ k"1 (0)6 @)+ 'p2 (0) 6 (@) + /20 () 6 (2) + 0 (k,%/2)

= D (x)+ kY2 (@) + ks () + k3 23 (2) + 0 (k,j3/2) _

Usando o método delta (secao 2.7 da referéncia [13]) e tendo em conta o tdépico 1 temos que:

PRy <a] = PI(n)+11(n) <a] < P[I(n) <o+ k2] + P [[11(n)] > k;7/?]

IN

P [1 (n) < o+ k;ﬂ'/ﬂ ) (k;j/2) —PlI(n)<2]+0 (k;i/2) . (1.5.2)
A ultima igualdade, em (7.5.2), pode ser verificada da seguinte forma:

P [I (n) < o+ k;j/ﬂ - 9 (33 + kgj/Q) + kY2, (m + k;;j/?) + ks, (:c + k;ﬂ'/?)
k3254 (x + k;j/z) +o0 (k;;?’/z)
D (@) + by Vs (2) + by sz (2) + by s (2) 4 0 (K, 772)
k92 (6(60) + i 281 () + i s (6) + i /285 (64) )

= PlI(n) <a]+0 (k)

onde 513 52, 537 54 € :|£I,', T+ k’;j/z |:
Por outro lado, temos que

PR, <a] = P{I(n)+II(n)<a]>P [I (n) <a— k;j/ﬂ -P [\H (n)] > k;j/2]
> P [I (n) <z — k;j/z} +0 (k;m) =P[I(n)<z]4+0 (k;j“) . (7.5.3)
Como consequéncia de (7.5.2) e (7.5.3), obtém-se que
P[R,<a] = P[(n)<z]+0 (k;j/2)
= B(x)+k; V2 (@) + K sy (2) + k3 253 (2) + O (k;3/2> .

Deste desenvolvimento, conclui-se facilmente que |® (z) — Hy, (z)| = O (k; 1/ 2), uniformemente

em z. (Note-se que todos os desenvolvimentos produzidos sdo uniformes em x, razéo pela qual
deixaremos de fazer referéncia a esse facto).
5- Caélculo da expansao Edgeworth de R}
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Pela teorema 5.2, tem-se que é valida a seguinte expansao Edgeworth:
PII' (0) <@ | Xty Wi, )| = @ (2) + iy /281 (&) + k'8 (@) + k7285 () + op (k%72

onde §1, 82 e 53 advém de sq, $2 e s3, respectivamente, substituindo os cumulantes (que dependem
dos momentos da distribuigdo Exp (1)) pelas respectivas versoes bootstrap.
Usando, novamente, o método delta e tendo em conta o topico 2, facilmente se verifica que

PR, <o | (Xn—kpn:Wi,)] = P[I'(n)+1I'(n) <z | (Xp—k,n, Wi,)] =
= PU'() S 2| (X Wi, )] + O (k,772)

= B(x)+ kY25 (@) + kS (2) + k3?55 () + O (k;jﬂ)

em probabilidade. R
6- Comparacao entre H, (-) e Hgc (+)
Uma vez que

PR, <@ | (Xn-k,mWi,)] = PRy <all = k2 [51(2) = 51 (2)
53 (2) = 82 (@) + O (K7/2)

em probabilidade, e que os coeficientes de s; diferem dos de s; de Op <k51/2>, entao ’ﬁBC () — Hy (x)‘ =
Op (k; '), desde que j € {2,3}, c.q.d.

7- Comparagao entre H, (‘) e Hper )

Inicialmente, notemos que porque F,; é um estimador consistente de F', existe uma expansao
Edgeworth para R;* semelhante a desenvolvida para R} no tépico 4. Assim sendo, de forma
semelhante ao que ja foi feito, resulta que

P [RIZ* <@+ kP (X, Wi W,ﬁn)] =P[Ry < x| (Xn—kpn Wk, , Wi )] +0 (k;j/Z) .

n?

Posto isto, atendendo ao tépico 3 e célculos efectuados nos tépicos 4 e 5, vem facilmente que
PR < | (Xt W Wi, )] = P [I" (0) < 2 | (Xomp s W, W3, )] + 0 (k7772).

em probabilidade. Consideragoes prévias permitem ainda escrever:

PR <5 | (X g W )] =

= P[I" (1) + 11" (1) < & | (Xamiepns Wi, W3, )] + 0 (1772)

em probabilidade.
Lembrando que R;,; = P [R;';* <R} | (ankn,na Wk, Wzn)], resulta que

n

G = P+ IT () T (0) + 17 (1) | (Xaoio W, W, )] + O (47772)
= P[I"(n)<I'(n) | (Xn—kpn Wi, W} )] +0 (k;j/Q) ,

em probabilidade.
Analogamente se constata que

Ray = P[I' (1) <1 (0) | (Xu-kyns Wi, )] + O (k,772),

em probabilidade.
Verifica-se, por fim, de acordo com o estudo feito por Beran (1987), que

PRy <@ [ (Xnkym, Wi, )] = PR, < ]| =
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= P[P[I"(0) < I'(0) | (X Wi, W1 )] + O (K79/2) <0 | (X, Wi, )]
(

_p [P[I’( ) < ( )| (X mn,wkn)]-i-O(k};j/Q) sx}

= P[P[I"(n () | (Xt s Wi, Wi )] < @ | (Xnmpins Wi, )]
~P[PII'(n > () | (X s Wi, )] < ] + 0 (972
= oK),
em probabilidade, se j = 3. O

7.6. Exemplo de Aplicagao. Consideremos a familia de funcoes de distribuigdo cuja cauda tem
o seguinte comportamento limite (vide Haeusler e Teugels (1985) e referéncias citadas):

1-F(z)=Kz™° [1+O(a:_ﬁ)].

Escolhamos um caso particular desta familia tomando K = 2, ¢ = 3 = 1. Entao F~!(y) =
(1—y)"" +2, quando y — 1, donde se conclui que L (y) = 1+ 2y. O objectivo é mostrar que
para uma escolha adequada da sequéncia k, (6.1.2), a condicao (7.5.1) é satisfeita. Para o efeito
atente-se aos cdlculos seguintes.
L(y(1=Un—1y.n)) 14+2y(1—Un gy, )

log 7 = log p—knl = gup
L(%) 125 Yie, <y<1

Un—kp.n —Un—kp.n
log ((IL(M . >>’ g LDyt

142(1=Un 1yy.n)

1 D
08 14250 -

= |log (142U, 41,n) — log (1 + 2%”

log (1 42Uk, +1,n) —log (14 252)| =2 |Uy, 11,0 — &2| (1 +0(1));

P [%/E |Ukn+1,n - ’%"

> ikﬁw] = P|Ukt1n— 2| > 557 =

E ((Uknﬂ,n - ’%”)2)
14 ’

IN

P[(Uer 5> ]

onde a ultima desigualdade é obtida por aplicacao da desigualdade de Markov.
Como

E ((Ukn-i-l,n — %)2> =F ((Ukn-&-l,n — kﬁ’_:_ll>2> (1+0(1))

Entl_(kadl)?

2
Ept1 _ _ 3 -
E ((Ukn+17n - nfl ) ) =V Uk, 1n) = 5,

4/13

resulta que se escolhermos k, < n
satisfeita.

, entao, para n suficientemente grande, a condigao (7.5.1) é

APENDICE A. ALGUNS RESULTADOS

Teorema A.l. (Glivenko- Cantelli)
Suponhamos que X1, Xs, ... € uma sucessao de v.a independentes com f.d. F. Designemos por
F, a f.d.e. associada as n primeiras varidveis, X1, Xs, ..., X,,. Entdo

|F — Fll,, — 0,q.c.
n—oo
Teorema A.2. (Polya)
Sejam F, G1, G5 ... fd. Se G, —= F e F € continua entio
lim |G, — F|,=0
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Corolario A.3. (do Teorema de Slutsky)
Seja c € R. Se

X, 2 xey, Le
entao
X, +V, 2 X+

Y, X, 2 X,
Os resultados deste apéndice podem ser vistos, por exemplo, na referéncia [8].
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