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13.1. Introducao

Neste capitulo abordaremos o Teorema limite de cadeias de Markov e o Teorema de
recorréncia de Poincaré, assim como algumas consequéncias dos mesmos. Apesar de terem
uma formulacao simples, o contexto em se inserem é bastante abstracto, o que por vezes
pode toldar a sua melhor compreensao. Isto é particularmente verdade no caso da aplicacao
do Teorema de recorréncia de Poincaré que serd apresentada, e que criou alguma celeuma
por parecer desafiar a Segunda Lei da Termodinamica. Como muitas vezes acontece nestas
ocasioes, a origem do mal-entendido reside numa compreensao incompleta do resultado.
Foi nosso objectivo apresentar o contexto, introduzindo as vérias nogoes e definicoes que
invariavelmente envolvem um grau de abstraccao elevado, fugindo a tentagao de evitar os
conceitos mais sofisticados ou de apresenta-los simplesmente na sua forma final, elegante
e depurada. Assim, tanto quanto nos foi possivel, fizemos acompanhar a nudeza pura das
definigoes e conceitos, com comentdrios e exemplos que ilustrassem a sua necessidade e/ou
proposito.

No caminho (longo) que conduziu ao enquadramento dos dois teoremas acima menciona-
dos, fizemos uma introducao a Teoria da Probabilidade em que lidamos com conceitos como
o-algebra, medida de probabilidade, mensurabilidade, variavel aleatoria, independéncia.
Fizemo-lo nao s6 pela vontade de tornar o texto o mais auto-contido possivel, mas também
porque a nossa experiéncia como docentes revela a dificuldade que existe em apreender
estes conceitos. De facto e a titulo de exemplo, observamos com frequéncia a dificuldade
que os alunos tém em responder a questoes simples como: “Conhece algum acontecimento
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2 13. QUANTIFICAR O ACASO

de probabilidade zero que nao seja impossivel?”, “O que é uma variavel aleatéria?” ou
“Para que servem as variaveis aleatorias?”, apesar destas serem usadas copiosamente nos
cursos de Probabilidade e Estatistica. Tivemos entao a intencao de abordar estes conceitos
numa perspectiva tedrica mas motivada com explicagoes que apelassem a intuigao ou que
elucidassem o seu objectivo.

Na Seccao 13.2 lembramos alguns conceitos preliminares de foro genérico que serao us-
ados posteriormente. Na Seccao 13.3 faremos uma introducgao a T eoria da Probabilidade e
apresentaremos as definicoes de o-algebra, medida de probabilidade, probabilidade condi-
cional, independéncia, variavel aleatéria, entre outras. Como referéncia e fonte de leitura
complementar para esta seccao, aconselhamos os livros (Feller, 1950), (Kingman e Taylor,
1966), (Gongalves e Lopes, 2000).Na Seccao 13.4 faremos uma pequena exposigdo sobre
cadeias de Markov, o seu Teorema limite e aplicagoes. A bibliografia recomendada, neste
caso, sao os livros (Anton e Rorres, 2005) e (Karlin, 1969) Finalmente, na Secgao 13.5,
abordaremos o Teorema de recorréncia de Poincaré e uma aplicagao sua a Termodinamica.
Apontamos como referéncias bibliogréficas os livros (Petersen, 1989) e (Walters, 1982).

13.2. Nocgoes introdutérias

13.2.1. Convergéncia de séries numéricas. Dada uma sucessao de niimeros reais
{ay }nen, a sucessao {S, }nen definida por S, = a1 +as+az+...+a, =Y ., a, diz-se a
sucessdo das somas parciais da série >, a;.

DEFINICAO 13.2.1. A série 2;010 a; diz-se convergente com soma S, e escreve-se

+oo
S == E a;,
i=1
se existir um numero real S tal que

S= lim S,.

n—-—+o00

Caso contrario a série diz-se divergente.

EXEMPLO 13.2.1 (Série geométrica). Seja 0 < p < 1. Para cada n € N, tomemos
a, := p". Vejamos que a série Z+°° p" = p+p*+ ... é convergente e

n=1
+oo
n__ P
p = 1-,
n=1 p
Para verificarmos isso observe-se que

(1=p)Se=QQ—=p)p+p*+...+")

:p_p2+p2_p3+p3_p4+_pn+pn_pn+1
=p—p"
Resulta entao que
g _p_pn-i-l P
L =

1—p notc 1—p
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F1GURA 13.1. Sequéncia crescente de conjuntos

13.2.2. Operacoes de conjuntos. Seja {2 um conjunto e Ej, Es, ... uma sequéncia
de subconjuntos de 2. Definimos:

+oo /400
limsup E,, := ﬂ (U Ez)

n—oo .
n=1 \i=n

+oo [+
linlinf E, = U (ﬂ E,) .
n=1 \i=n

Se a sequéncia {E, }nen for tal que limsup,, . F, = liminf, ., E,, entdo dizemos que E,
converge e definimos o conjunto limite

E = lim E, = limsup F,,.
n—00 n—00

Observe-se que x € liminf, . F, significa que x pertence a todos os conjuntos F,, a
excepcao de uma quantidade finita deles; de facto, x € liminf,,_, ., F, é equivalente a existir
N € N tal que =z € E,, para todo n > N. Por outro lado, x € limsup,,_,., F, significa que
x pertence a uma infinidade de conjuntos E,, isto é, existe uma sequéncia {n;};eny C N tal
que x € E,, para todo i € N. Observe-se que liminf, ., E, C limsup,_,. E,. Fazemos
ver que a notacao A C B significa que se © € A entao x € B, e em particular pode suceder
que A =B.

Dizemos que uma sequéncia {E, },en é crescente se E, C E,.1, ¥Yn € N, e dizemos
que uma sucessao é decrescente se E,.; C E,, Vn € N. Uma sequéncia {E, },en diz-se
mondotona se for crescente ou decrescente.

OBSERVACAO 13.2.1. Qualquer sequéncia mondtona é convergente.
(i) Se {E, }nen for crescente, entdo temos que

n—oo

+oo +o0 +oo +oo
UE=UE e [()E=E. Log lim E, = | J E:.
i=n i=1 i=n i=1
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F1GURA 13.2. Sequéncia decrescente de conjuntos

(ii) Se {E), }nen for decrescente, entdo temos que

+oo —+00 +oo +o0
UE=E. e ()E=()E. Log nhjgoEn:ﬂEi.
i=n i=n i=1 i=1
EXEMPLO 13.2.2. Seja 2 = R e, para cada i € N, seja E; = [1/(2i),1 + 1/i]. Entao
se definirmos, para cada n € N, 4, = U=F;, = (0,1 4+ 1/n] e B, = N F; =
(1/(2n), 1], temos que {A, }r,en ¢ decrescente e {B,},en ¢ crescente. Resulta entdao que
limsup,_,. . E, = ;;OZ A; = (0,1] e liminf, ., B, = jzoi B; = (0,1]. Em particular

temos que lim,, ., E, = (0, 1].

EXEMPLO 13.2.3. Seja 2 = R e para cada ¢ € N, seja E; = [0,2 + (—1)"]. Definindo,

para cadan € N, 4, = U= F; =[0,3] e B, = (> E; = [0, 1], facilmente se observa que
limsup,_,, . E, = ;;OZ A; =10,3] e liminf, . E, = jzoi B; = [0,1]. Neste caso, nao

existe lim,, o F,.

13.2.3. Fungoes, imagem reciproca e propriedades. Ao longo deste capitulo,
sendo A e B dois subconjuntos de um conjunto X, usaremos as seguintes notagoes:

B—A:={reB:x¢gA}

AY = X — A,

Seja f : X — Y uma funcao. Dado um conjunto A C X definimos a imagem de A por
f como

f(A)={yeY: f(x) =y para algum = € A}.
Lembremos que f é injectiva se, para todo z1,zo € X tais que x; # xo, se tem que
f(z1) # f(x2). Quando f(X) =Y entao dizemos que f é sobrejectiva. Se f for injectiva
e sobrejectiva entdao f é invertivel, i.e., existe f71 : Y — X tal que fo f7! = Idy e
flof=1Idx,ondeldx : X — X, Idy : Y — Y denotam a fungao identidade (Idx(z) =
eldy(y) =y paratodoxr € X ey €Y).
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DEFINICAO 13.2.2. Seja D C Y. Definimos a imagem reciproca de D por f, que
denotamos por (D), como

fY(D):={xeX: f(x) e D}

Observe-se que a imagem reciproca de um conjunto esta sempre definida, independen-
temente de f ser invertivel ou nao. Quando f é invertivel, a imagem reciproca de D C Y
por f coincide com a imagem de D pela funcao inversa de f, o que revela a adequabilidade
da notagao usada para imagem reciproca.

ExEMPLO 13.2.4. Consideremos f : R — R dada por f(z) = 2?. Facilmente se verifica
que:

= {([—170]) = f([=11]) = [0, 1],

1) = (=3, 1)) = [-1,1],
,4)) = (=2,-1]U[1,2).

PROPOSIGAO 13.2.1. Para todo A, B C X e qualquer sequéncia {A;};ey com A; C X,
para todo i € N, temos:

)
)
) f(ANB) C f(A)
) f(A)— f(B) C f(A—
) ANB# 0= f(A)Nf(B)#0

) AN B =10e f éinjectiva = f(A)N f(B) =10
) f é sobrejectiva = (f(A))Y C f(AY)

A prova desta proposicao decorre da definicao da imagem de um conjunto por f, é
simples e como tal deixamo-la como exercicio. Prova-se também facilmente que as de-
sigualdades que aparecem podem ser estritas bastando para isso exemplificar com funcoes
nao injectivas.

PROPOSIGAO 13.2.2. Para todo A C X, D, E C Y e qualquer sequéncia {D;};eny com
D; C Y, para todo ¢ € N, temos:

1) f7H(0) =90

F Uiew D) = Usen
DCFE= fﬁl(D) C
fFDNE)=f=(D
fUD) — f7HE) =
(f~H(D))E = (D )

AC f7Yf(A)) ese f é injectiva entdao A = f~1(f(A))

(8) f(f~Y(D)) C D ese f ésobrejectiva entao f(f~'(D)) = D.

fH(Dy)
fH(E)
)ﬂf_l(E)
(D - FE)

Esta proposicao afirma que o operador f~!, ao contrario do operador f, comuta com as
operacoes de conjunto e a sua prova decorre das defini¢oes de imagem reciproca e imagem
de conjuntos por f. A titulo ilustrativo fazemos apenas a prova da afirmagao (4).
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DEMONSTRAGAO. Mostremos primeiro que f~Y(D N E) C f~Y(D)n f~YF). Se z €
YD NE) entao f(x) € DN E, o que implica que f(z) € D e f(x) € E, ou seja,
re fYD)exe fTUE).

No segundo passo, mostremos que f~(D)N f~Y(E) C fFY(DNE). Sex e f~(D)N
f~YE), entdao f(x) € D e f(x) € E; logo f(x) € DNE, ouseja, x € f~{(DNE). O

13.3. Probabilidades e variaveis aleatorias

13.3.1. Nocao de medida de probabilidade. No que se segue nao falaremos de
probabilidades sem estar subentendido um espago de acontecimentos associado a uma ex-
periéncia aleatéria conceptual. Assim sendo, comecemos por considerar uma experiéncia
aleatéria e um conjunto €2, que modela a experiéncia, no sentido em que todo o possivel
resultado da experiéncia é completamente descrito por um e um s6 elemento de 2. Desig-
namos os subconjuntos A C §2 por acontecimentos e {2 por espago de acontecimentos. Uma
vez realizada a experiéncia, dizemos que o acontecimento A C ) ocorreu se o elemento de
Q que representa o resultado obtido estiver contido em A. O conjunto vazio (), que nunca
ocorre, é designado por acontecimento impossivel. Ja o conjunto de todos os possiveis re-
sultados da experiéncia €2, que ocorre sempre que se realiza a mesma, diz-se acontecimento
certo.

Para exemplificar, consideremos a experiéncia que consiste pegar numa moeda, que
num dos lados tem uma face representada e no outro uma coroa, lanca-la ao ar e depois
desta cair, observar qual das superficies fica voltada para cima. Escolhemos o conjunto
O = {F,C} para espaco de acontecimentos, em que o elemento F' representa o resultado
da experiéncia em que a superficie da moeda com uma face representada fica voltada
para cima e C' representa o caso em que a superficie voltada para cima ostenta uma
coroa. Os conjuntos (), {F'}, {C} e {F,C} representam os acontecimentos realizdveis. Se ao
realizarmos a experiéncia, a superficie com uma coroa representada fica voltada para cima
dizemos que os acontecimentos {C'} e {F,C} ocorreram (pois C' é elemento de ambos)
enquanto que os acontecimentos {F} e () ndo ocorreram (porque C' nao é elemento de
qualquer um dos dois).

DEFINICAO 13.3.1. Consideremos uma classe de subconjuntos de €2, que denotamos
por B, com as seguintes propriedades:

(a) 0 € B;

(b) Se Ay, As, ... é uma sequéncia de acontecimentos de B entdo |J;5 4; € B;

(c) Se A € Bentao 2 — A € B.
Qualquer classe de subconjuntos de  que satisfaca as propriedades (a), (b) e (¢) diz-se
uma o-dlgebra.

Verifica-se facilmente que se B for uma o-algebra, entao
(1) Qe B;

(2) Se Ay,...,A, € B,entao |J._, A, e Be(_, 4 € B;

(3) Se A, B € Bentao A— B € B;

(4) Se Ay, As, ... é uma sequéncia de acontecimentos de B, entao ;Of A; € B;

(5) Se Ay, As, ... é uma sequéncia de acontecimentos de B, entao limsup,, ., A, € B

e liminf,,_.. A, € B.
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A nocao de o-algebra podera parecer introduzir abstraccao despropositada para o ob-
jectivo de definir medida de probabilidade. Na realidade, pretendemos definir uma funcgao
que permita medir subconjuntos de 2 atribuindo-lhes um “peso” que expresse a “proba-
bilidade” de, ao realizarmos a experiéncia aleatoria, se observar um resultado que pertenca
ao subconjunto em causa, ou seja, que permita quantificar a probabilidade de ocorrer um
determinado acontecimento. A o-algebra providencia o habitat natural para definir esta
funcao peso. A razao é que queremos que esta funcao peso tenha propriedades algébricas
relativamente as operacoes de conjuntos. Por exemplo, pretendemos que o peso da uniao
de dois acontecimentos disjuntos seja a soma dos pesos individuais de cada um. Ora a
questao é que nao é claro que seja sempre possivel “pesar” a uniao de acontecimentos cujo
peso conhecemos. Esta afirmacao perde significado se considerarmos que a fungao peso esta
definida na classe de todos os subconjuntos de ). Porém, ha espacos de acontecimentos de
tal forma grandes para os quais nao é possivel definir uma fungao peso em todos os seus
subconjuntos. E nestes casos que a o-algebra se revela fundamental pois dé-nos a estru-
tura algébrica necessaria para garantir que é sempre possivel quantificar a probabilidade
de acontecimentos que resultam da aplicacao das operacoes de conjuntos a acontecimentos
cuja probabilidade ja sabemos aferir. Na maior parte dos exemplos dados, e sempre que
possivel, tomaremos a classe de todos os subconjuntos de {2 como a nossa o-algebra.

Para concretizar, analisemos os dois casos que se seguem.

Deixando os detalhes para o Exemplo 13.3.2, consideremos o lancamento de um dado
de 6 faces numeradas de 1 a 6. Neste caso, tomamos para espaco de acontecimentos
Q={1,2,3,4,5,6}. Sao exemplos de acontecimentos os subconjuntos: {3}, {1,3,5}, que
representam, respectivamente, os resultados do lancamento de um dado em que a face com
o numero 3 ficou voltada para cima e o acontecimento correspondente a um langamento
em que o numero da face voltada para cima é impar. A o-algebra natural nesta situacao
¢ a classe de todos os subconjuntos de €2 ilustrados no Exemplo 13.3.2.

Quando o espago de acontecimentos é {2 = R (ou qualquer intervalo de niimeros reais)
estamos perante um daqueles casos em que a classe de todos os seus subconjuntos é de-
masiado grande. Nestes casos, comeca-se por construir uma classe de subconjuntos de
forma simples, mas com uma estrutura mais fraca, que depois estendemos para que sejam
satisfeitas as propriedades definidoras de o-algebra. Considere-se a classe de subconjuntos
de R dada pelos intervalos semi-abertos a esquerda:

C={ICR:I=(ab],a<beR} (13.1)

Observe-se que C nao é uma o-algebra porque nao é fechada para a uniao (uma classe C diz-
se fechada para a uniao se a uniao de quaisquer dois elementos de C for ainda um elemento
de C). Por exemplo, (0,1/3] € C e (2/3,1] € C mas (0,1/3] U (2/3,1] ¢ C. Contudo, C é
fechada para a interseccao e, para todo A, B € C, existem C7,(Cy € C disjuntos tais que
A — B = (1 UCC,. Esta propriedade continuaria valida se tivéssemos escolhido intervalos
semi-abertos a direita. Se () fosse um intervalo J C R de numeros reais poderiamos
considerar a classe dos intervalos que resultam da interseccao dos elementos de C com J,
pois esta continuaria a ter as duas propriedades de que C goza.

DEFINIGAO 13.3.2. Definimos a o-dlgebra de Borel B em R como sendo a menor classe
de subconjuntos que contém C definido em (13.1) e satisfaz as propriedades (a), (b) e (c)
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da Definicao 13.3.1. No caso em que 2 = J, onde J é um intervalo de qualquer tipo de R,
a o-dlgebra de Borel define-se como a anterior tomando-se apenas CNJ ={INJ: [ € C}
no lugar de C.

Note-se que hé subconjuntos de 2 = R que nao pertencem a o-dlgebra de Borel.

Uma vez definida a estrutura onde pretendemos definir uma fungao que permita “pesar”
ou “medir” acontecimentos, definamos entao o que entendemos por medida de probabili-
dade e as propriedades que queremos que ela tenha.

DEFINIGAO 13.3.3. Uma medida de probabilidade em € é uma funcao p : B — [0, 1]
definida numa o-algebra B de subconjuntos de 2 com as seguintes propriedades:

(i) Se Ay, As, ... é uma sequéncia de acontecimentos de B tais que A;NA; = (0 Vi # j,

entao o o
u (U Ai) =D n(A);
(i) u(Q) = 1.

De seguida listamos algumas propriedades que decorrem da definicao de medida de
probabilidade.

PROPOSICAO 13.3.1. As seguintes afirmacoes sao verdadeiras.

(1) p(@) =0
(2) Se Ay,..., A, € Bsao disjuntos dois a dois, entao

H (U Ai) = Z A;
i=1 i=1
(3) u(A—B) = u(A) — p(AN B). Em particular, u(2 — B) = 1 — u(B)
(4) p(AUB) = pu(A) + u(B) — p(An B).
DEMONSTRAGAO. (1) Notemos que podemos escrever
Q=AUAU...,
onde A} =Q e A; =0 Vj > 2. Portanto, por (i),

Q) = pu(Q) + Z (),

donde se conclui que u(0) = 0.
(2) Para provar o pretendido basta considerar a sequéncia disjunta

Bi,...,Bp, Boit, ...,

emque B, =A; Vi=1,....n,e B,;; =0 ¥j =1,.... Desta forma, o resultado segue de
(i) e de (1).

(3) Observemos que os acontecimentos A — B e AN B sao disjuntos e que podemos
escrever

A=(A-B)U(ANB).
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Por isso, de (2) segue que
1(A) = WA — B) + n(AN B),
ou equivalentemente,
(A = B) = p(A) — (AN B).
Deste facto e de (ii) conclui-se em particular que pu(Q — B) =1 — u(B).
(4) Como observamos na prova de (3), podemos escrever

A=(A—-B)U(ANDB),

e da mesma forma,

B=(B-A)U(ANB)

AUB=(A—B)U(B—A)U(ANB).

O resultado segue de (2) e de (3).
O

O proéximo resultado da-nos a continuidade das medidas de probabilidade, o que, em
sentido lacto, significa que a operacao “limite” comuta com a medida de probabilidade.

TEOREMA 13.3.1. Seja {A, }neny uma sequéncia convergente de subconjuntos de € tal
que A, € B, para todo n € N. Entao
p( lim A,) = lim u(A,)
n—-—+00 n—-+oo
OBSERVACAO 13.3.1. Note-se que o limite que figura no primeiro membro da tltima
igualdade é o limite de conjuntos definido na seccao 13.2.2, enquanto que o limite do
segundo membro é o limite usual de sucessoes de nimeros reais.

DEMONSTRAGAO. Para cada n € N seja B, = ;LZOZ A;. E facil verificar que B, é uma
sequéncia mondtona crescente de subconjuntos de €2 pertencentes a B. Para além disso,
A:=lim, 1 A, =lim, ., B, = :2 B, € B. Definamos agora F;, = B; e para cada
n € N, tomemos F, .1 = B, +1 — B,. Observe-se que para todo n € N vale que F,, € B,
A== B, = E, e, paratodo i # j, E;N E; = ), ou seja, os conjuntos E,, ddo-nos

uma particao de A em subconjuntos disjuntos.

+oo
u(A) = u(E) por (i) da Definicio 13.3.3
i=1
= 1l E; la Defini¢ao 13.2.1
nirfm;“( i) pela Defini¢ao 13
= liIJIrl ( EZ> por (2) da Proposigao 13.3.1
i=1
= lir_{l w(By) por definicao dos conjuntos F;.
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OBSERVAGAO 13.3.2. O terno (€, B, i) é habitualmente designado por espaco de me-
dida. Referir-nos-emos a p(A) como a medida de A ou a probabilidade do acontecimento A
ocorrer. A o-algebra B determina os acontecimentos mensuraveis, ou, por outras palavras,
os acontecimentos cuja probabilidade de ocorrerem sabemos medir. Assim, A é mensurdvel
se e 86 se A € B. A estrutura que (a), (b) e (c) impdem a B destina-se a garantir que
a coleccao dos conjuntos mensurdveis contém o ) e o € e é fechada para as operacoes de
conjuntos: U, N, —, A, ¢, limsup e liminf. As propriedades que definem a medida de
probabilidade e que delas emanam reflectem aquilo que intuitivamente associamos a nogao
de medir probabilidade. Essencialmente, formalizam que a medida do espaco todo totaliza
1 e que se repartirmos o acontecimento A em pedacos disjuntos, entao a medida de A é a
soma das medidas das suas partes.

Quando a g-algebra é muito grande, como acontece no caso {2 = R em que se considera
a o-algebra de Borel B, uma forma de construirmos a medida de probabilidade é defini-la
primeiro numa classe mais pequena (sem a estrutura de o-dlgebra), como é o caso de C
(ver definicio em (13.1)) dos intervalos semi-abertos, e depois estendé-la' & o-4lgebra B
usando o Teorema da extensao de Carathéodory (veja-se, por exemplo, (Kingman e Taylor,
1966). Essencialmente, é importante reter que, uma vez que se saiba como “medir” todos os
intervalos semi-abertos, é possivel “medir” em toda a o-algebra de Borel de forma coerente.

ExeEmMPLO 13.3.1. Lancamento de uma moeda ao ar
O espaco de acontecimentos associado a esta experiéncia é o seguinte:

Q={FC},

em que {F'} corresponde ao acontecimento “sair face” e {C'} corresponde ao acontecimento
“sair coroa’.
Podemos tomar para o-algebra:

B={0{F}.{C}{F.C}}.
A medida de probabilidade pode definir-se como

N(Q) =0, ﬂ({F}) =D M({C}) =4, u({F7C}) =1,
emquep > 0,q>0ep+q=1. No caso particular de se tratar de uma moeda equilibrada,
temos que p = g = 1/2.

ExeEmMPLO 13.3.2. Lancamento de um dado
O espago de acontecimentos associado a esta experiéncia é dado por

Q0 ={1,2,3,4,5,6},

em que {7} corresponde ao acontecimento “numero de pontos da face voltada para cima
ser igual a ¢”,1=1,2,3,4,5,6.

Tomamos para o-algebra B a classe formada por todos os subconjuntos de €2, cujos
elementos escrevemos na Tabela 13.1.

Notemos que o nimero de elementos da o-algebra ¢ igual 2. Em geral, se o espaco de
acontecimentos () for finito e tiver n elementos, o nimero de subconjuntos diferentes que

1Se € ¢ B sio classes de subconjuntos de Q, p : C — [0, 1] uma funcio de conjuntos e v : B — [0, 1]
uma medida de probabilidade tal que v(A) = u(A) para todo A € C entéo v diz-se uma extensao de p a B.
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0 {1,3} {34} {1,2,5} {2,3,4} {3,5,6} {1,3,4,5} {3,4,5,6}
(1} {14} {3,5} {1,2,6} {2,3,5} {4,5,6} {1,3,4,6} {1,2,3,4,5}
{2} {1,5} {3,6} {1,3,4} {2,3,6} {1,2,3,4} {1,3,5,6} {1,2,3,4,6}
{3y {1,6} {4,5} {1,3,5} {2,4,5} ,2,3,5} {1,4,5,6} {1,2,3,5,6}
{4} {2,3} {4,6} {1,3,6} {2,4,6} {1,2,3,6} {2,3,4,5} {1,2,4,5,6}

{2,3,4,6} {1,3,4,5,6}

{6} {2,5} {1,2,3} {1,4,6} {3,4,5}
{172} {276} {17274} {17576} {3a47 6}
TABELA 13.1. Subconjuntos do espaco

,2,4,6F {2,3,5,6}  {2,3,4,5,6}

{
%
{5y {24} {56} {145} {2,5,6} {
} ,2,5,6} {2,4,5,6} {1,2,3,4,5,6}
d

é possivel formar com os elementos de €2 é igual a 2". A razao para esse valor prende-se
com o facto de que ao construirmos um subconjunto de €2, para cada elemento de €2 temos
2 possibilidades: ele pertence ao subconjunto ou nao pertence. Como ha n elementos em
() entao ha 2" possibilidades distintas de construirmos um subconjunto de 2.

A medida de probabilidade pode definir-se como

p@ =0, p{i)=p,i=1...6 e pu(A)=> p
icA

em que p; > 0 e Z?:1 p; = 1. No caso particular de se tratar de um dado equilibrado,
temos que p; = 1/6, para todo ¢ € {1,2,3,4,5,6}.

Mais geralmente, se {2 = {wy,ws,...,w,} for um espaco de acontecimentos finito com
n elementos, os acontecimentos {w; }, {ws},...,{w,} sdo ditos elementares. Tomando a o-
algebra habitual B como sendo o conjunto de todos os subconjuntos de €2, podemos definir
a medida g atribuindo a cada acontecimento elementar probabilidade p; = u({w;}), para
i=1,2,...,n, em que > ., p; = 1. A probabilidade de qualquer outro acontecimento
A € B é calculada pela formula:

p(A) = Z Di-

w;EA

ExeEmMPLO 13.3.3. Lancamentos independentes de uma moeda ao ar.

Consideremos primeiro o caso de dois langcamentos consecutivos de uma moeda ao ar. O
espago de acontecimentos associado a esta experiéncia é o conjunto Q2 = {F,C} x{F,C} =
{F,C}? cujos elementos sdo os pares: FF, FC, CF, CC, sendo que, por exemplo, o
acontecimento { F'C'} representa a saida de face no primeiro langamento e coroa no segundo.
E habitual neste caso escolher a o-algebra B como sendo a colec¢ao de todos os subconjuntos
de 2 e a medida produto p dada por

1

pAFF}) = p({FCY) = p(1CF}) = n(1CC}) = 4,

que reflecte o facto de a probabilidade do acontecimento { FC'}, por exemplo, ser o produto
da probabilidade de sair face no primeiro lancamento pela probabilidade de sair coroa no
segundo, admitindo que a moeda ¢ equilibrada.

Agora consideremos o caso genérico de n € N lancamentos consecutivos da mesma
moeda equilibrada ao ar. O espago de acontecimentos é o conjunto 2 = {F,C}" cujos
elementos s@o palavras com n letras do alfabeto {F, C'}. Assim podemos representar cada
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elemento w € () como uma sequéncia de n simbolos, i.e., w = wiws...w, em que cada
w; € {F,C} para todo i = 1,2,...,n. Por exemplo, o acontecimento elementar

{(FFC...C}

n simbolos

representa a saida de face nos dois primeiros lancamentos e coroa do terceiro ao n-ésimo.
Para o-algebra B podemos tomar novamente a classe de todos os subconjuntos de €.
Neste caso, € tem 2" elementos e portanto B terd 22" elementos. Admitindo novamente
que a moeda é equilibrada, basta definirmos a medida produto p em cada acontecimento
elementar atribuindo a cada um probabilidade (1/2)".

Finalmente, podemos considerar a experiéncia de lancar indefinidamente a mesma
moeda ao ar. Neste caso, o espago amostral é o conjunto 2 = {F, C}¥ cujos elementos sao
palavras com um nimero infinito de letras do alfabeto {F, C'}. Podemos representar cada
elemento de w € ) como uma sequéncia infinita de simbolos da forma

W = wWiwaows ...,

em que w; € {F,C} para todo i € N. Neste caso, acontece que €2 é demasiado grande
para tomarmos a classe de todos os seus subconjuntos para o-algebra. A semelhanca do
que fizemos quando definimos a o-algebra de Borel, teremos que escolher uma coleccao de
subconjuntos de {2 mais pequena, sem a estrutura de o-algebra e depois estendé-la. Dados

n,k € N e n stmbolos ay, as, ..., a, € {F,C} definimos o cilindro

C(n, k,[ar,a2,...,a,)) ={w € Q:wp = a1, wp1 = Ggy .« ,Wktn-1 = An }, (13.2)
que representa o conjunto de todas as sequéncias w em que o bloco de simbolos [ay, as, . . ., a,)
ocorre entre as posigoes k e k+n—1. Podemos pensar nos cilindros como segmentos finitos
de histéria na realizacao da nossa experiéncia. Ou seja, o cilindro C(n, k, [a1, az, . . ., a,))
corresponde a todas as realizagoes em que entre o k-ésimo lancamento e o k + n — 1-ésimo
langamento se observa a sequéncia [a1,as, ..., a,|. Denotamos por C a classe de todos

os cilindros. A o-algebra B é a o-algebra gerada pelos cilindros, i.e., a menor classe de
subconjuntos que contém C e satisfaz as propriedades (a), (b) e (¢) da Defini¢ao 13.3.1.
Comecamos por definir a medida de probabilidade 1 como uma medida produto nos cilin-
dros que, no caso da moeda ser equilibrada, para n,k € N e ag,...,a, € {F,C} é dada
por:

w(C(n,k,lar,ag, ... a,])) = (1/2)". (13.3)
Uma vez definida nos cilindros, é possivel usar o Teorema da extensao de Carathéodory
para estendé-la a o-dlgebra B. Para ilustrar os conceitos introduzidos consideremos o
cilindro

C(3,2,[F,F,C]) ={we€Q:wy=Fwy = Fw, =C}

que representa o conjunto de todas as realizacoes da experiéncia em que no segundo
lancamento se obtém face, no terceiro sai face e no quarto sai coroa. A probabilidade
deste acontecimento é

u(C(3,2,[F.F,.C)) = (1/2)° = 1/8,
que é a probabilidade de sair face no segundo lancamento vezes a probabilidade de sair
face no terceiro vezes a probabilidade de sair coroa no quarto lancamento.
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ExEMPLO 13.3.4. Medida de Lebesgue e comprimento generalizado.

Suponhamos que queremos escolher aleatoriamente um nimero no intervalo [0, 1] de
forma que a probabilidade de ele cair num determinado intervalo seja proporcional ao
tamanho deste. Uma forma de formalizarmos esta experiéncia é considerarmos o espago
amostral 2 = [0,1] e a classe de subconjuntos C de [0, 1] da forma:

C={1C[0,1]:]=(a,b],a<be]0,1] oul=][0,b], be (0,1]}.

Para o-algebra B tomamos a o-algebra gerada por C, ou seja, a menor classe de subcon-
juntos de [0, 1] que contém C e satisfaz as propriedades (a), (b) e (c¢) da Defini¢ao 13.3.1.
Notemos que hé subconjuntos de [0, 1] que nao fazem parte de B; no entanto, C ja é sufi-
cientemente rica para estudarmos esta experiéncia. Definimos a medida de Lebesgue em
B, comecando por defini-la primeiro em C:

_Jb—a sel=(ab],a<bel0,1]
uil) = {b se I=1[0,0], b e (0,1],

que, essencialmente, a cada intervalo atribui um peso igual ao seu comprimento. Uma vez
definida em C, podemos usar o Teorema de extensao de Carathéodory para estendé-la a B.

13.3.2. Acontecimentos possiveis de probabilidade zero. Um assunto que cos-
tuma gerar alguma controvérsia é a distingao entre acontecimento impossivel e aconteci-
mento de probabilidade zero.

Qualquer acontecimento que, apdés uma analise mais cuidada, se traduza no conjunto
vazio () diz-se impossivel. Por exemplo, no lancamento de uma moeda ao ar, o acontec-
imento em que a moeda ndo cai, a luz do modelo que assumimos (em que Q = {F,C}),
s6 pode ser representado pelo conjunto vazio (), tratando-se assim de um acontecimento
impossivel. Da mesma forma sair um 7 no lancamento de um dado de 6 faces numeradas
de 1 a 6 (em que tomamos 2 = {1,2,3,4,5,6}) é também um acontecimento impossivel.

Decorre de forma 6bvia da definicao da medida de probabilidade que um acontecimento
impossivel tem probabilidade zero de ocorrer. Contudo, nem todo o acontecimento de
probabilidade zero é impossivel. Ilustraremos este facto usando os espacos de medida
introduzidos nos Exemplos 13.3.3 e 13.3.4.

ExeEmpLO 13.3.4 (Continuacdo). Consideremos o acontecimento {1/2} € B, que cor-
responde a escolha aleatdria recair exactamente sobre o nimero 1/2. Claramente este
acontecimento é possivel pois o nimero 1/2 € [0,1] é um dos potenciais alvos de uma
escolha aleatdria, facto que assinalamos escrevendo a trivialidade {1/2} # (). Vejamos que,
no entanto, o acontecimento {1/2} tem probabilidade zero, i.e., u({1/2}) = 0. Para tal,
considere-se a sucessao {I,}nen de elementos de B dada, para cada n € N, pelo intervalo:

1 1 1 1

Ly=|z———

2 n+1’§+n+1 '

Por definigao de u temos que p(l,) = niﬂ, para todo n € N. Para além disso, {I,}nen é
monoétona decrescente, converge e

lim I, ={1/2
i fn= {172},
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ja que 1/2 é o tnico elemento comum a todos os intervalos I,,, n = 1,2,.... Pelo Teo-
rema 13.3.1 temos que

pw({1/2}) =u <nl_1£1Oo [n> = lim p(l,) = lim 2 0.

n—+400 n—+oo N + 1 N

Concluimos assim que a probabilidade de o nimero 1/2 ser escolhido aleatoriamente entre
todos os nimeros de [0,1] é zero. A ideia intuitiva é que podemos ver o conjunto {1/2}
como o limite dos intervalos I,, que sdo pequenas vizinhangas de 1/2 cuja amplitude decai
para zero. Como a medida de Lebesgue atribui a cada intervalo um peso igual ao da sua
amplitude, ndo é de estranhar que o peso atribuido a {1/2} seja efectivamente zero.

Na realidade, seja qual for o nimero x € [0, 1], a probabilidade de se escolher exacta-
mente z é zero. De facto, podemos até afirmar algo mais surpreendente: a probabilidade
de ser escolhido um numero racional é zero. A razao prende-se com o facto de ser possivel
definir uma sequéncia de conjuntos {A, },en, tal que cada A, possui apenas um elemento
de QN [0, 1] e, para todo o nimero racional z € Q N [0, 1], existe n € Ny tal que z € A,,
o que implica que QN [0,1] C U/29A,. Uma vez construida tal sequéncia, pelo facto de
cada A, conter apenas um elemento segue pelo argumento anterior que u(A,) = 0 para

todo n € N. Logo
“+o0o

p(QN[0,1) € p(UFZA) < D (A =0
n=0
Para vermos que ¢é possivel construir uma tal sequéncia de conjuntos, lembremos que todo
o numero racional em [0, 1] pode ser escrito na forma p/q onde p € Ny, ¢ € Ne p < q.
Podemos definir Ay = {0} e, usando a figura como motivagao, A, = {p/q} onde p e ¢ séo
as coordenadas do nédulo n da Figura 13.3. Assim por exemplo, A; = Ay = Ag = A; =

A15 = ...= {1}, A23 = {2/7}, A24 = {3/7} e A40 = {4/9}
0
61 (19 @
; ?/ga 8
e
3 © G 1 @ & &
| oddbadé
SENO) é* 9~ @)@ 9~

Ficura 13.3. Ordenagao de Q N[0, 1]

ExeMPLO 13.3.3 (Continuacao). No caso do langamento indefinido de uma moeda ao
ar consideremos o acontecimento { FFF ...} € B que corresponde a sair face sempre que se
atira a moeda ao ar. Claramente este acontecimento ¢ possivel. No entanto, a probabilidade
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de este se verificar, ou seja, a probabilidade de nunca sair coroa, é zero. Para vermos isso,
considere-se a sequéncia de cilindros { A, },en, dada por

A, =C(n,1,[F,F,...,F]), paracadan € N.
E claro que {A, }nen é monétona decrescente, converge e

lim A, ={FFF...},

n—-+00
ja que FFF ... é o unico elemento comum a todos os cilindros A,,, n = 1,2,... Para além
disso, por definicao da medida de probabilidade p, segue que
w(Ay) = p(Cn, 1L, [FF,..., F])) =1/2".

Pelo Teorema 13.3.1 temos que

n—-4oo

u({FFF}):p( lim A) lim p(A,) = lim i:0.

Obviamente que a probabilidade de se observar qualquer w € Q = {F,C}" especifico é
zero pelo mesmo argumento.

13.3.3. Probabilidade condicional.

DEFINIGAO 13.3.4. Dado um espago de medida (2, B, i), considerem-se dois acontec-
imentos A e B mensuraveis tais que p(B) > 0. Podemos entdo definir a probabilidade
condicional de A dado B (ou a probabilidade de A condicionada a B) como

H(ANB)
wbB)
Uma das propriedades fundamentais que a probabilidade condicional possui é que,

quando encarada como uma funcao definida em B, ela é uma medida de probabilidade em
(Q, B) para a qual o conjunto B tem probabilidade um.

H(A|B) =

TEOREMA 13.3.2. Sejam (2, B, ) um espago de medida de probabilidade e B € B tal
que p(B) > 0. Entao, a fungdo up : B — R dada por up(A) = u(A|B), para cada A € B,
é uma medida de probabilidade em (2, B) com pup(B) = 1.

DEMONSTRAGAO. Pela Defini¢ao 13.3.4 decorre imediatamente que pg(A) > 0e ug(0) =

0. Sejam Aj, A, ... uma sequéncia de elementos de B disjuntos dois a dois cuja uniao é
A== A,. Deste modo,
ANB e A,NB
,LLB(A) — M( ) — lu( n=1 )
u(B) 1(B)
A NB) <X
= =14 Z pp(A
u(B
Finalmente, y1p(€2) = u(B)/(B) =1 e uB( ) = u(B )/u( ) = [

Podemos dizer que a probabilidade condicional permite reduzir o universo 2 a B. De
facto, Bg := {A € B: A C B} é uma o-dlgebra e se u? denotar a restri¢do de up a Bp
entdo podemos considerar o espaco de medida de probabilidade (B, Bg, u?).

O préximo resultado compila algumas propriedades uteis da probabilidade condicional.
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TEOREMA 13.3.3. Seja (€2, B, ) um espago de medida de probabilidade.
(1) Se A,B € Be u(B) >0, entao A C B = u(A|B) = p(A)/iu(B) e A D B =

w(A|B) = 1.
(2) Se A,B,C € Be u(BNC) >0, entao u(A|BNC) = u(AN B|C)/u(B|C).
(3) Se Dy, Dy, ... é uma sequéncia disjunta de elementos de B cuja uniao é Q e u(D,,) >

0, para todo n € N, entao para todo A € B,

u(A) = Z 1(A[Dy) p(Dy),

e se (1(A) > 0 entdo p(Dy|A) = p(A|Dp)p(Dn)/ 1(A).
(4) Se Cy,Cy, ... é uma sequéncia mondtona de elementos de B, cujo limite é C' e
u(C) > 0, entdo, para todo A € B,

pAIC) = T p(A|C,)

13.3.4. Independéncia. Sejam (2, B, 1) um espaco de probabilidade, A e B dois
acontecimentos mensuraveis com 0 < u(B) < 1. Entao podemos calcular as duas proba-
bilidades condicionais:

a:=pu(A|B),  B:= u(A|B°),

em que « representa a probabilidade de A ocorrer dado que B ocorre e 3 a probabilidade
de A ocorrer dado que B nao ocorre. Suponhamos que « > (3, entdao A tem mais chances
de ocorrer se B acontecer do que se B nao acontecer. Conclui-se assim que a ocorréncia
de B influencia a probabilidade de A acontecer, isto é, o facto de B ocorrer ou nao da-nos
informacao extra relativamente a probabilidade de A ocorrer. O mesmo acontece quando
a < 3; simplesmente, desta vez, é menos provavel que A ocorra se B aconteceu do que ao
contrario.

Se a = [3 a ocorréncia do acontecimento B ou do seu complementar nao alteram a
probabilidade de A ocorrer. Digamos que nao ganhamos informagao alguma se soubermos
de antemao se B ocorreu ou nao. Por outras palavras ainda, podemos dizer que A é
independente da ocorréncia de B. Observemos que neste caso (em que o = ) temos que:

w(A) = w(A|B)u(B) + u(A| B ) u(BY) por (3) do Teorema 13.3.3

— a(u(B) + u(B%)

Resulta daqui que u(A) = p(A|B) = p(AN B)/u(B) e, consequentemente, u(A N B) =
w(A)u(B). Isto motiva a defini¢cdo de independéncia estatistica que se segue.

DEFINIGAO 13.3.5. Sejam (2, B, 1) um espago de probabilidade, A e B dois aconteci-
mentos mensuraveis. Dizemos que A e B sao independentes se

AN B) = p(A)u(B).
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Estamos agora em condigoes de escrever aquelas que sao conhecidas como leis aditiva
e multiplicativa da probabilidade:

(AU B) = u(A) + p(B) se A e B forem disjuntos;
w(ANB) = p(A)u(B) se A e B forem independentes.

De seguida, estendemos o conceito de independéncia a qualquer coleccao de aconteci-
mentos.

DEFINIGAO 13.3.6. Se (€2, B, 1) é um espago de probabilidade, uma colec¢ao de acon-
tecimentos C é dita independente se para qualquer subcoleccao finita {Ey, Es, ..., E,} CC

valer
u (ﬂ Ej) = 11 n(Es)

13.3.5. Variaveis aleatodrias. Até aqui introduzimos um modelo matematico para
lidar com uma situacao aleatdria: o espago de medida de probabilidade (£2,8,u). Os
elementos de {2 representam possiveis resultados de uma experiéncia. Os elementos da
o-algebra B representam os conjuntos mensuraveis, ou seja, acontecimentos cuja probabil-
idade de ocorrerem pode ser quantificada pela medida de probabilidade .

Consideremos um exemplo muito simples: suponhamos que sao langados dois dados
equilibrados. Esta experiéncia tem 36 resultados possiveis que listamos abaixo. Definamos

Nj| T [ 2 [ 34576
1 (L) @2 [(1,3) | (14 ] 15) [ (1,6)
2 [20)]22]23) [ 2425 ]26)
3 1.1)](32)](3,3)[(34)|(3,5)](3,6)
4 1(4,1)|(42)](4,3)](4,4) | (4,5) ] (4,6)
5 1 (5,1)](52)]5,3) | (54 | (55) ] (5,6)
6 ](6,1)](62)](6,3) | (6:4) | (6,5) ] (6,6)

TABELA 13.2. Espago de acontecimentos

@)

wi; = (4,7), para i,7 € {1,2,3,4,5,6}, onde ¢ é o nimero representado na face voltada
para cima do primeiro dado e j o nimero representado na face do segundo. O espago
de acontecimentos é entdo dado por Q = U, jer103456 1w} Cada uma das possiveis
realizagoes da experiéncia tem probabilidade 1/36 de ocorrer, quando supomos que o dado
é equilibrado. Podemos tomar para o-algebra B a classe de todos os subconjuntos de €.
A medida de probabilidade p atribui a cada acontecimento A um peso igual a n/36 onde
n é o nimero de elementos de €2 contidos em A (n =0,1,...,36).

Pode acontecer, como ¢ o caso de muitos jogos de tabuleiro, que nao estejamos inter-
essados em toda a informagao resultante da realizacao da experiéncia. Suponhamos, por
exemplo, que estamos apenas interessados na soma X dos pontos observados nas faces
voltadas para cima dos dados. Esta quantidade pode tomar os valores 2,3, ...,12, depen-
dendo do resultado da realizacao da experiéncia. Este é um exemplo do que designamos
por varidvel aleatoria. Na realidade, X nao é uma variavel, mas antes uma funcao que a
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cada realizacdo w € ) associa o numero X (w), que representa a soma dos pontos obser-
vados no lan¢amento dos dados. Mais precisamente, X :  — {2,3,...,12} é dada por
X(WQJ‘) =1 +]

Uma caracteristica fundamental de uma variavel aleatéria genérica X é o facto de ser
sempre possivel determinar a probabilidade de X tomar certos valores. Por exemplo, no
caso anterior:

p{w € Q: X(w) =5}) = p({wia, w3, ws2,ws1}) =4/36 =1/9,
afirmacao esta que habitualmente se abrevia escrevendo:
uw(X =5)=1/9,

que ¢ a probabilidade de obter soma dos pontos igual a 5 no lancamento de dois dados.

Um caso mais complicado é, por exemplo, a descri¢ao do estado do tempo num determi-
nado local especifico a um dado instante. Claro que descrever em detalhe um acontecimento
deste tipo é claramente impossivel devido ao nimero elevado de factores que o influencia.
Indicar, por exemplo, a posi¢ao e velocidade de todas as moléculas de ar num determinado
local da atmosfera é irrealizavel. Podemos contudo estar apenas interessados em determi-
nadas quantidades, como a temperatura ou a pressao atmosférica médias, que obviamente
estao sujeitas as arbitrariedades do sistema de particulas, por dependerem de todas as
possiveis configuracoes das moléculas do ar nesse determinado local. Na realidade, nao
interessa conhecer exactamente a configuracao do sistema, mas apenas uma quantidade
observavel tal como a temperatura correspondente a essa configuragao, que certamente
estd sujeita a variacao aleatéria. A semelhanca do que fizemos atras, podemos definir uma
funcao X de Q (espaco de todas as configuragoes possiveis das moléculas de ar num de-
terminado local & face da terra) em R que a cada observacao instantanea da configuragao
w (realizagao da experiéncia) associa a temperatura X (w). O que pretendemos com esta
definicao é poder calcular, por exemplo, a probabilidade de X estar enquadrada entre
determinados valores.

Mais geralmente podemos definir:

DEFINIGAO 13.3.7. Dado um espago de medida de probabilidade (€2, B, i), uma varidvel
aleatoria X é uma funcao X : {2 — R tal que, para todo o subconjunto B C R pertencente
a o-4lgebra de Borel F, se tem que X (B) € B.

Esta definicao implica que, para todo o conjunto B € F, podemos sempre calcular
p({w € Q: X(w) € B}) = n(X~1(B)),

uma vez que X !(B) ¢ mensurdvel por definicao de varidvel aleatéria. Habitualmente,
costumamos omitir a dependéncia de w na definicao dos acontecimentos e, por exemplo,
no caso particular em que B = [a,b], com a < b € R, em vez de escrevermos p({w € Q :
a < X(w) < b}), abreviamos escrevendo p(a < X < b).

OBSERVAGAO 13.3.3. Toda a fungao continua f : J — R, onde J C R é um intervalo
equipado com a o-algebra de Borel, ¢ uma variavel aleatéria.

Como variaveis aleatérias sao fungoes, ha uma série de operagoes que podemos fazer
com elas. Por exemplo, se X e Y sao variaveis aleatorias definidas em 2, podemos definir
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X +Y e XY através de (X +Y)(w) = X(w) + Y(w) e XY (w) = X(w)Y (w). Para além
disso, se f : R — R for mensuravel entdo Z : 2 — R dada por Z(w) = f(X(w)) é também
uma variavel aleatoria, se X o for.

DEFINICAO 13.3.8. Uma sequéncia de variaveis aleatérias Xy, Xs, ... definidas num
espago de medida de probabilidade (€2, B, i) diz-se um processo estocdstico.

Um caso particular de um processo estocastico é aquele em que as variaveis aleatérias
X1, X5, ... sao independentes.

DEFINICAO 13.3.9. As varidveis aleatérias X, X, ... definidas num espaco de medida
de probabilidade (€2, B, i) dizem-se independentes se para toda a sequéncia de conjuntos
By, Bsy,... € F a coleccao de acontecimentos {X;*(B;), X5 '(Ba), ...} for independente.

ExeEmpLO 13.3.5. Consideremos a experiéncia do lancamento de uma moeda ao ar,
como no Exemplo 13.3.1, sendo Q2 = {F,C'} o espago de acontecimentos. Podemos definir
uma variavel aleatéria:

X: & — R
F — 0 (13.4)
C —~ 1.

Os valores observaveis de X sao {0,1} e obviamente: pu(X = 0) = pu({F}) = p, w(X =
D=p{{CH) =1-p, (0 <X <2) =p(X =1) =1-p, etc.

ExeEmMPLO 13.3.6. Tal como no Exemplo 13.3.3, consideremos a experiéncia que con-
siste em trés lancamentos consecutivos de uma moeda equilibrada ao ar. Consideramos
o espago de acontecimentos Q@ = {FFF'F, FFC,FCF,FCC,CFF,CFC,CCF,CCC}, a o-
algebra B dada pela coleccao de subconjuntos de €2 e a medida de probabilidade produto u
definida como no Exemplo 13.3.3, que a cada acontecimento elementar de {2 atribui prob-
abilidade 1/23 = 1/8. Tal como no Exemplo 13.3.3 usaremos a notagio w = wjwsws, onde
w; € {F,C}, i =1,2,3, para escrever um elemento genérico de §2. Suponhamos que, da re-
alizagao da experiéncia em causa, estamos apenas interessados em contar o niimero de vezes
que sai coroa. A melhor maneira de formalizarmos o problema, de modo a concentrarmo-
nos na informacao que pretendemos estudar, é introduzir uma variavel aleatéria que conte
o numero de coroas cada vez que se realiza a experiéncia, ou seja, definir: S5 : 2 — R, de
tal forma que S3(w) é o nimero de ocorréncias de C' em w. Os valores possiveis para S;
sao {0,1,2,3}, sendo que:

( = n({FFF}) =1/8

( =u({FFC,FCF,CFF})=23/8

( = u({CCF,CFC,FCC})=13/8

u(Ss = 1) = p{CCCY) =18

Uma forma mais elegante de definirmos S3 é usarmos a variavel aleatoria X definida em
(13.4). Para cada ¢ = 1,2,3, definamos a varidvel aleatéria X; : Q — {0,1} através de
X;(w) = Xj(wiwaws) = X (w;). Digamos que cada X; é uma varidvel aleatéria de contagem:

se o 1-ésimo lancamento da moeda corresponder a coroa, conta 1; enquanto que, se o i-
ésimo lancamento da moeda corresponder a face, conta 0. Podemos entao definir agora
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S3 : 2 — R tomando
53 :X1+X2+X3.
Mais geralmente, no caso da experiéncia que consiste em lancamentos independentes
e indefinidos de uma moeda equilibrada, tomamos, tal como no Exemplo 13.3.3, o espaco
de acontecimentos Q = {F,C}N, a og-algebra B gerada pelos cilindros definidos em (13.2)

e a medida de probabilidade produto definida em (13.3). Consideremos a sequéncia de
varidveis aleatérias Xy, Xo, X3, ... onde X; : Q — {0, 1}, para cada i € N, é dada por:

Xi(w) = Xij(wiwaws . ..) = X (wy).

O processo estocastico X1, Xa, X3, ... assim definido é de facto uma sequéncia de variaveis
aleatérias independentes identicamente distribuidas pela estrutura que a medida produto
w impoe. Efectivamente, a titulo de exemplo, observe-se que

M(Xl =0e X2 = 1) :/J,(C(Q,l,[F,CD = 1/4
= W(C(1L, 1, [F)u(C(1,2,[C)) = u(X1 = 0)u(X, = 1),

Se estivermos interessados em contar o niimero de vezes que ocorrem coroas nos n primeiros
langamentos podemos definir, & semelhanca do que fizemos atrés, S, : Q@ — {0,1,...,n}

dado por:
=2 i)
i=1

ExEMPLO 13.3.7. Consideremos a experiéncia que consiste em lancamentos indepen-
dentes e consecutivos de uma moeda equilibrada ao ar. Suponhamos que estamos interes-
sados em contar o nimero de langamentos necessarios até sair coroa. Podemos formalizar
considerando o espaco de todas as realizacoes possiveis que resultam do lancamentos con-
secutivos e indefinidos, i.e, Q = {F,C}, munido com a o-algebra gerada pelos cilindros
definidos em (13.2) e com a medida produto p definida por (13.3). Definamos agora a
varidvel aleatéria Y : Q — N U {+oc} dada por

Y(w)=1i sewe C(i,1,[FF,...,F,C]), parai € N
Y(w)=40c0 sew=FFF...
Observemos que a variavel aleatéria Y induz uma medida de probabilidade p* em Q* =

N U {+o0} equipado com a o-algebra constituida por todos os subconjuntos de 2*. Seja
B C QF; definimos

p(B)=puY € B)=> uY => wCG,LIFF, ..., F,C))=1/2.

jEB JEB

Por exemplo, p*({4}) = u(Y = 4) = 1/24, p*({+o00}) = p(Y = +00) = 0 (veja-se
Seccao 13.3.2, Exemplo 13.3.3) e

Z“ 7) + (Y = +00) Z1/2J:1.
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EXEMPLO 13.3.8. Consideremos um arame de comprimento 1 metro que parametrizamos
usando a distancia a uma das extremidades que fixamos para origem. Desta forma, pode-
mos identificar os pontos do arame com os pontos de [0, 1]. Nesta identificacao, 1/3, por
exemplo, é conotado com o ponto do arame que dista 1/3 metro da extremidade fixada.
Suponhamos que a temperatura em cada ponto do arame, num determinado momento
(medida em °C), é dada pela fungao T : [0,1] — R, tal que T(z) = (x — 1/2)2. Tal como
no Exemplo 13.3.4, consideramos que [0, 1] estd equipado com a o-dlgebra de Borel B e a
medida de Lebesgue p. Pela Observacao 13.3.3, T' é uma variavel aleatéria. Podemos entao
escolher aleatoriamente um ponto do intervalo [0, 1] tal como no Exemplo 13.3.4 e calcular
a probabilidade da sua temperatura se enquadrar entre certos valores. Por exemplo, a
probabilidade de a temperatura ser superior a 1/9 é

(T >1/9) = p({a: T(x) > 1/9}) = p([0,1/6) U (5/6,1]) = 2/6.
J& a probabilidade da temperatura ser 0 ¢ u(T = 0) = u({1/2}) = 0 (veja-se Seccao 13.3.2,
Exemplo 13.3.4).

13.4. Cadeias de Markov

Consideremos uma sequéncia de varidaveis aleatorias Xg, Xy, ... definidas num espago
de medida de probabilidade (€2, B,P). Nesta seccao, o conjunto de valores que as varigveis
aleatdrias Xy, X1, ... podem assumir serd designado por espac¢o de estados. Consideraremos
apenas o caso em que o espaco de estados é finito. A variavel aleatoria X,, denota o estado
do sistema (ou do processo) no instante n.

Dizemos que o processo estocastico Xg, X1,... é uma cadeia de Markov em tempo
discreto se tiver a seguinte propriedade:

P(Xn — Zn|X0 — ?;0, e 7Xn—1 - in—l) - ]P)(Xn — in|Xn_1 - in_1> .

Traduzindo por palavras, estamos perante uma cadeia de Markov se: para determinar
probabilidade de, no instante n, o sistema se encontrar no estado 7, (X, = i,), o con-
hecimento de toda a histéria anterior, i.e., a sequéncia de estados pelos quais as v.a. Xj
com j < n passaram, nada mais acrescenta a informagao resultante do conhecimento do
estado do sistema no momento imediatamente anterior, i.e., ao conhecimento do estado
em que a v.a. X,_1 se encontrava. Para ilustrar, imaginemos um jogador que faz apostas
relativamente a realizacao de lancamentos independentes de um dado de 6 faces equili-
brado e suponhamos que Xy, X;,... é um processo estocastico em que X, representa a
riqueza do jogador apds o n-ésimo lancamento. Pretendendo calcular a probabilidade de a
riqueza do jogador ser um determinado valor apds o n-ésimo lancamento, é facil observar
que, uma vez que os lancamentos sao independentes, o conhecimento da evolucao da sua
riqueza desde que comecgou a jogar nao acrescenta mais informacao ao conhecimento da
sua riqueza momentos antes de se realizar o dito lancamento.

A probabilidade do sistema estar no instante n no estado j, sabendo que no instante
n — 1 esteve no estado 7 é denotada por

DPijn = P(Xn = j|Xn—1 = Z) )

e ¢ chamada probabilidade de transicao de © para j no tempo n. Se, Vk € N p;;p =
pij1, isto é, P (X = j|Xk—1 =1) = P(Xy =j| X, =1), entdo dizemos que a cadeia de
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Markov tem probabilidades de transicao estaciondrias e passamos a usar a notacao p;; 1=
P(X; = j|Xo = 7). Neste seccao, iremos tratar apenas cadeias de Markov com probabili-
dades de transicao estacionarias.

Se uma cadeia de Markov tiver k estados possiveis que enumeramos por {1,2,... k},
ent@o as probabilidades de transigdo podem ser apresentadas numa matriz P = [p;;], dita
matriz de transicao, e que é tal que

(1) Dij Z 07 VLJ S {17 . ,k’}

(i) S5 py =1,Vie{l,... k}.

Por exemplo, uma cadeia de Markov de trés estados tem matriz de transicao da forma

P11 P12 P13
P21 P22 P23 |,
P31 P32 P33

em que p;; > 0, Vi, j € {1,2,3}, e Zj’:1 pij = 1, Vi € {1,2,3}. Nesta matriz, ps, representa
a probabilidade do sistema mudar do estado 3 para o estado 2 e p;; é a probabilidade do
sistema permanecer no estado 1 sabendo que no momento anterior ja se encontrava no
estado 1.

No caso geral, observa-se que o processo fica completamente determinado conhecidas a
matriz de transigdo P e a distribuigdo de Xy, ou seja, conhecidas P e p; = P(Xy = i) para
cada i € {1,...,k}. De facto,

P(Xo=1i0,...,Xn =1p)
=P (X, =10]Xo=1d0,..., Xn1=1p1) P(Xo=1t0,..., X1 =1n_1)
=i, i, P(Xo=10,..., Xpn-1=1n_1).
Por indugao, concluimos que
P(Xo=1dg,...,Xn =1p)
= Dip_rin - - - PirisPiois P(Xo = 7o)
= Din_1in - - - PiriaPigi1 Pig
ExEMPLO 13.4.1. Uma empresa de aluguer de automéveis tem trés agencias: 1, 2 e
3. Um cliente pode alugar um carro em qualquer uma das agéncias e devolvé-lo também
a qualquer das trés agéncias. Através de um estudo efectuado, estima-se que os clientes

devolvam os automoveis as diferentes agéncias, de acordo com as seguintes probabilidades,
que dependem do local onde o automével foi alugado:

0.8 0.1 0.1
0.3 0.2 0.5
0.2 0.6 0.2

Esta matriz é a matriz de transicao da cadeia de Markov considerada. Nesta matriz, o valor
0.5 corresponde a probabilidade de um carro que é alugado na agéncia 2 ser devolvido a
agéncia 3.

EXEMPLO 13.4.2. Um treinador de futebol verificou que a probabilidade de um jogador
marcar golo na cobranca de um penalti depende do seu sucesso na marcacao do penalti
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anterior, da forma que é descrita de seguida. A probabilidade do jogador marcar golo na
cobranca de um penalti sabendo que marcou golo no penalti anterior ¢ igual a 0.7, e a
probabilidade de marcar golo sabendo que falhou o penalti anterior é igual a 0.2. A matriz

de transicao associada é:
0.7 0.3
02 08/

Neste exemplo, a cadeia de Markov tem dois estados. Quando o jogador marca um golo
de penalti podemos dizer que o sistema se encontra no estado 1, e quando falha o sistema
encontra-se no estado 2.

Definamos agora probabilidade de transicao a n passos de i para j do seguinte modo:
P =P (X, = j|Xo=1).

Usaremos a notagao P™ para designar o produto matricial de P por si mesma repetido
n vezes, i.e, P* = P-P-...-P. Por exemplo: P> = P - P onde - denota o produto de
—_————

n vezes
matrizes. (Veja-se Secgao 1.3 de (Anton e Rorres, 2005)).

TEOREMA 13.4.1. Seja P = [p;;] a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov.
(n)

Entao, a probabilidade de transi¢ao a n passos de i para j, p;;’, coincide com a entrada

1,7 da matriz P".

Consideremos uma cadeia de Markov com k estados. Chamamos vector de estados
da cadeta no momento n ao vector linha de dimensao k, cuja i-ésima componente é a
probabilidade do sistema estar, no momento n, no estado 7. Notamos que todas as entradas
de um vector de estados sao nao negativas e que a sua soma ¢ igual a 1. O teorema anterior
permite-nos obter os vectores de estados nos momentos 1,...,n,...:

CO IS

g e e ey g e e ey

a partir do vector de estados no momento inicial 2(®). O teorema anterior pode pois ser
reescrito da seguinte forma:

TEOREMA. Seja P = [p;;| a matriz de transi¢do de uma cadeia de Markov. Entao, o
vector de estados no tempo n, (™, pode ser obtido a partir do vector de estados (¥, da
seguinte forma:

2™ = O pn,

ExeEmMPLO 13.4.1 (Continuagao). Relembremos que, neste caso, da empresa de aluguer
de automoveis, a matriz de transicao é:

0.8 0.1 0.1
P=103 02 0.5
0.2 0.6 0.2

Suponhamos que, num determinado momento, um automovel se encontra na agéncia 2. O
vector de estados inicial é entdao #(®) = (0 1 0). A probabilidade de, no terceiro aluguer
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. , . N ~ . , 3 .
consecutivo, o automével ser devolvido a agéncia 1 é dada por xg ) (ou, equivalentemente,

igual a pé‘?), em que

+® — LOp3
0.8 0.1 0.1\ /08 0.1 01\ /08 01 0.1

= 010)-{03 02 05|-103 02 05|-{03 02 05

02 0.6 02/ \02 06 02/ \02 06 02

= (0.447 0.252 0.271),

isto é, a probabilidade de, no terceiro aluguer consecutivo, o automovel ser devolvido a
agéncia 1 é igual a 0.447.

ExXEMPLO 13.4.2 (Continuacao). A matriz de transigao deste exemplo é:
0.7 0.3
P= (0.2 O.8> '
Suponhamos que o jogador comeca por marcar golo na cobranca do primeiro penalti. O
vector de estados inicial é entdo 2(® = (1 0). A probabilidade de, apés mais quatro
penaltis, o jogador falhar o ultimo é dada por xgl) (ou, equivalentemente, igual a p%)), em
que

L0 — Lo pa
_ o). (07 03) (07 03) (07 03) (0.7 03
- 02 08) \02 08) 02 08) (02 08
— (0.438 0.562),

isto é, a probabilidade de, apds mais quatro penaltis, o jogador falhar o ultimo ¢é igual a
0.562.

Uma questao que surge naturalmente é a seguinte: Sob que condicoes é que (™ converge
quando n — 4007 A resposta a esta questao é o propésito do Teorema Limite de Cadeias
de Markov que enunciamos em seguida. Antes, porém, apresentamos a seguinte definigao:

Dizemos que uma matriz ¢ regular se alguma poténcia inteira dela mesma tiver todas
as entradas estritamente positivas, isto €, se existir um nimero inteiro positivo m tal que
P™ tenha todas as entradas estritamente positivas.

As matrizes dos Exemplos 13.4.1 e 13.4.2 sao regulares. Basta tomar na definicao
anterior, em ambos os casos, m = 1.

ExXEMPLO 13.4.3. A matriz de transicao
01
P=(1 o)

nao é regular. De facto, nenhuma poténcia de P tem todas as entradas estritamente
positivas uma vez que, para todo k impar temos

s (01
P (1)
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k(10
A-(:9)

Notamos que, neste caso, se tomarmos 20 = (1 0), temos
2@ = (1 0), 2V =(0 1), 2@ =(10), 2% =(0 1),

e portanto ™ nao converge quando n — +00.

e, para todo k par,

O Teorema limite para Cadeias de Markov descreve o comportamento de P™ quando
n — +o0o para matrizes de transicao regulares P.

TEOREMA 13.4.2. Se P for uma matriz de transicao regular com k estados, entao,
quando n — 400,

a1 g2 .- Gk
a1 92 .- Gk
o= | .
@1 42 .- Gk
onde os ¢; (i =1,...,k) sdo numeros positivos tais que ¢; +qa + ..., q = 1.

Com base neste teorema concluimos que, para uma matriz de transicao regular, a
(n)
(]
nao depende de 7, isto €, nao depende do

probabilidade de transi¢ao a n passos de ¢ para j, p
(n)

(]

, tende para ¢; quando n — +ooc.

Em particular, observamos que lim,, ., p
estado inicial do sistema.

Notemos agora que, sendo () a matriz limite do teorema anterior e x um vector de
estados, temos que

a1 g2 ... gk
@ G2 ... Gk
xQ = (r1 x9 ... Tp)
@ 42 .- Gk
= ((r1+x2+... 4z (x1+zo+...+xK)ge ... (v14+z2+ ... +28)qk)
= g,
ondeq=(q1 q¢2 ... qx). Pelo Teorema 13.4.2 e observagoes anteriores obtemos o seguinte:

TEOREMA 13.4.3. Se P for uma matriz de transicao regular e x um vector de estados,
entao, quando n — 400,
rP" — g,
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onde g =(q1 q2 ... qx) ¢ um vector de probabilidade fixo, que ndo depende de n nem de
x, e cujas entradas sao todas estritamente positivas.

Ao vector ¢ do teorema anterior chamamos vector de estado de equilibrio. Este vector
pode ser calculado usando o teorema que se segue.

TEOREMA 13.4.4. O vector de estado de equilibrio ¢ de uma matriz de transicao regular
P ¢é o tnico vector de probabilidade que satisfaz qP = q.

Este teorema decorre da igualdade P"P = P"*! e do facto de que P™ e P"*! convergem
para () quando n — +o00. Deste modo temos QP = @, donde se conclui que gP = ¢q. Para
mostrar que ¢ € o inico vector de probabilidade que satisfaz a equagao, suponhamos que
existe um outro vector de probabilidade r tal que rP = r. Entao temos rP"™ = r para
n=1,2,.... Fazendo n — 400, pelo Teorema 13.4.3 temos que ¢ = r.

ExempPLO 13.4.1 (Continuacao). Vamos determinar o vector de estado de equilibrio.
Determinemos ¢ tal que ¢P = ¢, ou, equivalentemente, ¢(P — I) = 0, que corresponde a
determinar ¢, ¢s € g3 tais que

—02 01 0.1
(@ ¢3)| 03 —08 05 | =
02 06 -08

o O O

—0.2(]1 + O3QQ + 02(]3 =0
< < 0.1¢1 —0.8¢2 +0.6g3 =0

_ 3
q1 = 1393
_ 14
q2 = 1393

probabilidade e, portanto, ¢; + ¢2 + g3 = 1, obtemos

A solugao deste sistema é { . Impondo agora que o vector ¢ seja um vector de

34 14 13
q:

— — =) =0 . 02295... 0.2131...).
61 o1 61> (0.5573 0.2295 0.213 )

Concluimos assim que, por exemplo, lim,, pxl) = 3_4117

isto é, a probabilidade de um
, . N N ;34 - .
automével ser devolvido a agéncia 1 a longo prazo é &7 (independentemente da agéncia
onde foi alugado da primeira vez).
Este tipo de conclusao pode ser deveras relevante para tomar certas decisoes. Por exem-
plo, se a empresa de aluguer tiver uma frota de 1000 viaturas, as suas instalacoes devem ser
concebidas ou reestruturadas para que existam pelo menos 558 lugares de estacionamento

na agencia 1, 230 na agéncia 2 e 214 na ageéncia 3.
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ExeEmpPLO 13.4.2 (Continuagao). Vamos calcular, para este exemplo, o vector de estado
de equilibrio. Determinemos, como no exemplo anterior, ¢ tal que ¢P = ¢, ou, equivalen-
temente, ¢(P — I) = 0, que corresponde a determinar ¢; e ¢y tais que

( ) 0.7 03\ (0
@2/ \p2 08) = \o

—0.3¢1 +0.2¢g5 =0

0.3(]1 — 02([2 =0
A solucao deste sistema é ¢ = §q2. Impondo agora que o vector ¢ seja um vector de
probabilidade e, portanto, ¢; + g2 = 1, obtemos ¢ = (0.4 0.6).

Temos, por exemplo, que lim,, p§2n) = 0.6, isto é, a probabilidade do jogador nao

marcar golo de penalti a longo prazo é 0.6 (independentemente de ter marcado golo ou
falhado no primeiro penalti).

13.5. Teorema de Recorréncia de Poincaré

Seja (€2, B, ;1) um espago de probabilidade e T : 2 — Q uma aplicagdo mensuravel, isto
é, uma aplicacao tal que, para todo B € B, T"Y(B) € B.

DEFINIGAO 13.5.1. A aplicacao T : 2 — Q diz-se p-invariante se para todo B € B
tivermos que pu(T~(B)) = u(B).

Por outras palavras, se assumirmos que T representa o efeito da passagem do tempo
sobre €2, entao T ser p invariante diz-nos que a maneira de medir a probabilidade de
acontecimentos permanece inalterada com a passagem do tempo. Elaborando sobre esta
analogia, se assumirmos que 7T'(z) representa a posigdo do ponto x apds a passagem de um
dia, entao T é p-invariante se a probabilidade de amanha estarmos em B (z € T~'(B))
for igual a probabilidade de hoje estarmos em B (x € B).

Usaremos a notacao 1" para designar a composicao de T’ consigo mesma k vezes, i.e,
Tt =ToTo...oT. Por exemplo: T? =T o T onde o denota a composicao de funcoes.

k vezes
DEFINICAO 13.5.2. Seja B € B. Um ponto z € B diz-se recorrente com respeito a B
se existir k € N tal que T*(z) € B.

Um ponto de B é recorrente se em algum instante futuro retornar a B. Um dos primeiros
e mais simples resultados de Teoria Ergédica afirma que quase todo o ponto é recorrente.
Foi provado por Poincaré, que é considerado o percursor do estudo de Sistemas Dinamicos.

TEOREMA 13.5.1 (Teorema de Recorréncia de Poincaré — 1899). Consideremos um
espago de probabilidade (2, B, 1) e uma aplicacao T : @ — 2 mensuravel e p-invariante.
Para todo B € B, se F' denotar o conjunto dos pontos de B nao recorrentes, entao p(F') = 0.

DEMONSTRAGAO. Comecemos por escrever

+o0
F:B—(UT%B):BmTﬂQ—mmTﬁm—me”
k=1
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e observemos que se © € F' C B entao T"(z) ¢ B para todo n € N. Em particular,
FNT™F) =0, para todo n € N, uma vez que se x € FNT"(F) entdo z € F C B
e T"(z) € F C B. Aplicando o operador T~% a ambos os conjuntos da tltima igualdade,
concluimos que T7*(F)NT~"**)(F) = (), para todo n € N e k € N. Significa entdo que
os conjuntos F, T~ (F), T72(F),T73(F),... sao disjuntos e, por invariancia da medida de
probabilidade, para todo n € N, temos pu(7T~"(F')) = pu(F'). Se supusermos que p = u(F) >
0 entdo facilmente chegamos a um absurdo pois |2 T*(F) C Qe

+oo +o0
fu (U T—k(F)) =Y p=+oo>1
k=0 k=0
Consequentemente, p = u(F') = 0. O

Podemos fazer a seguinte interpretagao fisica deste resultado. Consideremos que 2
contém os possiveis estados de um sistema, que a o-algebra B representa a colecgao de
acontecimentos e que p ¢ a medida de probabilidade definida em B que permite especificar
a probabilidade de se observar cada um dos diferentes estados. Suponhamos que o sistema
dindmico evolui em tempo discreto (podemos pensar que fazemos medigoes uma vez por
unidade de tempo) e que T': Q@ — Q é a aplicagdo que descreve a evolugao do sistema,
indicando como se processa a transicao de um estado para o sucedaneo ao fim de uma
unidade de tempo. Numa situacao de equilibrio, T" preserva a medida p o que significa que
a probabilidade de observar um dado estado nao muda com o tempo. Nestas condigoes,
o Teorema de Recorréncia de Poincaré diz-nos que, se no instante inicial o sistema se
encontrar num estado observavel £ € B (com p(E) > 0), entdo, com probabilidade 1, o
sistema retorna ao estado inicial F.

Consideremos a experiéncia em que montamos dois recipientes com uma ligacao entre os
dois, que pode ser aberta ou fechada através de uma valvula. Enchemos um dos recipientes
com um gas e deixamos o outro vazio. Abrimos a vélvula e deixamos o sistema evoluir. O
Teorema de Recorréncia permite-nos concluir que, quase certamente (com probabilidade
1), num instante futuro, o sistema voltara ao estado inicial em que todas as moléculas do
gas estarao num dos recipientes.

O facto do Teorema implicar que um acontecimento tao improvavel vai acontecer quase
certamente parece desafiar a Segunda Lei da Termodinamica que pode ser enunciada da
seguinte forma:

“A quantidade de entropia de qualquer sistema isolado termodinamicamente tende a
mcrementar-se com o tempo, até alcancar um valor mdximo. Mais sensivelmente, quando
uma parte de um sistema fechado interage com outra parte, a energia tende a dividir-se
por igual, até que o sistema alcance um equilibrio térmico.”

Observe-se que o Teorema de Recorréncia de Poincaré nada afirma acerca do tempo que
é necessario esperar até haver um retorno ao estado inicial. Apenas assevera que, quase
certamente, haverd uma recorréncia, sendo que esta podera ocorrer apenas num instante
futuro muito longinquo, o que dissipa a aparente incompatibilidade com a Segunda Lei da
Termodinamica.
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FicurA 13.4. Experiéncia dos recipientes

Para melhor ilustrarmos a aplicagdo do Teorema de Recorréncia de Poincaré a esta
experiéncia dos recipientes e do gds, estudaremos o exemplo sugerido pelos Ehrenfests
(1957), que envolve um nimero muito mais pequeno de particulas, mas que se revela
adequado para criar entropia suficiente para entendermos a relacao entre os dois principios
que aparentam estar em conflito. Um ingrediente importante e que sera usado no final é o
Teorema de Kac que, em linhas gerais, afirma o seguinte:

Se o sistema dinamico tiver boas propriedades, entao o valor esperado do tempo que o
sistema demora a retornar a um dado estado observdvel é o inverso da probabilidade de
ocorrer esse estado.

Consideremos o jogo (sistema) em que existem duas urnas: a urna 1 que contém 100
bolas numeradas de 1 a 100 e a urna 2 que se encontra vazia. Num saco colocam-se 100
pedacos de papel numerados de 1 a 100. Em cada unidade de tempo retiramos um papel
do saco, lemos o numero nele inscrito, recolocamo-lo no saco e movemos a bola que tem
esse numero da urna onde se encontra para a outra. A Segunda Lei da Termodinamica,
assim como a nossa intuicao, indicam-nos que o sistema evoluira para o estado de equilibrio
que maximiza a entropia, em que existem 50 bolas em cada urna. Certamente, haverao
flutuacoes aleatérias em torno da divisao 50 — 50, mas parece altamente improvavel que
a flutuacao seja tao grande que as 100 bolas retornem todas a urna 1. O Teorema de
Recorréncia afirma que, apesar de parecer muito pouco verosimel, ela acontecerda quase
certamente.

Podemos descrever o estado do sistema no instante k € Ny especificando o niimero wy, €
{0,1,...,100} de bolas na urna 1 nesse instante. Se no instante k = 0 existirem wy bolas
na urna 1 (na experiéncia atras descrita foi considerado que wy = 100), se prosseguirmos
com a extraccao de papéis do saco e procedermos em conformidade com as regras do jogo, o
sistema passara sucessivamente pelos estados wy, wi,ws, . .. sujeitos as seguintes condigoes:

wp € {0,1,...,100},  Jwp—wea| =1, Vk=0,1,2,...
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Urna 2 Urna 1

FiGUuraA 13.5. Exemplo dos Ehrenfests

Vamos considerar, mais geralmente, que o jogo comegou num instante passado remoto
indefinido e se perpetua indefinidamente para o futuro. Tal como no exemplo 13.3.3 con-
sideramos o espaco produto Q = {0,1,,...100}% constituido pelas palavras

W= ...WoW_1Wowiwy . ..

compostas por sequéncias bilaterais infinitas de simbolos do alfabeto {0, 1,...100}. Pode-
mos identificar cada palavra w com uma fungao w : Z — {0,1,...,100} em que w(n) = w,.
Seja 0 : 0 — Q a transformacao shift que actua em cada palavra deslocando os simbolos
uma casa para a esquerda, (o(w))(n) = w(n + 1) para cada n € Z. Tal como no Exem-
plo 13.3.3, seja B a o-algebra gerada pelos cilindros compostos por segmentos finitos de
historia:

C(n,k‘, ['il,ig, e ,in]) = {w €N wp=11,Wk11 =19, ..., Wgin-1 = Zn}

Para definirmos uma medida de probabilidade invariante para o shift em B compativel
com as transigoes do jogo, consideremos a cadeia de Markov ..., X 1, Xy, X1,... onde,
para cada [ € Z, a variavel aleatéria X; : Q — {0,1,...,100} é tal que X;(w) = w;. Se
o sistema estiver no estado ¢ significa que existem ¢ bolas na urna 1; entao s6 ha duas
transicoes possiveis: o sistema passa para o estado ¢ — 1 ou para o estado ¢ + 1, consoante
o numero no papel retirado do saco corresponda a uma bola da urna 1 ou da urna 2,
respectivamente. Claro que se o sistema se encontrar no estado i, a probabilidade de se

retirar um papel com um nimero de uma bola que se encontra na urna 1 é 35 € na urna
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2é 1?80_i. E assim claro que
/100 sej=1i—1
P(X; =j|Xo=1) =< (100 —4)/100 sej=i+1
0 caso contrario

Obtemos desta forma a matriz de transicao:

0O 1 0 0 0 0
1

o 0 % 00 0
0 25 0 & 0 0
0o 0 =2 0o X 0

100

00 0 0 0 &% 0
o 0 0 0 0 0 1 0

Seja p o vector de dimensao 101, cuja i-ésima componente é dada por

1
pi = C}O‘Jﬁ, i€ {0,1,...,100}, (13.5)
onde C}% = 0" ou seja, em que p; corresponde & probabilidade de calharem exac-

A1(100—3)!”
tamente 1 bola(s na)urna 1 depois de as distribuirmos aleatoriamente pelas duas urnas,
atribuindo peso 1/2 a cada urna. E f4cil ver que p é um estado de equilibrio do processo
de Markov, i.e., pA = p. Entao, podemos definir uma medida g nos cilindros da seguinte
forma:
,LL(C(TL, ]{?, [il, ig, e ,’Ln]) = Di1 Qi1ioQigig - - - Qi _1in s (136)
para todo k € Z, n € Ne iy, ..., i, € {0,1,...,100}.

Notemos que i tem que ser em particular o-aditiva, o que é consequéncia de pA =
p. Para ilustrar este facto, consideremos por exemplo o cilindro C(1,1,[j]), para algum
j € {0,1,...,100}, e observemos que C(1,1,[j]) = Ui% C(2,0,[i,5]) e C(2,0,[i,5]) N
C(2,0,[¢,7]) = 0 para todo £ # i. Para termos o-aditividade temos que ter u(C(1,1, [j])) =
Zg% n(C(2,0,[i, 7])), para todo j € {0,1,...100}, ou seja, p; = Z;ﬂ% pia;j. Resulta assim
a necessidade de pA = p para definirmos a medida . Uma vez definida a medida nos
cilindros é possivel estendé-la univocamente a o-algebra gerada pelos mesmos. Para além
disso, a medida de probabilidade é invariante para o “shift” ja que por definicao da medida
p nos cilindros temos que (13.6) vale para todo k € Z.

Consideremos agora o acontecimento £ = {w € Q : Xo(w) = 100} = C(1,0,[100]),
que consiste nas realizacoes do jogo em que estamos interessados, pois corresponde as
experiéncias em que a primeira urna se encontra cheia no inicio da contagem do tempo. A
probabilidade de F ocorrer ¢ 1/2'% uma vez que por definigao: u(E) = u(C(1,0,[100])) =
D1oo = (}88) - 1/2100 = 1/2100 > (. Pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré temos que a
probabilidade de um ponto de E ser nao recorrente a £/ é 0. Por outras palavras:

p{w e E:3keN d"w) eEY)=p{we F:IkeN Xi(w)=100}) = u(E),
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o que significa que, com probabilidade 1 (probabilidade condicionada ao facto de sabermos
que no instante inicial a urna 1 esté cheia), o sistema volta ao estado inicial em que existem
100 bolas na urna 1!

Esta aparente dissonancia com a Segunda Lei da Termodinamica (e com a nossa intui¢ao
de que o sistema tende a evoluir para um “equilibrio” compreendendo pequenas oscilagoes
em torno do estado 50) dissipa-se a luz do Teorema de Kac, que afirma que o tempo médio
de retorno a posicao inicial é 1/u(E) = 2'%° unidades de tempo. Se supusermos que cada
transicao ocorre ao fim de um milésimo de segundo, entao o tempo médio de retorno ao
estado em que a urna 1 estd cheia é 2% milésimo de segundo que, apds uma pequena
conta, se verifica ser mais que o tempo do Universo, estimado em 13,8 x 10° ano! Se agora
imaginarmos o caso em que em vez de 100 bolas temos uma mole delas (aproximadamente
6 x 10%3), entao o tempo médio de espera, até se verificar uma recorréncia ao estado em
que a urna 1 esta cheia, seria ainda muito maior.

Como é fécil verificar em (13.5), o estado mais provavel é o estado 50, i.e., aquele em
que as duas urnas tém o mesmo numero de bolas. Efectivamente, u({w € Q : Xp(w) =
50}) = 7.96 x 1072, o que significa que, se o sistema se encontrar no estado 50, entao o
tempo médio de retorno a esse mesmo estado é aproximadamente 13 unidades de tempo.
Isto explica a nossa intuicao ao acharmos que o sistema entra num equilibrio aparente em
torno do estado em que as duas urnas tém o mesmo numero de bolas.
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