Analise Complexa — Resolucao de alguns exercicios do capitulo 4

Exercicio n°1
1. Caso de C(0,0,1):
1 1 1

2(z—1i) 221+4iz

=iz7%) (—iz)" porque | —iz| < 1
n=0

o0

— _ Z(_i>n+1zn72
n=0
— Z _(_i)n+3zn'
n=—2
Caso de C(0,1, +00):
1 v 1

2(z—1i) 221+iz

> 1
. 9 .
=iz ) —— porque | —iz| > 1
n=1 (_Z’Z)

— Z(_i)lfnzfan
n=1
= > (=¥
n=3
2. Comece-se por decompor a fraccao racional m em fracgoes simples. Tem-se
1 A B
Vze C\{1,2}): = =
(Ve CML2D: o=y — 721 T2
1 (A+B)z—2A—-B

= (V2 C\ {1,2}): —1)(z-2)  (z=1)(z—2)

A+B=0
—
—2A-B=1

< A=-B=-1,

pelo que 1 1 1
(V2 e C\{1,2}): —1)(z—2) =2-2 z-1

e, portanto,

(VZGC\{O’1’2}):2(2—11(2—2):i(_Qiz—i_liz):i<_;'1—1Z/2+1iz>'
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Caso de C'(0,0,1):

1 B <_
2(z—1)(z—2)

Caso de C'(0,1,2):

1
2(z—=1)(z —2)

Caso de C(0, 2, +00):

(32 (G) - =) ost<leelie)

_9 - -
= Z (=1 —27"72),
n=-—00
1— 627; + (22)” +o0 on +o00 2n+4
3. (VaeC): — & o B 2 e 2 e
S T (R

4. Caso de C(0,1,+00): Se |z| > 1, entao, pelo exercicio 26.3 do segundo capitulo,

1 z "

EE e

o ~1
:an<m+n )zm
m=0

n—1
2 ( —m—1 ) .
= Y 2™,
m=—o00 n—1
1 =
Caso de C(1,0,400): Obviamente, tem-se ———— = > a,,(z—1)" se se definir (a,,)mez

— n
(z—=1" =
or a, =1sem= —ne a,, =0 caso contrario.
m m



Analise Complexa 20062007 3

5. Se z € C(1,0,+00), entao

(55) = (v 7)
sen = sen
z—1 z—1

1 1
= sen (1) cos <z — 1) + cos (1) sen o 1>
S S
=)z - = (2n 4+ D(z — 1)2nt
0
= Y a,(z—-1)"
com
v 7 B (—=1)*sen(1)/n! se n = —2k para algum k € Z,
ne’.) | (=1)*cos(1)/n!  sen = —2k — 1 para algum k € Z,..
%) n 0 n
*\ . _ —1/z (_1) (_1) n

Exercicio n°3
Seja K um compacto de C\ N, seja M = sup,.x |2| e seja N € N tal que N > M. Para
cada nimero natural n > N, tem-se

1 < 1 < 1 '
[z =n[* 7 (n—|z))> = (n— M)?

Entdo, pelo teste M de Weierstrass, a série 20 \(z — n)~? converge uniformemente em K,

pelo que a série 3°°° (2 — n)~2 também converge uniformemente em K. Mostra-se de maneira
andloga que a série 3.°° (2 + n)~2 converge uniformemente em cada compacto K de C\ —N.
1. Para cada z € C\ Z, sejam

2 1 > 1 > 1
f(z):sen27rz ¢ g(z):;+§(z—n)2+;(2+n)2

Se z € C\ Z, entao

1 > 1 > 1
(z+1)2+z_:(z+1—n) Z:: (z+14n)?
21

glz+1) =

o0

2

z—n) = (2 +n)?

(z+1

= g(2);

por outras palavras, g ¢ periédica de periodo 1. Observe-se que g é uma funcao analitica, pelo
teorema da convergéncia uniforme de Weierstrass.
Tem-se
2

ord (0, " > = —2o0rd(0,sen2) = —2o0rd(0, 7z — (72)*/6 + --+) = —2,

sen? wz

pelo que o desenvolvimento de Laurent da fungdo f em D(0,1) \ {0} é da forma

o0
Z anz"

n=-—2
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Além disso, a,, = 0 quando n é impar, pelo exercicio anterior. Por outro lado,

z—0 St

oo
lim 22 f(2) = hmz Z anz" = liH(l) > ap2z" =a_s
S n=0

Mas entao
2

a_s = lim ZQT
z—0 sen“mwz

. mz \2
= lim
z—0 \sen 7z

2
1
= lim
=0\ 1— (72)%/3! + (wz)*/5! — (m2)8 /71 4 - - -
=1.
Como o desenvolvimento de Laurent da funcdo f na vizinhanca de 0 é da forma 272 + ag +
asz® + ayz* + - -+, 0 é ponto regular da funcio
C\Z — C
z = f(z) — 272

Mas 0 também é ponto regular da funcgao

C\z — C
© o et

pelo que 0 é ponto regular de f — g. Como f — ¢ é uma func¢ao periddica de periodo 1, deduz-
-se que qualquer inteiro é ponto regular de f — g. Logo, f — g é prolongavel a uma func¢ao
analitica h : C — C. Quer-se mostrar que h é a funcao nula. Vai-se comecar por ver que é
constante; para tal, basta mostrar que é limitada, pelo teorema de Liouville. Como h é periddica
de periodo 1, basta provar que a sua restricio a H = {z € C:|Rez| < 1/2} ¢é limitada. De
facto, como a restricao de h a {z € H : |[Imz| < 1} ¢ limitada (pois h ¢é continua e trata-se de
um conjunto compacto), basta provar que as restricoes de h a Hy, = {z € H:Imz > 1} e a
H_ = {z€ H:Imz < —1} sao limitadas e, para tal, basta provar que as restri¢oes de f e de
g aqueles conjuntos sao limitadas. Vai-se fazer isto unicamente para H, , pois a caso de H_ é
analogo.

Vai-se comegar pela fun¢ao f. Sejam z,y € R com |z| < 1/2 e |y| > 1. Entao, pelo
exercicio 59 do segundo capitulo,

z—l—n

lsen(m(z + yi))|* = [sen(rz) cos(myi) + cos(mx) sen(myi)|?
= |sen(7m) cosh(my) + i cos(mz) senh(7ry)|2

(mx) cosh?(7y) + cos?(mx) senh?(7y)
sen?(mx) cosh?(my) + (1 — sen?(7x)) senh?(my)
2(mz) + senh?(y)

> senh®(my);

cn
€Il
= sen

consequentemente, se z € H, tem-se

2 2

< .
senh?(7Im z) ~ senh?(n)

IF(2)] <
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Vejamos agora o que se passa com a funcao ¢g. Sejam x e y como acima. Tem-se

o

> 1 > 1
153 Tyt

n=1

E

Considere-se a funcao

[1,+OO[ I RJr
t — ;;
(t—2)*+y?

trata-se de uma funcao estritamente decrescente e tem-se entao

(VnEN):/

”H ! dt > 1
no (t—x)?24+y2 T (n+1-x)2+y¥

pelo que

1 < © n+1 400 dt
nz:z(n—x)Q%—yQ_Z/n (t— —|—y / +y '

(3)

Mas um célculo simples revela que uma primitiva da funcao (2) é a fungao de [1, 400 em R

que a cada t associa arctan((t — x)/y)/y, pelo que se deduz de (3) que

[e.e]

(Vze€ Hy):

Z—?’L

O mesmo tipo de calculos mostra que

© T

VZEH+

— (2 +n)? ZImz7

pelo que

1 1 1 3
(V2 € Hy) : [g(2)] < —— + -

1 (7r ¢ <1—Rez>)< T
Imz 2 arctan Im 2 2Im z’

Im z W—i_ |z — 12 N lz+ 12 ~ Imz i (Im 2)?

(4)

Esta entao provado que as restrigdes de f e de g ao conjunto H, sado fungdes limitadas e,
consequentemente, que a funcao h é limitada. Como foi observado acima, deduz-se entao do

teorema de Liouville que h é constante. Mas deduz-se de (1) e de (4) que

lim |h(iy)| =0,

y—-+oo

pelo que h é a fungao nula.

Finalmente, para demonstrar a segunda igualdade do enunciado, baste ver que se tem,

quando z € C\ Z,

—_— = — m S im
n=1 Z - n n=1 (Z + TL)2 22 NENn:l (’Z - n>2 NeNn:l (Z + n>2
N 1
=1
2 G

2. Sejam, para cada z € C\ Z,

F(z) =mcotmz e G(z)z%—i( ! +1)+§:( ! —1>.
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Sejam também f e g como na resolugao anterior. Um célculo simples revela que F' = —f. Por
outro lado, o mesmo tipo de célculos efectuados na resolugao anterior mostra que as séries

L) o X

i \Z—n n 1 \Z+n

convergem uniformemente em cada compacto de C \ Z. Logo, pelo teorema da convergéncia
uniforme de Weierstrass,

(Vz2eC\Z):G i_oj ijj Z+n) = —g(2).

(z—mn)
Isto mostra que (F' — G) = —f + g =0, pelo que F' — G é constante. Mas F' — G também é
uma funcao impar, pelo que apenas pode ser a func¢ao nula.

Finalmente, veja-se que se tem

> 1 > 1 1 1 & 1 1 1 1
Z(z—n n>+nz::1<z~l—n_n>_z ;(z—n n>+<z~|—n_n)

1 & 1 1

_;+;z—n+z—n

1 A 1

==+ lim ) _ +

Zz NeN‘—z—n 2z—n

Y1
=1
J\}Ie%n;]vz—i-n

3. Tem-se, por um lado

° 1 s 1 > 1
lim (Z s ) Loyt
z—0 n=1 (Z - n)2 n=1 (Z + n)2 n=1 n2
e, por outro lado,
. 2 1 w222 —sen® 7z
lim | —— — — | = lim
z—0 \sen?mz 22 =0  zZZsen?mz

m 7222 — (mz — (72)3/31 + - - )

=0 22 (12— (m2)3)31 + )2

iy (727 = (12)° = (m2)"/3 4 2(m2)"/45 — - - )
=0 22 ((m2)? — (w2)*/3 + 2(72)8/45 — - -+)

_ lim (m2)*/3 — 2(72)%/45 + - - -
=0 224 — 126/3 + 27r6z8/45 —

— lim mt/3 — 27022 /45 + -
=0 2 — 422 /3 4 27624 /45 —

7T2

3

Pela primeira igualdade da primeira alinea, os dois limites acima calculados tém o mesmo valor,
pelo que
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Exercicio n°4

1. Uma vez que (V2 € C*) : 2= -+ + 027 4+ 01+ 1.2+ 022+ 023+ -+, ord(0, f) = 1 e
res(0, f) = 0.
2. Umavezque (Vz€C*) izl =+ 40224+1.27'4+014+0.2+022+---, ord(0, f) = —1e
res(0, f) = 1.
3. Uma vez que (V2 € C*) : (z+271) /2= +0z2+5 27 +01+1 - 24022+,

ord(0, f) = —1 e res(0, f) = 1/2.

4. Tem-se (Vz € C*) :cos(z7) =1 — 5272+ 327 — 427 %+ -+, pelo que ord(0, f) = —co e
res(0, f) = 0.

5. Tem-se (Vz € C*) : 27 sen(z) = 1 — 32% + 32 — 52° + -+, pelo que ord(0, f) = 0 e
res(0, f) = 0.

6. Se ag,ay,...,a, € C sao tais que (Vz € C) : P(z) = ap + a1z + - - - a,2", entdo (Vz € C*) :
f(z) =ap+az7' + -+ a,z7", pelo que ord(0, f) = —n (pois, uma vez que P tem grau n,
an, #0) eres(0, f) = a_.

Exercicio n°6

Se f possuir uma primitiva, entdo, pelo corolario 3.1.1, o integral de f ao longo de qualquer
lacete (com valores em D(zg,7) \ {20}) é igual a 0. Sejam entao r' €]0,r[ e v:[0,27r] — C o
lacete definido por y(t) = 2z + r’e. Entao, pelo teorema de Laurent,

0= / f = 2mires(zo, f)ind (2o, ) = 2mires(z, f),
y

pelo que res(zg, f) = 0.

Reciprocamente, se res(zg, f) = 0, entao, novamente pelo teorema de Laurent, o integral
de f ao longo de qualquer lacete (com valores em D(zg,7) \ {z0}) é igual a 0, pelo que, pelo
teorema 3.2.7, f tem uma primitiva.

Exercicio n°7

Sea € Ze|z| =1, entao |$=| = 1, pelo exercicio 8 do primeiro capitulo, pelo que a fungao
g: C\{l/a:aec Z\{0}} — C
z—a\™®
z — ] < . )
ez N —az

também envia elementos de S* em elementos de S'. Consideremos a funcio h = f/g. Como
os zeros de g sdo também zeros de f e tém as mesmas multiplicidades, h pode ser prolongada
a uma funcao analitica cujo dominio contém D(0,1) e que nao tem zeros naquele disco; além
disso, |h(z)| = 1 quando |z| = 1. Pelo exercicio 99 do segundo capitulo, h|p 1) é constante e,
portanto, existe algum nimero complexo k de médulo 1 tal que |z| < 1 = h(z) = k. Entao,
para cada nimero complexo z tal que |z| < 1,

7 =TI (

a€”Z

z—a\"™®
1— az) '
Do teorema da identidade deduz-se que a relacao anterior é valida sempre que z nao seja da

forma 1/a, para algum a € Z \ {0}. Mas, como f nao tem polos, tem-se Z = ) ou Z = {0}.
No primeiro caso, f é constante; no segundo, tem-se f(z) = k2™ para cada z € C.
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Exercicio n°9

1. Como a é ponto regular de f e g, existem séries de poténcias Yo%y a,(z—a)" e 302 by(z—a)”
tais que, para algum ¢ € R,

(Vz € D(a,e) \ {a}) : i}an z—a)"eg(z) = ibn(z —a)"

Entao

o0

(Vz € D(a,¢) Z (z—a)"eG(z) = i)bn(z —a)"

Sejam M = ord(a, f) e N = ord(a, g).
Suponha-se que M > N. Entdao n = N e a; = b, = 0 se k for um ntimero inteiro menor do
que n. Neste caso tem-se

hm@ — lim an(z—a)n+an+l(2_a)n+1 —+ -
z=a g Z) z—a bn(z — a)” +bn+1<2 _ a)n+1 4+
~ im ap + api1(z—a)+---

z—>ab _|_bn+1( a)_|_...
an

by,
F™(a)
~ GW(a)/n! (a)
(@) |
(@)

F™(q

)

)

)

T G (a)
FOa)  ay

Suponha-se agora que M < N. Entaon = M, G(Tm) =35 = 0 e

li f(2) — L aM(Z_a)M‘f‘aMH(Z—a)Mﬂ—i—«-~

g(z)  =a by(z —a)V 4+ byyr(z —a)NFL 4 -

I 1 _ aM+aM+1(z—a)+
Z—a (Z — CL)N M bN + bN+1(Z — CL) + -
= 00.

2. Sejam F' e G como no enunciado da primeira alinea. Se F”(a) # 0 entao, por continuidade,
F’" nao se anula em alguma vizinhanca de a. Se F'(a) = 0, entdo a é um zero isolado de F” ou
um zero interior de F”. Mas se a fosse um zero interior de F’, entdo a restricao de F' a alguma
vizinhanga de a seria constante e tomaria sempre o valor 0 (pois ord(a, f) > 1 = F(a) = 0),
o que é absurdo pois f é uma funcao com valores em C*. Logo, se a for um zero de F’, a é um
zero isolado pelo que, para alguma vizinhanga V' de a, se tem f'(V \ {a}) = F'(V \ {a}) C C*.
Mostra-se da mesma maneira que existe alguma vizinhanga V' de a tal que ¢'(V '\ {a}) C C*.

Para completar a resolugdo, basta observar que inf{ord(a, f’),ord(a,¢’)} = n — 1 (pela
primeira alinea da proposicao 4.2.2), pelo que, pela alinea anterior.

lim f(2) = F(")(a) = lim '(z) :
z—a g(z) G (a) z—a,z€V\{a} g/(Z)
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Exercicio n°10

1. E claro que 7Z é fechado e que todos os seus pontos sdo pontos isolados, pelo que s6 falta
provar que, se n € Z, entdao nm é pélo da fungdo cotangente, ou seja, que ord(nm,cot) € Z* .
Mas sabe-se que

ord(nm, cot) = ord (mr, S;Sl) = ord(nm, cos) — ord(nm,sen) =0 — 1= —1
pois
(Vz €Z):sen(z) = (—1)"sen(z —nr) = (—1)"(z — 1) — (_31')n(z )
(Vz € Z) : cos(z) = (—1)"cos(z —nm) = (—1)" — (_1)n(z — )

2!

pelo que ord(nm,sen) = 1 e ord(nm, cos) = 0.

2. O conjunto Z dos zeros de P ¢ finito, pelo que é fechado e todos os seus pontos sao isolados.
Por outro lado, sen é o graude P ese zg € Z, entao existem k € {1,2,... . n}eay, agr1,...,a, €
C tais que ap # 0 e que (V2 € C) : P(2) = ap(z — 20)* + ars1(z — 20)F M + ... 4+ an(z — 20)™
Logo, ord(zy, P) = k e, consequentemente, ord(zo, 1/P|c\z) = —k.

Exercicio n°14

Suponha-se que a é uma singularidade essencial de f. Sejam zy € U \ {a} e € € R tais que
D(zp,e) C U\ {a}. Entao, o conjunto f (D(zg,¢)) é aberto (pelo teorema da fungao aberta)
e o conjunto f (U \ ({a} U D(zy,€))) é denso (pelo teorema de Casorati-Weierstrass). Logo, os
dois conjuntos tém intersec¢ao nao vazia, o que é absurdo, pois f é injectiva.

Exercicio n°15
1. Como f é injectiva, a fungdo f* também o é; logo, pelo exercicio anterior, 0 nao é ponto

singular essencial de f*. Por outro lado, se >°0° ,a,z" for a série de Taylor da funcdo f no
ponto 0, tem-se

(Vz2eC): f*(2) = i anz "
n=0

Uma vez que 0 nao é ponto singular essencial de f*, existe necessariamente algum N € N tal
que a,, = 0 quando n > N. Mas entao

(VzeQC): f(z) = z_:oanz",

ou seja, f é uma funcao polinomial.

2. Seja N como na resolucao da alinea anterior. Sabe-se, pelo exercicio 27 do primeiro capitulo,

que existem ¢, z1,..., 2y € C com ¢ # 0 e tais que
VzeC): f(z)=clz—2z1)(z—22) ... (2 — 2n).
Mas, uma vez que f é injectiva, s6 pode ter um tinico zero, pelo que z; = z5 = -+ = zy. Entao

(V2 e Q) : f(z) =c(z —z)V.
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A injectividade de f também implica que N = 1, pois se se tivesse N > 1 entao tinha-se
flz14+1)=c=f <21 + eZm/N) .
Logo, se se tomar a = c e b = —c.zq, tem-se

(Vz2eC): f(z) =c(z — 21) = az +b.

Exercicio n°17

1. Tem-se

1 1 1
/ dz = 2mi (res <7T, > .ind (W,7> + res (—W, ) .ind <—7T7’Y>>
~ COS 2 2’ cos 2 2’ cos 2

] 2” <COS’(17T/2) " 2>>

2. /761/2 dz = 2mires (O, el/z> ind(0,7) = 2mi, pois (V2 € C*):e/? =142+ 12724 ...

3. Para cada z € C tal que e # —1, seja f(z) = (¢*+1)~!. Entdo f é analitica e o seu dominio
éU =C\{(2n+ )i : n € Z}. Em particular, o dominio de f contém o disco D(0,7) e,
uma vez que v é homotopicamente nulo em D(0, ), v € homotopicamente nulo em U, pelo que
J, f(z)dz = 0, pelo coroldrio 3.2.1.

Exercicio n°21

Sejam v(t) = e*™ (¢t € [0,1]), e(z) = €* e f(z) = —az". O teorema de Rouché diz que se
le(v(t)| < |f(~(t))] para qualquer ¢t € [0,1], entdo f e f + € tém o mesmo numero de zeros
em D(0, 1), contados com as respectivas multiplicidades. Mas se z é um nimero complexo de

modulo 1, entao tem-se:
e(2)| = [e*] = ™" < e <a=|f(2)|

e o numero de zeros de f em D(0, 1), contados com as respectivas multiplicidades, é igual a n.

Exercicio n°22
1. Seja v : [0,27] — C o lacete definido por () = €. Entao v é um lacete simples,
int(y) = D(0,1) e o trago de y é S'. Para cada z € C, sejam f(z) = 62 e £(z) = 2° + 2. Entao,
sez € S |e(z)] = [2° + 2| < |2]°+2 <3 <6 =|f(2)]. Logo, pelo teorema de Rouché, f e f+¢
tém o mesmo nimero de zeros em D(0,1), contados com as respectivas multiplicidades. Uma
vez que f tem exactamente um zero em D(0,1) (nomeadamente 0), o polinémio 2° + 6z + 2
tem exactamente um zero no mesmo disco.

2. Basta fazer o mesmo que na alinea anterior, mas desta vez com f(z) = 2° e e(2) = 62 + 2.
Entao, se |z| = 2, |e(z)| = 62+ 2| < 14 < 32 = |f(2)], pelo que o polinémio dado tem cinco
zeros em D(0,2), contados com as respectivas multiplicidades.
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Exercicio n°26

Tem-se, recorrendo ao teorema 4.3.6:

/+°° cosS X do —
o (22 +a?)(2z?+b?) N

+oo CcosST
—oo (22 +a?) (2% +1?)

(/J:O (2% + a2€)Z:a:2 + b?) d:v)

S )
(i <2a(b2e i T —2b(lf2 - agﬂ))

—a

- <2a(b2 a2 2(b — a2)>

dx

=g,
5

N~ NI~ N~

Il
3
=
o

be™® — ae
=N "
2ab(b? — a?)
Exercicio n°28
Seja R um numero real tal que
VzeZ):|z| <R (5)

e seja y(t) = Re*™ (t € [0,1]). O teorema dos residuos diz entao que:

Ploz\ 1 [ P(z), [ P(Re ") Re>r
> res (z, Q|<C\Z> = 27”/7 Q<Z)dz _/o O(Re) dt.

Entao tem-se:
> res | z,
ZEZ Q’C\Z

Vai-se usar esta férmula para mostrar que ‘ZZE 5 Tes (z, Plevz/Qley Z)‘ é menor do que qualquer

nimero positivo. Seja € > 0. Sabe-se que lim,_, ]Z)((ZZ))Z = 0, pois o grau do numerador é

P<R62m't) Re2m‘t
Q (R627Tit)

dt

/1 P(R€27rit)R€27rit
0

QUReE) o

< sup

te(0,1]

menor do que o grau do denominador, pelo que existe algum M € RT tal que |z| > M —
|P(z)z/Q(z)| < . Entao se, para além da condicao (5), se tiver R > M deduz-se de (6) que se

tem:
res | z,
z2€Z Q|(C\Z

Como isto é verdade para qualquer € > 0, a soma dos residuos ¢é igual a 0.

< E.




