Analise Complexa — Resolucao de alguns exercicios do capitulo 1

Exercicio n°1

1. Tem-se:
i = (0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (—1,0) = —1.

2.7=(0,1) = (0,—1) = —i.
3. Sejam a,b € R. Entao

a+bi=a—b =a+ h.
4. A conjugacao é uma bijeccao pois, pela alinea anterior, a composta da conjugagao consigo
propria é a identidade. Agora basta observar que:
1. se a + bi,c+ di € C, entao
(a+bi)+ (c+di)=a+c+ (b+d)i

=a+c—(b+d)i

= (a—bi) + (c — di)

—a+bi+c+di;

2. sea+bi,c+di € C, entao
(a+ bi).(c + di) = ac — bd + (ad + be)i = ac — bd — (ad + be)i

(a+ bi) (c—i— di) = (a — bi).(c — di) = ac — bd — (ad + bc)i.

5. Se a,b € R, entao
at+bi=a+bi< a+bi=a—bi
<b=0
= a+bi=a
< a+beR.
Por outro lado, se z € C, entao
(z+72)2=(z+2) /Q (pela alinea anterior)
=(z+7%2)/2
pela alinea 3 e porque 2 € R. Logo, (z +%Z)/2 € R. Analogamente,
(z—72)/(20) =(z2—72)/2i
= — (2 —2)/(—2i) (pela alinea 2)
= (2 —2)/(2),
pelo que (z — 2)/(2i) € R.
6. Se a,b € R, entao
a+bi+a—bi (a+bi)+ (a—bi)

5 = 5 = a = Re(a + bi)

a~|—bz—‘a—bz: (a+ bi) —.(a—bz) b~ Im(a + bi).
21 21

7. Se a,b € R, entao |a + bi|* = a® + b* = (Re(a + bi))* + (Im(a + bi))>.
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Exercicio n°2

2. Sabe-se, pelo exercicio 1.7, que |z|* = (Rez)? + (Im 2)?, pelo que (Rez)?, (Imz2)? < |2]%, o
que implica que |Re z|, | Im z| < |z|.

3. Tem-se

Re(z +w) = v ;— Frw (exercicio 1.6)
Tw+zZ+w
== 5 (exercicio 1.4)
_2+Z n w+w
2 2
= Re(2) + Re(w);

a segunda metade da alinea faz-se de maneira anédloga

4. Tem-se
(exercicio 1.6)

(exercicio 1.4)

(exercicio 1.5)

a segunda metade da alinea faz-se de maneira andloga

5. Tem-se

|2]* = (Re 2)* + (Im 2)? (exercicio 1.7)
=\ 2 a2
= (Z ; Z) + <22Z,Z) (exercicio 1.6)
P2+7224227 22+722-222

= 1 + — (exercicio 1.1)

= z.z.
6. Visto que |z +w|,|z| + |w| € Ry, tem-se:!

|z +w| < 2| + |w| <=

= Jot P < (J2] + )’

— (z+w).(z +w) < |22+ |w|* + 2.]2].]w| (pela alinea anterior)

= (z+w). Z+w) < |2]* + |w]® + 2.]2].Jw| (exercicio 1.4)

= |22+ 20 + 2w+ Jw)? < |z)* + |w]? + 2.]2].|Jw| (pela alinea anterior)
= 2.0+ z.w < 2.z|.|w]|

— (zw+zw)? < 4|22 |w]? (pois 2.|z.|w| € Ry)

— (zw0)’+ (zw)’ + 2207w < 4.2.Zw.W (pela alinea anterior)

LObserve-se que todas as desigualdades que se seguem sao desigualdades entre ntimeros reais.
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—= (zw—-zw)’* <0

— (20 —2w)" <0 (exercicios 1.3 e 1.4)

2
= (zw2z> > 0 (exercicio 1.1)
i

— (Im (2.w))*> >0
pelo exercicio 1.6.
7. Pela alinea anterior, sabe-se que se tem

2l = |z —w+w| < [z —w| + |w],

ou seja, |z —w| > |z| — |w|. Mostra-se de maneira andloga que |z — w| > |w| — |z|. Como,
||z = [wl| = £(|2] = [w]), |z = w| = [|2| = [w]].

8. Visto que |z.wl, |z|.|lw| € Ry, tem-se

lzw| = |2].|w| <= |z.w]* = |22 |w]?
<= zw.zw = z.Z.w.w (pela alinea 5)

< ZW.ZW = Z.Z.W.W

pelo exercicio 1.4.
9. Tem-se

Exercicio n®°5

1. Sejam b, c € R tais que a = b + ci; quer-se mostrar que existem z,y € R tais que

(z +yi)®> = b+ ci.
Tem-se:
> —y?=0
{ 2xy =c¢
22—y =0
{ Ax2y? = &2
2?2 =y*+0b
{ 4yt + 4by* = 2
?=y"+b
N { v = (b VFET &) /2

2=y +0b

y = i\/(—bJr VI E3) /2
x:i\/(b+\/m) /2
y:j:\/(—b—l—\/m) /2
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Esta entao resolvido o sistema (2) e é claro que uma solugao (x,y) deste sistema é solugao de
(1) se e s6 os numeros ¢ e z.y forem ambos maiores ou iguais a 0 ou ambos menores ou iguais
a 0. Logo, as solugoes de (1) s@o

i<\/(b+\/m>/2+\/(—b+\/m)/2i> sec>0

T +yr=

:I:<\/(b+\/m)/2—\/(—b+\/m)/2i> se ¢ <0.

2. Para cada z € C, seja P(z) = Z(B(z +1i)" —b(z — z)”) A fungdo P é polinomial de grau

menor ou igual a n. De facto, o grau é igual a n pois o coeficiente de 2™ é ¢ (5 — b) e
z’(E—b) =0<=b=b<s=bcR=acRy,

mas |a| = 1, o unico elemento de R, com moédulo 1 é o nimero 1 e a # 1 por hipdtese.
Tem-se, para cada z € R,

P(z) =i (b(z+i)" = b(z —i)") = (=) (b(z — )" = b(z +i)") = P(2). (3)
Logo, se ag,ay,...,a, € C forem tais que
(Vz€C): P(z) =ap+arz+ -+ apz",

entdo deduz-se de (3) que (Vk € {0,1,...,n}) : ax = @, ou seja, que os coeficientes de P sao
reais. Como P tem grau impar, tem algum zero A € R. Mas

mm20¢¢<;f9 :Z(:épzﬁ.

3. Seja ¢ um nuimero natural impar. Vai-se mostrar por inducao que, se p € Z,, entao as
equacoes da forma z" = a tém solucao quando n = 2Pq; como qualquer n € N pode ser escrito
sob esta forma, isto basta para resolver o exercicio.

Se p = 0, quer-se provar que as equacao da forma z? = a tém solugao. Isto é trivial se
a=0. Caso a # 0, seja z; € C tal que z:7 = a/|a| (um tal z; existe pela alinea anterior, caso
a/lal # 1) e seja 2z € R tal que 2,7 = |al; entdo 2;.25 é solugao da equagao 27 = a.

Suponha-se agora que, para um certo p € Z,, ja estd provado que as equagoes da forma
2" = a tém solucao quando n = 2P¢; quer-se provar que se m = 2P*lg entdo as equacoes da
forma z™ = a tém soluc¢ao. Fixado a € C, se zy for uma solucao da equacgao z" = a e se z; for
tal que 2,2 2n

n

~ n
= 29, entdo 2™ = 22" = (z13)" = 2" = a.
Exercicio n®7

1. E o disco aberto de centro 0 e raio 1:
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2. B a circunferéncia de centro 1 + ¢ e raio 3:

44

3. E o semiplano aberto formado pelos pontos & direita da recta vertical que pasa por 2:

4. Se z = a+bi, com a,b € R, entao Re(z?) = a? — b%, pelo que a figura em questao ¢ formada
pelos pontos a + bi (a,b € R) tais que |a] >1e —va? —1<b< va?—1:

Este semiplano ¢ limitado pela mediatriz do segmento de recta que une —i a 2.

6. E o conjunto dos pontos do disco fechado de centro 0 e raio 1 cuja distancia a 1 é maior ou
igual a 1/2:
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Destes seis conjuntos, aqueles que sao limitados sao o primeiro, o segundo e o sexto.
Exercicio n°8
Se |z| = 1, entao

a # z <= a # Z (exercicio 1.4)
<= a.z #z.z (pois |z| =1 = 2 #0)

— a.z#1.
Por outro lado,
1 —az|=|zz—@z| =z —al .|z| = |z — a],
pelo que
z—«
—| =1.
1 —-az

Exercicio n°10

Se a primeira condigao se verificar e se a e b forem como no enunciado da condigao, sejam
t1,t2, t3 € R tais que z; = a + bt;, para cada j € {1,2,3}. Entao

23 — 21 . (a+bt3)—(a+bt1) _tg—tl

= = e R.
Zo — 21 (CL + th) — (CL + bt1> tg — tl

Suponha-se agora que se verifica a segunda condicao e seja A € R tal que

23— 2
3 12)\¢>(>\—1)21—>\22+23:O.
Z9 — 21

Entao, se se definir p = A —1, ¢ = =X er =1, é claro que p, ¢ e r estao nas condicoes da

terceira alinea.

Finalmente, suponha-se que se verifica o enunciado da terceira alinea. Sejam entao p, q e
r como no enunciado e suponha-se que 7 # 0 (os casos em que p # 0 ou em que g # 0 sao
andlogos). Entao a recta {z; + (22 — 21)t : t € R} contém 2, 25 e 23, pois

=21+ (22—2)0,20 =21+ (22— 21)l e 23 = —221 — ng =214+ (22— 21) (—z) .
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Exercicio n°11
Sejam x, y e z niimeros complexos tais que % + y? + 22 = 2y + 2z + yz. Tem-se:
Pyttt —aly+) Yyt 22 —yz=0.

Vai-se aplicar a formula resolvente de equagoes de segundo grau. Seja r € C uma raiz quadrada
de (y +2)? — 4(y® + 22 —yz) = —3(y — 2)%. Entdo r = £/3i(y — 2), pelo que se tem:

P —aly+ )+t —yr =0 <=
<:>x:((y+z)j:\/§i(y—z)>/2
<:>$—y:(y—z)<—1i\/gz')/QAx—z:(y—z)(li\/gi)/Q

= |z —y|=|v—z|=|y— 2|

ou seja, z, y e z sao vértices de um triangulo equilatero do plano complexo.

Reciprocamente, suponha-se agora que x, y e z sdo trés nimeros complexos tais que |z —y| =
|x — z| = |y — z|. Pode-se supor que |z — y|, |x — z| e |y — z| sdo diferentes de 0, pois caso
contrdrio z = y = z e entdo é dbvio que 2>+ y* + 2% = xy + 2 +yz. Considerem-se os niimeros
a=(x—y)/(ly—=2) epf = (x—2)/(y— z); sao ambos nimeros complexos de mddulo 1 e
a sua diferenca é igual a —1. Entdo 0 = Im(av — ) = Ima — Im 3, pelo que Ima = Im ;
deduz-se que |Rea| = \/1 —|Imal? = \/1 — | ImB|? = |Ref|, pelo que Rea = £ Ref. Se
se tivesse Reaw = Re 3 entao ter-se-ia Re(aw — (3) = 0. Mas jd se sabe que a — f = —1,
pelo que Rea = —Re3 = —1/2 e, portanto, Ima = £+/3i/2 e Im3 = £/3i/2, ou seja

= (=1++/3i)/2 e B = (14+/3i)/2. J4 foi visto que estas duas igualdades sdo equivalentes
ax?+y’+ 22 =0y +az+yz

Exercicio n214

1. Se se tivesse bz + @ = 0, entao tinha-se

la| = [a] = |=Bz| = [b].]] < [8],
a nao ser que z = 0 ou que b = 0, caso em que se teria |a| = |[b]. Mas isto nao é possivel, pois
la| = /1 + |b|?> > |b]. Por outro lado, tem-se
b b
92F0 e p(0,1) = |20 o1
bz +a bz +a

= laz 40 < ‘Ez +a)2

< (az + D). (W—I—E) < <Ez—|—d) (bZ + a)

= |af*|z]* + abz + @bz + |b]* < |b*|2|* + abz + @bz + |a|?

= o] (|2 = 1) < b (J2* — 1)

= (la* = 1p1%) . (]2 = 1) <0

— |z < 1.
2. A maneira mais simples de mostrar que se trata de uma bijeccdo consiste em encontrar a
funcao inversa. Para tal, resolve-se a equacdo f, () = w. Tem-se entao

az+b - _ aw — b
—— =w s wtb=hwtaw = 2= ——— = 2 = fi ().
bz +a —bw +a ’
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Isto sugere que fz_; é a inversa de f,;, e mostra que f,; 0 fz 5 € a identidade em D(0,1). Mas
como isto tem lugar sempre que a e b sao tais que |a|* — |b]> = 1, entdo, trocando a por @ e
b por —b, obtém-se que fz_p © fop também ¢ a identidade, o que mostra que efectivamente a
funcao f, 5 ¢ uma bijecgao e que, além disso, a sua inversa é fz .

3. Visto que se trata de um subconjunto do grupo das bijec¢oes de D(0,1) em D(0, 1), que
contém a identidade (= f10) e que, pela alinea anterior, contém o inverso de cada um dos seus
elementos, so falta ver que é estavel para a composi¢ao. Sejam entao a,b,c,d € C tais que
la|> = [b* =1 e que |c|?> — |d|> = 1. Se z € D(0,1), tem-se

a-@er_ (ac+b8)z+ad+b€

dz+c
a cd\?)) = = - -
f,b(f,d( )) b'gzj:(é—i-a (ad+bé)z+ad+bE

ac—i—bﬁ,ad—&-bé(z) .

Por outro lado,

’ac—l— 63‘2 — |ad + be|* = (ac~|— lﬂ) : (@—i—gd) — (ad + be) . <EE+50)
= |al*c|* + [b*|d|* — |al*|d[* — [b]*|c]*

= (la* = [B]*) . (Ie* = )

= 1.

4. Comece-se por ver que f,,(0) = 29 <= b/a = zy <= b = zya. Sejam entdao a € C e
b = 20a; quer-se mostrar que é possivel escolher a de modo a ter-se |a|> — |b]*> = 1. Mas

lal> = o> =1 <= |a|* (1 — |zo|)2 =1<=|a| = 1/ 1 — |22 .

Basta entao tomar, por exemplo, a = 1/ 1 —z0]2.
Exercicio n°15

1. Como [i/2] = 1/2 < 1, a sucess@o converge para 0.
2. Como |1 44| = /2 > 1, a sucessdo diverge.
3. Como (Vn € N) : |n/i"| = n, a sucessao nao é limitada e, portanto, diverge.

4. A sucessao converge para —1, pois

. 1l—mni . 1/n—i limpenl/n—d —i
lim - = lim - = — = — = —1.
neN1+ni neN1l/n+17  limuey1l/n+i i
Exercicio n°19
Se z,w € C, entdo |Rez — Rew| = |Re(z — w)| < |z — w]|. Logo, se € € RY e se se tomar

0 = g, tem-se
Vz,wel):|z—w|<d<=|z—w|<e=|Rez—Rew| <e.

No caso da fungao Im faz-se da mesma maneira.
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Exercicio n°23

Seja U um subconjunto de B que seja simultaneamente um aberto de B e um fechado de
B:; quer-se mostrar que U = B ou que U = ().

Caso U contenha algum elemento de A entao, uma vez que U N A é simultaneamente um
aberto de A e um fechado de A e, além disso, nao é vazio, UN A = A(<= U D A), pois A
é conexo. Se existisse algum z € B\ U entao, uma vez que B\ U é um aberto de B, haveria
algum ¢ € R* tal que D(z,e) N B C B\ U. Em particular, uma vez que U D A, D(z,e) N B
nao conteria elementos de A, o que ¢ absurdo, pois z € B C A. Logo, U = B.

Caso U nao contenha qualquer elemento de A, aplica-se o argumento anterior a B\ U e
deduz-se que B\ U = B, ou seja, que U = ().

Exercicio n°24

Seja A uma parte de U;c; A; que seja simultaneamente um aberto e um fechado de U;c; A;;
quer-se mostrar que A é vazio ou igual a U;c; 4;. Suponha-se entdao que A # ) e seja z € A.
Seja j € I tal que z € A;. Entao AN A; é simultaneamente um aberto e um fechado de A;;
como, além disso, AN A; # 0 (pois z € AN A;j) e A; é conexo, AN A; = Aj, ou seja A D Aj.
Scja agora i € I. Como A;NA; #0 e AD A; entdo ANA; # 0. Mas entdo pode-se provar que
A D A; da mesma maneira que se provou que A D A;. Como isto tem lugar para cada ¢ € I e
como A C Ujes Ai, esta provado que A = U As.

Exercicio n°26

1. Tem-se:

P(z + bt) = P(z0) + ab"t* + Q(zo + bt)b T+
= P(Z()) — P(Zo)tk + Q(ZO + bt)bk+1tk+1

pelo que se tem, para t €]0, 1],
|P(20 + bt)| < |P(20)|(1 — %) + |Q(20 + bt)b" |t

Como a funcao
R — R

t —  |Q(z0 + bt)bFt
¢ continua e toma o valor 0 no ponto 0, existe algum 6 € R* tal que
(¥t € R) : [t] < & = ||Q(z0 + bt)b" [t < [ P(20)]/2.
Para cada t €]0,inf{1,0}[, tem-se:
[P (20 + 0t)] < [P(20)|(1 = t") + | P(20)[t"/2 = |P(20) (1 = t*/2) < | P(2)].

2. Sejam ag, ay, ..., a, € C tais que a,, # 0 e que
(V2 €C): P(2) = a,2" +a, 12" "+ + ap.
Para cada z € C* tem-se

|P(2)| > |an|.|2|" — |an_12""" + - + ag

= Janl-l2|" = lan- ] ]2["7" =+ — ag|

|an—1] ol
S P PACCN (S e 101}
anl.J2 ( g =]
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Ay a 1
’ 1’ _‘__i_# < —
2] |2 2

entao claro que, para algum R € R, se tem

(Vze€C):|z| > R=|P(2)| > |P(0)].

Se |z| for suficientemente grande, . pelo que |P(2)| > |an|.|2]"/2. E

3. Seja zg € C tal que |P(z)| seja o minimo da restrigdo da fungao |P| a D(0, R), onde R
é como na alinea anterior; um tal 2y existe, pois D(0, R) é um compacto. Entao, para cada
z € C,

e se |z] <R, |P(20)| <|P(2)], pela defini¢ao de zo;
e se |z| > R, entao |P(z)| < |P(0)] < |P(2)].

Esté entao visto que |P(29)| é o minimo de | P|. Se nao se tivesse P(zy) = 0, entao, pela primeira
alinea, existiria algum z € C tal que |P(z)| < |P(20)], 0 que é absurdo.

Exercicio n°27

Vai-se comecar por mostrar que os enunciados de ambas as alineas sao validos no caso de
fungdes polinomiais de grau 1. Basta ver que se a € C* e b € C sao tais que (Vz € C) : P(2) =
az + b entao, se se definir c = a e 21 = —b/a, tem-se c # 0 e (V2 € C) : P(z) = c¢(z — 2z1). Além
disso, se a,b € R, P é uma funcao polinomial de primeiro grau com coeficientes reais.

Seja agora m € N\ {1} e suponha-se que ja se demonstrou, para cada numero natural
n < m, que os enunciados de ambas as alineas sao validos para fungoes polinomiais de grau n.
Se P : C — C for uma fun¢ao polinomial de grau m, seja w € C tal que P(w) = 0; um tal
w existe pelo exercicio anterior. Entao existe alguma funcao polinomial ) : C — C de grau
m —1tal (Vz € C): P(z) = (z—w)Q(z). Por hipétese, existem ¢, 1, ..., z,—1 € C, com ¢ # 0,
tais que

(V2 €C): Q=) = ez — 1)+ (2 2m_1),
pelo que
(Vz2eC):P(z)=clz—w)(z—21) (2 — 2Zm-1)-

Suponha-se agora que os coeficientes de P sao reais. Se w for real, entao os coeficientes de () sao
reais pelo que @) se pode escrever como produto de fungoes polinomiais de primeiro e de segundo
grau com coeficientes reais; logo, P também pode ser escrito daquele modo. Finalmente, se
w nao for real entao sabe-se, pelo exercicio 4, que P (w) = 0. Existe entao alguma funcao
polinomial R : C — C tal que

(VzeC): P(z) = (z —w)(z —w)R(z) = (22 — 2Re(w)z + |w|2) R(2).

Como —2 Re(w), |w|* € R, R é uma funcao polinomial com coeficientes reais, pelo que é produto
de fungoes polinomiais de primeiro e segundo grau com coeficientes reais. Consequentemente,
P também tem essa propriedade.

Exercicio n©29

Sejam zy € C e r € RY tais que o disco D(z,r) contenha as imagens de todas as fungoes
fn. Entao para cada z € U e para cada n € N tem-se

[fa(2)] < [fu(2) = 20| + |20] <7+ [20],

pelo que, se se tomar M = r + |z,

F (=) =
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Exercicio n°30

Um exemplo consiste em tomar U = D(0,1) e, para cada n € N e cada z € U, definir
fa(2) =1+ 2+ 22+ .-+ 2" Entao, para cada n € N, a funcao f,, é limitada, pois

(VzeU):|fu(2)|=1+2z+22+ - +2"|<n+1.

Por outro lado

(V2 € U) : im fu(2) = lim =2 = L.
€ U): lim fu(z) = lim ———— = -—

Logo, (fn)nen converge simplesmente para a fungao f : U — C definida por f(z) = 1/(1 — z),
mas esta fungao nao € limitada, pois

(VnEN):f<1—1>:n.

n

Outra possibilidade consiste em tomar U = C e definir, para cada n € N e cada z € U,
fn(2z) = min{n, |z|}. Entao, para cada n € N, |f,| é majorada por n. Por outro lado, a sucessao
(fn)nen converge simplesmente para a fungado médulo, a qual nao é majorada.

Exercicio n°32

1. Seja € € RY.. Existe algum p € N tal que
€

(VmneN)VzeU):mn>p=|fu(z) = fulz)] < 3

visto que a sucessao (f,)nen converge uniformemente. Para cada m,n € N, se m,n > p tem-se

lim fm(z) - ll_r)% fn(z) ll_r)% (fm(z) - fn(z>>

= lliralt|fm(z) _fn(z)|
9

< =

-2

< €.

2. Seja f = lim,, f e, para cada n € N, seja [, = lim,_, f,(2). Tem-se, para cada w € A e para
cada n € N:

) = linda| < 17w) = fulw)] + [falw) = bl + b =l . (4)
Fixe-se € € R%. Seja p; € N tal que se n € N e se n > py, entao
€
(V€ A) £ |f(w) — fulw)] < 3 )
seja po € N tal que se n € N e se n > p;, entao
I, —liml,| < = - (6)
n 3
Seja n € N; entao, pela definicao de [,,, existe algum 6,, € R* tal que
(VweA):|w—a|<5n:>|fn(w)—ln|<§- (7)

Decorre entao de (4), (5), (6) e (7) que se se tomar n = sup{py, p2} (ou, mais geralmente, algum
n € N que seja simultaneamente maior ou igual a p; e maior ou igual a py), se tem

(VweA):]w—a|<(5n:>‘f(w)—li7rlnln <e.




