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1 Teoremas fundamentais

1.1 O teorema de Rolle

Teorema 1 (Teorema de Rolle) Seja [a,b] um intervalo fechado de R e
seja f : [a,b] — R uma funcgio continua tal que fljap € derivdvel. Se
f(a) = f(b) =0, entdo, para algum c €]a,b], f'(c) =0.

Demonstragao: Se a funcao f for constante, entao pode-se tomar para c
qualquer elemento de ]a, b[. Suponha-se agora que f nao é constante. Entao
sup f > 0 ou inf f < 0. Se se estiver no primeiro caso, entao tome-se para c
algum elemento de ]a,b] tal que f(c) = sup f; um tal ¢ existe, pelo teorema
de Weierstrass. Para cada x € [a,b] tem-se f(z) < f(c), pelo que, se z # ¢,
w <0Osex>ce % > 0 se x < c¢. Visto que, por hipétese, f é
derivdvel no ponto ¢ e que

() < lim f(@) = fle)
z—c T —¢C
vé-se que f'(c) = 0.
O caso em que inf f < 0 é andlogo. =
Observe-se que o enunciado do teorema de Rolle é ilustrado pela figura
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Figura 1: Ilustragao do teorema de Rolle

1.2 O teorema de Lagrange

Teorema 2 (Teorema de Lagrange) Seja [a,b] um intervalo fechado de
R e seja f : [a,b] — R uma funcio continua tal que fliap € derivdvel.
Entao, para algum c €)a,b], f'(c) = f(b IO)-fa)

—a

Demonstracgao: Basta aplicar o teorema de Rolle & funcao

[a,b] — R
o )~ o)~ O ).

para obter o resultado. m

As demonstragdes destes teoremas sao feitas em [1, cap. VII] com mais
detalhe.

Veja-se a figura 2 para compreender o significado geométrico do teorema
de Lagrange

Figura 2: Ilustracao do teorema de Lagrange



2 Algumas consequéncias

Corolario 1 Se [a,b] for um intervalo fechado de R e se f : [a,b] — R
for uma func¢ao deriwdvel com derivada nula em todos os pontos, entao f é
constante.

Demonstracao: Sejam z e y elementos distintos de [a, b], com = < y;
quer-se mostrar que f(z) = f(y). Pelo teorema de Lagrange, existe algum
¢ €]z, y[ tal que

! _f(y)_f(x)
fle) = 20—

visto que, por hipétese, f'(c) =0, tem-se f(z) = f(y). =

Coroldrio 2 Se [a,b] for um intervalo fechado de R, se f e g forem fungoes
derivdveis de [a,b] em R e se f' = ¢, entao f e g diferem por uma constante.

Demonstragao: Basta aplicar o coroldrio 1 a funcao f —¢g. =
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