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Resumo

Este trabalho tem como objectivo principal o desenvolvimento de um cddigo
computacional baseado no Método dos Volumes Finitos capaz de resolverquagdoe
genérica de conservacdo de uma quantidade escalar, em 3D a&nddilimalhas né&o
estruturadas, o qual permitird resolver problemas em que a difugideBOmeno de
transporte predominante, como é o caso da conducdo de calor em sd@igos. Este
trabalho insere-se num projecto mais abrangente, onde se pretenddaaumegrau de
generalidade de um cédigo numérico de apoio ao projecto de calee@drusao para a
producao de perfis. Este codigo esta a ser desenvolvido por uma equipa de investigador
integra elementos do Departamento de Engenharia de Polimadossdesidade do Minho, e
permite trabalhar somente com malhas estruturadas, facto gita sgs limitac6es ao nivel
das geometrias que podem ser estudadas.

O trabalho efectuado desenvolveu-se a partir da equacao difereaciél dp
transporte, com termo convectivo nulo em regime estaciondrio, cujeetdiacdo foi
efectuada de acordo com Meétodo dos Volumes Finitos, em malhas stiéituradas
constituidas por tetraedros.

A validacdo do cdédigo implementado foi efectuada através da cagdpados
resultados obtidos com as solugbes analiticas, para problemas siengies resultados

obtidos com codigos comerciais, em casos mais complexos.






Abstract

The main objective of the present work is the development of a campatacode
based on the Finite Volume Method able to solve the general equatcamsdrvation of a
scalar quantity, in 3D and using unstructured meshes, that Ml 8 solve problems where
the diffusion is the predominant transport phenomenon, for example theoheatcton in
solid bodies. This work is part of a project that aims the increfatbe degree of generality of
a numerical code developed to aid the design of extrusion dies.od@sscbeing developed
by a research team that comprises elements of the PalyEmgineering Department of
University of Minho and it only works with structured meshes, fadtrigstricts the range of
geometries that can be studied. The work done deals with the tragepertl differential
equation for fluids with null convective term in steady state, whose disdretizvas done by
the Finite Volume Method, on unstructured meshes comprised by tetrahedrons.

The assessment of the developed code was done throw the comparison of the predicted
results with the analytical solutions, for simple problems, and tsesalftained with

commercial codes, in more complex case studies.






Résumeé

Ce travail a pour objet principal le développement d’'un code intaqueabasé sur le
méthode des volumes finis capable de développer une équation généricueseevation
d’'une quantité escalader, dans 3D et en utilisant des mailes ooturss, qui permettra de
décider des problemes dans lesquels la diffusion est le phénomé&aasp®rt prédominant,
comme c’est le cas de la conduction de la chaleur dans des corps solides.

Ce travail s’insere dans un projet plus englobant ou se prétenctiatiegrie degré de
généralité d’'un code numeérique qui appui le projet de tétes d’extrpsur la production de
profils. Ce code est en train d’étre développé par une équipe d'gatestis, qui intégre des
éléments du département d’ingénierie de polyméres de l'univeisitddinho, et permet de
travailler seulement avec des mailes structurées, faiegquite dans des limitations au niveau
des géométrie qui peuvent étre étudiées.

Le travail effectué s’est développé a partir de I'équation reifiiielle générale du
transport pour fluides stationnaires et avec terme convecteur nul,addisctétisation a été
effectuée conformément avec des meéthode des volumes finis, dans desstnadtastes non
constituées par des tétraedre.

La validation du code mis en ceuvre a été effectuée a traversnmiparaison des
résultats obtenus avec les solutions analytiques, pour des problémpissit avec résultats

obtenus avec autres codes commerciaux, dans des problémes plus complexes.
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1 - Introducéo

A Mecanica de Fluidos Computacional (Computational Fluid DynamiCFD)
consiste na analise de sistemas envolvendo fluxo de fluidos, traneferélec calor e
fendmenos associados a reaccbes quimicas através de modelacaanumeérseja,
recorrendo a meios computacionais [1].

As técnicas existentes sdo muito poderosas e abrangem umgaraatde aplicagdes,
tais como: aerodinamica, hidrodindmica, combustdo, processos quimicogerhaia
biomédica, entre outras [2-10].

O uso de técnicas numéricas para a resolucao de problemas amm@eangenharia
e de fisica, € hoje, uma realidade, gracas ao desenvolvimento @etadatres de alto
desempenho e de grande capacidade de armazenamento. Em funcédo plessalideie
computacional, que tem vindo a crescer exponencialmente, o desenvolvimafgoridmos
para a resolucdo dos mais diversos problemas tem recebido erieng&ados analistas
numéricos.

Hoje em dia, o engenheiro ou projectista incumbido de resolver ummdedo
problema tem a sua disposicéo, fundamentalmente, trés elementos de analise [11]:

- métodos analiticos;

- métodos numeéricos (experimenta¢do numeérica) e

- experimentacao em laboratério.

Os métodos analiticos apresentam muitas limitacdes, pois sO pedeplisados em
problemas cujas hipéteses simplificativas os desviam demasiadadwriéndomeno fisico
real e em geometrias simples. No entanto tém um papel imporiantgie respeita a
validacdo dos métodos numéricos.

A experimentacdo em laboratdrio recorre a configuracaodee@roblemas mas por
vezes torna-se muito dispendiosa, perigosa ou até impossivel de impleroemo é o caso
das questdes relacionadas com transferéncias de calor no nicleo de readeaesnuc

A experimentacdo numérica (utilizagdo de métodos numéricostamante nao
apresenta restricdes, podendo resolver problemas complicados, commawuigiinidos em
geometrias arbitrarias e apresentando resultados de uma anaagida e econOmica
relativamente a outros métodos.

A tendéncia que se observa € a realizacdo de experiénciabaatorio cada vez

mais sofisticadas, com o intuito de usar os resultados na corrabodecémodelos
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matematicos e numéricos, na investigagdo e compreensao de nodoeries, que ainda
necessitam de ser matematicamente modelados, e na avalregadef um determinado
projecto. Caso esta tarefa seja bem sucedida, o experimantigisara de realizar a tarefa
repetitiva que ficara a cargo do computador.

A tarefa de um método numérico € resolver uma ou mais equag¢éendais,
substituindo as derivadas existentes na equacdo por expressoesasgfie envolvem a
funcdo incognita. Um método analitico que tivesse a habilidade dersais equacdes
permitiria obter a solucdo de forma fechada e calcular osegattars variaveis dependentes
num nivel infinitesimal, isto é, para um numero infinito de pontos. Poo tado, quando
decidimos fazer uma aproximacdo numérica da equacado difereceitdnzos ter a solucéo
num namero discreto de pontos (vértices da malha), esperando que, quianttomeste
namero de pontos, mais proxima da solucdo exacta sera a nossa splogénaaa (ou
numeérica).

Para geometrias complexas, como é o caso de uma geonléidaca, as malhas
estruturadas sao dificeis, ou até impossiveis, de construirreSgtigdo motivou o estudo e
posterior utilizacdo de malhas nédo estruturadas, que permitem dilarid@idade na
adaptacdo da malha ao dominio em estudo. Por outro lado, os volumes de t&mtrarias
formas possiveis assim como numero de vizinhos varidvel, o que leva amaiba
complexidade no modo como os dados séo organizados.

Este trabalho tem como objectivo a aplicacdo do Método dos VolumiéssFem
malhas ndo estruturadas na resolucdo de uma equacgdo genériaas@wacdo de uma
guantidade escalar em 3D.

1.1 — Métodos de Discretizacao

O ponto de partida de qualguer método numérico € o modelo matematico, por
exemplo, um conjunto de equacdes diferenciais parciais e condi¢ctiestéega que regem o
processo. A escolha de um modelo apropriado para a aplicacdo alvo pode cont
simplificacbes das regras de conservagao exactas. Contudagisealias simplificacoes a
efectuar e a relaxacéo de determinadas restricoes, naqueonhecimento aprofundado do
problema em causa, de forma a evitar cometer erros gravesm&imdo numeérico

normalmente € desenvolvido para encontrar uma solucdo aproximada denjumtoc
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particular de equacbes, uma vez que € impraticavel criar uodonde resolucdo que seja
aplicavel em todas as situacdes

Depois de seleccionado o modelo matematico, tem de se escolherétato de
discretizacdo apropriado, isto €, um meétodo de aproximar as equhigienaciais por um
sistema de equacdes algébricas para as variaveis do problemser§oe obtidas em
localizacBes discretas no espaco e no tempo [12, 13]. Existem vétiodos) sendo os mais
conhecidos: Método das Diferencas Finitas (MDF), Método dos Voluméss—=(MVF) e
Método dos Elementos Finitos (MEF) [14-20].

Todos os tipos de métodos produzem o mesmo resultado se a mattaaautibr
suficientemente boa, contudo, alguns métodos sdo mais apropriados para detenhisseins

de problemas do que outros.

1.1.1 - Método das Diferencas Finitas

Este € o0 método de resolucédo de EDP (Equacbes Diferenciaigifamtais antigo,
que se acredita que tenha sido introduzido por Euler no século X\MimEém o método
mais expedito para usar em geometrias simples.

O ponto de partida é a conservacdo da equacao na forma dderéndominio de
solucdo é coberto por uma malha. Em cada ponto da malha, a equapanxiéhada,
substituindo as derivadas parciais por aproximacdes em termos des\@dsr funcdes nos
nés da malha. O resultado € uma equacado algébrica por n6 da malha, navaleal da
variavel num certo niumero de nés vizinhos aparece como incognita.

Em principio, o MDF pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, contudo,;Fo MD
tem sido aplicado a malhas estruturadas em que as linhas daseratta como coordenadas
locais.

Para obter aproximacdes para a primeira e segunda derdeadasiavel em funcéo
das coordenadas sdo usadas expansdoes em séries de Taylor adeggoesinomiais.
Quando necessario, estes métodos sao também aplicados para obitmessdaa variaveis
em locais que ndo os nos da malha (por interpolacao).

Em malhas estruturadas, o MDF é muito simples e eficazsp@eialmente faceis de
obter os métodos de elevada ordem em malhas regulares. As dgsmamio MDF s&o o

facto de a conservagcdo nao ser inerente ao método, a ndo ser queosegdas medidas
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especiais. Também as restricdes as geometrias simples ad@tesvantagem significativa em
problemas complexos.

1.2.2 - Método dos Volumes Finitos

O MVF utiliza como ponto de partida a forma integral da equdgémwnservacao. O
dominio de solucao é dividido num numero finito de volumes de controle (VCyuositie a
equacao da conservacao é aplicada a cada VC. No centroide déCcémfzaliza-se um no
computacional, no qual sédo calculados os valores das variaveis, sendres das variaveis
nas superficies dos VC obtidos por interpolacdo em funcdo dos valores (uetdro do
VC). Os integrais de volume e de superficie sdo aproximados usandga®ide quadratura
apropriadas. Como resultado, obtém-se uma equacdo algébrica par&dGada qual
aparecem os valores das variaveis no n6 em causa e nos ngs vizinhos.

O MVF pode ser aplicado a qualquer tipo de malha, por isso adaptgesemetrias
complexas. A malha define apenas as fronteiras do volume de contrterecessita estar
relacionada com um sistema de coordenadas. O método é inergnternaservativo,
contando que os integrais de superficie (que representam fluxos ocarwextdifusivos)
sejam os mesmos em faces partilhadas por VC.

A aproximacdo com o MVF é talvez a de compreensdo mais sjnpplsstodos os
termos que precisam de ser aproximados tém significado fiskdm pela qual € popular
entre engenheiros.

A desvantagem do MVF em relacdo ao MDF € o facto de métodos de ordem superior a
segunda serem mais dificeis de desenvolver em 3D, com malhastniaradas. Isto é
devido ao facto da aproximacédo por VF requerer trés niveis deirapgéo: interpolacao,

diferenciabilidade e integragéo.

1.1.3 - Método dos Elementos Finitos

O MEF é similar ao MVF em véarios aspectos. O dominio € dividido oonjunto
discreto de elementos ou elementos finitos que usualmente sadrofira$os; em 2D, sao
usualmente triangulos ou quadrilateros, enquanto que em 3D sdmedrtetrou hexaedros

que normalmente se usam. O aspecto que diferencia o MEF é o faatoedaacfes serem
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multiplicadas por uméuncao pes@ntes de serem integradas sobre todo o dominio. Na forma
mais simples do MEF, a solucéo € aproximada por uma funcéo limeanselementos de
uma maneira a garantirem continuidade da solucdo atravées dawd&odbs elementos. Tal
funcdo pode ser construida através dos seus valores nos cantos do®eldiseatmente a
funcado peso tem o mesmo formato.

Esta aproximacdo € entdo substituida no integral pesado dadenskrvacédo e as
equacOes a serem resolvidas sédo derivadas requerendo que a dierivadgral relativo ao
valor de cada no seja zero; isto corresponde a seleccionar a melhor solucéo dentro @o conjunt
de funcbes permitidas (aquela que tiver residuo minimo). O resutago conjunto de
equacoes algébricas nao lineares.

Uma vantagem importante do MEF é a capacidade para lidar cometgesm
arbitrarias; existe uma literatura extensiva dedicada arogést de malhas de métodos de
EF. As malhas sao facilmente refinadas em regides de sdgepss cada elemento pode ser
simplesmente dividido em véarios. Os MEF sdo relativamente sfadei analisar
matematicamente e pode ser mostrado que sdo 0s mais adequadasrioar tipos de
equacbes. O principal inconveniente, que é partilhado com todos os métodosamue us
malhas nédo estruturadas, é o facto de as matrizes das equacdes lireadiaataem tado bem
estruturadas como as das malhas estruturadas fazendo com qonaiseghficil encontrar

métodos de resolucao eficientes.

1.2 - Malhas numéricas

Os pontos em que as variaveis sdo calculadas, sao definidos pllas numeéricas
[21,22] as quais sdo, essencialmente, uma representacdo didardbzdominio geométrico
no qual o problema ir4 ser resolvido. A malha divide o dominio da solugcdo nunorfinite
de sub-dominios (elementos, volumes de controle, etc.). Os tipos de pates ser

agrupados do seguinte modo:
Malhas ortogonais —» estruturadas

nao ortogonais { estruturadas

nao estruturadas
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1.2.1 - Malhas ortogonais e malhas nao ortogonais

Os métodos de reologia computacional baseados em sistemas denadesde
ortogonais (ou Cartesianos) ou cilindricos apresentam diversaachiest em geometrias
irregulares. Dado que a geometria de problemas reais pode seexamgtequentemente é
irregular, caso se utilizem malhas ortogonais, s6 podem ser doapda acordo com o

ilustrado na Figura 1.1.

C
hy
yi

e

L

1 I
11 il LITII [ 1

Fig. 1.1 — Exemplo de malha ortogonal [1]

Para calcular o fluxo que passa em torno do cilindro da Figura litandb malhas
ortogonais, a fronteira podera ser representada por uma aproximagaelaelas localizadas
no interior da parte solida do cilindro ndo séo consideradas no calstdofaEto apresenta
desvantagens consideraveis desde as dificuldades associadas¢cdales aproximacdo da
fronteira até a existéncia de erros inerentes a esta aigddmcomo sera o calculo da forga
exercida pela parede com elevada precisdo. Outra desvantaggitivdedo de sistemas de
coordenadas ortogonais € o desperdicio de recursos de armazenaoeatintroducao de
uma malha ortogonal fina numa regido de interesse particulgicamo desnecessario
refinamento de outra regido de interesse minimo.

Os meétodos de adaptacdo das malhas aos sdlidos ou sistemas de maalha
ortogonais tém vindo a ser desenvolvidos para superar as limitaf@edas anteriormente e
sdo cada vez mais utilizadas nos cédigos actuais de reologia commaltaA Figura 1.2

mostra uma malha ndo ortogonal adaptada a um cilindro.

Fig. 1.2 — Exemplo de malha nédo ortogonal [1]
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A flexibilidade geométrica oferecida por técnicas de adaptac@icattes a solidos é
atil na modelagé@o de problemas praticos, envolvendo geometriasaresguyjorque (i) todos
os detalhes geométricos podem ser incorporados de uma forma pr@gisa propriedades
da malha podem ser controladas para captar caracteristisasmtesgioes de interesse. As
equagdes governantes com malhas n&o ortogonais séo, contudo, muito mkgado que
as suas malhas ortogonais equivalentes. Deste modo, nos codigos de reologictmmapat
recurso a malhas ndo ortogonais € cada vez mais preferivel, dadomyuisitos de
armazenamento adicionais associados as malhas ortogonais. Contudwlhas nao
ortogonais requerem procedimentos especiais para assegurarétulm correcto da
cinematica de escorregamento e acoplamento pressao-velocidadeviar campos de
pressao irrealistas.

Para ilustrar as diferentes abordagens em termos de mudlraes recorrer ao
problema representado na Figura 1.3 com um permutador de calor.

A Figura 1.3 mostra parte de um permutador de calor onde a CFD pacada para

prever caracteristicas do fluido.

tluxo
——

tubos ‘ W ‘
—_—

Fig. 1.3 — Permutador de calor (adaptado de [1])

Considerando simetria, apenas a parte sombreada da geometria {RBypracisa ser
considerada. A Figura 1.4 ilustra a construcdo de uma malha ndonaitpgoa mapear a

geometria, a malha utilizada tem uma dimenséao de 40 x 15 elementos.
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Fig. 1.4 — Malha ortogonal com 40x15 células [1]

Nesta malha 25% do espaco ndo € util, uma vez que corresponde a zonaoonde na
passa o fluido. A Figura 1.5 representa uma malha ndo ortogomdh@daa geometria do

problema com o mesmo numero de células (isto é, 40 x 15) para o0 mesmo problema.
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Fig. 1.5 — Malha néo ortogonal com 40x15 vértidgs [

Neste caso toda a malha ocupa a zona ocupada pelo fluido e ascigspeids
cilindros podem ser representadas com precisdo. A previsao da ditiloa velocidade &
apresentada nas Figuras 1.6 e 1.7 onde se pode constatar um conside&vel domivel

de detalhe perto das regifes de entrada e de saida no caso da malha néo ortogonal.
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Fig. 1.6 — Campo de velocidades obtido com a maitwgonal [1]
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Fig. 1.7 — Campo de velocidades obtido com a madioaortogonal [1]

Este exemplo demonstra claramente a vantagem do uso de malhatogéoais,
pois os recursos informaticos sdo bem utilizados e sdo obtidos rseliesrdtados com

malhas mais grosseiras comparando com os métodos baseados em malhas ortogonais.

1.2.2 — Malhas estruturadas e malhas nao estruturadas

As malhas nédo-ortogonais podem dividir-se em dois grupos: malhhatuesias e
malhas nao-estruturadas. Esta classificacdo esta relazicoaud a disposicéo relativa dos
diferentes elementos. Nas malhas estruturadas ou regulares [23,Zl¢nmsntos s&o
dispostos em familias de linhas, em que membros de uma deternaimdlia f&o se cruzam
uns com 0s outros e atravessam cada membro de outras familiaswapangz. Isto permite

que as linhas de um determinado conjunto sejam numeradas consecutivanpasiedo de

qualquer ponto (ou volume de controle) da malha é numerado dentro do dominio sendo

identificado de maneira Unica por um conjunto de dois (em 2D) ou mé8Q indices, por
exemplo (i,j,k). Esta é a estrutura de malha mais simples, v@naque € logicamente
equivalente a uma malha ortogonal (Cartesiana). Cada ponto teno guabhos mais
proximos em 2D e seis no caso 3D; um dos indices de cada um dos vilonaso P (com
indices i,j,k) difere £1 do indice correspondente de P. Um exemploaenaiha estruturada

€ apresentado na Figura 1.8.
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Fig. 1.8 - Exemplo de uma malha 2D, estruturada,anébgonal [13].

Esta conectividade entre células vizinhas simplifica a praaggame a matriz do
sistema de equacdes algébricas apresenta uma estrutura, rqgalgode ser explorada
desenvolvendo técnicas de resolucdo adequadas. De facto, existesn nvéigalologias
eficientes para resolver apenas malhas estruturadas [1]. Yantiegem das malhas
estruturadas € que estas apenas podem ser aplicadas em dominigsooostrias de
complexidade média. Outra desvantagem € que pode ser difistriaud¢do dos pontos da
malha: uma concentracdo de células numa regido da malha, pordeziresisdo de calculo
implica necessariamente menor espacamento em outras regides idm dom consequente
desperdicio de recursos. Esta questdo é ainda mais grave em problemas 3D.

As malhas estruturadas podem ser do tipo-H, tipo-O ou do tipo-C.

(a) (b) (©)
Fig. 1.9 — Malhas estruturadas (a) Tipo-H, (b) T®e (c) Tipo-C

Estas designacdes derivam da geometria das linhas da malha. A Ei§(@@®)
representa uma malha tipo-H, que quando projectada num rectanguloeiemtds fronteiras
|6gicas: este, oeste, norte e sul. Na malha com estrutur® tipm conjunto de linhas da

malha é “ilimitado”, se as linhas da malha forem tratadas dorhas de coordenadas e se
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seguirmos as coordenadas em torno do cilindro, estas ira@rcnedefinidamente. Para se
contornar este problema, tem de se introduzir um “corte” aalift® qual as coordenadas do
ponto saltam de um valor finito para zero. Neste corte, a malhaspodie fronteira mas os
pontos da vizinhanca tém de ser tratados como sendo pontos do interiothda ena
contraste ao tratamento aplicado as fronteiras de uma maltmodd. tEm malhas do tipo-C,
pontos em por¢cdes de uma das linhas da malha coincidem, requerendalwa@ctrde um
corte similar ao encontrado nas malhas do tipo-O. Este tipo deasnélimuitas vezes
encontrado em solidos com arestas pontiagudas nos quais este tipthae éneapaz de

promover uma boa precisédo de calculo.

Malhas estruturadas por blocos

Com o objectivo de contornar algumas limitacdes associadaszaq#di de malhas
estruturadas convencionais, foi desenvolvido o conceito de malhas edastpm blocos.
Neste tipo de malhas existem dois (ou mais) niveis de subdivisiandnio de solucao [25].
Num nivel mais grosseiro existem blocos légicos com regifedivieehente largas do
dominio; a sua estrutura pode ser irregular ou podem sobrepor-se. Esnnmé® finos
(dentro de cada bloco) é criada uma malha estruturada. Nestietimalhas é necessario um
tratamento especial nas interfaces dos blocos. Na Figura 1.10 serapda uma malha
estruturada por blocos com continuidade nas interfaces que mapeigeamatria 2D em

torno de um cilindro, e cuja geometria contém trés blocos.
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Fig.1.10 — Malha estruturada por blocos, com 3ddda 3]

Na Figura 1.11 esta ilustrada uma malha estruturada por bloco®stnuidade nas

interfaces que foi usada para mapear o dominio em torno de uma asa.
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1
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ﬂﬁ
Fig.1.11 — Malha estruturada por blocos, com 5ddda 3]

Neste caso foram utilizados cinco blocos. Este exemplo iludtexibilidade destas
malhas quando comparando com as malhas estruturadas simples, poie peusit de
malhas mais finas em regides limites onde € necessana pnacisdo de calculo. A interface
sem continuidade pode ser tratada de uma maneira totalmente ciwveseA/@rogramacao
deste tipo de malhas é mais complexa do que a dos casos anteriores. Peegamadvidos
para malhas estruturadas podem ser aplicados por blocos e dominiagodeofhplexos
podem ser tratados com essas malhas. E possivel refinar as hoeétimente, isto €, dentro
de algum bloco.

Existem ainda malhas estruturadas por blocos com sobreposicaonmiifestrado

na Figura 1.12.

jERE

I

Fig.1.12 — Malha estruturada por blocos com solsiego [13]

Na regiado de sobreposicdo, as condi¢des fronteira para um bloco sas &tdtendo a
interpolacdo com o outro bloco. A desvantagem destas malhas écgusesvacdo nao é
garantida nas fronteiras do bloco. As vantagens desta aproximacafosda anais simples
com que os dominios mais complexos séo tratados e pode ser upbzadaeguir corpos em
movimento: um bloco é anexado a um corpo e move-se com este, enquantcagqualian

estatica cobre a regido fixa.
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Para geometrias muito complexas, o tipo mais flexivel de méllasjue consegue
adaptar-se sem quaisquer limitacdes a fronteira do dominio de solucéo, designaddkgsor

nao estruturadas, conforme ilustrado na Figura 1.13.

Fig.1.13 — Exemplo de malha néo estruturada

Teoricamente, estas malhas podem ser usadas com qualquer métsdoetizacao,
mas adaptam-se melhor as aproximacdes por volumes finitos ou pentdsrinitos. Os
elementos ou volumes de controle podem ter qualquer forma e ndo ha qrestigio ao
namero de elementos vizinhos ou vértices. Na pratica, malhas &&tasiangulos ou
quadrilateros em 2D e tetraedros ou hexaedros em 3D sdo asagaenfemente usadas. A
vantagem da flexibilidade € compensada pela desvantagem daairicagle da estrutura dos
dados e aumento de complexidade e formulagdo. A matriz do sideeeruacoes algébricas
ja ndo tem estrutura diagonal regular; a largura da bandasihecesr reduzida por
reordenacdo dos elementos. Os algoritmos que resolvem os sidemgsacdes algébricas
sdo necessariamente mais lentos que os algoritmos para malhas easuturad

As malhas n&o estruturadas, usualmente, sdo usadas com elef@tdese,
crescentemente, com volumes finitos. Os coédigos computacionais npalig|as nao
estruturadas sdo mais flexiveis, ndo necessitam ser alteqaglodo a malha é localmente
refinada, ou quando elementos ou volumes de controle de diferentes &Emasados,

contudo, a geracdo de malhas e o pré-processamento sdo habitualmente maissomple
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1.3 — Organizacgao da Tese

Este trabalho esta dividido em cinco partes. No Capitulo 2 séwdef os conceitos
matematicos e fisicos subjacentes as equacdes governantes dmesgcodos fluidos,
referindo-se as equacgdes de conservagao da massa, quantidade de mevemergia. Estas
sdo apresentadas na forma de uma equacdo geral do transporte, feendmlae a sua
discretizacdo para o caso particular em estudo, isto €, paranpasbéstacionarios e com
termo convectivo nulo.

No Capitulo 3 é feita a descricdo do cbdigo computacional desenvolvido,
evidenciando as funcionalidades implementadas nas subrotinas e futifpadas, o qual
permite calcular a distribuicdo de uma quantidade escalar nae3pag utilizando malhas
nao estruturadas, permitindo deste modo resolver problemas estasioeasem termo
convectivo.

No Capitulo 4 € efectuada a validagdo do codigo desenvolvido, tamt@satia
comparacao dos resultados previstos pelo programa com resultadins a@taliticamente,
como com resultados obtidos por codigos comerciais.

Finalmente, no Capitulo 5 sdo apresentadas as conclusdes destko traba

identificados desenvolvimentos possiveis para o futuro.
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2 - O Método dos Volumes Finitos

O conceito chave usado durante toda a formulacdo de Volumes Finitos € o principio de
conservacdo de uma determinada quantidade fisica expressa quedgées governativas
sobre qualquer volume finito, também denominado volume de controle.

O dominio é discretizado num conjunto de volumes de controle ndo sobregostos,
podem ser irregulares no tamanho e na forma.

Os valores de uma variavél sdo armazenados no centroide dos volumes de controle,
ou seja, nos vertices dos triangulos da malha. As equacOestizislae da variavel
dependente’ sdo obtidas integrando a equagao governativa sobre cada um dossviéume
controle no dominio.

O processo de discretizac&o torna-se mais conveniente reconhecendo-se o facto que
todas as equacdes governativas relevantes possuem uma forma comum, isto é&a forma
equacao geral do transporte.

As equacdes que governam o escoamento de fluidos séo as equagdes de conservacao
da massa, quantidade de movimento e de energia [2], escritas no sistenanoatesi

coordenadas, seguintes:

I 1 _

ﬁ+ﬂ—xj(ruj)—0 (2.1)
1 1 P 9 fu .

A )+ ) =———t—m—+ & 2.2
il ) 5 (ruv) ™ T T 2
1 1 T k 9T
Z(rT)+—(ruT)=— —=— +S 2.3
ﬂt(r ) ﬂxj (f ul ) ﬂXJ Cp ﬂ)i ( )

As equacg0Oes anteriores podem ser escritas de umma fgeral para um campo escafar

como uma equacéao geral de transporte na formartahso

1l l 1 4

() —f f )=— T— + (2.4)
ﬂt( )ﬂxk ) ™ 1% 3

ou na forma divergente

%(rf)mm ) =R(TR ) +S (2.5)
Termo Termo Termo Termo
Nao Convectivo Difusivo Fonte

Estacionario
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que no caso particular de problemas estacionéeims,que%(/f):o, e onde o termo

convectivo é nuloN(7u ) =0, fica reduzida a
N(TNF)+S =0 (2.6)
Assume-se que o dominio do problema esta dividiglm conjunto de volumes de
controle e que cada volume de controle p é limifaglos planos mediadores de cada um dos

segmentos de recfani] , que une p a cada vértice i vizinho, conformetiaeo na Figura 2.1.

i

Fig. 2.1 — Volume de controle associado ao vépgida malha

As equacOes discretizadas da variavel dependesto obtidas integrando a equacéo
governantiva sobre cada um dos volumes de conttolelominio. Portanto a equacao

N(TN)+S =0 da origem a uma nova equagcao por cada végica malha, ou seja, tendo
como ponto de partida a equacéo (2.6) integrandmlume de control®V
U N((WFAdw Sde0 (2.7

DV Dv

pelo Teorema da Divergéncia

U TW7/ndx ® \=0 (2.8)

A
onde o primeiro termo pode ser substituido por amagorio do integral em cada uma das

faces do volume de controle.
U Tﬂdﬁi\+ ®\=0 (2.9)
i A ﬂn

O primeiro termo da equacéao (2.9) pode ser digeddi da seguinte forma:
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- para faces mternasT (2.10)

Tl D'H
: ; 17,
- para faces de fronteira onde o fluxo é conhecifie— dA (2.11)
n
A
Linearizando S, isto &= § + $f, obtém-se
T Taa +(s+ 5, )ov=0  12)

oA
Como temos n equagdes (uma por cada volume deEr¢ n incognitas,,...f , 0
sistema é resoluvel se as n linhas do sistema flimearmente independentes.

A construcao deste sistema requer a definicAwolasnes de controle. Os volumes de

controle séo definidos no espago tendo como basét@edo de Voronoi no plano.

2.1 — Diagrama de Voronoi e Triangulacao de Delauna vy

E um facto notavel que conceitos aparentementglainpossam muitas vezes levar a
novos campos de investigacdo e encontrar extepsiaag@des em muitas e diversas areas.
Este fendmeno é bem ilustrado pelo Diagrama de n&ire o seu dual, a triangulacdo de
Delaunay. Embora tenham sido formulados no inicieéculo XX, muito antes da ascensao
da computacao cientifica, estas ideias geométfigadamentais encontraram recentemente
um vasto leque de aplicagbes como € o caso dpateefio de dados, da analise de imagens
em medicina, da animacao computacional e da gececatwalhas [26-34].

A triangulacdo de Delaunay de um conjunto de om’ta seu dual geométrico, 0
diagrama de Voronoi, sdo conceitos extremamenteidéique tém sido assunto de
investigacdes tedricas consideraveis e tém endmtraumerosas aplicagfes préaticas. O
diagrama de Voronoi marca a regido do espaco qaerfais proximo de cada ponto do que

de qualquer outro ponto, isto é ilustrado no esparpela Fig. 2.2.
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Fig. 2.2 — Diagrama de Voronoi

Os poligonos formam o diagrama de Voronoi, formanoha particio do espago a
volta dos pontos. Cada poligono (isto é, a aredaoeno de cada ponto P) consiste na regido
do plano que é mais proxima daquele ponto do qupidiguer outro. As arestas do diagrama
de Voronoi sdo formadas pelas bissectrizes permpdades as linhas que ligam pontos
vizinhos, e, por isso, cada vértice € o circuncedtr triangulo formado por trés pontos. Isto
determina uma unica triangulacdo conhecida conamgtilacdo de Delaunay e € tal que o
circulo que circunscreve cada triangulo ndo cond@tnos pontos que nao os que formam o
préprio triangulo.

Estes conceitos podem ser generalizados para osd@eriores. Em particular, a
triangulacéo de Delaunay em 3D é a Unica triangolagl que a esfera que passa pelos quatro
vértices de cada tetraedro ndo contém outros pqrdos além dos quatro vértices do
tetraedro. Em duas dimensdées, pode ser mostradestgieritério € equivalente a propriedade
que selecciona a triangulacdo que maximiza o mirdosseis angulos em qualquer par de
dois triangulos que formem um quadrilatero conveRarece ndo ser conhecida
caracterizacdo equivalente em trés dimensdes, megno do circulo pode continuar a ser
considerado como seleccionando uma boa triangufzey@um conjunto de pontos dado.

Na Figuras 2.3 é apresentada (a azul) a trianguldedDelaunay para o mesmo

conjunto de pontos da Figura 2.2.
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Fig. 2.3 — Triangulacéo de Delaunay

O procedimento implementado neste trabalho pareagio do diagrama de Voronoi €

descrito no capitulo seguinte.
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3 — Codigo Desenvolvido

Para a resolucao do tipo de problema propostosgiertrabalho foi desenvolvido um

programa que € descrito em seguida, que tem codwsdie entrada um ficheirinput.txt

com informacdes relativas ao numero de nos, facéstraedros da malha, assim como

informacgdes tais como uma determinada propriedade seu fluxo, nos vértices ou faces

fronteira da malha em que estas informag0es sdtecalas. O programa tem como resultado

um ficheiro ‘obutput.txt de dados com a solu¢do do problema.

3.1 — Fluxograma do cédigo

O algoritmo do cdédigo desenvolvido esta ilustradoflixograma representado na

Inicio

Figura 3.1.

A

y

Calculam-se os circuncentros
dos tetraedros e das fronteiras

A

y

Verifica-se a malha

A

y

Determ

inam-se os

coeficientes do sistema
de equacdes

|

A

y

de eq

Resolve-se o sistem

uacoes

A

y

Elabora-se o ficheirg
de resultados

v

Fim

Fig. 3.1 — Fluxograma do cédigo desenvolvido
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Na determinagdo dos coeficientes do sistema ainglapsdem detalhar os

procedimentos de acordo com o fluxograma da Figira

p:=1

\ 4

Determinam-se 0s
vertices i vizinhos de p

\ 4

ii=1

A 4

Calcula-se a area
associada a aresta [p|]

A 4

— Calculam-se os —
=i+l coeficientes do sistema p=p+1
associados a [pi] e a [ip]

Ja foram considerado
todos os vizinhos i de_p=

Calculam-se os coeficientes do
sistema relativos as fronteiras qug
tém p como vértice e fluxo impostg

a foram considerad

>

Sim

Fim

Fig. 3.2 — Fluxograma da determinacéo dos coefiesedo sistema de equacgdes
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3.2 - Descricao detalhada de cada ponto

No inicio do programa é executada unsabrotina inputdat()’ que Ié os dados de
entrada do ficheiroifiput.txt’ e grava-os em variaveis para consulta ao longprdgrama.

Para a aplicacdo do Método dos Volumes Finitos @&sséria a definicdo dos
Volumes de Controle (VC) a partir da malha fornacitbmo dado de entrada para o
programa. Para a definicdo dos Volumes de Coné&alenstruido um diagrama de Voronoi
no espaco, isto €, € associado a cada verticenpattea 0 conjunto de pontos do volume em
estudo que estdao mais préximos de p do que deuwprabgtro vértice da malha. Tal conjunto
de pontos, associado ao vértice p da malha, é liedpmpois € limitado por faces que estéo
a igual distancia de p e de outro vértice i da ma#fendo i cada um dos vértice que estéo
ligados a p por uma aresta da malha. Na definig&tedpoliedro associado a p é feita uma
restricdo, que é o facto de as faces do poliedrocaslo a p estarem associados a arestas da
malha, o que nem sempre € verdade, o poliedro tangm&le ter uma face que nado esta
associada a nenhuma aresta da malha. Na Figura@s&3ilustrado um caso, em duas
dimensdes, que se teria de considerar mais umdadelume de controle para além dos

lados associados a cada uma das arestas [pi] da.mal

Fig. 3.3 — Volume de controle em 2D.

Neste caso, 0 volume de controle associado a@&dttida malha, para além de estar limitado
pelas mediatrizes de [AC] e [BC] também ¢é limitgumda mediatriz de [DC] ndo estando D
ligado a C por uma aresta da malha. Portanto, imta¢do que é imposta pelo algoritmo
desenvolvido é, cada tetraedro da malha ter o seuncentro no seu fecho (interior ou
fronteira), excluindo assim este tipo de limitagho poliedro associado ao vértice p. Para

verificar que a malha de entrada para o programaetta propriedade, é verificado para cada
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tetraedro se o0 seu circuncentro pertence ao sew fatravés da funcdo “vermalha”

pormenorizada a seguir.

funcdo vermalha()

Esta funcéo verifica se a malha tem uma propriedsdencial para prosseguir o
programa, que € o circuncentro de cada tetraeditenoper ao interior ou a fronteira do
préprio tetraedro, que é equivalente a verificansdaces de cada tetraedro séo triangulos
rectangulos ou acutangulos, utilizando o Teorem@ales que afirma que se o circuncentro
de um triangulo estiver localizado num lado donidlo, o0 angulo oposto a este lado sera
recto. Determina também que se o circuncentroegstbcalizado dentro do tridngulo, este
sera acutangulo; se o circuncentro estiver loadtifara do tridngulo, este serd obtusangulo.
Portanto, para cada uma das faces dos tetraedsesvseificar

hPEc+c (3.1)
sendo h o lado maior do trianguloc e ¢, os outro dois lados, significa que se pode

prosseguir com o programa.
Se o circuncentro de um determinado tetraedroepeszsse ao exterior do proprio
tetraedro, isto significava que o volume de coetqebdia ser limitado por mais uma face

como esquematizado na Figura 3.4 (linha a vermelho)

Fig. 3.4 — Circuncentro de um triangulo no extedonriangulo

Se a malha néo verificar a propriedade indicadar@amniente, o programa para e

aparece uma mensagem indicando que a malha naprépr
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Para a determinagdo dos circuncentros dos tetesirdas faces fronteira que sao

necessarios ao longo do programa sao utilizadsishaistinas “circun3”, “circun4” e “esfera”.

subrotina circun3(A,C)
Esta subrotina calcula o centro C da circunferéngiee contém o0s pontos
A=[X1, X2, X3] , ou seja, calcula o circuncentro dos porme$X1, X2, X3] .

Para o _calculo do circuncentrae um tridngulo sdo considerados 0s seus trés

vérticesA:[Xl, X5, XS] O circuncentro do triangulo € a intersec¢do dasgs mediadores
de[X,X,], [X,X;] e do plano definido pelos trés pontas:[ X,, X,, X;].

O plano mediador dfX,X,] é X, X, (% y 2+ d= 0 e contém o ponto médio de

[X,X,], ou seja,xlz><2 . Daqui resulta que
X, X, - % = d (3.2)

O mesmo raciocinio é seguido plxaX,]. O plano que contém os pontds=| X,, X,, X
tem vector normalX, X,” X, X, e contém o pont,; (por exemplo) por isso
(X%, X%} Xz- d (3.3)

Por isto, o circuncentro do triangul=[ X;, X,, X;] é a solugo do sistema

X1X2' xl-'Z-XZ
X1X2 X X X
+
X Xs y = XX- % (3.4)
X1x2, X1x3

(Xlx2 ’ X1 x3)' x1

uma vez que & interseccdo dos trés planos definidos antes.

funcéo circun4()
Esta funcdo determina os circuncentros de todosetraedros e das fronteiras,

utilizando a subrotina “esfera” e grava-os.
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subrotina esfera(A,C,r)
Os dados de entrada desta subrotina sdo uma afXz, X, X3, X4 sendo X, X,
X3 € X4 pontos do espaco, e os dados de saida sdo o Ggatom as coordenadas do centro

da esfera que contém os pontos de A na sua suedidiccuncentro do tetraedro que tem
como vertices os pontos de A), e r, o0 raio dedtdra.

Para o_calculo do circuncentme um tetraedro sdo considerados 0s seus quatro

vértices[Xl, X5, X, X4]. O circuncentro do tetraedro é a intersecgéo thrsop mediadores
de[ X, X,], [X.X;] e[X.X,].
O plano mediador deX, X,] é
X X, (xy 2+ =0 (3.5)
. .- X+ X, :
e contém o ponto médio §&; X,], ou seja,T. Daqui resulta que

X, + X,

Xlxz' 2

=-d (3.6)

Seguindo o mesmo raciocinio pdoé, X,] e[X,X,] obtém-se o seguinte sistema:

X, + X
X1X2' l2 2
Xlxz X X X
+
XXy y = XX 12 : (3.7)
X1x4
X, + X
X1X4- 12 4

A solucéo deste sistema é a interseccao dos adepmediadores, isto é, o centro da
esfera que tem na sua superf{d@i, Xy, X3, X4] , OU seja, o circuncentro do tetraedro.

Para a determinacao do raio basta calcular a diaténtre o circuncentro do tetraedro
ja calculado e um dos vértices, por exempjo X

Ao longo do programa, nomeadamente para a resoldedsistemas, é utilizada a
funcao “det”.

funcao det(A)

Esta fung&o calcula o determinante da ma#iz M, ,(IR)
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Para a determinagdo do sistema de equacdes assoeiathda um dos vértices da
malha, cuja solucédo € o vector da propriedade ¢énmd@®os vértices da malha, € utilizada a
subrotina “sistema” que por sua vez necessita dg&aifuncdes e subrotinas referidas em
seguida.

funcdo area3(A)
Esta funcéo calcula a &rea do triangulo que terédges A=[X1, X2, X3] usando o

facto de a area de um paralelogramo ter o dobé&retde um tridngulo se estes partilharem

trés vertices como os da Figura 3.5.

Fig. 3.5 — Tridngulo e paralelogramo com 3 vérto@suns

Assim sendo
A' — Axaralelog ramo
riangulo 2
; (3.8)
% x4

2

uma vez que a area do paralelogramo pode ser adécatravés do produto esterno
A\Jaralelog ramo = H Xl X2 ’ Xl XS” (39)

subrotina tetcontp(p)

Esta subrotina identifica os tetraedros que com@wmo veértice.

funcao tetviz(il,i2)

Esta funcao verifica se dois tetraedros tém umadat comum.

funcao vertviz(il,i2)

Esta funcao verifica se existe alguma face queetiat dois vertices especificos.

subrotina vertvizp(p)

Esta subrotina determina quais os vértices quéhzart uma face com o vértice p.
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subrotina tetconpi(p,i)

Esta subrotina determina quais os tetraedros qu & i como veértices.

funcao areapi(p,i)
Esta funcdo calcula a area associada a arestasfpig, a area da face do volume de
controle definido a volta de p que pertence aogtaediador de [pi].
Considere-se a aresta [pi] e 0s circuncentros eliwaedros que contém [pi] como
aresta, este conjunto de pontos define um poligpre é a face que limita o volume de
controle associado ao vértice p na direccao dacaj@s

Fig. 3.6 — Face do VC associado a aresta [pi]

Qualquer um destes circuncentros esta a mesmanaastde p e de i (por definicdo de
circuncentro) por isso estes circuncentros defineptano mediador (associado[ pi]) que

ird limitar o volume de controle, isto €, uma facevolume de controle serd um subconjunto
deste plano.

O volume de controle associado ao vértice p ddan@lconstituido pelo conjunto de

pontos do espago que estdo mais proximos de paldejgqualquer outro vértice da malha, ou

seja, € o subconjunto do espaco limitado pelosoplamediadores d[epi] com i a pertencer

ao conjunto de veértices da malha que estéo ligagiogor uma aresta. Como 0s circuncentros
sao intersecc¢des dos planos mediadores, cadadaggluine de controle tem como vertices

circuncentros.

A area da face associada[pi] é calculada dividindo-a em triangulos conforme

ilustrado na Figura 3.7.
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Fig. 3.7 — Divisdo da face do VC associado a afpgtem triangulos

em que M é o ponto médio {igi] .
Além de circuncentros dos tetraedros que cor{té'rh este sector de plano também

pode estar limitado por faces do soélido, por ipswa além de circuncentros de tetraedros o
sector de plano também pode ter como Vvértices asungentros dessas faces
(necessariamente zero ou duas). Portanto a fackngjteeo volume de controle tem uma das

seguintes formas:

Fig. 3.8 — Possiveis tipos de faces do CV assod@aatesta [pi]

Para o célculo desta area os circuncentros (@s de tetraedros) sdo ordenados de
modo a que (caso existam) os circuncentros das fapeem na 12 e na Ultima posicao. Para

esta ordenacao processa-se de acordo com o flumagta Figura 3.9.
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Fig. 3.9 — Fluxograma da ordenacéo de circuncentros

Uma vez ordenados 0s circuncentros, a area dassoeiada a [pi] € a soma das areas

dos triangulos em que a face associada a [pi] peddividida.

funcao dist(i1,i2)
Esta fungdo determina a distancia entre dois esttic
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subrotina sistema(n,A,T,9,.S,)
Nesta subrotina, para cada vértice p da malhalta do qual foi definido um volume
de controle, é definida uma equacao idéntica agégué?.12) o que permite criar um sistema

de equacgOes com a seguinte estrutura

apfp = a'ng nb+ SJ (310)
nb

ondea, € o coeficiente do termo central, sdo os coeficientes das células vizinh& e

termo independente.

Uma vez determinados todos os coeficientes donsisteste € resolvido recorrendo a

subrotina “solvsist”.

subrotina solvsist(n,A,e,X)
Esta subrotina resolve o sistema de equacdes Gerldp C a matriz n x n constituida
pelas n primeiras colunas de A e B a matriz igu@l+d)-ésima coluna de A, pelo Método
dos Gradientes Biconjugados com Pré-condicionamg3te39]. O processo de calculo

implementado esta apresentado na Figura 3.10.

Método dos Gradientes Biconjugados com Pré-contigiento para o sistema AX=b

X, = Vector inicial
e= parametro de paragem (neste caso €)
r,=b- AX,

M= B A=1-B U B A |,I|amatrizidentidade

43



44

Sim

k=k+1
ResolverMz_, =1, ® 1z,

ResolverM zk~_1 =r, ® z,

Nao Sim
A 4
- O método
N&o [ —» Sim =% falha
-
a
b, = Z: 1%l
Zk-2 rk— 2

W, = Ap
W= A p
ak:Zl-{—lrk—l
P W, >

e =leam aka

Fig. 3.10 — Fluxogramado Método dos Gradientesigados com Pré-Condicionamento.



No final do programa é gerado um ficheiro de satdaés da subrotina “output”.
subrotina output(n,x)

Esta subrotina produz o ficheiro “output.dat” quermpite visualizar a solugédo do

problema no programdetcplot 360 [40].
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4 - Exemplos

Nesta seccdo serd apresentada a validagdo efecaatizdigo implementado, com
este objectivo sdo apresentados trés grupos de ptoenda aplicagdo do programa
desenvolvido e respectivas comparacdes tanto ciugdes obtidas teoricamente, quando

possivel, como com resultados obtidos com outrogramas.

4.1 — Exemplos 1

4.1.1 - Exemplo 1.1:

Considere-se o0 problema sem geracdo de calomanteuma barra isolada cujas
extremidades sdo mantidas a temperatéira®nstantes de 100°C e 500°C respectivamente e
conductividade térmicaG=1000w/mK [1]. Este problema unidimensional [41-4&ta

representado na Figura 4.1.

X|=0 0.5m X:|0.5

Al |B
'f =100 f =500

Fig. 4.1 — Barra isolada com temperatura imposseeneremidades

A equacdo governante deste problema é
d _df

N(GNf) =0 U m GE( =0 , pela definicdo de gradiente (4.1)
L df S
Uu G O C, ,Cl IR, integrando (4.2)
U a_G ,Cl IR (4.3)
dx G
U f(xF %)& G ,G.d IR, integrando (4.4)

Através das condicdes fronteifd0) =100 e f(0.5) = 50C obtém-se

f (x) =800x+ 10C (4.5)
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Para a resolucdo deste problema foram geradasnthlaas: M1 (com 24 vértices) e
M2 (com 176 vértices), respectivamente, represeastads Figura 4.2, juntamente com as

respectivas solucdes obtidas pelo programa.

M1

M2

Fig. 4.2 — Distribuicdo da temperatura na barra tamperatura imposta nos extremos

A comparacao dos resultados obtidos pelo programmeaacsolucdo analitica é feita no

grafico da Figura 4.3.

“-* Analitica
“0" M1
“+"M2

Fig. 4.3 — Gréfico da temperatura em funcao dasahaia barra

Como se pode ver pelo grafico da Figura 4.3, @&lahtma solucdo muito proxima da

analitica com uma malha grosseira ndo havendo gamgéaem resolver o problema com
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malhas mais finas, excepto para a obtencdo detadssl em mais pontos da barra. Isto
acontece pois a solugdo analitica é linear, e fessaaproximacao considerada no processo

de discretizacéo.

4.1.2 - Exemplo 1.2:
A conducdo de calor numa placa de grande dimers#n, espessura L=2 cm,

condutividade térmic&= 0.5 W/mK, geracéo interna de caler$0°W/m3 onde as faces A

e B sdo mantidas a temperatdraonstante de 100°C e 200°C respectivamente [dipcoe

ilustrado na Figura 4.4.

L

Fig. 4.4 — Placa com geracao interna de calor paeatura imposta em 2 faces

Este problema tem equacéo governante

d Gi +S, =0 (4.6)
dx dx
cuja solugdo analitica pode ser definida por
L +S. =0 U 44 =-3 4.7)
dx  dx dx  dx
U G ar_. S, dx (4.8)
dx
- df - .
U G &: -Sx* G , @ IR, integrando (4.9)
~ df S G N
Uu —- =% =2 | IR 4.10
dx G G o ( )
- S G R
U df=- =x —2dx , IR 411
¥ G qQ (4.11)

49



- S ., G .
U Ff=- =x&% 2x% . C, IR, integrando (4.12
G G ¢ .G a g (4.12)

Das condigBes iniciais (0)=100 e 7(0.02)= 20Ce substituindoG e S pelos

respectivos valores obtém-se a expressdo da sanegditica do problema
f(x) =-10°x*+ 25000« 10 (4.12)

Para a resolucdo deste problema utilizaram-se lhasiauma malha M1 com 12
vértices, uma malha M2 com 16 vértices, uma maltg ddm 24 vértices distribuidos
homogeneamente e uma malha M3a com 24 vérticesorartices mais concentrados onde
h& maior variacdo da temperatura na placa, ou Bem,seus extremos, uma vez que a
distribuicdo da temperatura na placa tem a formpatébola. Os resultados obtidos estédo

representados na Figura 4.5 e com representacdimagra Figura 4.6.

M1

M2

M3

M3a

Fig. 4.5 — Distribuicdo da temperatura na placa

A comparacdo dos resultados obtidos pelo programna & solucdo analitica esta

representada no grafico da Figura 4.6.
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“-* Analitica
“‘0” M1
“+" M2
“*"M3
“0” M3a

Fig. 4.6 — Distribuicdo da temperatura em funcdalutdssa na placa

No grafico da Figura 4.7 estdo representadosros erédios absolutos obtidos com as

quatro malhas.

10*
10°
10*
10°
10%

10— 16
Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 3a

Fig. 4.7 — Erro médio absoluto

Analisando o grafico da Figura 4.7 é possivel olaseque quanto mais refinada é a
malha que se utiliza para prever a distribuicadehaperatura na placa, melhores séo os
resultados obtidos, e para além disso, uma melistribdicdo dos vértices da malha, de
acordo com a variacao esperada da temperaturait@etoter resultados melhores.

Com este exemplo mostrou-se um caso onde uma mathanais vértices em zonas

do fluido onde foi detectada maior variacdo da peolade em estudo, permitiu obter
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melhores resultados do que com uma malha com o onasimero de vértices mas

homogeneamente distribuidos.

4.1.3 - Exemplo 1.3:
Este exemplo, similar ao exemplo 1.1, trata-sarda barra com temperatura imposta

num dos extremos e fluxo imposto no outro extrecomo esta representado na Figura 4.8,
com condutividade térmicd =1000W/m/K e sem geracdo interna de calor, e tem por

objectivo a validacdo da implementacéo de condiffoeseira, neste caso, fluxo imposto.

X|:0 0.5m X:|0.5
Al 1B
| |
£, =100 ‘;—f ~1000
X B

Fig. 4.8 — Barra isolada com temperatura impostaanextremidade

e fluxo imposto na outra extremidade

Este problema unidimensional tem a seguinte solapalitica

d Gi =0 U Gi:Co ,C,T IR , integrando (4.13)
dx  dx dx
g .G ,CJ IR (4.14)
dx G

N

U f= C—c‘;x+cl ,G,,Cl IR ,integrando (4.15)

Das condi¢bes’ (0) =100 e Z—f(O.S) =100C, e de G =1000 obtém-se a expressao
X

analitica da solugéo
f (x) =1000x + 10( (4.16)

Para a resolucéao deste problema utilizando o gnogrdesenvolvido, foi utilizada a
mesma malha com 24 vértices utilizada no exemplo A. solucdo obtida através do

programa desenvolvido esta representada na Figura 4
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Fig. 4.9 — Distribuicdo da temperatura na barra

A comparacdo da solucdo obtida numericamente cemtugdo analitica pode ser vista
no gréfico da Figura 4.10.

“.“ Analitica
“Oil M 1

Fig. 4.10 — Distribuicdo da temperatura em funcéialcissa na barra

Como se pode constatar as previsfes sobrepdedacadc analitica, pois como no
caso do exemplo 1.1, a solucgéo é linear.

4.2 - Exemplo 2
O segundo exemplo trata-se do problema da condbighmensional em regime

permanente numa placa com temperatura impostaxt@sn®s, com condutividade térmica

G =1000W/m/K e sem geracao interna de calor, conformérdds na Figura 4.11,
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f =sin&

XV

f=0

a

A
v

Fig. 4.11 — Placa com temperatura imposta em qfetes

e fluxo nulo imposto nas outras duas faces

cuja equacdo diferencial governativa é

—+—=0 4.17
™ Ty @10
e possui solucao analitica [11]
sinh #Y )
£(x, y)=—absin pX (4.18)
sinh 2 a
a

Para este problema foi considerado a = b = 1, @ @aua resolucdo foram geradas
quatro malhas: M1 com 3x3x2 vértices, M2 com 5xBgtices, M3 com 9x9x2 vértices e
M4 com 17x17x2 vértices, que estao representadafigura 4.12 com as respectivas
solucdes obtidas.
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M1 M2

M3 M4

Fig. 4.12 — Distribuicdo da temperatura na plad&atpelo programa

Estas solucdes podem ser comparadas graficamenta solucdo analitica calculada
nos vértices de M4 representada na Figura 4.13.

Fig. 4.13 — Distribuicdo da temperatura na pladaatanaliticamente em M4
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No gréfico da Figura 4.14 é feita uma andlise marsenorizada aos pontos da linha
com y=0.5, comparando os resultados obtidos comréas malhas com a solucéo analitica.

M1
M2
M3
M4

Solucao analitica

Fig. 4.14 — Distribui¢cbes da temperatura em furdgiabcissa na barra obtidas com o programa

Os erros absolutos maximos em vértices da malhapa@ando com a solucdo
analitica, obtidos para cada uma destas malhas regti@&sentados no gréafico da Figura 4.15.

0.06
°C

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0
Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4

Fig. 4.15 — Grafico do erro absoluto maximo obtidon cada uma das malhas

Como no caso anterior, a medida que se aumeefamamento, a solugéo prevista
melhora.
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4.3 — Exemplos 3

4.3.1 - Exemplo 3.1:
Neste caso estuda-se a transferéncia de calor placequadrada com 100 m de lado,

30 m de espessura e com dois orificios circula@s, raios de 10 m e 20 m, como indicado
na Figura 4.16.

25

25

40 r

30

=20

Fig. 4.16 — Placa com dois orificios com tempegtmposta em quatro faces

e fluxo nulo imposto nas outras duas faces

O topo e a base da placa tém temperatura impesedC, os lados da placa tém
temperatura imposta de 40°C e as outras duasdagaaca tém fluxo imposto nulo, as faces
gue limitam os orificios tém fluxo imposto nulo.cAndutividade térmic& =1000W/m/K e
ndo ha geracéo interna de calor.

Para a determinacéo da distribuicdo da temperatarplaca foram utilizadas trés
malhas: uma malha M1 com 134 vértices, uma malhadA2 620 vértices e uma malha M3

com 3335 vertices. Estas malhas permitiram obteesidtados representados na Figura 4.17.
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M1

M2

M3

Fig. 4.17 — Distribuicdo da temperatura na placa

Estes resultados obtidos com o programa poderosgrarados com a solucao obtida
pelo programa “Cosmos” [44] numa malha M4 com 38 @6rtices representada na Figura
4.18.
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Fig. 4.18 — Distribuicdo da temperatura na plada&alpelo programa Cosmos

Como se pode confirmar, a medida que aumenta w dgarefinamento da malha,

aumenta a precisao da solugao.

4.3.2 - Exemplo 3.2:
Para este caso considera-se um problema idérgi@laexcepto nas faces voltadas

para os orificios onde foi imposta temperatura gatar igual a 30°C.

Para a resolucao deste problema foram utilizaslasesmas malhas que no exemplo
3.1 e as solucdes obtidas estéo representadaguras-#.19 que podem ser comparadas com
a solucéo obtida pelo “Cosmos” representada na&ig20.
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M1

M2

M3

60

Fig. 4.19 — Distribuicdo da temperatura na placa



Fig. 4.20 — Distribuicdo da temperatura na pladaatcom o “Cosmos”

Nos exemplos referidos até a este ponto os prasidanam resolvidos em 3D mas o0s
resultados tiveram formato 2D, o que era de espaias condicbes de fronteira que foram
impostas.

4.3.3 - Exemplo 3.3:
Neste caso considerou-se uma placa com dimergdes as da placa do exemplo 3.1

e condi¢cdes fronteiras também iguais, com excepmligidace de trds da placa onde a
temperatura passa a ser imposta e com valor iRRHIG

Para a resolucdo deste problema foram usadassasasienalhas que no exemplo 3.1
e as solucdes obtidas estéo representadas na Eiglira
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M1

M2

M3

Fig. 4.21 — Distribuicdo da temperatura na placa

Estes resultados obtidos com o programa podenosgrarados com a solucéo obtida
pelo programa “Cosmos” numa malha M4 com 36 694oe&s representada na Figura 4.22, e
pode-se concluir que os resultados previstos pdigo convergem para a solucao prevista
pelo Cosmos a medida que aumenta o grau de refitiarda malha.
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Fig. 4.22 — Distribuicdo da temperatura na pladaalpelo programa Cosmos

Como este é um problema tridimensional faz sert@oparar os resultados em mais
pontos do que os do plano frontal, e para tal speesentados os resultados obtidos em trés
“fatias” do soélido com trés diferentes cotas: z53@ é, contendo o centro do orificio maior;
z=50 e z=75, isto é, contendo o centro do orificenor.

Para o plano z=30, estédo representados na Fig2Bao4 resultados obtidos com as
varias malhas e na Figura 4.24 esta representegkuttado obtido com o “Cosmos”.

M1

M2

M3

Fig. 4.23 — Distribuicdo da temperatura no plandzda placa

Fig. 4.24 — Distribuicdo da temperatura no plan®da placa obtida com o “Cosmos”
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Para o plano z=50, estdo representados na Figkfaod. resultados obtidos com as

varias malhas e na Figura 4.26 esta representegkuttado obtido com o “Cosmos”.

M1

M2

M3

Fig. 4.25 — Distribuicdo da temperatura no planbzda placa

Fig. 4.26 — Distribuicdo da temperatura no planszda placa obtida com o “Cosmos”

Para o plano z=75, estédo representados na Fig2ifao4.resultados obtidos com as

varias malhas e na Figura 4.28 esta representegkuttado obtido com o “Cosmos”.

M1

M2

M3

Fig. 4.27 — Distribuicdo da temperatura no plandszda placa
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Fig. 4.28 — Distribuicdo da temperatura no plandsda placa obtida com o “Cosmos”

Como nos exemplos anteriores, os resultados abtmio cddigo desenvolvido

aproximaram-se da solugcédo dada pelo Cosmos a mediglao grau de refinamento das
malhas foi aumentando.

4.4. — Concluséao:

Os exemplos analisados permitem concluir que agooddesenvolvido apresenta
solucbes que se vao aproximando das solucdes amaisrme o grau de refinamento das
malhas vai aumentando, em 1D, 2D e em 3D, facto pemnitiu validar o cdodigo

desenvolvido.
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5 — Conclusoes

Os objectivos deste trabalho foram alcancados wvem que foi elaborado um
programa que permite resolver uma equacado gendeicnservacdo de quantidade escalar
em 3D, em regime estacionario e com termo conweatwlo, utilizando o Método dos
Volumes Finitos, em malhas ndo estruturadas. Ogo6domputacional desenvolvido foi
testado, comparando os resultados obtidos pocestaesultados conhecidos teoricamente e
também por comparacao com resultados obtidos com software.

O desenvolvimento deste cédigo vai permitir umhoelaproveitamento de meios,
uma vez que, para varios problemas com geomewiaplexas, as malhas ndo estruturadas,
suportadas por este programa, permitem que cominmeno de volumes de controle menor,
(1) seja feita uma melhor aproximacédo a geomemiastudo, (2) possa haver refinamento da
malha apenas nas areas de maior interesse, (3)spodeito um refinamento posterior em
determinadas areas sem alterar a restante makwine abter melhores resultados do que os
que se obteriam de outro modo. Este codigo peamtin, devido a uma melhor utilizacdo de
meios, obter melhores resultados em menos tempo.

Como continuacdo deste trabalho, seria importadesenvolver o cdadigo
computacional elaborado de modo a poder trabatbrartermo convectivo e com problemas
ndo estacionarios. Atendendo ao facto de que coteonvectivo possui uma nova variavel

que é a velocidade, a solucéo desta equacao temais complexa.
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