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CAP{TULO 1

A geometria euclidiana em dimensao n

1. Espacgos métricos

Vamos basear o nosso estudo de geometria no conceito de distancia: a distancia entre
dois pontos serd um numero real positivo. Fica, assim, a nossa disposi¢cao a compreensao
da natureza do continua alcancada no século XIX e as poderosas ferramentas associadas.

Formalizamos as propriedades da func¢ao distancia no conceito de um espago métrico.
Este conceito vai-nos fornecer um enquadramento de algumas ideias importantes que sao
comuns as trés geometrias métricas que vamos considerar: a geometria euclidiana, a
geometria esférica e a geometria hiperbolica. No entanto, nao vamos precisar de nenhum
resultado sofisticado da teoria dos espagos métricos.

DEFINICAO 1.1. Um espago métrico ¢ um conjunto M equipado com uma fun¢ao
distancia ou métrica

d: M xM—R
que satisfaz
d(P,Q) >0 (d é positiva);
d(P,Q) =0 < P=Q (d & nao degenerada);
d(P,Q) =d(Q, P) (d & simétrica);
d(P,R) < d(P,Q)+d(Q,R) (desigualdade triangular).

Chamamos frequentemente pontos aos elementos P € M e, quando nao ha duavida
sobre qual a métrica d considerada, falamos frequentemente simplesmente do espaco
métrico M.

O espago R" como espago métrico. Consideramos o conjunto R" cujos elementos
sdo n-tuplos x = (z1,...,x,) de nimeros reais. Chamamos frequentemente pontos ou
vetores a estes elementos. A origem de R™ é o ponto O = (0, ...,0)

Como é bem conhecido da algebra linear, R” tem uma estrutura de espaco vectorial
de dimensao n com origem O e o produto escalar euclidiano é definido por

(X,¥) =x1y1 + - + Tpyn

para X = (T1,...,%,) €y = (Y1,...,Yn). A norma euclidiana de um vetor x é

x| = V(x,%) = /el +- ]

e a distdncia euclidiana entre dois pontos x e y €

d(x,y) =[x =yl = V(1= y1)* + -+ (20— yn)

Por exemplo, em R temos

d(.T,y) = ‘J} - y‘a
e em R? temos

d(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — y2)
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E claro que a funcéo d satisfaz as trés primeiras propriedades de uma métrica. Para
ver que d também satisfaz a desigualdade triangular, vamos fazer uma revisao de alguns
resultados da algebra linear de R™.

Comecamos por notar que o produto escalar pode ser recuperado da norma através
da identidade de polarizacao

(1.1) 2(x,y) = [x[ + |y =[x -y
como se vé do calculo
x -y’ = (x—y,x—y) =[x’ + |y - 2(x,¥).
PROPOSIGAO 1.2 (Desiguldade de Cauchy—Schwartz). Sejam x,y € R". Entdo
(% ¥)| < [x]ly]

com igualdade se e so se X ey sao linearmente dependentes.

DEMONSTRACAO. Decorre do calculo

2
0< [lylx £ [x|y|” = 2jxPly[* + 2x|ly|(x, ).
O

NotAa 1.3. Em particular temos (x,y) < |x||y| e a igualdade (x,y) = |x]||y| dé-se
exatamente quando x = ty ou y = tx para algum ¢ > 0, ou seja, quando os vetores x e
y tém o mesmo sentido.

Podemos agora concluir a prova que R” com a distancia euclidiana é um espaco mé-
trico.

PROPOSIGAO 1.4 (Desigualdade triangular). Sejam x,y € R". Entdo
x+y| < [x|+1yl.

Além disso, a igualdade verifica-se na desigualdade triuangular se e s6 se X ey tém o
mesmo sentido.

DEMONSTRAGAO. Decorre de
[x +y]* = [x* + [y + 2(x,y)
< IxP? + [y * + 2/x|ly]
= (Ix[ + ly])?,
usando a desigualdade de Cauchy—Schwartz na segunda linha. U

E habitual exprimir a segunda parte do enunciado da desigualdade triangular, sobre
as condigoes em que se verifica a igualdade, dizendo que em R" se verifica a desigualdade
triangular estrita.

EXERCICIO 1.5. (a) Sejam z,y, z € R. Mostre que
r<y<z = r—z=lr—yl+ly -2l
(b) Sejam x,y,z € R™. Deduza da Proposi¢ao que
x—z| < [x—y|l+]y -z

com igualdade se e s6 se y esta no segmento Xz = {A\z+ (1 — A\)x | A € [0,1]} que une x
a z.
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Meétrica induzida. Se (M, d) é um espago métrico entao podemos restringir a métrica
d a qualquer subconjunto N C M e obtemos assim um novo espaco métricoE] (N,d), onde
a distancia entre pontos é a distancia medida em M. Esta métrica chama-se a métrica
induzida em N (pela métrica em M).

EXEMPLO 1.6. Considere M = R? com a métrica euclidiana. Seja N = {(z,y) |y =
0} C R? o eixo dos zz. Entao a distancia entre dois pontos em N na métrica induzida é
a distancia usual entre os dois pontos no eixo dos zz (identificando-o com R).

EXEMPLO 1.7. Consideramos M = R3 com a métrica euclidiana. Seja N = S? =
{(x,y,2) | 22 +y? + 2?2 = 1} C R? a superficie esférica unitaria centrada em O com
a métrica induzida. Entao temos uma métrica induzida em que a distancia entre dois
pontos ¢ medida ao longo da corda que os une.

Angulos e distancia na esfera medida ao longo de circulos maximos. Como
qualquer habitante do planeta Terra sabe, a distancia medida ao longo de uma corda nao
é o conceito mais 1til na prética: é melhor viajar ao longo de um circulo maximo do que
cavar um tinel em linha reta.

Definimos o dngulo (nao orientado) € € [0, 7] entre dois vetores nao nulos x e y em

R™ através da formula x.y)
X,y
cosf) = —=L.
x|ly]
Podemos entdo definir uma métrica em S? medindo a distancia ao longo do arco de circulo
maximo mais curto em S! entre dois pontos; mais precisamente, se x e y estao em S?,

podemos definir
(1.2) d(x,y) = arccos({x,y)) € [0, 7].

Veremos mais tarde no nosso estudo da geometria esférica que d é de facto uma funcao
distancia (apenas a desigualdade triangular ndo é 6bvia).
Note-se que podemos fazer a mesma definicao na superficie esférica unitaria

S" = {x € R™! | x> = 1}.

em qualquer dimensao. Em particular, no caso n = 1, medimos a distancia entre dois
pontos na circunferéncia unitéria S* ao longo do arco mais curto que os une.

Aplicacoes que preservam a distancia e isometrias. Depois de definir o con-
ceito de espaco métrico vamos agora introduzir as aplicacoes entre espac¢os métricos que
preservam a funcao distancia.

DEFINIGAO 1.8. Sejam (M, d;) e (M, dy) espagos métricos. Uma aplicagdo f: M; —
M, preserva distincias se

dQ(f(P)7f<Q>> - dl(P7Q> VP,Q S Ml-

EXERCICIO 1.9. Seja v € R" um vetor unitario e seja Py € R™ um ponto. Mostre que
a aplicagao a: R — R™ definida por «a(t) = Py + tv preserva distancias.

EXEMPLO 1.10. Considere om intervalo |0, 7| com a funcao distancia usual induzida
de R: d(s,t) = |t — s|.A aplicagao «a: |0, 7[— R? definida por a(t) = (cost,sint) nao
preserva distancias.

DEFINIGAO 1.11. Uma isometria entre dois espagos métricos (M, dy) e (M, ds) é uma
bijegdo f: My — M,y que preserva distancias. Dois espagos métricos (M, dy) e (Ms, ds)
dizem-se isométricos se existe uma isometria entre eles.

1 Abusamos de notagao, usando o simbolo d para a restrigao dnxn
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A seguinte observacao é 6bvia mas fundamental:
A composta de isometrias é uma isometria.

Assim, a operacao de composi¢cao dé ao conjunto das isometrias de M uma estrutura
natural de grupoﬂ. Denotamos o grupo das isometrias de M por

Isom(M)={f: M — M | f é uma isometria}.

EXERCICIO 1.12. Mostre que uma funcao f: R — R é uma isometria se e s6 se f tem
a forma f(z) = £ + b para algum b € R.

NoTA 1.13. Seja f: M — N uma isometria. Considere a métrica induzida em f(M) C
N. Entéo f: M — f(M) é uma isometria (porqué?).

EXEMPLO 1.14. Considere N = {(z,y) | az + by + ¢ = 0} C R? (onde (a,b) # (0,0)).
Entao podemos parametrizar N como no Exercicio por uma aplicagao que preserva
distancias. Concluimos que N com a métrica induzida de R? é isométrica a R.

EXEMPLO 1.15. Mais geralmente, se V' C R™ é um sub-espago afim de dimensao k,
entdo V com a métrica induzida de R™ é isométrico a R¥. Por exemplo, se x,y € R” sdo
distintos, entao o sub-espaco afim de dimensao um

{Ay+(1-XNx|AeR} CR"
¢ isométrica a R, fazendo A = ¢/|y — x| para t € R.

EXERCICIO 1.16. Na situacao descrita no exemplo anterior, construa explicitamente
uma isometria f: R¥ — V.

Sugestao: Recorde-se que um sub-espaco afim de R"™ de dimensao k é da forma V =
Vo + b, onde b € R" e 1 C R™ é um sub-espaco vetorial de dimensao k, e escolha uma
base ortonormada wuq, ..., u; de V.

Retas em espagos métricos. Para fazer geometria vamos precisar de um conceito
de reta. Este conceito pode ser formulado em geral em espagos métricos.

DEFINICAO 1.17. Uma reta parametrizada num espago métrico M é uma aplicacao
~v: R — M que preserva distancias. Chamamos reta a imagem [ = y(R) C M de uma
reta parametrizada ~.

Nota 1.18. Uma reta [ = y(R) € M num espago metrico M é isométrica a R, como
decorre da Nota [1.13l

EXEMPLO 1.19. Podemos agora reformular o Exemplo dizendo que subconjunto
N = {(z,y) | ax +by + c = 0} C R? (onde (a,b) # (0,0)) é uma reta no sentido da
Definigao [L.17]

Para terminar, vamos ver que ji encontramos todas as retas de R™ (como seria de
esperar!).

PROPOSICAO 1.20. Sejam P e Q dois pontos distintos de R"™. Entdo passa uma e uma
so reta por P e ().

DEMONSTRACAO. Por aquilo que ja observamos, provar a existencia da reta por P e
@ nao ¢ dificil. Com efeito,
Q—P

(1.3) V() = 0-7|

é uma reta parametrizada por P e (). A unicidade decorre da desigualdade triangular
estrita. Mais precisamente, seja N uma reta por P e @), entao N é isométrica a R. Logo,
se R é um ponto de N temos uma das seguintes alternativas:

t+ P

2A nogao de grupo abstrato tem a sua origem do estudo das transformagoes geométricas.
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e d(P,Q)=d(P,R)+d(R,Q),

e d(P,R) =d(R,Q)+ d(Q, R), ou

e d(R,Q)=d(R,P)+d(P,Q).
Em cada um destes casos a desigualdade triangular estrita implica que P, Q) e R sao
co-lineares, no sentido de estarem num subespago afim de dimensdo um em R™ (ver o

Ex. . O

Podemos definir o segmento que une dois pontos distintos P e () por
PQ={ReR"|d(P,Q)=d(P,R)+d(R,Q)}

e, tendo em conta a desigualdade triangular estrita (como na prova que acabamos de
fazer), temos
PQ={XQ+ (1—-X\NP|Xe]0,1]}.

De modo anéalogo, definimos a semi-reta por P e () com origem em P por

(ReR"|d(P,Q) = d(P,R) + d(R,Q) ou d(P,R) = d(P,Q) + d(Q, R)}
—(AQ+(1—-NP|Ae[0,00[}.

Geodésicas em espacos métricos. Como veremos mais a frente, o caminho mais
curto entre dois pontos na superficie esférica S? ¢ ao longo de um arco de circulo maximo.
Podemos parametrizar um circulo maximo pelo comprimento de arco, por exemplo

(1.4) ~(t) = (cost,sint,0).

Entao, com efeito,

d(y(s),7(t)) = [t —s], se |t —s| <.
No entanto, isto nao se verifica em geral (considere s = 0 e t = 27!). Por isso, v nao
é uma aplicacao que preserva distancias. No entanto, 7 satisfaz a condigao da seguinte
definicao.

DEFINICAO 1.21. Uma geodésica parametrizada num espaco metrico M é uma apli-
cagao v: |a,b[ — M que preserva distancias localmente: para cada ty € |a, b[ existe uma
intervalo aberto I C |a,b| contendo ty tal que ;: I — M preserva distancias. Uma
geodésica v cujo dominio é | — 0o, 00[ = R diz-se completa.

Por exemplo, 7: R — S? definida por (1.4) ¢ uma geodésica completa em S2.

2. Geometria euclidiana e isometrias de R"

Quando identificamos R™ com o espago euclidiano de dimensao n estamos implici-
tamente a assumir uma escolha de uma origem e um referencial ortonormado, ou seja,
a escolha de um sistema de coordenadas. No entanto, a geometria euclidiana deve
servir para descrever o mundo a nossa volta e, portanto, os conceitos geomé-
tricos nao deverao depender da escolha do sistema de coordenadas, mas apenas
da nocao de distancia. Fazemos, por isso, a seguinte defini¢ao.

DEFINIGAO 2.1. Um espago euclidiano de dimensdo n é um espa¢o metrico (E™,d)
que é isométrico a R™ com a métrica euclidiana.

Por outras palavras, (E",d) é um espago euclidiano de dimensao n se e so se existir
uma bijecao ¢: E" — R" tal que
[9(P) — ¢(Q)] = d(P,Q) VP,QeE"

Chamamos a uma tal isometria ¢ um sistema de coordenadas euclidiano em E™ e a
(1,...,2,) = &(P) as coordenadas do ponto P € E" no sistema de coordenadas ¢.
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EXEMPLO 2.2. O exemplo fundamental ¢ E" = R™ com o sistema de coordenadas
¢ =1d: R" - R".

Recordamos que uma isometria de R é uma transformagé(ﬂ f: R™ — R™ que preserva
distancias:
d(f(x), f(y)) = d(x,y) Vx,y € R"
Por outras palavras, f é uma isometria se e so se

If(x) = f(y)l = x—y]

para todos os x,y € RF.

EXERCICIO 2.3. Sejam (E", d) um espaco euclidiano de dimensao n e ¢: E" — R" um
sistema de coordenadas euclidiano. Mostre que 1 : E® — R"™ é um sistema de coordenadas
euclidiano se e s6 se a mudanca de coordenadas 6 = 1) o p~1: R™ — R"™ é uma isometria.

R?’L

V

E™ O=pop—1

N

R?’L
Tendo em conta o resultado do exercicio anterior, uma forma natural de exprimir a
ideia da independéncia da escolha dos sistema de coordenadas é dizer que

A geometria euclidiana n-dimensional é o estudo das proprie-
dades de R" que sao invariantes por isometrias.

EXERCICIO 2.4. O objetivo deste exercicio é provar que as isometrias de R™ sao as
transformacoes da forma

(2.1) f(x) = Ax+b,

onde b € R™ é um vetor e A é uma matriz n X n que é ortogonal, ou seja 'AA = I, onde
YA é a matriz transposta de A e I é a matriz identidade.

Mais geralmente vamos ver que uma aplicacao f: R¥ — R" que preserva distancias é
da forma , onde A é uma matriz n x k que satisfaz ‘AA = I, isto é, cujas colunas
formam um conjunto de vetores ortonormados em R™.

(a) Seja b = f(0). Mostre que f preserva distancias se (e s6 se) g(x) = f(x) —b o
faz, e conclua que basta considerar o caso em que f(0) = 0.
Suponha a partir de agora que f(0) = 0.
(b) Utilize a identidade de polarizagao para mostrar que

(fx), fly) = (x,y) Vx,yecR"

(c) Seja (eq,...,e,) uma base ortonormada de R¥. Defina u; = f(e;) e mostre que
(ui,u;) = 6;; (0 6 de Kronecker) para i,j = 1,...,k. Deduza que os vetores
U, ..., ur formam um conjunto de vetores ortonormados em R".

(d) Para x = zye; + - - - + zpex, € RF mostre que

(fx),u;) =2, i=1,...,k.
Deduza que
f(x) = zur + - - + zpuy
e conclua que f é linear.

3Entendemos por transformag¢do uma aplicagao bijetiva.
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(e) Mostre que uma aplicagao linear f: R* — R" dada por f(x) = Ax preserva
distancias se e s6 se a matriz A satisfaz 'AA = I.

As transformagoes f(x) = Ax chamam-se ortogonais e as transformagoes f(x) = x+b
sao translagoes.

NoOTA 2.5. As transformagoes ortogonais de R formam um grupo, tal como as trans-
lagoes. (Porqué?)

Seja f: E" — E" uma aplicagao. A expressdao de f no sistema de coordenadas ¢: E" —
R™ & a aplicacao f = ¢ o f o ¢!, como ilustrado no diagrama

Er —L En

R

R —L 5 R"
O diagrama diz-se comutativo porque os dois caminhos possiveis do canto superior es-
querdo ao canto inferior direito sao a mesma aplicacao: ¢ o f = f o ¢.

NOTA 2.6. Se uma aplicagao f: M — M é uma isometria entao a sua expressao num
sistema de coordenadas é uma isometria, e vice-versa.

Seja agora t: E" — R™ outro sistema de coordenadas euclidiano e seja 8 = 1 o
¢ 1: R" — R™ a mudanca de coordenadas como acima. Entao a expressao local de f no
sistema de coordenadas 1 é

Yoforp ™t =0o0fof!

como vemos do diagrama comutativo

R™ f R™
[

o E" d E™ e
e I
R fofoh—1 Rn

Translagoes e estrutura afim de E". Uma aplicagao 0: R* — R" da forma 0(x) =
Ax + b (onde A é qualquer matriz, ndo necessariamente ortogonal ou invertivel) chama-
se uma aplicagdo afim, e se é invertivel # diz-se uma transformacgao afim (neste caso,
necessariamente k = n).

Notemos que compostas de aplicagoes afins sao aplicagoes afins e que a inversa de uma
transformacao afim também é uma transformacao afim. Portanto, as transformacoes afins
formam um grupo.

Notemos ainda que uma transformacao afim ¢ linear se e s6 se §(0) =0 <= b = 0.
Pelo Exercicio [2.4] sabemos que uma isometria de R" é uma transformacao afim.

PROPOSICAO 2.7. Seja f: R™ — R"™ uma translagao e seja 0: R™ — R™ uma trans-
formagao afim. Entao

fofol?

também € uma translacao.
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DEMONSTRAGAO. Escreva f(x) = x+c e 6(x) = Ax+b. Entao 7 !(x) = A~'(x—b)
e logo

fofod '(x)=0(A"'(x—b)+c)
=A(A(x—b)+c)+b
=x + Ac,
o que mostra o pretendido. O

A importancia desta proposicao é a seguinte: se a expressao de uma transformacao
f: E" — E™ nalgum sistema de coordenadas euclidiano é uma translacao, entao a expres-
sao de f em qualquer sistema de coordenadas euclidiano é uma translacao. Portanto, a
seguinte defini¢ao faz sentido.

DEFINICAO 2.8. Uma translagio de E™ é uma transformagdo cuja expressao num
sistema de coordenadas euclidiano ¢ uma translacao de R".

Note-se que as transla¢oes de E” formam um grupo, denotado
TE") ={f: E" - E" | f ¢ uma translagao}.

As translagoes de R"™ sao identificados com o préprio R”, identificando a translacao
f(x) = x + ¢ com o vetor de translacao c. Mais geralmente, um sistema de coordenadas
euclidiano ¢: E™ — R™ d4a-nos uma identificacao

T(E") S R,

(2.2) e

onde ¢ ¢ o vetor de translagao da expressao de f no sistema de coordenadas ¢, isto é&,
f=¢ofop!édado por f(x) =x+c. Além disso, se #(x) = Ax+b ¢ uma mudanca de
coordenadas, entao o calculo da prova da Proposicao mostra que no novo sistema de
coordenadas, o vetor de translacao é Ac. Como A representa uma transformagao linear
segue que a identificacao define uma estrutura de espago vectorial em T (E") que
nao depende da escolha do sistema de coordenadas. Podemos, assim, falar no
espago vectorial T (E™) das translagoes de E™.

Por fim, notamos que, dados dois pontos P e () em R" existe uma tnica translagao
f tal que f(P) = @, nomeadamente f(x) = x + (@ — P). Através da identificacao
T(E™) = R™ vemos que o mesmo se verifica em E": dados dois pontos P e () em E" existe
uma tnica translagao f € T(E") tal que f(P) = Q. Por analogia com R™ ¢ habitual dizer

que f: E"™ — E" é translagao pelo vetor }ﬁ e escrever

f(R) = R+ PQ

para R € E".

3. O conceito de k-plano em E”

Recordamos que um sub-espaco afim em R™ é um subconjunto da forma V' +x, C R",
onde V' C R"™ é um sub-espaco vetorial e xo € R” é um ponto. A dimensao de V + xg
¢ a dimensao de V. Notemos que uma transformacao afim envia sub-espacos afins em
sub-espacos afins (preservando a dimensao). Assim, a seguinte defini¢ao faz sentido.

DEFINICAO 3.1. Um k-plano num espaco euclidiano E™ é um subconjunto V' C E™ que
num sistema de coordenadas f: E™ — R" corresponde a um sub-espago afim de dimensao
k em R". Um plano é um k-plano para k£ = 2 e um hiper-plano é um k-plano para
k=n—1.
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Note-se a independencia da escolha do sistema de coordenadas f.

DEFINIGAO 3.2. Um k-plano euclidiano parametrizado em E™ é uma aplicacdo o: RF —
E™ que preserva distancias:

d(a(s),a(t)) =|s —t| Vs, t e R",
e um k-plano euclidiano em E™ é a imagem S = a(R*) C E" de um k-plano euclidiano
parametrizado.
Vejamos que o reciproco também vale:

PROPOSICAO 3.3. Um k-plano é um k-plano euclidiano e reciprocamente.

DEMONSTRACAO. Podemos supor que E® = R". O Ex. implica que um k-plano
¢ um k-plano euclidiano. Reciprocamente, seja a: R¥ — R” uma aplicacdo que preserva
distancias, pelo Ex. , a é afim (e injetivo), pelo que a sua imagem a(R*) C R™ é um
sub-espago afim de dimensao k. 0

NoTA 3.4. Um k-plano V em R™ é assim um espaco euclidiano de dimensao k e tem
naturalmente a estrutura de sub-espaco afim, mas apenas é um sub-espago vetorial se
passa pela origem O. No entanto a escolha de um ponto fixo Fy € V' como origem define
naturalmente uma estrutura de espago vectorial em V': explicitamente temos

=93
P P— P,

4. Pontos em posigao geral

DEFINIGAO 4.1. Dizemos que k + 1 pontos Py, ..., P, em E™ estao em posi¢ao geral
se nao estao contidos em nenhum (k — 1)-plano.

Por exemplo, dois pontos estao em posicao geral se sao distintos, trés pontos estao em
posicao geral se nao sao colineares, e n + 1 pontos estao em posicao geral se nao estao
contidos num hiper-plano.

No caso de E" = R" podemos aproveitar a sua estrutura de espaco vectorial para
interpretar o conceito de posicao geral em termos da algebra linear, como se segue.

EXERCICIO 4.2. Mostre que F, ..., P, em R" estao em posicao geral se e s6 se os k
vetores P, — Py, ..., P, — Py sao linearmente independentes.

PROPOSICAO 4.3. Dados k+ 1 pontos Py, ..., P, em E™ em posicao geral existe um e
um so k-plano por eles.

DEMONSTRAGAO. Resulta imediatamente do Ex. [£.2] usando um sistema de coorde-
nadas f: E" — R". O
5. A mediatriz de dois pontos

Vamos introduzir a mediatriz de dois pontos em E” e ver que é um hiper-plano.

DEFINIGAO 5.1. A mediatriz de dois pontos distintos P, P’ num espago euclidiano E™
de dimensao n é

med(P, P') = {Q € E" | d(P.Q) = d(P', Q)}.

PROPOSIGAO 5.2. Sejam P, P' € E"™ pontos distintos. Entao med(P, P") C E" é um
hiper-plano.
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DEMONSTRACAO. Podemos supor que E" = R"™. Seja M o ponto médio do segmento
PP’ por outras palavras, M é o tnico ponto tal que M — P = P’ — M. Para ) € R"
temos

|P-QP=|P-M+M-Q
=(P-M+M-Q,P—M+M-Q)
=|P—-MP+|M—-QP+2(P—MM-Q)
e, de modo anélogo,
P = QP =|P —MP+|M-Q+2(P —M,M - Q).
Tendo em conta que |P — M| = |P'— M| e M — P = P’ — M vem entao que
|P=Q|=|P'"-Q <= (P-M,M-Q)= (P -MM-Q)
<— (P-M,M—-Q)=(M—-P,M—-Q)
— (P—M,M—-Q)=0.
Concluimos que med(P, P') C E" é o hiper-plano por M perpendicular ao vetor P—M. [O

NoOTA 5.3. O reciproco da proposicao anterior também vale, no sentido que qualquer
hiper-plano V' C E™ pode ser visto como mediatriz de dois pontos distintos. De facto,
se V' & o hiper-plano pelo ponto M perpendicular ao vetor v, entao a demonstragao da
proposigao anterior mostra que V' =med(P, P’) onde P=M +ve P =M —v.

PROPOSIGAO 5.4. Seja {P,,..., P, € E"} uma cole¢io de n+1 um pontos em posi¢ao
geral. Entao qualquer ponto () € E™ € determinado pelas distincias a estes pontos.

DEMONSTRACAO. Mais precisamente temos de mostrar que, se Q, Q' € E" satisfazem
d(Q,PZ):d(QI,PZ) 1=0,...,n
entdo () = . Suponha que Q # @’. Concluimos entao que todos os P; estao no

hiper-plano med(Q, )'), o que contradiz a hipétese de os pontos P; estarem em posigao
geral. O

COROLARIO 5.5. Uma isometria f: E" — E" € determinada pelas imagens f(Fy), ..., f(Py)
de n + 1 pontos Py, ..., P, em posicao geral.

DEMONSTRACAO. Como uma isometria envia hiper-planos em hiper-planos vemos que
uma isometria envia um conjunto de pontos em posi¢ao geral num conjunto de pontos em

posi¢ao geral. Assim, os pontos f(Fp),..., f(P,) estdo em posi¢ao geral. Logo, para cada
Q € E" a Proposi¢ao[p.4 mostra que f(Q) é determinado pelas distancias d(f(Q), f(F)) =
d(P.P),i=0,...n. 0

EXERCICIO 5.6. Seja V' C E™ um hiper-plano. Dizemos que dois pontos P e () em
E" \V estio do mesmo lado de V se o segmento PQ ndo interseta V (e estdo em lados
opostos de V caso contrario). Mostre que E* NV = AU B, onde A e B sao disjuntos com
a propriedade de que dois pontos P, () € E" .V estao do mesmo lado de V' se e s6 se
ambos pertencem a A ou ambos pertencem a B. (Por outras palavras, “estar do mesmo
lado de V” é uma relagao de equivaléncia em E" \. V' com duas classes de equivaléncia.)
Chamamos a A e B os lados de V.

Sugestao: Usando um sistema de coordenadas apropriado podemos supor que V =
{(z1,...,2,) € R" | 2, =0} CR™

Como exemplos do conceito do exercicio anterior temos os seguintes: (1) uma reta
divide o plano euclidiano em dois lados e (2) pontos distintos P e P’ estao em lados
opostos do hiper-plano med(P, P’).
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6. Reflexoes

Continuamos agora o nosso estudo das isometrias de E” com as simetrias mais basicas,
as reflexoes. Vamos comecar por usar um sistema de coordenadas para verificar a existén-
cia de uma reflexao em qualquer hiper-plano. Vamos basear o nosso estudo subsequente
exclusivamente nesse resultado e nas propriedades de incidéncia do espago euclidiano E™.

PROPOSICAO 6.1. Seja V' C E™ um hiper-plano. Existe uma isometria de E™ que fiza
todos os pontos de V' e troca os seus dois lados.

DEMONSTRACAO. Usando um sistema de coordenadas apropriado podemos supor que
E" =R" e que V C R" é o hiper-plano dado pela equacao x,, = 0. Entao

p: R" — R",
(1, Tt @) = (T4, T, —T)
¢ uma isometria com as propriedades pretendidas 0

Chamamos reflezao em V a uma isometria que satisfaz a propriedade da proposicao
anterior. Note-se que ainda nao provamos a unicidade da reflexao em V. No entanto,
a sua existencia (conjuntamente com a desigualdade triangular estrita) ¢ suficiente para
conseguirmos definir a projec¢ao ortogonal de um ponto num hiper-plano. Por sua vez a
projecao ortogonal vai-nos ajudar a provar a unicidade da reflexao desejada.

PROPOSICAO 6.2. Seja V' C E™ um hiper-plano. Para cada P € E" existe um tnico
ponto PV em V' que minimiza a distdncia a P, ou seja, tal que
d(P,PY) < d(P,Q)
para todo o Q em V distinto de PV'. O ponto PV € o ponto de intersecio do segmento
Pp(P) para uma reflexao p em V', e chama-se a projegao ortogonal de P em V.

DEMONSTRACAO. Se P € V o resultado é evidente e PV = P. Suponha agora que
P & V. A Proposicao da-nos uma isometria p: E" — E"que fixa todos os pontos de V'
e troca os seus dois lados. Defina P’ = p(P) e note-se que d(P,Q) = d(P’, Q) para todo
0 Q € V. Seja agora PV € V o ponto de intersecdo de V' com o segmento PP’. Falta ver
que PV minimiza a distancia de pontos em V a P. Como PV esti no segmento que une
P a P’ temos d(P,P') = d(P,PY) + d(PV,P") = 2d(P,P"). Dado Q € V temos entao,
usando a desigualdade triangular,

2d(P,PY) = d(P,P") < d(P,Q) + d(Q,P") = 2d(P,Q)

com igualdade se e s6 se () estd no segmento que ﬁ/, isto é, se e s6 se Q = PV. Logo
Q = PV ¢ o tnico minimcﬂ da aplicacao @ — d(P, Q). O
A proposicao anterior tem o seguinte corolario imediato, que justifica dizer a reflexdo

em V e designé-la por py.

COROLARIO 6.3. Seja V- C E™ um hiper-plano e seja p: V- — V uma reflexao em V.
Seja P € E™ um ponto que nao estd em V. Entao p(P) = P’, onde P' é o unico ponto da
reta por P e PV tal que d(P', PV) = d(P,P") e PV estd entre P e P'. Em particular, p
€ a unica isometria de E™ que fixa todos os pontos de V' e troca os seus dois lados. [

Do corolario anterior temos imediatamente o seguinte resultado.

COROLARIO 6.4. Para quaisquer dois pontos distintos P e P’ em E" a reflexao na
mediatriz med(P, P") troca P e P'. O

‘Esta propriedade ndo faz mengao da reflexdo p, pelo que nao depende da sua unicidade, ainda nao
provada.
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PROPOSICAO 6.5. Seja V' um hiper-plano em E™ e seja P € E™ um ponto que nao
estdi em V. Entao V = med(P, P'), onde P' = py(P).

DEMONSTRAGAO. Se @) € V, entao d(Q, P) = d(pv(Q),pv(P)) = d(Q,P’) e logo
V C med(P, P"). Como V e med(P, P’") sdo hiper-planos temos a igualdade desejada. [

PROPOSICAO 6.6. Uma reflexao p: E* — E" tem ordem dois, isto é po p = Idg» €
p # Id.

DEMONSTRAGAO. Seja V' o hiper-plano de reflexao de p = py. Seja P um ponto
que nao estd em V. Vamos ver que p(p(P)) = P. Temos, pela Proposicao (6.5, que
V = med(P, P'), onde P' = p(P). O Corolario implica agora que P = p(P’) como
desejado. 0

PROPOSIGAO 6.7. Seja V- C E™ um hiper-plano e seja f: E" — E™ uma isometria que
fixa V' ponto a ponto. Entao f € ou a identidade ou a reflexao em V.

DEMONSTRAGAO. Uma vez que V' é um hiper-plano existe uma cole¢ao de n pontos
Q1,...,Q, em V que estdao em posi¢ao geral. Por hipotese, f(Q;) = Q;, i =1,...,n. Seja
P um ponto exterior a V. Entao os pontos Q1, . .., Q,, P estdo em posi¢ao geral (porqué?)
e logo, pelo Corolario [5.5] a isometria f é determinada pela sua acao nestes pontos. Além
disso, d(P,Q;) = d(f(P), f(Q;)) = d(f(P),Q;), pelo que apenas existem duas hipoteses.
Em primeiro lugar, se f(P) = P concluimos que f = Id. Em segundo lugar, se f(P) # P,
entdo temos que @; € med(P, f(P)) para i = 1,...,n, pelo que V = med(P, f(P)).
O Corolario implica agora que py(P) = f(P). Como py(Q;) = O; = f(Qr) para

¢t =1,...,n concluimos finalmente pelo Corolario que f = py. U
COROLARIO 6.8. Seja Py,..., P, uma colecao de n pontos em E™ em posicio geral e
suponha que f e g sao isometrias de E™ com f(P;) = g(P;) parai=1,...,n. Entiao ou
g=foug=pof, ondep é a reflexao no hiperplano pelos pontos f(P1),..., f(P,).
DEMONSTRAGAO. Escreva @); = f(P;) parai=1,...,n. Como isometrias preservam
a propriedade de pontos estarem em posicao geral, vem que @1, ..., (), estao em posicao

geral. Além disso, temos go f~1(Q;) = g(P;) = Q;. Logo a isometria go f~! fixa o hiper-
plano por @i,...,Q, ponto a ponto (pelo Corolario aplicado a esse hiper-plano).
Tiramos a conclusao desejada pela Proposigao [6.7] 0

O proéximo resultado pode, tal como os anteriores, ser provado sinteticamente mas
neste caso uma prova analitica é muito mais simples.

PROPOSICAO 6.9. Seja V' C E™ um hiper-plano. Para cada R € V' existe uma tnica
reta | que interseta V' em R e tal que py(l) = 1.

DEMONSTRACAO. Usando um sistema de coordenadas podemos supor que V' C R™ é
o hiper-plano dado pela equacao z,, = 0 e que R = 0. E entao claro que a reta procurada
é o eixo dos z,,. O

Dado um hiper-plano V em E" dizemos que um k-plano W que nao esta contido em
V' é perpendicular a V se W interseta V e py (W) = W, e escrevemos W L V. Podemos
entao formular a proposi¢ao anterior dizendo que por cada R em V' existe uma tnica reta
perpendicular a V' que passa por R.

PROPOSICAO 6.10. Sejam V' e W hiper-planos em E™ se W 1LV entao VL W.

DEMONSTRAGAO. Seja P um ponto em V' que nao estd em W. Queremos py (P) € V.
Como a projecdo ortogonal é definida em termos da métrica temos que f(P") = f(P)FW)
para qualquer isometria f. Logo temos py (PV) = py(P)?W) = pi,(P)W = PW, onde
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também usamos py (W) = W e py(P) = P. Logo PY €V, pelo que pw(P) € V, como
queriamos. 0

Para terminar esta seccao damos expressoes analiticas para a projecao ortogonal e a
reflexao para um hiper-plano V' C R"™ que passa pelo ponto X e é perpendicular ao vetor
nao nulo v, que escolhemos unitario, |v| = 1:

V={xeR"| (x—xqv) =0}
Entao a reflexao py: R* — R™ é dada por
(6.1) pv(x) =x — 2(X — X, V)V
e a projecao ortogonal my: R® — V., P+ PV ¢ dada por

v (X) =x — (X — Xq, V) V.

7. Decomposicao de isometrias em reflexoes

LEMA 7.1. Sejak <n+1 esejam Py,..., P, e Qq,...,Qk duas colegoes de k pontos
distintos em E" tais que d(P;, Pj) = d(Q;, Q;) para todos os i,j. Entdo existe uma iso-
metria f = propg_10---0p1, em que cada p; € ou uma reflexdo ou a identidade, tal que

Qi=f(P) parai=1,... k.

DEMONSTRAGAO. Vamos fazer a demonstracao por indugao segundo k. Para k = 1
temos dois pontos P; e ()1 e podemos tomar p; a reflexdo em med(P;, Q1) se Py e 1 sdo
distintos e p; = Id se P = ;.

Suponha agora que o resultado vale para k—1. Usando a hipotese de indu¢ao obtemos
uma isometria g = pr_1 0 --- 0 py, em que cada p; é ou uma reflexao ou a identidade, tal
que Q; = g(P;) parai = 1,...,k — 1. Seja p; a reflexdo no hiper-plano V' definido
por V = med(Qx, g9(Px)) se Qr # g(Px), ¢ pr = Id se se Qr = g(Px). Vejamos que
f=prog=propr_10---0p satisfaz Q; = f(P;) parai=1,...,k como desejado. Em
primeiro lugar temos f(Px) = pr(9(Px)) = Q. Em segundo lugar temos, para j < k, que

d(Qj,9(Fr)) = d(g(F)), g(Fr)) = d(P}, Pr) = d(Q;, Qr),

onde na segunda igualdade usamos que g ¢ uma isometria e na terceira a hipétese do lema.
Logo ; € V para j < k e, portanto, p,(Q);) = @Q;. Concluimos que f(P;) = pr(g(P;)) =
pr(Q;) = Q; também para j < k como querfamos. O

COROLARIO 7.2. Qualquer isometria f: E" — E" pode ser decomposta em, no md-
xzimo, n + 1 reflexoes.

DEMONSTRAGAO. Escolha uma cole¢io de n + 1 pontos em posigao geral e defina
Qi;= f(P) parai=1,...,n+1. Pelo Lemaexiste uma isometria f: E" — E", escrita

como composta de, no méximo, n + 1 reflexdes, com @Q; = f(FP;) para¢ =1,...,n+ 1.
Para terminar a prova recordamos do Corolario que uma isometria ¢ determinada
pelas imagens de n + 1 pontos em posicao geral, pelo que f = f. O

Chamamos a atenc¢ao para a natureza algoritmica da demonstragao do Lema[7.I] Em
particular, este método vai-nos ser essencial na classificacao das isometrias do plano e do
espaco na Secgao [§

NoTA 7.3. O Lema também é importante, porque permite escolher coordenadas
convenientes através da aplicacao de uma isometria apropriada, o que constitui uma fer-
ramenta poderosa em muitas situagoes.
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Terminamos esta seccao com a classificacao das isometrias de E” em diretas e opostas.
Tomamos como ponto de partida a decomposi¢ao (do Corolério de uma isometria
f: E® — E" como composta f = p,o---op; de reflexdes. E importante notar-se que esta
decomposicao de uma isometria nao é tinica. No entanto, vamos ver que a paridade de
k é a mesma para qualquer tal decomposicao. Para isso recordamos de que, usando
um sistema de coordenadas ¢: E" — R", podemos representar qualquer isometria f como
uma transformacao afim f = ¢o fogp !: R* — R™
(7.1) f(x) = Ax + b.

Aqui b € R™ é fixo e A é uma matriz ortogonal, ou seja*AA = I. Notemos que det(*AA) =
det(A)? e logo det(A) = +1.

PROPOSIGAO 7.4. Seja f: E" — E™ uma isometria. Entao o valor £1 de det(A) ¢é
o mesmo para todas as representagées (7.1) de f como transformagao afim f: R" — R"
(independentemente do sistema de coordenadas escolhido).

DEMONSTRAGAO. Se f tem a representagao (7.1) num determinado sistema de co-
ordenadas, entao a sua representacao noutro sistema de coordenadas é 6 o f o 671, onde
f: R" — R" é a respetiva mudanca de coordenadas. Como # é uma isometria podemos
escrever

f(x)=Cx+d
e calcular, usando 67! (x) = C~(x — d):
Oofob(x)=0(f(C"'(x—d))
=0(AC (x —d) +Db)
=CAC 'x - CAC™'d + Cb +d.

Concluimos que a matriz ortogonal da representacao de f no novo sistema de coordenadas
& CAC™!, que tem determinante det(C AC™!) = det(A) como queriamos. O

A luz da proposicdo anterior, a seguinte definicio faz sentido.

DEFINICAO 7.5. Uma isometria f: E" — E" diz-se direta ou par, se o determinante
da parte linear da sua representacao em coordenadas ¢é igual a +1, f diz-se oposta ou
impar se esse determinante é igual a —1.

As vezes também é conveniente definir o sinal de uma isometria f como €(f) = +1 se
f éparee(f)=—1se féimpar.

EXERCICIO 7.6. Prove as seguintes afirmacoes.
(a) A identidade Id: E" — E™ é par.
(b) Uma reflexdo p: E" — E™ é impar.
(c) O sinal € de uma isometria (introduzido em cima) satisfaz e(f o g) = €(¢) - €(g).
(d) Se f =pro---0p; & acomposta de k reflexoes, entdo e(f) = (—1)*

A alinea (d) do exercicio anterior é particularmente importante: embora a decom-
posicao de uma isometria f como composta de reflexoes esteja longe de ser
tnica, a paridade do niimero de reflexoes é a mesma para qualquer tal decom-
posigao.
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8. Classificagao geométrica das isometrias do plano e do espaco

Comecamos por considerar isometrias f: E" — E" compostas por duas reflexoes.
Seja f = py o p; composta por duas reflexdes p; e py nos hiper-planos distintos Vi e V5,
respetivamente. Entao existem duas alternativas para f:

Os hiper-planos V] e V; sao paralelos: translagao. Neste caso podemos escolher
coordenadas x = (x1,...,x,) em E” = R" tais que V] é o hiper-plano z; = 0 e V, é da
forma x; = b. Assim temos

p1(T1, T2, .. 1) = (=71, 22 ..., Tp),
p2(x1, . Tty ) = (20— 2, X9, ..., Ty).
Portanto f é dada por
flxy, 20, ..., 2n) = (21 + 2b, 29, . .., T,,),
ou seja, f é translagao pelo vetor b = (2b,0,...,0). Note-se que uma translagao (distinta
da identidade) ndo tem pontos fixo

EXERCICIO 8.1. Mostre que reflexdao em b € R é dada por p(z) = 2b — z.

EXERCICIO 8.2. Mostre que a composta f = py o p; de reflexdes em hiper-planos
paralelos V; e V5 ¢é a identidade se e s6 se Vi = V5.

Os hiper-planos V| e V5 intersetam-se: rotagao. Neste caso vamos escolher co-
ordenadas x = (z1,...,x,) em E® = R"™ tais que Vi é o hiper-plano 2o = 0 e V; é da
forma I, com vetor normal w = (—sinf,cos#,0,...,0). Note-se que apenas as coorde-
nadas (z1, z5) sdo transformadas de forma nao trivial pelas respetivas reflexoes, pelo que
podemos supor que n = 2. Entao temos:

p1(71,72) = (11, —12) = <(1) _01) (2) )

pa(x1, T2) = A(11, 22),

onde a matriz A é dada pelo Ex. em baixo. Portanto f = p, o p; tem matriz

cos260  sin 26 1 0\ [cos20 —sin20

sin20 —cos20) \0 —1/) \sin20 cos20 |’
ou seja, f é rotacao pelo angulo 20 em torno de (0,0). Para n geral f é essa mesma rotagao
nas coordenadas (x1, ), mantendo as restantes coordenadas constantes; por exemplo, em
R3, a matriz de f é

cos20 —sin20 0

sin260 cos260 0
0 0 1

que representa uma rotagao por 20 em torno do eixo dos x3r3. Note-se que qualquer
rotacao de E3 tem uma reta fixa ponto a ponto, chamado o seu eizo.

EXERCICIO 8.3. Sejal C R? a reta dada pela equagdao —(sin 6)x+ (cos §)y = 0. Mostre
que reflexao em [ é dada pela matriz

A — (cos 20 sin20
- \sin20 —cos20 )"
Sugestao: Recorde-se da formula (|6.1]).

"Recordamos que um ponto firo de f: E® — E™ é um ponto Py € E™ tal que f(Py) = Po.
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Conhecemos agora todas as isometrias de E” que podem ser decompostas em, no méa-
ximo, duas reflexoes. Apresentamos de seguida mais alguns tipos de isometria composta
de 3 ou 4 reflexdes. Os teoremas de classificacao das isometrias de E? e E? dizem que
estes tipos esgotam todas as isometrias.

Reflexao com deslizamento. Seja 7: E* — [E” translacao segundo o vetor v e
seja p: E* — E" reflexdo num hiper-plano paralelo a v (por outras palavras, se w

¢ um vetor normal ao hiper-plano entdo (v,w) = 0). Entdo a composta f = 70 p
chama-se uma reflexao com deslizamento. Em coordenadas apropriadas podemos escre-
ver 7(x1,Ta. .., xn) = (X1 + b, 20 .., x,) € p(T1,29...,2,) = (T1,—T2...,T,), € logo
(8.1) plxy,xo. .. x,) = (X1 +b,—x9 ..., 2y);

desta expressao vemos que a ordem de 7 e p nao importa:

f=10op=por.
Note-se que f pode ser escrita como composta de trés reflexdes: as duas primeiras em
hiper-planos paralelos e a terceira num hiper-plano ortogonal a estes dois.

EXERCICIO 8.4. Escreva explicitamente a expressao (8.1]) para uma reflexao com des-
lizamento nos casos n =2 e n = 3.

Reflexao rotativa. Na abordagem dos dois ultimos tipos de isometria vamos supor
que n = 3 (embora possam também ser definidas em dimensoes superiores). Primeiro
consideramos uma rotacao r: E* — E? pelo angulo § em torno do eixo [ seguida de uma
reflexao p: E3 — E3 num plano II perpendicular ao eizo l. A composta f = por chama-se
uma reflexao rotativa.

EXERCICIO 8.5. Suponha que em coordenadas apropriadas em E? o eixo de rotacao
de r é o eixo dos x3r3 e que o plano de reflexao de p é o plano x3 = 0. Determine as
matrizes de r e p e mostre que a reflexao rotativa f = p or tem matriz

cosf) —sinf O
sinf cos0 0
0 0 -1

Mostre também que a ordem de r e p nao importa: f =por =rop.

Fazemos algumas notas sobre reflexoes rotativas:

(1) o plano IT e o eixo [ s@o invariantes por f;

(2) se r # 1Id, entdao a reflexdo rotativa f = p o r tem um tdnico ponto fixo Py,
nomeadamente o ponto de intersecao de II com [;

(3) uma reflexao rotativa f pode ser escrita como composta de trés reflexdes: as duas
primeiras em planos que se intersetam e a terceira num plano ortogonal a estes
dois.

(4) no caso particular em que o dngulo de rotacao de r é m, a pelo angulo 6 em torno
do eixo é inversio em Py: a imagem f(P) de cada P # P, é tal que Py é o ponto
médio do segmento Pf(P), e em coordenadas com Py = O temos f(P) = —P.

Parafuso. Por fim consideramos uma rotacao r: E* — E3 pelo angulo § em torno do
eixo [ seguida de uma translacao 7: E3 — E3 segundo um vetor v paralelo ao eizo I. A
composta f = 7 or chama-se um parafuso.

EXERCICIO 8.6. Suponha que em coordenadas apropriadas em E? o eixo de rotacao
de r é o eixo dos z3z3 e que T é translagao pelo vetor b = (0,0,b). Exprimao f=7or
em coordenadas e verifique que a ordem de r e 7 nao importa: f =7or=ror.
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Fazemos algumas notas sobre parafusos:
(1) o eixo [ é invariante por f;
(2) o parafuso f = 7 or tem pontos fixos se e s6 se T é a identidade;
(3) Um parafuso f pode ser escrita como composta de quatro reflexoes.

EXERCICIO 8.7. Seja f = 7 or: E* — E? um parafuso em que as isometrias r e 7
ambas sao distintas da identidade. Mostre que nao é possivel escrever f como composta
de duas reflexoes.

Sugestao: considere pontos fixos.

EXERcicIO 8.8. Classifique cada um dos tipos de isometria f: E? — E3 atras enunci-
ados de acordo com a sua paridade.

TEOREMA 8.9. Qualquer isometria f: E* — E? diferente da identidade é de um dos
sequintes tipos:
(1) reflezao,
(2) translagao,
(3) rotagao ou
(4) reflexao com deslizamento.

DEMONSTRACAO. A estratégia da demonstracao ¢é a seguinte. Para uma dada isome-
tria f consideramos as transformadas por f de um ponto nao fixo P e construimos (em
geral, usando o método do Lema uma sequéncia de reflexoes g que tem o mesmo efeito
em P que f. Depois usamos o Corolario para relacionar g e f e, assim, determinar f.
Note-se que este resultado no presente caso de n = 2 diz o seguinte:

Se P e () sdo pontos distintos e f e g sdo isometrias com f(P) = g(P) e
f(Q) =9g(Q) entdo ou g = f ou g = po f, onde p é reflexdo na reta por
f(P)e f(Q).

Suponhamos que f # Id, entao existe um ponto P tal que f(P) # P. Consideramos
trés casos (ndo exclusivos):

Caso 1: existe P tal que Q = f(P) # P e f(Q) = P. Consideramos p;, a reflexao
em [; = med(P,Q). Entao p;(P) = Q e p1(Q) = P. Portanto f e p; tém o mesmo
efeito nos pontos distintos P e @, e concluimos que ou f = p; ou f = py 0 p1, onde po
é reflexao na reta PQ. Assim, f é ou uma reflexao ou a composta de reflexdes em retas
perpendiculares.

Caso 2: P, Q = f(P) e R= f(Q) sao distintos e colineares. Neste caso consideramos
p1, a reflexdo em l; = med(P, Q) e py a reflexdo em Iy = med(P, R). Entao [; e [y sdo
paralelas e g = pyop; € uma translagao que satisfaz g(P) = @ e g(Q)) = R. Portanto f e g
tém o mesmo efeito nos pontos distintos P e @), e concluimos que ou f = gou f = p3og,
onde p3 é reflexao na reta QR = P(Q). Como a reta QR é perpendicular as retas [y e [,
vemos que f é ou uma translacdo ou uma reflexao com deslizamento.

Caso 3: eziste um P tal que P, Q = f(P) e R = f(Q) nao sao colineares. Conside-
ramos novamente p;, a reflexdo em l; = med(P,Q) e py a reflexdo em [ = med(P, R).
Entao [; e l; intersetam-se e g = py o p; € rotacao em torno do seu ponto de intersecao e
satisfaz g(P) = Q e g(Q) = R.

Para terminar a prova basta exibir uma segunda isometria h distinta de g que é de um
dos tipos enunciados e satisfaz h(P) = @Q e h(Q) = R, ja que sabemos que existem apenas
duas isometrias com essa propriedade e logo f = g ou f = h. Para isso, considerem-se o
pontos médios M de PQ e N de QR, respetivamente, a reta [ = M N e a perpendicular
m a l por M. Se p; e p sao as reflexdes em m e [, respetivamente, é entao facil ver que
a reflexdo com deslizamento h = py o p,, o p; satisfaz h(P) = @ e h(Q) = R. Por fim, se
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h = g teriamos py 0 py = p2 0 py 0 py, donde p; = p,, © pr, 0 que é impossivel (considerando
pontos fixos). O

EXERcicIO 8.10. Seja f: E? — E? uma isometria distinta da identidade com fof = Id.
Mostre que f é ou uma reflexao ou uma meia-volta, isto €, uma rotacao pelo angulo 7.

TEOREMA 8.11. Qualquer isometria f: E> — E3 diferente da identidade é de um dos
sequintes tipos:

(1) reflexao,
) translagao,
) rotagao,
) reflexao com deslizamento,
) reflexao rotativa, ou
) parafuso.

DEMONSTRACAO. A chave da demonstracao ¢ mostrar que existe uma direcao em [E?
que ¢é invariante por f e seguir uma estratégia semelhante ao caso n = 2 para identificar
f como uma das isometrias do enunciado. Note-se que no caso n = 3 o Corolario diz
o seguinte:

Se P, @ e R sao pontos nao colineares e f e g sdo isometrias com f(P) =
9(P), f(Q) = g(Q) e f(R) = g(R), entdao ou g = f ou g = po f, onde p
¢ reflexdo no plano por f(P), f(Q) e f(R).

Suponhamos primeiro que f tem um ponto fixo F,. Se para algum P # F, os pontos
Py, P e f(P) sao colineares, entao a reta [ = PyP ¢é invariante por f. Portanto, o plano
IT que é perpendicular a [ e passa por P, é invariante por f, e concluimos que a restri¢ao
g = fiu: I — I de f a II ¢ uma isometria com um ponto fixo, nomeadamente .
Pela classificacdo das isometrias de E? vem que essa restricio é um a rotacdo ou uma
reflexao, e em cada um destes casos podemos prolonga-la a uma isometria do mesmo
tipo g: E3 — E3. Como II contém trés pontos nao colineares concluimos que f = g ou
f = pog, onde p é reflexao em II. Assim, se g é uma reflexao, entao ou f também o é
ou f é uma rotagao (em torno de um eixo contido em II). De modo analogo, se g é uma
rotagao, entao ou f também o é ou f é uma reflexao rotativa.

Continuamos a considerar o caso em que f tem um ponto fixo Py, mas suponha agora
que para algum P os pontos Py, P e Q = f(P) nao sdo colineares. Vamos construir
uma isometria g que tem o mesmo efeito que f nestes trés pontos. Para isso seja Vi =
med(P, f(P)) e Vo = med(P, f(Q)). Entdo a composta g = py o p; das reflexdes em V;
e Vi, respetivamente, satisfaz o desejado. Logo f e g coincidem no plano II por Fy, P e
Q) = f(P) e temos que f = g ou f = p3og, onde p3 é reflexdo em II. No primeiro caso f
é um rotacao em torno da perpendicular a II por Py e no segundo caso f é uma reflexao
rotativa com o mesmo eixo.

Consideramos agora o caso em que f nao tem nenhum ponto fixo. Seja 7y a translacao

pelo vetor f(Py)Fy. Entao a isometria g = rgo f fixa Py e logo, pelos casos ja considerados,
tem um plano invariante II (que passa por Fy). Note-se que f = 7, ' o g leva o plano II
num plano paralelo. Seja @y a projecao ortogonal de f(Fy) em II e seja 7 translagao pelo

vetor f(Py)Qo, que é ortogonal a II; entdo g = 7o f é uma isometria que preserva I1. Esta
decomposicao de f segundo diregoes perpendiculares é a chave do argumento,
que permite identificar f como sendo de um dos tipos do enunciado. Passamos
a explicar os detalhes ao leitor interessado. Se 7 # Id vai ser ttil escrever 7 = pr1 o po,
onde pry é reflexdo em II e py é reflexdo na mediatriz de f(Fp) e Qo que é paralelo a IT;
temos entao f = pp o pr o g. Analisemos agora as varios possibilidades para a restrigao
gm de g a II, que é uma isometria de um plano euclidiano, para tirar conclusoes sobre
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f=71og = pyopnog; em cada um dos casos existem duas isometrias de E3 que se
restringem a gp em II, e estas duas isometrias diferem por reflexao em II.

(1) Se g ¢ a identidade, entao as duas possibilidades para g sao:

e g ¢ aidentidade e logo f = 77! ¢ uma translacao.

e g = pp € reflexdo em Il e, se 7 # Id, temos f = pg o pro g = po.

(2) Se g € uma reflexdo numa reta [ em II, entdo as duas possibilidades para g sao:

e g é reflexao no plano ortogonal a II por [. Como esse plano é paralelo ao
vetor de translacao de 7 vemos que f é uma reflexao com deslizamento.

e ¢ ¢é reflexao no plano ortogonal a Il por [ composta com pr, ou seja, g € uma
rotagao por m em torno de [. Ainda, se 7 # Id, temos que f é a composta de
po com reflexdo no plano ortogonal a IT por [, e logo f é uma rotacao (por
).

(3) Se g ¢ uma translagao, entdo as duas possibilidades para g sao:

e ¢ ¢ uma translacao 711 por um vetor paralelo a Il e logo f = 77! 0 g também
¢ uma translacgao.

e g = pr o 11 ¢ uma reflexao com deslizamento. Como o plano de reflexao de
po € paralelo a Il vemos que f = pg o 71 € uma reflexdo com deslizamento.

(4) Se g ¢ uma rotagao, entao as duas possibilidades para g sao:

e ¢ ¢ uma rotacao r em torno de uma reta [ perpendicular a II. Neste caso
f =7"'og éum parafuso.

e g = prp or é uma reflexao rotativa com eixo [. Neste caso f = pgo também
é uma reflexao rotativa com eixo [.

(5) Se g € uma reflexdio com deslizamento, entao as duas possibilidades para g sao:
® g = go € uma reflexdo com deslizamento cujo plano de reflexao Il é perpen-
dicular a II. Logo a direcao de 7 é paralelo a esse plano e f é uma reflexao

com deslizamento.

e g = pr o go. Como o vetor de translacao de Gy é paralelo a Il e Ilj vemos
que f = pp o go é um parafuso (cujo eixo é II N1l e dngulo de rotagao é ).

O

Exercicios
1. Mostre que uma matriz ortogonal 2 x 2, A, é uma matriz de rotagao,
A C989 —sinf ’
sinf  cos6
se e s0 se det(A) = 1, e uma matriz de reflexao,

cosf sinf
A= <sin9 —cos&)’

2. Seja A = (5§ *n% ) uma matriz de reflexao. Calcule os vetores e valores proprios

de A e deduza que A é reflexdo por uma reta pela origem em R2.

se e s6 se det(A) = —1.

3. Seja f: E? — E3 uma isometria par que fixa um ponto O. Mostre que f é uma
rotagao cujo eixo passa por O.
4. Seja (uy, uy, uz) uma base ortonormada de R3.

(a) Mostre que existe uma tnica isometria f: R® — R3 tal que f(O) = O e f(e;) =
u;, i = 1,2,3 (como habitualmente (e, ey, e3) é a base canénica de R3).
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(b) Suponha que a base (uy,us,u3) é de orientagao positiva o que, por defini¢ao,
significa que det(u;, ug,uz) > 0. Mostre que a isometria f da alinea (a) é uma
rotagao cujo eixo passa por O.

(c) Seja f: R® — R? uma rotagao. Mostre que f pode escrita como composta de
rotacoes em torno dos trés eixos de coordenadas.

Sugestao: Defina u; = f(e;) e encontre uma isometria composta de rotacoes
em torno dos trés eixos de coordenadas que envia e; em u; para ¢ = 1,2, 3.



CAP{TULO 2

Geometria Esférica

1. Conceitos basicos da geometria esférica

DEFINIGAO 1.1. A superficie esférica de dimensao dois e raio r > 0 é
S2={(x,y,2) €R®| 2 + ¢’ + 2* =17},

Escrevemos S? = S? para a superficie esférica de raio 1.

N=0oV)

S = (blcv_ \>
FIGURA 1.1. A superficie esférica S?

Recordamos ainda que um circulo mdrimo C' C S? por definigao é a interse¢ao entre
S? e um plano por O em R3:
C={(r,y,2) €S*|ax +by+cz=0} =S*NIl,

onde
I, = {P € R® | (OP,w) = 0}.

¢ o plano por O ortogonal ao vetor nao nulo w = (a, b, c).

FIGURA 1.2. Circulo maximo

21
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EXERCICIO 1.2. Sejam u, v € S? vetores ortogonais a w, e ortogonais entre si. Mostre
que a curva

a(t) = (cost)u + (sint)v

parametriza o circulo maximo C' = S% N Il

Para fazer geometria em S? precisamos de uma métrica. A ideia ¢ medir a distancia
entre dois pontos ao longo do arco mais curto de circulo maximo que une P a (). Definimos

a métrica esférica por
(1.1) ds2(P, Q) = rarccos (@) € [0, rm].

Quando nao existe risco de confusao escrevemos simplesmente d(P, Q) = ds2 (P, Q).
E claro que a funcéo distancia dsz tem as propriedades de uma métrica no sentido da
Definigao [I.T], com a excegao da desigualdade triangular que sera demonstrada em baixo.

EXERCICIO 1.3. Seja a(t) a parametrizagao de um circulo maximo do Ex. . Mostre
que

/ &/(8) dt = r(b— a).

Recorde-se que o comprimento de arco de uma curva diferenciavel a: [a,b] — R" é I(a) =
b . . . L.
[]a’(t)| dt e conclua que o comprimento do arco mais curto de circulo maximo que une

P =a(a) a @Q = «(b) é, de facto, rarccos((O‘}%, O‘C>2>/7"2) =d(P,Q).

A forma (|1.1)) da métrica esférica fornece-nos logo uma grande quantidade de isome-
trias de S?, nomeadamente as transformacgoes induzidas por isometrias lineares de R3.

Recordamos que estas sao as transformacoes ortogonais x — Ax de R?, onde a matriz A
satisfaz 'AA = I.

PROPOSIGAO 1.4. Seja f a restricio a S? de uma transformagao ortogonal x — Ax
de R3.

f:Sf—>Sf,
x — Ax.

Entdo f é uma isometria de S?.

DEMONSTRAGAO. E imediato da definicio (I.1]), tendo em conta que transformacoes
ortogonais preservam o produto escalar em R3. O

O nosso préximo objetivo serd provar a desigualdade triangular, e a proposicao anterior
permite-nos escolher coordenadas que facilitam a nossa tarefa. Para simplificar a notacao,
suponhamos que r = 1. Assim, para pontos P, Q e R em S? podemos, depois de aplicar
uma isometria convenientemente escolhida, supor que P = (0,0, 1), que () estd no semi-
plano com y = 0 e x > 0 e que R estd no semi-espago y > 0, conforme indicado na
Figura 1.3

Escreva v = d(P,Q), B = d(P,R), a = d(Q, R) e seja a € [0, 7] o angulo entre o plano
x0zeo plan(ﬂ OPR conforme indicado na figura. Entao, lembrando que as distancias (5 e

ISe R=+P = (0,0,+£1) entao O, P e R sao colineares e nao existe um plano tnico por estes trés
pontos. Podemos, neste caso, atribuir qualquer valor a @ € [0,7] e os nossos argumentos mantém-se
validos.
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Nt

SN \). 2y
0\ ~\\
(Cesa o, 0)

F1GURA 1.3. A desigualdade triangular esférica

~ sao comprimentos de arco de circunferéncias de raio 1 e, portanto, angulos, concluimos
que

= (sin~, 0, cos7),

= cos 3(0,0,1) + sin S(cos a, sin a, 0)

(
= (sin S cos a, sin Ssin a, cos [3).

Logo o co-seno da distancia o« = d(Q, R), que é dada por cosa = (Oﬁ,@), pode ser
calculada:
cos v = {(sin~y, 0, cos ), (sin 3 cos a, sin 3 sin a, cos 3))

1.2
(1.2) = cos [ cos ¥ + sin B sin 7y cos a.

PROPOSIGAO 1.5. Sejam P, Q e R pontos de S?. Entdio
d(Q.R) < d(Q, P) + d(P.R)
com igualdade se e so se P, (Q e R estao no mesmo circulo mdzimo.

DEMONSTRACAO. Usando a notacao que acabamos de introduzir, vamos comparar
cos a dado por (1.2) com

cos(f + ) = cos B cosy — sin B sin 7.

Recordando que f3, v e em [0, 7] vem que sin 5 > 0 e siny > 0, e temos ainda cosa > —1.
Logo vemos que
cosa = cos(f + 7).

Mas a fungao cos é decrescente em [0, 7] e concluimos que o < S+, que é a desigualdade
triangular.

Falta apenas ver o caso da igualdade. Exceto nos casos § =0 e v = 0 que sao triviais,
vemos da analise anterior que a igualdade s6 pode acontecer se cosa = —1, ou seja a = .
E neste caso, de facto os pontos P, Q e R estdo todos no circulo maximo S?N{y =0}. O

Concluimos da desigualdade triangular que o trago de uma curva a:: I — S? que pre-
serva distancias (localmente) esta contido num circulo maximo. Esta observacao justifica
a nossa proxima defini¢ao.

DEFINIGAO 1.6. Uma reta esférica | C S? é o mesmo que um circulo méaximo.
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EXERCICIO 1.7. Sejam u, v € S? vetores ortogonais a w e ortogonais entre si, e defina
(1.3) B(t) = cos(t/r)u+sin(t/r)v.

Mostre que 3(t) parametriza a reta esférica S? N1l e que d(B3(s), 3(t)) = |s — t| para
|s —t| < r.

O exercicio anterior mostra que a curva : R — S? ¢ uma geodésica parametrizada, que
se diz completa por o seu dominio ser R. Dizemos que uma curva 3: R — S? da forma
(1.3) é uma reta esférica parametrizada.

Recordamos que dois pontos P e @ em S? sao antipodas se P = —Q.

PROPOSIGAO 1.8. Sejam P e Q pontos distintos e nao antipodas em S?. Entdo passa
uma unica reta esférica por P e Q.

DEMONSTRAGAO. Recorde-se que uma reta esférica ¢ da forma [ = S? N 11, onde IT &
um plano por O. Assim, II define uma reta esférica [ = S2 N 1II por P e Q se e s6 se 11
passa por O, P e (). A hipotese da proposicao é equivalente a dizer que O, P e () nao
sao colineares e logo existe um tnico plano Il nas condigoes pretendidas. U

NoTA 1.9. A exclusao de pontos antipodas na proposi¢ao anterior é tipica em geome-
tria esférica. E como se o ponto antipoda —P fosse uma imagem fantasma de P que néo
devia contar na nossa geometria. O problema com esta ideia é decidir qual dos dois pon-
tos P e —P excluir de consideracao. Podemos adotar a seguinte forma de contornar este
problema: perante uma determinado configuragao de pontos em S?, iremos escolher cada
ponto ou o seu ponto antipoda de modo a que a nova colegao assim obtida esteja toda con-
tida num hemisfério. Isto justifica que frequentemente fazemos esta hipotese nos nossos
resultados. Note-se que este procedimento nao é canoénico e, por isso, nao completamente
satisfatorio. Voltaremos mais tarde de forma mais sistematica a esta questao.

A proposicao anterior é completamente analoga a situacao da geometria euclidiana:
por quaisquer dois pontos distintas passa uma tnica reta. No entanto, no que diz respeito
a intersegao de retas distintas a geometria esférica tem um comportamento completamente
diferente: nao existem retas paralelas!

PROPOSIGAO 1.10. Sejam | e m retas esféricas. Entao | e m intersetam-se num par
de pontos antipodas.

DEMONSTRAGAO. Escreva [ = S2 N1l e m = S? N1, onde II; e II,, sdo planos por
O, necessariamente distintos. Entao II; e II,, intersetam-se ao longo de uma reta r C R3
por O, e os dois pontos de interse¢ao de r com S? sdo os pontos antipodas de interse¢ao
de [ com m. O

EXERCICIO 1.11. Sejam P e ) pontos antipodas em S? e seja R um terceiro ponto.
Mostre que existe uma reta esférica por P, ) e R. Logo, se trés pontos P, ) e R sdao nao
colineares (em S?!), entao nao existe nenhum par de pontos antipodas entre eles.

Dualidade. Em geometria esférica existe uma relagao interessante entre pontos e
retas. Por um lado, dada um reta esférica [ = S? NI C S?, a reta por O em R? ortogonal
ao plano II interseta S? em dois pontos antipodas, a que chamamos os pdlos de [. Por
outro lado, um ponto P (ou um par de pontos antipodas P e —P) determina uma reta por
O e a reta esférica obtida por intersegao do plano ortogonal a essa reta com S? chama-se
a reta dual a P (ou, as vezes, o equador dos pdlos P e —P).
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2. Angulos em geometria esférica

O nosso préximo objetivo é estudar o conceito de angulo em geometria esferica. Para
tal vamos utilizar o conceito euclidiano, pelo que vamos precisar dos conceitos de vetor
tangente e reta tangente.

DEFINIGAO 2.1. Seja P € S2. O plano tangente a S? em P ¢é o plano TpS? por P
ortogonal ao vetor OP.

O plano afim TpS? tem um ponto distinguido P, e vamos equipa-lo com a estrutura
de espago vectorial correspondente em que P corresponde ao vetor nulo. Dizemos que
v € TpS? é um vetor tangente a TpS? em P.

DEFINIGAO 2.2. Seja | = S*NII uma reta esférica. A reta tangente Tpl al em P € S?

é a intersecao do plano II com o plano por P ortogonal ao vetor O? Um wvetor tangente
al em P éum vetor v € TpS? na direcao de .

F1GURA 2.1. Reta tangente

Note-se que a reta tangente também pode ser identificada com a reta no plano IT que
passa por P e é perpendicular ao vetor ﬁ

NotA 2.3. Em cada ponto P de uma reta esférica [ existem dois vetores unitarios
tangentes a [ em P, correspondentes as duas orientacoes possiveis de (.

EXERCICIO 2.4. Considere a parametrizagao ([1.3)) de uma reta esférica . Mostre que
a = f'(t) ¢ um vetor tangente unitdrio a [ no ponto 3(t). Dado P = 3(t,) encontre ainda
uma parametrizagao 5(s) de [ de modo a que 3(0) = P e f'(0) = —a.

DEFINIGAO 2.5. Sejam v e w vetores tangentes a S? em P. O dngulo entre v e w em
geometria esférica é o dngulo euclidiano 6 € [0, 7] formado por v e w no plano euclidiano
TpS?, isto &,

(v, w)

cosf = .
[v|[wl

DEFINIGAO 2.6. Sejam [ e m retas em S? que se intersetam no ponto P. O dngulo de
interse¢ao de | com m em P & o angulo 6 € [0,7/2] entre as retas tangentes Tpl ¢ Tpm.

Note-se que Tl e Tpm sdo retas em TpS? que se intersetam em P, pelo que faz sentido
falar no seu angulo de intersecao. Note-se também que angulo de intersecao de [ com m
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em P no ponto antipoda —P ¢ o mesmo que o angulo de intersecao em P. Note-se ainda
que podemos orientar [ e m através da escolha de vetores tangentes em P, e nesse caso
faz sentido considerar o angulo 6 no intervalo [0, 7].

(G

cosbl = -
(FC&

T8

FIGURA 2.2. Angulo em geometria esférica

Sejam v e w vetores tangentes as retas esféricas [ e m, respetivamente, como indicado
na Figura2.2 Podemos representar [ = S2NIl, e m = S?N1ly,, onde como habitualmente
[T, é o plano por O ortogonal ao vetor u. Para relacionar o angulo formado por v e w
com o angulo formado por a e b precisamos de uma escolha consistente do sentido destes

dois tltimos vetores: convencionamos que sao escolhidos de modo a que (v,a, OP) seja
uma base de orientagao positiv de R3, e analogamente para (w,b, OP). Temos entao
que

(v,w) _(a,b)

vilw|  |al[b]’

j& que uma rotacao por 7/2 em torno de O? transforma v e w em vetores com o mesmo
sentido que a e b, respetivamente. Assim, o d&ngulo formado por v e w pode ser calculado
por

(a,b)

|af|b|’

Tomamos por defini¢ao o dngulﬂ formado por dois planos como sendo igual ao angulo
em [0, 7/2] formado por vetores normais aos planos. Fixando os sentidos dos vetores nor-
mais (equivalentemente, fixando orientagoes nos planos) podemos considerar esse angulo
no intervalo [0, 7].

Com estas definigdes temos o seguinte resultado imediato.

cosf =

PROPOSIGAO 2.7. Sejam | = S? N1, e m = S2 N1, retas esféricas distintas. Entio
o dngulo de interse¢ao de | com m coincide com o dngulo entre os planos II; e 11, em

R3. U

3. Trigonometria esférica

Estamos agora em condigoes de avancar para a trigonometria. O nosso primeiro
objetivo seré definir o conceito de triangulo.

Zsto significa det(v,a, O?) > 0.
30 angulo formado por dois planos chama-se as vezes um dngulo diedral.
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C

5}

FIGURA 3.1. Angulo interno a de um triangulo esférico

DEFINIGAO 3.1. Um tridngulo esférico AABC em S? é a figura formada por trés
pontos distintos A, B e C' (os vertices do tridngulo).

As arestas do triangulo esférico AABC' sao os o arcos de circulo maximo mais curto
que une os seus vértices.

NoTA 3.2. No caso degenerado de existirem dois pontos antipodas entre os vértices
A, B e C é preciso especificar um dos infinitos arcos de circulo méximo que une esses dois
pontos antipodas como aresta de AABC'. Note-se que o terceiro vértice estd num arco
que une os dois vértices antipodas, arco esse que forma duas arestas.

NoTA 3.3. Mais geralmente, é possivel considerar tridangulos esféricos em que as arestas
nao sao necessariamente os arcos de circulo maximo mais curto, sendo entao sempre
necessario especificar também as arestas, além dos vértices. Os triangulos esféricos acima
definidos passam entao a ser designados proprios. Nao vamos precisar deste conceito mais
geral.

Podemos agora definir os angulos de um triangulo esférico. Para isso note-se que um
vetor tangente a uma aresta num vertice de um triangulo esférico pode apontar na dire¢ao
do outro vértice da aresta ou na direcao oposta.

DEFINIGAO 3.4. O dngulo no vértice A do triangulo esférico AABC ¢ o angulo em
[0, ] formado por vetores tangentes as arestas AB e AC em A que apontam na diregao
do outro vértice da respetiva aresta.

NoTA 3.5. Dado um poligono em S?, isto é, uma regiao conexa cujo bordo é uma
curva simples e fechada em (conceitos que nao vamos definir formalmente), formada por
arcos de circulo méximo, podemos definir uma orientagao do bordo convencionando que o
interior do poligono se encontra do lado esquerdo do bordo quando percorrido no sentido
positivo. Faz entao sentido definir um conceito de angulo interno do poligono no intervalo
[0, 27[ em cada vertice. Se temos um triangulo esférico podemos definir o seu interior como
sendo aquela das duas regioes delimitadas pelo triangulo que esta contida num hemisfério.
Temos, assim, um poligono no sentido que acabamos de introduzir, e os angulos internos
desse poligono coincide com os angulos do tridngulo esférico.

O resultado principal sobre a geometria dos tridngulos esféricos é o seguinte.

TEOREMA 3.6 (Lei dos co-senos esférica). Seja AABC um tridngulo esférico com
dngulos a, b e ¢ e comprimentos dos lados opostos «, (5 e 7y, respetivamente. Entao

cos a = cos 3 cosy + sin B siny cos a.
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0

De facto, ja demonstramos a lei dos co-senos esférica em ([1.2)). A novidade reside na
interpretacao das grandezas «, 3, 7 como lados, e a como um angulo, de um triangulo
esférico.

NoOTA 3.7. Para € pequeno podemos aproximar as fungoes trigonométricas pelas suas

séries de Taylor:
cose=1—¢e/2+..., sine=e—e/6+....
Assim, descartando poténcias superiores a dois em «, e 7y temos a aproximacao
1—a?/2~ (1-5/2)(1—9"/2) + (8 = B°/6)(y — v*/6) cosa
~1—3%/2—~%/2+ Bycosa.
equivalentemente,
o = B+ 4% — 2By cosa.

Portanto, para um triangulo esférico suficientemente pequeno a lei dos co-senos esférica
é aproximadamente a lei dos co-senos euclidiana. Vemos, assim, outra manifestacao da

ideia de ver a geometria euclidiana como uma situacao limite da geometria esférica para
distancias pequena

4. Mediatrizes, reflexoes e isometrias em geometria esférica

Vamos desenvolver os conceitos de mediatriz e reflexao em analogia com a geometria
euclidiana plana.

DEFINIGAO 4.1. Sejam P e P’ pontos distintos em S2. A mediatriz de P e P’ é
med(P, P') = {Q € S} | d(Q, P) = d(Q, ')}
PROPOSIGAO 4.2. A mediatriz med(P, P') C S? é uma reta esférica.

DEMONSTRAGAO. Recordando a defini¢ao da fungao distancia da geometria esférica
temos que d(Q, P) = d(Q, P’) se e s6 se

(00,0P) = (06,0P)

—
(00, PPy = 0.
e
Assim, med(P, P') é a intersegao de S? com o plano por O perpendicular a PP, que é de
facto uma reta esférica. O

ou, equivalentemente,

Note-se que a prova da proposicao anterior fornece uma forma pratica de calcular
a mediatriz. O facto de a mediatriz ser uma reta conduz imediatamente ao seguinte
resultado fundamental.

PROPOSIGAO 4.3. Um ponto Q € S? € determinada pelas suas distancias a trés pontos
nao colineares em S?. Por outras palavras, se Py, Py e Py sio tres pontos nao colineares,
e Q e Q' satisfazem d(Q, P;) = d(Q', P;) parai=1,2,3, entio Q = Q'.

DEMONSTRACAO. Se () # ', entdo a condicdo d(Q, P;) = d(P’,Q;) para i = 1,2,3
implica que os pontos P;, P; e P3 estdo na reta med(Q, Q') e logo sdo colineares. O

PROPOSIGAO 4.4. Uma isometria de S? é determinada pela sua agiao em trés pontos
nao colineares.

4Equivalentemente, podemos ver a geometria euclidiana como uma uma situagao limite da geometria
esférica numa esfera S? de raio suficientemente grande.
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DEMONSTRACAO. Suponha que Py, P, e P, sdo tres pontos nao colineares e f e g sao
isometrias de S? com f(P;) = g(P;) para i = 1,2,3. Note-se que os trés pontos f(F),
f(P1) e f(P3) nao sao colineares (porqué?). Além disso, para qualquer @ € S? tem-se

d(f(Q), f(F)) = d(Q, ;) = d(9(Q), 9(F)) = d(9(Q), f(F7)), i=1,2,3,
e concluimos pela Proposicao que f(Q) = g(Q). O

O nosso proximo objetivo é introduzir o conceito de reflexao em geometria esférica.
Como reflexao num plano pela origem em R preserva S?, a seguinte defini¢ao faz sentido.

DEFINIGAO 4.5. seja | = S?2 NI uma reta esférica. Reflexao em [ é a aplicagao
pi: S — S2 definida por
pi(P) = pu(P),
onde pr: R® — R3 ¢ reflexdao no plano II.

Se w é um plano normal ao plano II pela origem podemos naturalmente calcular a
reflexao em [ = S? N 1I pela formula para py:

p(P) = P — 2(0P, w)w.

Enunciamos na proposicao seguinte algumas propriedades da reflexao em geometria
esférica, em analogia com a geometria euclidiana.

PROPOSIGAO 4.6. Reflexdo p;: S? — S? numa reta esférica | tem as sequintes propri-
edades.

(1) p; € uma isometria de S2.

(2) pi fiza 1 ponto a ponto.

(3) Sejam P eP’ pontos distintos em S?. Entao pj(P) = P’ se e s6 sel = med(P, P') C
S2.

(4) pi troca os dois ladod| de | em S2.

(5) pi tem ordem dois: pyo py=1d: S? — S? e p; # Id.

DEMONSTRAGAO. A reflexdo p;: S? — S? é uma isometria por ser a restrigio de uma
isometria pr; de R? que preserva a origem e que ¢, portanto, uma transformacao ortogonal.
As restantes afirmagoes sao consequéncias imediatas das propriedades andlogas para a
reflexao pr; em R3. O

TEOREMA 4.7 (das trés reflexdes). Se Py e Py sdo pontos distintos e nao antipodas
em S? e P e P| sio pontos tais que d(Py, P) = d(P}, P]) entio existe uma isometria
f:S?2 — S?%, composta de no mdzimo duas reflexdes, tal que f(Py) = Py e f(P)=P]. A
unica outra isometria com esta propriedade € g = po f, onde p € reflexao na reta esférica
PyPy.

DEMONSTRACAO. A prova ¢ identica a prova do teorema analogo no plano euclidiano
que vimos no Capitulo [T} U

EXERCICIO 4.8. Escreva uma demonstragao do Teorema [6.1]

COROLARIO 4.9. Qualquer isometria f: S? — S? € a restricio de uma isometria
F: R3 — R3 que preserva a origem.

DEMONSTRAGAO. Uma reflexdao p;: S2 — S? é certamente a restrigio de uma isome-
tria de R® que preserva a origem e o resultado segue porque qualquer isometria de S? é a
composta de reflexoes. [

“Entendemos por lados de [ os dois hemisférios aberto em S2 delimitados por 1.
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Nota 4.10. Seja
IsomS? := {f: S? — S? | f é uma isometria}
o grupo de isometrias de S?. Entao o Corolario mostra que temos uma identificacao
Isom(S?) =2 O(3) := {A € M3(R) | 'AA = I},

fazendo a matriz ortogonal A corresponder a isometria de S? dada por multiplicagao
por A. Note-se que a matriz I corresponde & identidade Id: S? — S? e que o produto de
matrizes corresponde & composta das respetivas isometrias de S?. Em linguagem algébrica
exprimimos estes facto dizendo que o grupo Isom(S?) ¢ isomorfo ao grupo ortogonal O(3).

Exatamente como na geometria euclidiana podemos agora introduzir o conceito de
paridade de uma isometria de S?: uma isometria diz-se par se ¢ a composta de um
numero par de reflexoes e fmpar se é a composta de um niamero impar de reflexoes. Uma
isometria ¢ par se e so se corresponde a uma matriz ortogonal A com det(A) =1 e impar
se e sO se corresponde a uma matriz ortogonal A com det(A) = —1.

Estamos agora em condi¢oes de proceder a classificacao geometrica das isometrias de
S2. O mesmo usado na classificacao geométrica das isometrias de E? do Teorema fun-
ciona, mas o resultado final é diferente porque nao existem retas paralelas em geometria
esférica, e logo também nao temos isometrias correspondentes as translagoes. Antes de
enunciar o teorema de classificacao introduzimos os tipos de isometria que vamos encon-
trar, além das reflexdes.

Rotagao. Consideremos a composta f = psop; de duas reflexoes de S?, onde p;: S? —
S? ¢ reflexdo na reta esférica [; = S2NIl,, parai = 1,2; aqui I1,, ¢ o plano por O ortogonal
ao vetor w; que tomamos unitéario.

Entao p; ¢ a restrigao a S? da reflexao p;: R* — R? no plano I1,,,. Logo f ¢ a restrigao
a S? da composta F' = ps 0 p1, que é uma rotagao em R3 com eixo [Ty, N Ily,. Mais
precisamente, F' é rotagao pelo dngulo 26 em torno de w; X wy, onde cosf = (wy, wa).
Chamamos a f uma rotagio de S? pelo angulo 20. Note-se que f fixa dois pontos
antipodas e se f # Id entao estes s@o os tnicos pontos fixos de f. Além disso, o equador
correspondente a estes dois pontos fixos é uma reta invariante por f, e esta é a tinica reta
invariante por f, exceto se f = Id ou # = 7.

Reflexao com deslizamento. Uma reflexio com deslizamento é uma isometria
f:S? — S? que pode ser escrita como uma composta f = por = rop, onde r ¢é
uma rotagao em torno do par de pontos antipodas P e —P e p é reflexao no equador
destes polos. Note-se que uma reflexao com deslizamento é a restrigao a S? de uma re-
flexao rotativa em R3 cujo eixo e plano de reflexao passam por O. Uma reflexao rotativa
diferente da identidade nao tem pontos fixos e a sua tnica reta invariante é o equador dos
polos da rotacao, exceto se f é a aplicacao antipoda:

A:SE— S
P— —P.
Note-se que A é a composta de trés reflexdes em retas esféricas perpendiculares.
TEOREMA 4.11. Qualquer isometria f: S* — S? diferente da identidade é de um dos
sequintes tipos:
(1) reflezao,

(2) rotagao ou
(3) reflexao com deslizamento.
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DEMONSTRACAO. Convidamos o leitor a fazer as adaptacoes necessarias a demons-
tracao do Teorema que se aplica praticamente palavra a palavra, mas notando que a
composta de duas reflexdes ¢ sempre uma rotagao (e nunca uma translagao). 0

5. A area de um triangulo esférico

Sai fora do ambito deste curso tratar de forma rigorosa o conceito de area de uma
regiao em S?; referimos o leitor interessado a literatura sobre geometria diferencial, por
exemplo [1] ou [2]. Para nos basta saber que é possivel definir um conceito de area (um
ntimero real positivo) de uma regiao F' C S? delimitada por um nimero finito de arcos de
circulo maximo com as seguintes propriedades.

(1) Se F = FyUFy, onde a intersegao F) N Fy esta contida num numero finito de arcos
de circulo maximo, entdo Area(F) U Fy) = Area(F)) + Area(F,); esta propriedade
chama-se aditividade.

(2) A érea é invariante por isometrias: Area(f(F)) = Area(F) para qualquer isome-
tria f: S? — S2.

(3) A area da superficie esférica de raio r ¢ Area(S?) = 47r2.

Chamamos um gomo de abertura a da regiao delimitada por dois semi-circulos méxi-
mos que se intersetam em pontos antipodas com um angulo interno a, conforme indicado
na Figura [5.1]

FiGcuraA 5.1. Gomo

LEMA 5.1. A drea de um gomo F, C S? de abertura a € 2ar?.

DEMONSTRAGAO. As propriedades (1) e (2) da area implicam que a area de F, é pro-
porcional a a, e o fator de proporcionalidade pode ser determinado notando que um gomo
de abertura 27 coincide com toda a superficie esférica, cuja area ¢ 4mr? pela propriedade
(3). Logo

Area(F,) = iArea(SE) = 2 yr? = 2002,
2m 2T

O

TEOREMA 5.2. A drea de um tridngulo esférico A C S? com dngulos internos a, b e ¢

¢ dada por
%Area(A) =(a+b+c)—m.

DEMONSTRAGAO. Seja A = AABC C S? e considere as retas esféricas obtidas pro-
longando as arestas de A, conforme indicado na Figura[5.2] O par de retas esféricas que
passa por A define uma regiao ¥, constituido por um par de gomos opostos que inclui
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A, e cuja area é Area(X,) = 2Area(F,) = 4ar®. Analogamente temos regides ¥, e X,
de areas 4br? e 4cr?, respetivamente. Além disso, a reunido destas trés regioes cobre a
esfera toda e a sua intersecao ¢ a reuniao de AABC e o tridngulo geometricamente igual
AA'B'C’ “no verso” de S?, cujos vértices sdo os pontos antipodas de A, B e C. Podemos,
assim, calcular a area de Sﬁ somando as areas de X,, Y e Y. e subtraindo as quatro
vezes que a area de AABC' é contada a mais (duas vezes para AABC' e duas vezes para

AA'B'C'):
Amr® = Area(S?) = 4dar® + 4br® + 4er® — 4Area(A) = 4(r*(a + b+ ¢) — Area(A)),

donde obtemos o resultado pretendido. 0]

FIGURA 5.2. A area de um triangulo esférico

6. O triangulo polar

O produto escalar em R? define uma dualidade entre retas e planos por O, fazendo
a uma reta por O corresponder o plano ortogonal por O, e vice-versa. Evidentemente,
repetindo esta operagao duas vezes leva-nos de volta & reta ou ao plano original. Uma vez
que em geometria esférica retas e planos por O correspondem a pares de pontos antipodas
e retas esféricas, respetivamente, podemos definir:

e A reta esférica dual, ou o equador, de um ponto P (ou um par de pontos antipodas
Pe—P) él:SgﬂH(ﬁ.

e Os pdlos da reta esférica [ = S? N 1T sdao os pontos de intersecao da reta por O
perpendicular a IT com S?.

A dualidade entre retas e planos que enunciamos atras implica que a reta esférica dual
dos poélos de uma reta esférica [ é a propria reta [, e vice-versa.

Vamos agora usar estas ideias para associar um novo triangulo a cada triangulo esfeé-
rico. Nesta secgdo, para quaisquer trés pontos nao colineares A, B e C' em S? vamos definir
AABC como o triangulo esférico proprio determinado pelos arcos de circulo méaximo que
unem os vértices. Observamos que os pontos antipodas A = —A4, B= —Be C = —C
definem um segundo triangulo esférico AABC que é isométrico a AABC (através da
aplicacdo antipoda).

DEFINIGAO 6.1. Sejam A, B e C trés pontos nao colineares em S?. Seja A’ o polo da

—
reta esférica BC' que estd no mesmo hemisfério que A, ou seja, tal que (OA, OA") > 0,
e defina B’ e C' de modo anélogo. O triangulo AA’B'C’ chama-se o triangulo esférico
polar, ou dual, de AABC.

TEOREMA 6.2. O triangulo dual do triangulo dual de AABC € o proprio AABC.
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FIGURA 6.1. Triangulo dual

DEMONSTRACAO. Seja AA'B'C' o triangulo dual de AABC. Entao, por definicao,
B’ é o polo de AC' e logo O—1>4 e OB’ sao ortogonais. Do mesmo modo, C’ é o polo de AB
e logo O—zzl e OC" sao ortogonais. Concluimos que O—zzl é ortogonal ao plano OB'C’, isto é,
A é o polo da reta esférica B'C’. Além disso, os pontos A e A’ estdo no mesmo hemisfério.
Assim A é um vertice do triangulo polar de AA’B'C’. Aplicando o mesmo argumento a
B e C vem que AABC é o triangulo dual de AA’B'C’, como queriamos demonstrar. [J

TEOREMA 6.3 (do triangulo dual). Seja A um tridngulo esférico com dngulos internos
a, b e c, e cumprimentos dos lados apostos o, B e v, respetivamente. Seja ainda A’ o
tridngulo dual de A, com dngulos internos a’, ' e ¢, e cumprimentos dos lados apostos
o, B e, respetivamente. Entao
o =r(r—a), B =r(r—0), ' =rir-—c),
a=r(r—d), B=r(rx-=V), y=r(r-7).
DEMONSTRAGAO. Seja B” o ponto de intersecad| de AB com B'C” e seja C" o ponto
de intersegao de AC' com B'C’ (veja-se a Figura . Entao, uma vez que, A é o polo de

FI1GURA 6.2. Prova do Teorema do triangulo dual

5De facto existem dois tais pontos de intersecio. Tomamos aquele que esta do mesmo lado de AC
que o polo B’, e analogamente para C”.
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B'C" a distancia (esférica) entre B” e C” ¢ igual a r vezes o angulo a:
(6.1) d(B",C") = ra.

Além disso, como B’ é o polo de A temos que o dngulo ZB’AC' é w/2. Assim, como
B'C' = B'C" é o equador de A vem que a distancia entre B’ e C” é

(6.2) d(B',C") =rm/2.
Analogamente temos
(6.3) d(C",B") =rm/2.
Usando , e deduzimos que

o =d(B',C")

— d(B/, Cl/) + d(C/, B//) _ d(B//7 C//)

=rn/24+rn/2 —ra

=r(r—a)
como querfamos. As formulas para 8’ e 7 obtém-se por uma simples mudanca dos nomes.
As formulas para «a, 8 e v seguem das que acabamos de demonstrar, tendo em conta o
Teorema [6.2 nos diz que AABC ¢ o triangulo dual de AA’B'C". O

7. A projecao estereografica

Para simplificar notagao vamos supor que r = 1 nesta sec¢ao, salvo indicacao em
contrario. Além disso serd conveniente designar a terceira coordenada em R? por ¢ em
vez de z. Assim, consideramos a superficie esférica unitéria

S* = {(z,y,t) € R® | 2® +-¢* +t* = 1}.
Designamos o polo norte por N = (0,0, 1).
DEFINICAO 7.1. A projecao estereogrdfica a partir do pélo norte é a aplicacao
7 SPN{N} = R?
P = (z,y,t) — m(P) = (u,v),

onde 7(P) é o ponto de intersegdo da reta NP com o plano ¢ = 0, plano esse que
identificamos com R? da forma usual.

FIGURA 7.1. Projegao estereografica
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Para calcular uma expressao analitica para a projecao estereografica consideramos o
plano NOP que corta S? numa circunferéncia de raio 1 e centro O, como indicado na

Figura

Z

1-ﬁ{ .
S cansining

ﬁ(’()) = (M(U)

FIGURA 7.2. Calculo de 7(z,y,1)

Seja P’ = (0,0,t) a projecao ortogonal de P no eixo dos tt, entdo os triangulos
ANP'P e ANO7(P) sao semelhantes com razao (1 —t)/1 = 1 —t e concluimos que
(ZE,y) = (1 - t)(“’a“)? € 10g0

7.1 t) =

(71) 7wy t) =
A fim de determinar a expressao para 7! temos de resolver a equacao
(72) (1,0) = 7, 1) = T
em ordem a (z,y), sabendo que z, y e t estao relacionados por
(7.3) =1,

Usando ([7.2)) e (7.3) obtemos

u’ v’ =

(z,9).

(z,9)

1

B L S
2

(1—t)2 1-—t

donde deduzimos que

2 u? + 02 -1
Croitl b= uz+v2+1
Logo, recordando que (z,y) = (1 — t)(u,v) vem

(7.4) 7 u,v) = (2u, 2v, u® +v* — 1).

uw?+v?2+1
Inversao. Antes de prosseguir com o nosso estudo da projecao estereografica e a

sua aplicacao a geometria esférica precisamos de recordar a nocao de inversao numa
circunferéncia no plano euclidiano.

DEFINIGAO 7.2. Seja C uma circunferéncia de centro O e raio p > 0 no plano euclidiano
E2. A inversao em C ¢ a aplicagao I: E2 \ {0} — E?>\ {O} definida por I(P) = P’, onde
P’ ¢é o tnico ponto na semi-reta por P de origem O que satisfaz

[OP[|OP' = p*.
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z

Ficura 7.3. Inversao

Fazemos as seguinte observagoes:

e Se P' = I(P), entao P = I(P’), por outras palavras I tem ordem dois: Iol = Id.
e A inversao [ envia o interior de C no exterior de C e vice-versa.
e Todos os pontos de C (e mais nenhum sao fixos por 7).

Vai ser-nos ttil representar a inversao numa coordenada complexa z = u+iv € C = E2,
Para isso comegamos por considerar inversao na circunferéncia de centro 0 e raio p em C.
Escrevendo z # 0 com |z| = r na forma polar, z = re? vemos da definigao de inversao
que I(z) tem o mesmo argumento que z e modulo |I(z)| = p?/|z| = p?/r. Assim,

2

2
75 I(2) = p?/re® = L _ 2
(75) ()= e = L =2

Em particular, inversao na circunferéncia unitaria S' = z € C | |z| = 1 ¢ dada por I(z) =
1/Z. Por fim usamos que inversao numa circunferéncia geral C,4, de centro d € C e raio
p > 0 pode ser escrita como

I(z)=ToJor

onde 7 é translacao por d e J é a inversao (7.5) em Cp,. Recordando que 7(z) = z+d
obtemos entao que inversao em C4, ¢ dada por

O nosso préximo objetivo é provar que inversao envia circunferéncias em circunferén-
cias. Para isso notamos que podemos reescrever a equagao |z — d|? = p* da circunferéncia
Cq,, cOmMO

pP =z —df
=(z—d)(z—4d)
= 2%z —dz —dz + dd.
Assim, definindo
(7.6) o =dd— p?
podemos escrever a equagao de Cgq,
(7.7) 22 —dz—dz+ o =0.

Reciprocamente, dados d € C e o € R tais que p* = |d|*> — 0 > 0 a equagao ([7.7)) define a
circunferéncia C4, de centro d e raio p*>. Note-se que o = 0 se e s6 se |d| = p, ou seja, se
e s6 se Cq, passa por 0 € C.
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PROPOSIGAO 7.3. Seja I inversio numa circunferéncia C em C e seja Cq, a circun-
feréncia de centro d e raio p. Entao I(Cy,) € uma circunferéncia, exceto se Cq, passa
pelo centro de C, caso em que I(Cq,) € uma reta. Além disso, se o centro de C € diferente
de d, entio no primeiro caso o centro de 1(Cq,) estd na reta por d e o centro de C, e no
sequndo caso 1(Cq,) € ortogonal a essa reta.

DEMONSTRAGAO. Suponha sem perda de generalidade que a circunferéncia de inver-
sao C ¢ a circunferéncia unitaria S! de centro 0. Escrevendo

w=1I1(z)=1/z2 <= z=1/w

queremos provar que o lugar dos w, tais que z € Cq,, € uma circunferéncia. Usando ([7.7))
sabemos que z € Cq, se € s se
2Z2—dz—di+0=0
11 -1 1
= —— —d——d—+0c=0
W w w w
<— 1 —dw—dw+ cww = 0.
Se 0 # 0 podemos dividir por ¢ e obtemos
d d_ 1
w — —w— —w+—=0
o o o

e sabemos de e que esta é a equacao de uma circunferéncia, de centro d’ = g e
raio p' dado por (p')? = |d|*/o? — L. Logo, se d # 0, entao d’ esté na reta por 0 e d.
No caso em que o = 0, isto é, quando C4, passa pelo centro da circunferéncia de
inversao S!, obtemos
dw + dw = 1
que, de acordo com o Exercicio em baixo, ¢ a equacao de uma reta em C = R?, que ¢
perpendicular & reta por 0 e d. ([l

EXERCICIO 7.4. Seja v = a + ib € C nao nulo e seja § € R. Mostre que a equacao
vz +vzZ =20
¢ a equacao de uma reta [ em C = R? ortogonal ao vetor (a, b) que passa pelo ponto #v.
Em particular, se |[v| =1, entéo ¢ é a distancia de [ a 0.

Projegcao estereografica, inversao e reflexao. O seguinte teorema importante
mostra que reflexdes em geometria esférica correspondem a inversoes no plano através da
projecao estereografica.

TEOREMA 7.5. Seja | = S?NII uma reta esférica, onde Il = {(z,y,t) € R3 | ax + by +
ct =0}, e seja p: S* — S? reflexio em 1.
Se ¢ # 0 entio w(l) € a circunferéncia em R? de
e centro P =m(p(N)) = —1(a,b) e
o raio p = tVa? + b + 2,

roporn LRI {P} —» R* {P}
¢ inversao em 7 (l).
Se ¢ = 0 (equivalentemente, | passa por N ), entao 7(l) é a reta de equagdo ax~+by =0
em R? e mopont € reflexdo nessa reta.

NoTA 7.6. A circunferéncia de inversao m(l) no plano passa necessariamente pelos
dois pontos (diametralmente opostos) de intersegao de [ com o circunferéncia unitaria de
centro (0,0) em R% Por outro lado, o centro de 7(l) pode ser qualquer.
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NoTA 7.7. Note-se que quanto mais préximo um ponto de R? esti do centro de uma
circunferéncia, mais afastado é a sua imagem por inversao nessa circunferéncia. Mais
precisamente, se O é o centro da circunferéncia, entao

lim I(P) = oo
P—0O

Também temos para P € S? que

lim 7(P) = oc.
P—N

Motivado por estas observacoes podemos acrescentar formalmente um ponto no infi-
nito, designado por oo, ao plano e convencionar que

e se I é inversdo numa circunferéncia de centro O, entao I(O) = oo e I(c0) = O,
o 1(N)=o00,¢
e o0 estd em qualquer reta no plano e reflexao nessa reta fixa oo.
Convencionamos ainda considerar uma reta em R? como uma circunferénciall| cujo centro
¢ oo.
Com estas convengoes deixa de ser necessario fazer as excegoes do enunciado do Teo-
rema e temos um diagrama

| |
R2U {oo} —— R2U {oo},

onde p é reflexdao na reta esférica [ e I = mo pon~! ¢ inversao em 7(l). Note-se que

I=mopon™! < Iom=mop,ouseja, os dois caminhos possiveis do canto superior
esquerdo do diagrama para o canto inferior direito dao a mesma aplicagao. Um diagrama
com esta propriedade diz-se um diagrama comutativo.

Exercicios

1. Seja P € S? um ponto e seja 0 < p < rm. A circunferéncia esférica de centro P e
raio p é
C, ={Q €] 1d(P,Q) = p}.
(a) Mostre que o comprimento de C, é c(p) = 27mrsin 2.
(b) Usando integragao, dé um argumento heuristicoﬂ para a féormula

A(p) = 2mr*(1 — cos '(;))

para a area de um disco esférico de raio p.

(c) Encontre as séries de Taylor centradas em p = 0 das fungdes ¢(p) e A(p). Compare
com as férmulas euclidianas nos limites r — co e p — 0+.

(d) Deduza de cada uma das alineas (a) e (b) que nao é possivel a existéncia de
uma isometrig| de uma regido aberta (ndo vazia) de S? para uma regiao do plano

euclidiano R?.

2. Neste exercicio, suponha que r = 1. Seja AABC um triangulo esférico. Mostre que
as seguintes condigoes sao equivalentes:
(1) d(A, B) = d(A, C);
(2) ZABC = ZACB;
7Quando necessario, chamamos circunferéncia generalizada a uma reta ou circunferéncia no plano.

80 argumento tera de ser heuristico porque nao definimos o conceito de area de uma regiao esférica.
9Pode usar sem prova que uma isometria preserva areas.
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(3) Existe uma isometria f: S* — S? tal que f(A) = A, f(B)=Ce f(C) = B.
Sugestio para (2) = (3): Considere a reflexdo na mediatriz de BC'.

3. Descubra e prove a versao esférica do Teorema de Pitégoras.
Sugestao: Utilize a lei dos co-senos esférica.

4. Um poligono esférico de n lados é uma regiao A C S? delimitada por n segmentos
(arestas) PiP,,..., P, 1P,, P,P. Suponha-se que os vértices P; sao distintos e que os
interiores das arestas nao se intersetam.

Encontre e prove uma férmula para a drea de A em funcao dos angulos internos a;
nos vértices P;.

5. Neste exercicio, suponha que r = 1. Sejam «, 5 e v os comprimentos dos lados de
um triangulo esférico. Mostre que

-7 <a<pB+y e a+fB+7y<2m.
Sugestao: Utilize a lei dos co-senos esférica.

6. Neste exercicio, suponha que r = 1. Sejam «, 5 e v os comprimentos dos lados de
um triangulo esférico e sejam a, b e ¢ os dngulos opostos, correspondentes aos vértices P,
Q e R, respetivamente. Prove a lei dos senos esférica:

sinaw  sinf  sinvy

sina  sinb  sinc
Sugestao: escolha um sistema de coordenadas semelhante ao usado na prova da lei dos
co-senos esférica. Mostre que a matriz A com linhas ﬁ, OQ e OR tem determinante
det(A) = sinasin g sin .

7. Sejam P e Q pontos distintos em S? e seja L C S? um circulo maximo tal que P e
() estao no mesmo hemisfério relativamente a L. Mostre que o arco mais curto entre P e
() nao interseta L e que o arco mais comprido interseta L em 2 pontos.

8. Sejam P, Q e R em S? pontos nao colineares. Mostre que existe um ponto A € S?
tal que P, @ e R estao todos do mesmo lado do equador de A.

9. Neste exercicio, suponha que r = 1. Seja AABC um tridngulo esférico com angulos
a, b e c e lados opostos a, B e 7. Prove a sequnda lei dos co-senos esférica
cos(a) = — cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(«)
usando o teorema do tridngulo polar e a (primeira) lei dos co-senos esférica.
10. Utilize o teorema do tridngulo polar para provar a implicagao (2) = (1) do
exercicio [2
11. Seja
C, ={Q € S} | d(P,Q) = p}.
uma circunferéncia esférica (0 < p < 7r). Mostre que C, = S2N1I para um plano I C R?
e que, reciprocamente, um plano IT C R3 com distancia a O = (0,0, 0) inferior a r interseta
S? numa circunferéncia esférica.
12. Seja
C, ={Q € S} | d(P,Q) = p}.

uma circunferéncia esférica (0 < p < 7r). Mostre que a imagem T(C,) C S? por uma
isometria 7': S? — S? também é uma circunferéncia esférica.
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13. Seja T, o a rotac¢ao em torno do eixo dos zx pelo angulo a e seja T, g a rotacao
em torno do eixo dos yy pelo angulo 5. Determine as compostas 1T, 0T, 3 e T, 30T, o €
deduza que o grupo SO(3) nao é abeliano.

Sugestao: represente as rotacoes por matrizes.

14. Neste exercicio, suponha que r = 1. Seja P = (x,y,2) € S* um ponto. Encontre
a matriz A € O(3) de uma rotagao T: S* — S? que leva P em (0,0, 1).

Sugestao: escreva (x,y,z) = (cos ¢ sind,sin ¢ sin 0, cos ) e escreva T como a composta
de duas rotacoes: a primeira em torno do eixo dos zz e a segunda em torno do eixo dos

vy.

15. Seja L C S? um circulo maximo e seja P € S? um ponto distinto dos polos de L.
Mostre que existe um tnico circulo maximo por P perpendicular a L.

16. As coordenadas geograficas da cidade do Porto sdo (41°09'N,8°37°0) e as da ci-
dade de Copenhague sdo (55°41’N,12°34’E) (valores aproximados). Estime a distancia
(esférica) entre as duas cidades em km (por definigao a distancia entre o equador e o Polo
Norte ¢ 10,000km).

17. Encontre todas as isometrias f: S? — S? que preservam mais que uma reta.

18. Considere a projegao estereografica m: S \ {N} — C. Sejam P, P’ € S? pontos
antipodas com 7(P) = z € C. Mostre que n(P’) = —1/Z.

19. Seja f: C~ {0} — C a aplicagao f(z) =1/z.
(a) Escreva a expressao da aplicagao correspondente F': R*\ {(0,0)} — R?, (u,v) —
(l’,y) = F(u7v)'
(b) Calcule a matriz jacobiana JF'(u, v) e verifique que representa uma transformagao
de semelhanca de R2.
(c) Sejam a, 3: ] — e,€e[— R? curvas diferencidveis com «(0) = 5(0)(# 0). Mostre
que o angulo entre o/(0) e 5'(0) ¢ igual ao angulo entre (F o a)'(0) e (F o 5)(0).

20. Seja P = (cos ¢sinf,sin ¢sinf,cosd) € S* \ {N}. Mostre que a imagem de P
pela projecao estereografica 7: S? \ {N} — C é 7(P) = (cot(6/2)cos ¢, cot(#/2)sin ¢).
Sugestao: Note-se que por simetria basta considerar o caso ¢ = 0.

21. Considere a projecio estereogrifica m: S*\ {N} — C. Seja P € S* \ {N} tal que
|7(P)| = r. Mostre que a distancia esférica do polo sul S a P é d(P,S) = 2arctan(r).



CAPITULO 3

Geometria inversiva e transformacgoes de Mobius

1. A esfera de Riemann e coordenadas homogéneas

Ja vimos a utilidade no estudo das inversoes de usar uma coordenada complexa z no
plano euclidiano E? = C, e incluir formalmente um ponto no infinito co. Vamos agora
elaborar mais esta ideia, considerando a esfera de Riemann

C:=CU{o0}
e explicar como, de forma rigorosa, usando a coordenada usual z € C podemos introduzir
uma nova coordenada w = 1/z para estudar C “em torno de oc”.

A cada par de ntmeros complexos (z,w), nao ambos iguais a zero, fazemos cor-
responder z/w € @, onde convencionamos que z/0 = oo para qualquer z # 0. Notamos
que (z,w) e (2, w’) correspondem ao mesmo ponto em C se e s6 se tém a mesma razao,
isto ¢, se existe A # 0 tal que (z,w) = A(2’,w’). Vamos, por isso, escrever um elemento
P € C como

P=[z:w]eC.
e chamamos a [z : w] coordenadas homogéneas de P. Assim, acrescentamos as razoes
[z 1 w] com w # 0 a razao

[1:0] =00 eC.
Note-se que a aplicacao

z [z 1]

inclui C em C como complemento de {o0} e que a sua inversa é

¢: |z w]— z/w.

Pensamos em ¢ como um sistema de coordenadas C que a cada ponto [z : w] em C~ {o0}
faz corresponder a coordenada z/w. Podemos definir um outro sistema de coordenadas
por
V2w w/z.
Neste sistema de coordenadas oo = [1 : 0] tem coordenada ¥([1: 0]) =0 e ¢»~! da origem
a inclusdo de uma copia de C como complemento de {[0 : 1]}:
w— [1:w).

assim, C é coberto por dois sistemas de coordenadas, cada um com coordenada em C e
as mudangas de coordenadas C ~ {0} — C ~ {0} correspondentes sao

p oz [z 1] 1)z

P rogwes [1:w] e 1/w.

Nota 1.1. A mudanga de coordenadas entre as duas projegoes estereograficas (de
N =(0,0,1) e S = (0,0, —1), respetivamente) ¢ a aplicacio R? \ {(0,0)} — R?~.{(0,0)}
dada por
(u, v)

u?2 + 0?2’
1

(u,v) —
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Numa coordenada complexa z = u + iv em R? 2 C esta transformacao corresponde a

z
2 — =1/z.
Y
Assim, se em vez de ¥([z : w]) = w/z usarmos a coordenada v ([z : w]) := w/Z na esfera
de Riemann C obtemos uma identificacao natural C = S?. Esta identificacdo justifica
chamar “esfera” a esfera de Riemann C.

Uma das vantagens de trabalhar com Ce que podemos estender o dominio de algumas
fungoes de modo a nao existirem pontos em que nao estao definidos. Como ji vimos,
inversao numa circunferéncia é um caso relevante. Outro caso é o de uma fungao racional
f(z) =p(2)/q(z) (onde os polindmios p e ¢ ndo tém zeros comuns). A fun¢ao f nao esta
definida nos zeros de ¢(z), mas podemos prolongar f a uma fungao f:C— C fazendo

f(2) = oo quando ¢(z) = 0. Um caso muito importante é quando p(z) = az + b e
q(z) = cz+d e ad — be # 0. Obtemos neste caso uma transformagao de Mobius
az+0b
1.1 = .
(11) fle) = 220
Podemos considerar f como uma transformacao da esfera de Riemann da seguinte formal]
(1.2) f([z:w)) = [az + bw : cz + duw],

que na coordenada z — [z : 1] corresponde a ([1.1)).

EXERCICIO 1.2. Mostre que a expressio para f na coordenada w — [1: w], ou seja a

fungéoz/}ofoz/;_léwH%

EXERCICIO 1.3. Mostre que a condi¢ao ad — bc # 0 garante que az + bw e cz + dw
nao se anulam simultaneamente para (2, w) # (0,0). Por outras palavras, esta condigao
garante que f definida em ((1.2)) estd bem definida.

Podemos estudar o comportamento da transformacao de Mébius ([1.1]) em torno de oo
usando a coordenada w. Com efeito, temos que a expressao de f usando a coordenada w
no dominio e a coordenada z no contradominio é

~ a -+ bw
1. (w) = :
(1.3) pofov(w)=——r
Por exemplo, f(o0) calcula-se substituindo w = 0 em ({1.3]):
f(o0) =a/c,

e o ponto no infinito oo é fixo por f se e s6 se ¢ = 0, ou seja, se f(z) = (az + b)/d que
nao tem p()loﬁ em C.

EXERCicIO 1.4. Verifique a equacao (|1.3]).

Note-se que a condi¢ao ad — be # 0 é equivalente a det(A) # 0, onde A é a matriz
2x2

(1.4) A- (g g).

Nao é por acaso que aparece aqui uma matriz. De facto uma matriz complexa 2 x 2
invertivel (1.4 define sempre uma transformagao de Mobius

fa: . C—C

IE habitual fazer um ligeiro abuso de notacao e escrever a aplicacao f: C — C da forma (1.1)).
2Um pélo de uma fungao racional f(z) = p(z)/q(z) (onde p e ¢ ndo tém zeros comuns) é z tal que
q(z) =0.
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por (1.1]), e duas matrizes definem a mesma transformagao se e s6 se uma ¢ um multiplo
da outra por um escalar complexo nao nulo.
Olhando para a representagao (1.2]) vemos que, se (%) = A (), entdo

fallz s w]) = [u: ).
Por outras palavras, usando coordenadas homogéneas [z : w| em @, a transformacao de
Moébius f4 corresponde a multiplicacao pela matriz A. Esta observagao tem uma seguinte

consequéncia importante: o produto de matrizes corresponde & composta das respetivas
transformacoes de Mobius.

PROPOSIGAO 1.5. Sejam A, B € My(C) matrizes invertiveis. Entao a transformagao
de Mébius correspondente ao produto BA é

JBa= fBo fa.

EXERCICIO 1.6. Mostre que o produto de matrizes corresponde & composta de trans-
formagoes de Mobius fazendo um célculo direto usando expressoes da forma (1.1)).

EXERCICIO 1.7. Seja f(z) = az + b. Interpretando f como transformagao de Mdbius
C — C encontre uma matriz que representa f. Qual é a imagem de oo por f?

ExXERcIcIO 1.8. Considere a transformacao de Mobius f dada pela matriz

A—(i 2)

Determine f(c0) e o ponto P € C tal que f(P) = co.

EXEMPLO 1.9. Recordamos que a inversao na circunferéncia Cq, de centro d € C e
raio p é

Podemos escrever I como

(1.5) ()= B el

onde

Logo, se definirmos

d —o
o A= ()
e fa é a transformacao de Mobius correspondente, entao
I(z) = fa(2).
Reciprocamente, para uma matriz A da forma ((1.6) com |d|*> — o > 0 a transformagao
I(z) = fa(Z) ¢ inversdo na circunferéncia de centro d e raio /|d|? — 0.

EXERcICIO 1.10. Verifique que I(d) = oo e I(c0) = d.

Podemos incluir de forma natural reflexdes no mesmo formalismo, considerando ma-
trizes da forma

(17) a= (5 2)

com b € R e considerar a transformacao
9(2) = fa(2) = —(az+b)/a = (—a/a)z + b/a.
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Note-se que —a/a é um ntamero complexo de modulo 1, e logo g é a composta de uma
reflexdo (z +— z) seguida de uma rotagdo e uma translagdo. Concluimos que g é uma
reflexao ou uma reflexao com deslizamento e, para ver que é uma reflexao, procuramos os
pontos fixos em C:

9(z) = 2
— —(az+b)/a==z
= az+az = —b.
De acordo com o Ex. esta ¢ a equacao de uma reta em R? = C. Portanto, g é
reflexao nesta reta e qualquer reflexao pode ser representada desta forma. Notamos que,

visto como transformagao da esfera de Riemann C, uma reflexao ¢ fixa o ponto no infinito
00, que é consistente com a nossa convencao que qualquer reta em R? = C passa por oo.

EXERCICIO 1.11. Mostre que
az+az=—b
¢ a equacao de uma reta em R? = C e que qualquer reta em R? = C tem uma equacao
desta forma.

Sugestao: Escreva a = u + v e z = x + iy e verifique que a equagao é equivalente a
ur + vy = —b/2.

Resumimos as nossas conclusoes na seguinte proposicao.

PROPOSICAO 1.12. Seja A uma matriz 2 x 2 invertivel da forma

onde b e ¢ sio nimeros reais e — det(A) = |a|>*+be > 0. Entdo a transformagio I: C — C
dada por

azZ+b

cz—a

I(z) = fa(z) =
€ uma inversao ou uma reflexao. Mais precisamente,

o Sec# 0, entao I € inversao na circunferéncia Cq, de centro d = a/c e raio p
dada por p* = |d|* + b/c.
e Sec=0, entao I € reflexao na reta em R?> = C de equacio az + az = —b.

2. Inversao em esferas

Podemos facilmente generalizar o conceito de inversao numa circunferéncia e definir
inversao numa esferaﬂ em [E? como se segue.

DEFINIGAO 2.1. Seja S3, , = {P € E® | d(P,0) = p} a esfera de dimensdo 2 em E?
com centro O e raio p. Inversao em SQOW é a aplicagao

]:Eg\{O}%ES\{O}
P P,

onde P’ é o ponto da semi-reta por P com origem em O que satisfaz |OP||OP'| = p?.

3De facto, os resultados desta seccio generaliza-se facilmente a qualquer dimensdo, mas s6 nos inte-
ressem os casos E? e E3.
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NoTA 2.2. Se IT é um plano em E? que passa por O, entao IIN S?)’p ¢ a circunferéncia
em II de centro O e raio p, e a restricao de I a Il é inversao nessa circunferéncia. Reci-
procamente, suponha que O € E3, p > 0 e que a aplicagao I: E* \ {O} — E* \ {O} ¢
tal que a sua restrigao a qualquer plano por O é inversao na circunferéncia de centro O e
raio p. Entdo I ¢ inversao em Sp, .

De forma anéloga & construcio da esfera de Riemann podemos completar E® com um
ponto oo no infinito e considerar

E? = E* U {co0}.

Vamos prolongar uma inversao I a E* convencionando que I(O) = oo e I(c0) = O. Vamos
ainda considerar um plano V' C E? como uma esfera (de raio infinito) que passa por oo,
e considerar que inversao em V é reflexao nesse plano, fixando oco.

PROPOSICAO 2.3. Seja I inversdo na esfera Szo,p e seja S C E3 uma esfera. Entao a
imagem I(S)

e ¢ um plano se S passa por O e
e uma esfera caso contrdrio.

DEMONSTRACAO. Se o centro Py de S ¢ O o resultado ¢é claro, pelo que podemos
considerar a reta [ = OF,. Se V é um plano que contém [, entao, usando Proposicao [7.3],
vem que a restricdo de I a V envia a circunferéncia S NV numa circunferéncia C cujo
centro P estd em [ e cujo raio é r, digamos. Como esta observagao se verifica para
qualquer plano V' que contém [, vem que [ envia S na esfera de centro P; e raio r.

No caso em que S passa por O, temos que adaptar o argumento ligeiramente: SNV
¢ enviada numa reta m perpendicular a [ em V e I(S) é o plano perpendicular a [ que
contém m. 0

Estas ideias permitem-nos ver a projecao estereografica como a restricao de uma in-
Versao.

PROPOSIGAO 2.4. A projegao estereogrdfica a partir do pdlo norte N = (0,0, 1)
S C
¢ a restricao a S?* da inversao na esfera de centro N e raio V2.

DEMONSTRACAO. Escreva S’ para a esfera de centro N e raio v/2. Seja V um plano
que contém O e N. Basta provar que a restricao da inversao na circunferéncia C' =V NS
a VNS? coincide com a restri¢io de m a V' NS?, conforme indicado na Figura2.1] Notamos
agora que a circunferéncia V' N S? passa pelo centro de C', pelo que inversao em C’ envia
V' N'S? na reta pelos dois pontos de intersecao de V' NS? com C’. Por outro lado a imagem
de P € V' N'S? por inversao em C’ esté na reta por N e P, e logo coincide com 7(P). O

PROPOSICAO 2.5. Sejam Cy uma circunferéncia e Co uma circunferéncia generalizada
em C, e seja I; imversao em C;, i = 1,2. FEntao J = I, o Iy o I} € itnversio numa
circunferéncia C cujo centro estd na reta perpendicular a Co que passa pelo centro de Cy.

NoTA 2.6. A formulagao da proposigao anterior foi escolhida para ser particularmente
transparente no caso em que Cy é um plano que nao passa pelo centro de Cy, por ser esse
a situacao que nos interessa no Teorema em baixo. No entanto, a formulacao aplica-se
geralmente; por exemplo, se C; e Cy sao circunferéncias nao concéntricas, entao o centro
de C esta na reta que une os seus centros.
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T(?)

F1GURA 2.1. Projegao estereografica como restricao de inversao

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIGAO [2.5] De acordo com a Proposicao podemos,
para ¢ = 1,2, representar a inversao I; por

I; = fAi(Z)a

onde f; é a transformacao de Mobius de matriz

A = (“i bi,), bi,c; € R, —det(4;) > 0.

C;, —a

Notando que f4(z) = fi(Z) para qualquer transformagao de Mobius vemos que
J(z) =Liolyoli(2) = fa, 0 fa,0 [4,(2) = fa,4,4,(%)

Fazendo a multiplicacao das matrizes vemos que

A A A — aldgal + bgCQCLl + a16201 — b1a201 a1(_12bl + b102b1 — ale(_ll + b1a2a1
14241 = _ _ _ _ _ _ T
C102a1 — G1c2a1 + c1bacy + @rase;  crashy — arcaby — cibaay — ajasay

que ¢é de facto uma matriz da forma do enunciado da Proposicao [1.12] e, portanto, repre-
senta uma inversao numa circunferéncia (generalizada) C.

Para terminar, consideramos o efeito de J em co. No caso em que C; é uma circunfe-
réncia e Cy é uma reta que nao passa pelo centro O de C; temos que I;(c0) = O; e logo que
I;01I1(00) = I5(0q) esté na reta por O perpendicular a Cy. Portanto, J(oo) = I;(13(01))
esté nesta mesma reta. Concluimos que J é inversao numa circunferéncia cujo centro esta
na reta por O; perpendicular a Cy, como queriamos. Deixamos ao cuidado do leitor o
argumento (completamente analogo) em que ambas de C; e Cy s@o circunferéncias. O

COROLARIO 2.7. Sejam S; uma esfera e lls uma esfera generalizada em B3, seja Iy
mversao em Sy e seja Iy inversao em Ily. Entao J = I, o Iy o Iy € inversao numa esfera
S cujo centro estd na reta perpendicular a 11y que passa pelo centro de S;.

DEMONSTRAGAO. Se V' é um plano perpendicular a IIy que passa pelo centro de Sy
vemos da Proposi¢ao que a restricao de J a esse plano é inversao numa circunferéncia
Cy cujo centro estd na reta [ em V' que é perpendicular a V N 1Il, e passa pelo centro
de S;. Como qualquer outro plano V' perpendicular a I, que passa pelo centro de S;
¢ obtido de V' por rotagao em torno de [, vemos que a restricao de J a V' é inversao
numa circunferéncia com o mesmo centro e raio que Cy, e dai concluimos o resultado

desejado. 0
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DEMONSTRAGAO DO TEOREMA DO CAPITULO [2. Seja S, a esfera de centro N e
raio v/2. Sabemos da Proposicio que a projecao estereografica w: S? — Céa restricao
a S? da inversdo I; em S;.

Seja II, o plano por O perpendicular ao vetor nao nulo (a,b,c), e seja | = S* N1l a
reta esférica correspondente. Entao a reflexao p em [ é a restricao da reflexao I, em II,.
Portanto, as duas aplicagoes

7T_10pO7T J=Lololy

coincidem em C (recorde-se que I;! = I;). Em particular, J envia o plano C = {t = 0}
em si proprio.

Pelo Corolério sabemos que J ¢é inversao numa esfera S cujo centro P esta na reta

por N ortoal a Il; e, uma vez que J preserva o plano C, o centro P também esta em
2.8|)

C (ver Ex. . Logo m™topom = Ji¢ € inversao na circunferéncia C; = SN C cujo centro

¢ P. Além disso, P é o ponto de interse¢ao da reta por N e p(N) com C, ou seja

P = n(p(N)) = —~(a +ib)

c
como queriamos mostrar.

Resta-nos determinar o raio p da circunferéncia C;. Como os pontos da circunferéncia
unitaria S2NC sao fixos pela pro jecao estereogréfica vemos que os dois pontos de intersegao
desta circunferéncia com [ pertencem a C; (porque sao fixos pela inversao em C;). Além
disso, a reta por estes dois pontos é perpendicular a OP e concluimos que o raio de C; é
dado por

0 .o aP4V  aP+ b+
pr=rt = SR
c c
como queriamos mostrar. O

EXERCICIO 2.8. Seja f inversao numa esfera S C E? e seja IT um plano. Mostre que
f(IT) é um plano se e s6 se II passa pelo centro de S.

3. Projecao estereografica preserva angulos

DEFINIGAO 3.1. Um aplicacao linear f: R™ — R"™ preserva dngulos se existe um
ntmero real A > 0 tal que
(f(v), f(w)) = N*(v,w)

para todos os v,w € R".

O nome ¢ evidentemente justificado pela definigdo do angulo (néo orientado) € entre
dois vetores nao nulos v e w através da féormula

cosf = {v, w)

vilwl]
EXEMPLO 3.2. Qualquer transformagao ortogonal f: R" — R™ (dada por f(x) = Ax

onde A é uma matriz ortogonal) preserva angulos, porque f preserva o produto escalar
euclidiano.

EXERCICIO 3.3. Seja A uma matriz ortogonal e seja A # 0. Mostre que a aplica¢ao
f: R" — R" definida por f(vv) = AAv preserva angulos.

Seja f: U — R™ uma aplicacao diferenciavel cujo dominio ¢ um aberto U C R™.
Recordamos que a deriwada de f em P € U é uma aplicacao linear dfp: R™ — R™ cuja
matriz é a matriz Jacobiana J fp de f em P. Além disso, para qualquer curva diferenciavel
a(t) em U temos pela regra da cadeia que

(3.1) dfp(a(t)) = Jfp- o (t) = (f o a)'(t)



48 3. GEOMETRIA INVERSIVA E TRANSFORMACOES DE MOBIUS

onde P = «(t). Assim, escolhendo uma curva «(t) convenientemente, podemos usar esta
formula para calcular a derivada de f aplicada a v = o/(t).

DEFINICAO 3.4. A aplicacao f preserva dngulos se, em cada P € U, a derivada dfp
preserva angulos.

EXERCICIO 3.5. Mostre que uma translagao f: R®™ — R™ preserva angulos e deduza
que qualquer isometria preserva angulos.

O resultado seguinte diz que inversoes em circunferéncias e esferas preservam angulos.
S6 nos interessam estes casos mas, como o enunciado e a prova sao iguais em qualquer
dimensao, usamos esta generalidade.

PROPOSICAO 3.6. Inversao numa esfera S C R™ preserva dngulos.

DEMONSTRACAO. A luz do Ex. podemos supor que o centro de S é a origem
O e R

Comegamos por calcular dIp(v), a derivada de I em P, aplicada a dois tipos de vetores
especificos, de modo a aproveitar a simetria esférica da situacao.

Consideramos em primeiro lugar o vetor v = OP na diregao do raio de S por P; para
tal definimos a(t) = tv, sendo entao a(l) = P e o/(t) = v, Vt. Logo

d
1 "(t) = —(I(t
(Toa)(t) = (1)
d [ p?
=— (=t
dt <|tv|2 ")
___r
2|OP|2
Em particular,
0
/

Em segundo lugar consideramos um vetor v perpendicular & diregao do raio de S por P
que, de acordo com o Ex. em baixo podemos escrever como v = «’(0), onde a(0) = P
e |a(t)| = |OP| para todo o t. Entao

dIp(v) = (Toa) (1)

SR &L&

Para terminar a prova consideramos uma base ortonormada (vy, v, ..., v,) de R” em
que v, é paralelo a O?’ € Va,...,V, sao ortogonais a Oﬁ. Escrevendo A = |O—"P‘ vemos dos
nossos calculos anteriores que

dIp(vi) = =X, e dIp(v;)=Nv;, i=1,...,n.
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Logo, nesta base, a matriz de dIp ¢é

-1 0 0
\2 0 1 0
o --- 0 1
e deduzimos do Ex. que dIp preserva angulos, como desejado. O

EXERCICIO 3.7. Seja P € R" e seja a(t) uma curva em R” com «(0) = P e |a(t)| =
|OP| para todo o t. Mostre que
(a(t), o'(t)) =0

e deduza que v = o/(0) ¢ perpendicular a OP. (Sugestao: Calcule a derivada da fungao
constante |a(t)]? = (a(t), a(t)).)

Reciprocamente (supondo que P # O), mostre que qualquer vetor v perpendicular a
OP pode ser escrito como v = o/(t) para uma curva « tal que «(0) = P e |a(t)] = |OP)|
para todo o t. (Sugestdo: Considere a circunferéncia obtida intersetando a esfera de centro
O e raio |OP| com o plano por O, P e P +v.)

COROLARIO 3.8. A projecio estereogrifica m: S* \ {N} — C preserva dngulos.

DEMONSTRAGAO. Vimos na Proposi¢ao que a projecgao estereografica é a restrigao
de uma inversao e logo o resultado segue da Proposicao |3.6| U

4. Isometrias da esfera e transformagoes de Mobius

Vimos (no Teorema do Cap. [2) que reflexoes na geometria esférica de S? correspon-
dem a inversdes em circunferéncias (ortogonais & circunferéncia unitaria St C C) através
da projecao estercogrifica. Sabemos também que uma isometria de S? ¢ a composta
de reflexdes, o que nos abre a porta ao estudo de todas as isometrias de S? através da
sua acao em C. As transformacoes de Mobius vao ter um papel essencial, baseado na
Proposigao [[.12] que as relaciona com inversoes.

Comegamos com alguns exemplos.

EXEMPLO 4.1. A reflexao r: S? — S? na reta esférica de equacao y = 0 é a restricao
da reflexao em R?® no plano zOt. Logo a transformacao correspondente de C através da
projecao estereografica é a reflexao no eixo real R C C:

I(z) =z

EXERCICIO 4.2. Mostre que a reflexao na reta esférica de equacao x = 0 corresponde

através da projecao estereografica a reflexao no eixo imaginario iR C C:
I(z) = —2Z.

EXEMPLO 4.3. Considere rotacao pelo angulo 6 de S? em torno do eixo dos tt. Lem-
brando a definicao da projecao estereografica é claro que transformagao correspondente
do plano C é rotacao por 6 em torno de 0:

(4.1) f(z) =e"2.

EXERCICIO 4.4. Considere a agao da transformacao de Mobius (4.1) na esfera de
Riemann e mostre que f(00) = oo.

EXEMPLO 4.5. Suponha que II C R3 é um plano vertical por O ortogonal ao vetor
unitario v = (z,,0), e escreva a = x + iy = €*. Seja | = S2N1II a reta esférica
correspondente. Entao 7(l) = CNII é a reta por 0 € C de equagao

az+az=0
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e (de acordo com a Proposicao [1.12)) reflexdo esférica em [ corresponde a reflexao em 7 (1),
dada pela transformacgao de M&bius
g(2) = (—a/a)z = —e*?z.
EXERCICIO 4.6. Seja [ C C uma reta por 0 que faz o angulo 6 com o eixo real. Seja
f: C — C reflexdo em [, seja g rotagdo por 6 em torno de 0 e seja I(z) = Z reflexdo no

eixo real R C C. Mostre que

f=golog™

e calcule a expressao de f. Compare o resultado com o Exemplo [4.5

EXERCICIO 4.7. Encontre a transformacao [: C — C correspondente a reflexao na
reta esférica {z =y} C S

Vamos agora determinar a forma geral de uma inversao (ou reflexdao) em C que cor-
responde a uma reflexao de S?.

PROPOSICAO 4.8. A transformacao de C dada por
I(z) = fa(Z)

corresponde a uma reflexao de S* através da projecao estereogrdfica se e sé se a matriz A

€ da forma
a b
A= (b —a)

ondea € C, b € R e det(A) = —|a]* — b* < 0.

DEMONSTRAGAO. A transformacao /: C — C correspondente a reflexao na reta esfé-
rica [ C S? é inversao na circunferéncia (generalizada) C = 7(I). Uma vez que [ interseta
o equador S! de S? em dois pontos antipodas e 7 fixa S! ponto a ponto vemos que
C = w(l) interseta S' nesses mesmos dois pontos. No caso em que C ¢ uma reta de equa-
¢ao az + az = b isto acontece se e s6 se C passa por 0 € C, isto é, se e s6 se b = 0.
Assim, neste caso, A é da forma indicada. Por fim, uma circunferéncia C de centro d € C
interseta S' em dois pontos antipodas se e s6 se |d|? + 12 = p?, como vemos considerando
o triangulo reto formado por d, 0 e um dos pontos de intersecao de C com S!. Recordamos
agora que na forma geral de uma inversao da Proposicao temos p? = |d|* + b/c, e
concluimos que b/c = 1. Assim, também neste caso, A é da forma indicada. O

NotA 4.9. Como ja observamos podemos multiplicar a matriz A por qualquer cons-
tante nao nula sem alterar a respetiva transformagao de Mobius. Podemos, assim, norma-
lizar a matriz que representa uma reflexao de S? multiplicando por /— det(a), de modo
a que det(A) = |a]* +b* = —1.

EXEMPLO 4.10. Vamos determinar a forma da transformacao /: C — C correspon-
dente a uma reflexao numa reta esférica [ que interseta o eixo dos yy. Sabemos I fixa
os dois pontos de interse¢ao +i de [ com o eixo imaginario em C (j4 que estes pontos
sao fixos pela projegao estereogréfica m) e logo podemos determinar a forma matriz A
considerando
CL(Z—)jL;:z’ & —ai+b=b—-ai <= a=a < acR.

b(—1)

Portanto, I(z) = fa(z), onde f4 é a transformagao de Mébius de matriz

a=(y ")

f(i) =i —
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com a,b € R. Se normalizarmos det(A) = —a? — b*> = —1 podemos escrever a = cos ¢ e
b = sin ¢ para um ¢ € [0, 27[ e logo

I(z) = cos(¢)Z + sin(¢)

sin(¢)z — cos(¢)

Procuramos agora as transformacoes de C correspondentes a rotacoes g: S? — S2.

EXEMPLO 4.11. Rotacao de S? em torno do eixo dos tt pelo angulo § corresponde
evidentemente através da projecao estereografica a rotagao por € em torno de 0 € C, que
é dada pela transformacao de Mobius

ei9/2 0
0 €—i9/2 :

EXEMPLO 4.12. Seja g: S* — S? uma rotacao em torno do eixo dos yy. Podemos
decompor ¢: S — S? como g = 15 o ry, onde r; é a reflexdo no plano yOt e 1o é reflexao
num plano que passa pelo eixo dos yy. A transformagao I;: C — C correspondente a rq

de matriz

¢ a reflexdo I1(z) = —Z no eixo imaginario e a transformagao I;: C — C correspondente
a ry é, de acordo com o Exemplo dada por
cos(¢)Zz + sin
) - S(0)z % sin0)

sin(¢)z — cos(¢)’
Logo a transformacao de Mobius f correspondente a g é
cos(¢)z — sin(¢)
=1Iol = .
f(z) = Lo h(z) sin(¢)z + cos(¢)

EXERCICIO 4.13. Este exercicio diz respeito ao Exemplo(4.12} Calcule f(0) e, notando
que 0 = 7(g(9)) (onde S = (0,0,—1) & o polo sul), mostre que o angulo de rotagao de g
& —26.

Sugestao: Considere a Figura [4.1]

£ (o)

/O |
\ 3C6B
S

FIGURA 4.1. Ex. 413

No caso geral podemos decompor uma rotacao ¢g: S*> — S% como g = 75 o ry, onde
r1 € r9 sao reflexdes em planos que se intersetam no eixo de g. Podemos ainda escolher
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r1 de modo a que o seu plano de reflexao seja vertical, isto é, passe pelo pélo norte N.
Logo, de acordo com o Exemplo , podemos escrever [(z) = —e 29z = f,(Z) para a
transformacao de C correspondente a r1, onde f; é a transformacao de Mobius de matriz

e 0
¢= ( 0 —e_id))

Escreva ainda I»(z) = f2(Z) para a transformagao de C correspondente a 75, onde a matriz
A da transformacao de Mobius fo é como na Proposicao .8 Entdo a transformagao
f: € — C correspondente a g é a transformacao de Md6bius de matriz

- a b et 0 eq —e p
AC = <b —C_L> <0 _€i¢>> o <ei¢b ewa)
que é da forma

(4.2) B= (_O‘B g)

com det(B) = (—1)? = 1. Reciprocamente, dada uma matriz B desta forma, podemos
escolher ¢ de modo a que b = —eS seja real e definir a = e ®a, e vemos que B
corresponde a uma rotacao de S?. Provamos, assim, o seguinte teorema.

TEOREMA 4.14. As rotacoes de S* correspondem através da projecdo estereogrdfica s
transformagoes de Mobius f: C — C da forma

_az+f
J) = —Bz+a
onde |a]? + |8]* = 1. O

Assim, matrizes da forma (4.2)) com det(B) = 1 correspondem a isometrias pares de S?
e sob esta correspondéncia a composta de isometrias corresponde ao produto de matrizes

(Proposicao [L.5).

EXERCICIO 4.15. Prove que uma matriz B da forma (4.2)) com det(B) = 1 corresponde
a transformacao identidade de C se e s6 se B = +£1.

Terminamos esta seccao com duas notas, nao indispensaveis, que interpretam alguns
dos nossos resultados a luz da algebra linear.

NOTA 4.16. Em C? temos o produto interno hermitiano
(43) <(Z17 w1)7 (ZQ, w2)> = 2129 + W1 W2

e uma aplicagao linear C* — C? de matriz A € M,(C) preserva este produto interno se e
sO se

(4.4) A*A =1,

onde A* =! A ¢ a matriz conjugada transposta, ou adjunta, de A (uma matriz com esta
propriedade diz-se hermitiana ou unitdria.) E claro que a matriz identidade ¢ hermitiana,
e que o produto de duas matrizes que preservam o produto interno também o faz.
Também é claro que uma matriz hermitiana é invertivel com inversa hermitiana: com
efeito, AA=1 < A= A*e (A*)" = A

As matrizes hermitianas formam assim um subgrupo do grupo GL(2, C) das matrizes
2 x 2 invertiveis, chamado o grupo unitdrio (em dimensao 2), e designado por U(2). O
subgrupo SU(2) C U(2) das matrizes unitarias A com det(A) = 1 chama-se o grupo
unitdrio especial.

O Teorema diz, na linguagem da teoria de grupos, que a associacao B +— fp
define um homomorfismo de grupos de SU(2) no grupo SO(3) das isometrias pares de S?,
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que é sobrejetivo e cujo nucleo é {#1}. por outras palavras, temos um isomorfismo de

grupos SO(3) = SU(2)/{£I}.

NoTA 4.17. Como se sabe, uma matriz unitaria

= (5 0)

é diagonalizavel. De facto, se det(A) = 1 entao o polindémio carateristico de A é da forma
det(A— X)) =X — (a+a)A+1

que tem coeficientes reais, e logo os valores proprios sao nimeros complexos conjugados
A=¢e? e X\ =e" de modulo 1 (porque |A\|> = A\ = det(4) = 1).

Escreva u = (z,w) para o vetor proprio correspondente ao valor proprio «, entao
a transformagao de Mobius correspondente a A envia [z : w] em [Az @ Aw]| = [z : w].
Por outras palavras, os dois pontos em C cujas coordenadas homogéneas sao dadas pelos
vetores proprios de A correspondem aos dois polos da rotacao de S? definida por A. Além
disso, A pode ser conjugada por uma matriz unitaria para a forma diagonal (e:’ 69i¢)
que sabemos corresponder a uma rotacao por § = 2¢ em torno do eixo dos tt. Assim, o
argumento do valor préprio A de A é metade do angulos da rotacao correspondente de S2.

Exercicios

1. Seja f: C~ {0} — C a aplicacdo f(z) =1/z.
(a) Escreva a expressao da aplicagao correspondente F': R*~ {(0,0)} — R?, (u,v)
(z,y) = F(u,v).
(b) Calcule a matriz jacobiana JF'(u, v) e verifique que representa uma transformacao
de semelhanca de R2.
(c) Sejam «, B: ] — e, e[~ R? curvas diferencidveis com «(0) = B(0)(# 0). Mostre
que o angulo entre /(0) e 5/(0) ¢ igual ao angulo entre (F o)’ (0) e (F o 3)'(0).
2. Seja P = (cos ¢ sin 6, sin ¢sin 6, cos ) € S* \ {N}. Mostre que a imagem de P pela
projecdo estereografica 7: S \ {N} — C é 7(P) = (cot(6/2)cos ¢, cot(6/2)sin ¢).
Sugestao: Note-se que por simetria basta considerar o caso ¢ = 0.

3. Considere a projecio estereografica m: S* \ {N} — C. Seja P € S* \ {N} tal que
|7(P)| = r. Mostre que a distancia esférica do polo sul S a P é d(P,S) = 2arctan(r).

4. Defina-se o grupo unitdrio especial por
SU(2) = {A € GL(2,C) | A"A =1, det(A) = 1},
onde I é a matriz identidade e A* =*A é a matriz transposta conjugada de A.
(a) Seja ((z1,22), (w1, ws)) = 21W; + 22wy 0 produto interno hermitiano usual em C2.
Mostre que a transformacao linear de C? determinada por A € GL(2, C) preserva

este produto interno hermitiano se e s6 se A*A = 1.
(b) Mostre que A € SU(2) se e 86 se A é da forma

A= ( @ [_)) com |a|* + |b]* = 1.
-b a
5. Sejam f1(z), fa(z) as transformagoes de Mobius correspondentes as matrizes Ay, Ay €
GL(2,C). Mostre diretamente que f; o f; é a transformagao de Mobius correspondente &
matriz AsA;.

6. Encontre as transformagoes de Mobius de C correspondentes as seguintes isometrias
da esfera S?:
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(a) rotagao de S* em torno do eixo dos zz por um angulo de 7/4;
(b) rotacao de S? em torno do eixo dos yy por um angulo de 7/4;
(c) rotagao de S? em torno da reta orientada por O com vetor diretor (1,0, 1) por

um angulo de 7.

7. Diga quais das seguintes transformagoes de Mobius correspondem a isometrias da
esfera S?:

z—1 2z — 1
f(Z)=Z+1 f(z):Z—H7
Z—1 z41

f(z)=z+¢ ceC f(z) =Xz, A>0.



CAP{TULO 4

Geometria hiperbdlica

1. Geometria de Lorentz

A forma quadratica de Lorentz. Vamos considerar o espaco R"™! com coordena-
dasﬂ (t,x1,...,2,) € a forma quadrdtica de Lorentz definida por

qr(t, 1, .. ) =~ + 274+ 2.
Esta forma quadratica é associada ao produto escalar de Lorentz
((s,21, .y xpn), (6, Y1, Yn)) = =St +21y1 + - -+ + Tpyn
através da formula
qr(x) = (x,%x) 1,

onde x = (t,1,...,x,) € R Chamamos frequentemente espago de Lorentz ao espago
R™*! com o produto escalar de Lorentz.

NoTA 1.1. A teoria da relatividade especial de Einstein pode ser tratada geometrica-
mente usando geometria de Lorentz. Para isso, usa-se a forma quadratica

q(t,x,y,2) = A+ 2?4y 4 2P

no espago-tempo R* com coordenadas (,z,y,z), onde ¢ > 0 ¢ a velocidade da luz. A
nossa abordagem da geometria de Lorentz corresponde a usar unidades em que ¢ = 1.

NoTA 1.2. O produto escalar de Lorentz pode ser relacionado com o produto escalar
euclidiano da seguinte forma. Se definirmos a matriz

-1 0 ... 0
(11) =10 !
0
0 0 1
entao
(1.2) (x,y)r = (Jxy).
EXEMPLO 1.3. No caso n = 1 temos R? com coordenadas (¢, z) e a forma quadratica
qr(t,z) = —t* + 2%, e no caso n = 3 temos R com coordenadas (¢,z,y) e a forma

quadrética qr(t, z,y) = —t* + 2 + y>.

EXERCICIO 1.4. Prove que o produto escalar de Lorentz é nao degenerada. Por defi-
nigao, isto significa o seguinte: se (v,x); = 0 para o todo o x € R"! entao v = 0.
Sugestao: Calcule (v, e;);, para os vetores da base canonica (ey, ..., e, 1) de R**1.

Analogamente ao caso do produto escalar euclidiano temos as seguintes identidades
de polarizacao para o produto escalar de Lorentz:

(1.3) 2(x,y)r = qu(x+y) = qr(x) — qr(y) = qr(x) + qr(y) — qr(x —y).

IEssencialmente interessam-nos os casos n = 2,3 e o leitor deve visualizar os conceitos e resultados
nestes dois casos.

55
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EXERCICIO 1.5. Prove as identidades (1.3)). Sugestdo: Calcule q;(x+y) e qr(x —y).

DEFINICAO 1.6. Considere R™™! com a forma quadrética de Lorentz. Um vetor x €
R™*! diz-se
e espacial se qr(x) > 0,
e temporal se qr(x < 0), e
e isotropico (ou lumindrio) se qr(x) = 0.

O cone da luz no espaco de Lorentz R"*! ¢ o conjunto dos vetores isotrépicos, C' =
{x € R""! | q1.(x) = 0}, por outras palavras, C' é o cone dado pela equagio
2 2 2
t"=x]+--+a,.
Note-se que um ponto P esti no interior do cone da luz C' se e s6 se o vetor O? é temporal

e P esta no exterior do cone da luz se e s6 se o vetor O? é espacial. Por fim, se um vetor
X é espacial ou isotropico podemos definir a sua norma de Lorentz por

x|L = Var(x).

2 1
\J (.{;e;w\’\)ofﬁo

inkerior

-

Mo

(csrao'a()

FiGuraA 1.1. O cone da luz

Transformacoes de Lorentz. As transformacoes de Lorentz sao as transformagoes
que preservam o produto escalar de Lorentz. Este é o conceito analogo ao conceito de
transformacao ortogonal de R™ com o produto escalar euclidiano. As transformacoes
de Lorentz sao, assim, as simetrias naturais da geometria de Lorentz e os conceitos da
geometria de Lorentz sao aqueles que sao invariantes por transformagoes de Lorentz.

DEFINIGAO 1.7. Uma transformacao linear f: R — R""! diz-se uma transformacao
de Lorentz se

(f(x), f(y))r = (x,y)r Vx,y € R*",

NotA 1.8. A identidade de polarizagao implica o seguinte facto, que as vezes é util:
para mostrar que uma transformacao linear f ¢ uma transformagao de Lorentz basta
verificar que f preserva a forma quadratica de Lorentz, isto é,

qr(f(x)) = qr(x) ¥x € R"*,
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NoTA 1.9. Escreva R"™ =V @ W, onde V = R é o eixo dos tt e W = R" & o hiper-
plano ¢t = 0. Entao a restrigao do produto escalar de Lorentz a W coincide com o produto
escalar euclidiano em R", e a restrigao do produto escalar de Lorentz a V' coincide com o
simétrico do produto escalar euclidiano em R.

EXERCICIO 1.10. Seja f: R™*! — R""! uma transformacao linear que preserva a
decomposicao da Nota , isto é, tal que f(V) C Ve f(W) C W. Mostre que f é uma
transformacao de Lorentz se e so se a sua restricao a W é uma transformagao ortogonal
e a sua restricao a V é +1d.

EXEMPLO 1.11. Seja f: R®> — R3 uma rotacao em torno do eixos dos tt ou uma
reflexao num plano que contém o eixo dos tt. Entao, pelo Ex.[1.10} f é uma transformagao
de Lorentz.

Podemos usar a Nota[[.2] para caracterizar as matrizes das transformagoes de Lorentz,
COmo se segue.

PROPOSICAO 1.12. Seja f: R"™ — R wma transformacao linear de matriz A.
Entao f € uma transformacao de Lorentz se e so se a matriz satisfaz

PAJA =T
onde J é a matriz (1.1)).

DEMONSTRAGAO. A matriz A representa uma transformagao de Lorentz se e s6 se

(Ax, Ay)r = (x,¥)1
para todos os x e y em R"*!. Usando a representacao do produto escalar de Lorentz
esta condigao é equivalente a

(JAx, Ay) = (Jx,y),
ou seja,

({AJAX,y) = (Jx,y)
para todos os x e y em R"*!. A conclusao desejada segue desta condicao, lembrando que
a entrada (7, ) de qualquer matriz B pode ser obtida como b;; = (Be;, €;). O

Uma matriz de Lorentz é uma matriz que satisfaz a condi¢do da Proposicao [I.12

EXEMPLO 1.13. Consideramos o caso do plano de Lorentz. Pela Proposicao [1.12

vemos que uma matriz A = (¢ %) ¢ uma matriz de Lorentz se e s6 se

(1.4) PAJA =T
onde J = ('Y). Temos que
" _fa e\ (-1 0\ [a b\ [—a*+c* —ab+cd
AJA_(b d>(0 1) <c d>_(—ab+ds b2 4
e logo a condigao ([1.4)) é equivalente as trés condigoes
ad—*=1, &F-V=1 e ab=cd.

Vemos dai que necessariamente (b,d) = +(c,a) e, assim, as matrizes de Lorentz em

dimensao 2 sao da forma
a b @ —b coma’—b =1 abeR.
b a b —a
escrevendo (a,b) = £(cosh(s),sinh(s)) para s € R vemos que as matrizes em cima pode
ser escritas

(1.5) n (COShS Sinhs) - (coshs —sinhs)

sinhs coshs sinhs —coshs
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Terminamos esta seccao com a introdugao de mais alguns conceitos relacionados com
as transformagcoes de Lorentz. Vamos designar o grupo de Lorentz (de R"™!) das matrizes
de Lorentz por

O(1,n) ={A e M,(R) | "AJA = J}.
Note-se que uma transformacao de Lorentz preserva o cone da luz C' (porqué?). Por outro
lado, o interior de C:

{<t7x1?"'>wn)IQL<X>:_t2+x%+"'+xi<O}

tem duas componentes, correspondentes a t > 0 e t < 0, respetivamente. O subgrupo das
transformacoes de Lorentz que preservam cada uma destas duas componentes corresponde
as matrizes de Lorentz A = (a;;) cuja primeira entrada ag satisfaz agy > 0 e é designada
por O*(1,n). Notamos que (t,z1,...,2,) — (—t,z1,...,2,) é uma transformacao de
Lorentz que troca as duas componentes do interior de C' e que qualquer transformagao de
Lorentz pode ser escrita como a composta desta com uma transformagao de Lorentz em
O™ (1,n). Observamos por fim que a condi¢ao ‘AJA = J implica que det(A) = +1 para
uma matriz de Lorentz A. O subgrupo de O(1,n) das matrizes A com det(A) = 1 chama-
se o grupo especial de Lorentz e é designado por SO(1,n). Também temos o subgrupo
SO*(1,n) € SO(1,n) das matrizes de Lorentz de determinante 1 que preservam cada uma
das componentes do interior do cone da luz.

EXEMPLO. O grupo OT(1,1) é constituido pelas matrizes da forma

<Z 2) <Z :Z) com a® — b =1,

onde a > 0 e b € R. O subgrupo SO*(1,1) € OT(1,1) é constituido pelas matrizes do
primeiro tipo.

EXERCICIO. Mostre que a aplicacao

coshs sinhs
s Als) = (sinhs cosh 3)

define um isomorfismo de grupos (R, +,0) =N SO™(1,1), isto &, que
A(0)=1 e A(s+1t)=A(s)A(t) Vs,t € R.

Complementos ortogonais de Lorentz. No espago R"” com o produto escalar eu-
clidiano qualquer vetor v nao nulo define um hiper-plano ortogonal por O. Em geometria
de Lorentz, dado um vetor v € R"*! definimos o seu complemento ortogonal de Lorentz
como

(V)T ={x e R"" | (v,x), = 0}.

EXERCiCIO 1.14. Seja v = (1,0,...,0) € R*™". Mostre que (v)£ é o sub-espaco de
R™"! isomorfo a R™ constituido por vetores da forma (0, zy, ..., z,).

EXERCICIO 1.15. Suponha que v # 0. Mostre que (v)*2 C R"*! é um sub-espaco
vetorial de dimensao n.
Sugestio: Considere a aplicagao linear R"™! — R definida por a(x) = (v,x)[.

EXEMPLO 1.16. Considere o caso n = 1, isto é, o plano de Lorentz R? com o produto
escalar de Lorentz ((s, ), (t,y)), = —st + zy. Seja v = (a,b) € R? um vetor nao nulo.
Entdo o complemento ortogonal de Lorentz (v)* C R? de v é constituido pelos vetores
x = (t,z) tais que

(v,x)p =0 < —at+br=0 <= (t,z) = A(b,a) para algum \ € R.
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Assim, em termos da geometria euclidiana de R?, o complemento ortogonal de Lorentz
de v é a reflexao da reta por O na dire¢ao de v na reta x = y. Concluimos que:

(1) se v ¢ espacial, entao (v)t (exceto 0) estd contido no interior do cone da luz;

(2) se v é temporal, entdao (v)t (exceto 0) esta contido no exterior do cone da luz;

(3) se v é isotropico, entdo (v)1L é a reta por O na diregdo de v e esta assim contido
no cone da luz.

NoOTA 1.17. Mais geralmente, para qualquer sub-espaco vetorial V' C R"*! podemos
definir

Vit ={x e R"™ | (v,x), =0Vv € V}.

EXERcicIO 1.18. Seja V' C R™™ um sub-espaco vetorial de dimensao k.

(a) Mostre que V12 € R*! & um sub-espaco vetorial de dimensao (n + 1) — k.
(b) Mostre que (V+2)te =V,

LEMA 1.19. Seja v € R™"™ um vetor. Entdao sdao vdlidas as sequintes afirmagcoes.

(1) Se v € temporal entdao existe uma transformagao de Lorentz f: R"™ — R ¢q]
que f(v) estd contido no eizo dos tt.

(2) Se v € espacial entao existe uma transformacgao de Lorentz f: R"™ — R tal
que f(v) =(0,b,0,...,0) estd contido no eixo dos xyx;.

(3) Se v € isotrdpico entio existe uma transformacao de Lorentz f: R™™ — R
tal que f(v) estd contido no cone da luz t = +x1 no plano tOx;.

DEMONSTRAGAO. De acordo com o Ex. [I.10] podemos usar uma transformagao orto-
gonal de R" = {t = 0} C R*™! para levar v num vetor contido no plano tOz, ou seja, da
forma (a,b,0,...,0). Podemos agora aplicar transformagoes de Lorentz nas coordenadas
(t,z) e deixar as restantes coordenadas invariantes. Vemos, assim, que basta considerar
o caso n = 1 e podemos escrever v = (a,b). Entdo v é um vetor isotropico se e s6 se
a’ = b?, isto é, se a = £b o que prova (3).

Se v é um vetor espacial podemos escrever v = A(a,b), onde qr(a,b) = —a®> +1*> =1
e A =4/qr(v) > 0. Considere a matriz de Lorentz (Exemplo

A:(z g).

A matriz A leva e; = (0,1) em (a,b) = v e logo a matriz de Lorentz A~! leva v = \(a, b)
em e, o que prova (2).

Por fim, se v é um vetor temporal podemos escrever v.= \(a,b), onde q;(a,b) =
—a*+bv=-1e\=+/—qr(v) >0, e considerar a matriz de Lorentz

A:(;; g).

A matriz A leva eg = (1,0) em (a,b) e logo a matriz de Lorentz A~ leva v = \(a,b) em
Aep, o que prova (1). O

Not1A 1.20. Podemos compor as transformagoes de Lorentz do Lema [1.19| com a
transformagao de Lorentz (¢, x1,...,z,) — (—t,z1,...,z,) que troca as duas componentes
do interior do cone da luz. Assim podemos sempre escolher f de modo a que f preserve
estas duas componentes. Note-se também que no Caso (3) podemos garantir que f(v)
estéd contido na reta t = x; no plano tOx; compondo com a transformacao de Lorentz
(t,x1,...,xn) = (t,—21,...,2,).
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Em geometria euclidiana em R™ o complemento ortogonal de um vetor nao nulo é
um hiper-plano por O e, com a restricao do produto interno euclidiano, é um espaco
euclidiano de dimensao n — 1. Em geometria de Lorentz a situacao ¢ diferente, conforme
o tipo do vetor v. As transformacoes de Lorentz que agora temos & nossa disposi¢cao sao
suficientes para compreendermos melhor os tipos de hiper-planos possiveis.

Seja v € R*""! um vetor nao nulo e seja II, = (v)*t C R"*! o seu complemento
ortogonal de Lorentz com a restricao do produto escalar de Lorentz de R"*!. Podemos
identificar trés casos basicos:

1) Se v é o vetor temporal ey, entao II, é o hiper-plano {t = 0} =2 R C R™t! com
(1) P 0s v per-p

coordenadas (z1,...,x,) e o produto interno euclidiano.

(2) Se v ¢é o vetor espacial e,, entao II, é o hiper-plano {x, = 0} = R" C R""! com
coordenadas (t,z1,...,x,_1) e o produto escalar de Lorentz.

(3) Se v & o vetor isotropico ey + e,, entao II, ¢ o hiper-plano {—t + z,, = 0} =
R" C R™! e, usando coordenadas (u,z1,...,r,) em II, relativamente a base
(v,e1,...,6,), a restricao do produto escalar de Lorentz corresponde a forma
quadratica degenerada q(u,z1,...,z,) =3 + -+ + 22,

A seguinte proposicao diz que em geral, conforme o tipo de v, o hiper-plano II, é
equivalente a um destes casos através de uma transformacao de Lorentz.

PROPOSIGAO 1.21. Seja v € R"™ 1 um vetor nao nulo e seja 1, = (v)* C R*"1 o
seu complemento ortogonal de Lorentz com a restricao do produto escalar de Lorentz de
R™L. Entao as sequintes afirmacoes verificam-se.

(1) Sev é temporal entio existe uma transformagao de Lorentz de R™ que identifica
I, com o hiper-plano {t = 0} = R™ C R"™! com coordenadas (x1,...,7,) € 0
produto interno euclidiano. Neste caso Il diz-se um hiper-plano euclidiano.

(2) Se v € espacial entio existe uma transformagdo de Lorentz de R™™! que identifica
I, com o hiper-plano {x, = 0} = R" C R"" com coordenadas (t,z1,...,Tn 1)
e o produto escalar de Lorentz. Neste caso 1l diz-se um hiper-plano de Lorentz.

(3) Se v € isotropico entdo existe uma transformacio de Lorentz de R™™ que iden-
tifica TI, com o hiper-plano {t + z, = 0} X R" C R"™! com a forma quadrdtica
degenerada q(u,xy,...,x,) = 22+ -+ 22 em coordenadas (u,x1,...,x,) relati-
vamente a base (eg + e, €1, ..., €5).

DEMONSTRAGAO. Notamos que se f é uma transformagao de Lorentz, entao
(fV), fx) =0 = (v;x), =0
e logo f({v)1r) = (f(v))tt. A conclusdo ¢ agora imediata pelo Lema O

O produto vetorial em geometria de Lorentz. Na geometria euclidiana de R",
dados dois vetores v e w, o seu produto vetorial é ortogonal ao plano gerado por v
e w e dé-nos, entre outras coisas, uma forma facil de escrever a equagao deste plano.
Pretendemos fazer uma construcao analoga em geometria de Lorentz.

EXERCICIO 1.22. Seja o: R""! — R uma forma linear. Prove que existe um e um so
vetor v € R™" tal que a(x) = (v,x) para todo o x € R"*L.
Sugestao: Escreva a(x) = agt + a121 + - -+ + apx, para x = (t,x1,...,2,).

Para vetores vy, va, vz € R? escrevemos det(vy, vo, v3) para o determinante da matriz
de colunas (ou linhas) vi,vy e v3, e recordamos que v; — det(vy, vy, v3) é uma forma
linear em R? para i =1,2,3. A luz do Ex. a seguinte definicao faz sentido.
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DEFINICAO 1.23. Sejam v e w vetores em R3. O produto vetorial de Lorentz de v
com w é o vetor v X, w € R3 tal que

(1.6) (v x;w,x)p = det(v,w,x) Vx € R*.

Deixamos como exercicio provar que o produto vetorial de Lorentz tem propriedades
semelhantes ao produto vetorial euclidiano. Em particular:

e v X; W ¢ linear em cada um dos fatores.

VX, W=—W X[ V.

v X, w=0seesb6sevew sao linearmente dependentes.
(vxpw,v), = (vx,w,v),=0.

Escreva v = (v, v1,v2) ¢ W = (wp, w1, wy). Podemos obter uma formula para v X w
fazendo x = ¢;, 1 = 0,1,2 em (|1.6)):

U1 U2
wy W

Vo
1
Wo Wa

Vg V1
2 Wy Wy

V X[ W= —¢

E conveniente representar esta formula pela expressao formal
—€ €1 €2
V X, W =11 V1 Vg
Wy W1 W2
Por fim notamos que o produto vetorial de Lorentz esta relacionado com o produto vetorial
euclidiano da seguinte forma:
VXL W=p(VXWwW)
onde p ¢é reflexdo no plano {t = 0}.
PROPOSIGAO 1.24. Sejam 11, = (v)*L eIl = (W)L planos distintos que passam por

O em R? (com o produto escalar de Lorentz). Entao a interse¢io I, N1y, € a reta por O
na direcao de v X W

DEMONSTRACAO. Imediata das definigoes e das propriedades de v X w. 0]

Reflexoes de Lorentz. Queremos introduzir um conceito apropriado de reflexao de
Lorentz no hiper-plano (v)1Z para um vetor espacial v € R""! que podemos supor
unitario no sentido de Lorentz: qz(v) = 1. Para isso definimos a componente de x € R"*!
ao longo de v por

x' = (x,v)pv

e notamos que

(x—x',v)p=(x—(x,v)v,v) = (x,v) — (x,V)(v,V) =0,
onde usamos (v,v); = qp(v) = 1. Assim,
(1.7) X'=x—-x'=x—-(x,v)v
estd em (v)1Z e podemos escrever

R + <!
com x' € (v) e X" € (v)tr. Além disso, como (v) e (V)L sdo sub-espagos vetoriais
complementares, esta escrita é tnica. Chamamos a X" a projecao ortogonal de Lorentz de

x em (v)1zr,
Podemos agora definir a reflezio de Lorentz em (v)L por
(1.8) p(x) =x —2x' = x — 2(x,v) v

para um vetor espacial v com ¢ (v) = 1.
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NoOTA 1.25. Se v é temporal, podemos supor que g1, (v) = —1 e definimos a componente
de x € R*™! ao longo de v por

x' = —(x,v)pVv.
os argumentos procedem entao da mesma forma como no caso de v ser espacial: temos
que
X — X/ + X//

onde x’ € (v) e 2" =x + (x,v)v € (V)L ¢ a reflexao de Lorentz em (v)*r ¢

(1.9) p(x) =x —2x' =x+ 2(x,v) v

PROPOSICAO 1.26. Seja v € R™! um vetor espaciando isotropico. Entdao a reflexdo
de Lorentz p: R" — R""! definida em (1.8) ou (1.9) € uma transformagao de Lorentz
que fiza o hiper-plano (V)% ponto a ponto e troca os seus dois lados.

DEMONSTRAGAO. E claro que p(x) = x se e 56 se x € (v)*£, e p troca os dois lados
de (v)*£ porque o ponto médio de x e p(x) ¢ 3(x + (x — 2x')) = x —x’ = X" que estd em
(v)1z. Por fim, notando que

p(x)=x—2x' =x" — X/,
vemos que
ar(p(x)) = (x" = x' X" =X) = 1 (x') + o (x") = (x" + %', x" +X) = q1(x),
pelo que p é uma transformacao de Lorentz. 0

NoOTA 1.27. Tratamos aqui apenas o caso de projecao e reflexao de Lorentz num hiper-
plano por O € R™*! por ser este o inico caso que vamos usar. No entanto, os argumentos
podem ser facilmente adaptados a um hiper-plano por qualquer x, € R**! fixo, de forma
analoga ao que fizemos no caso euclidiano na Secgao [6] do Capitulo [l Note-se que, em
geral, a reflexao de Lorentz assim obtida seré a composta de uma transformagao de Lorentz
(que ¢é linear, por defini¢do) e uma translacao.

Bases de Lorentz e mudancgas de coordenadas. As bases ortonormadas sao as
bases adaptadas a geometria de R™ com o produto interno euclidiano. O conceito corres-
pondente em geometria de Lorentz é o seguinte.

DEFINIGAO 1.28. Uma base (uy, ..., u,) de R""! ¢ uma base de Lorentz se
(ug,up)p = —1, (w,w)r=1,1=1,...,n, e (w,u;)=0,17#j.
Por exemplo, a base canoénica (eg, ..., e,) ¢ uma base de Lorentz de R"™!,

EXEMPLO 1.29. Considere o plano de Lorentz R? e seja ug = (a, b) um vetor temporal
com qr(ug) = —a® + b* = —1. Entao o vetor u; = (b,a) satisfaz qz(u;) = —b* +a*=1e
{(ug,u;)r = —ab + ba = 0. Logo (ug,u;) é uma base de Lorentz de R

A demonstracao da seguinte proposicao importante é praticamente imediata das defi-
nigoes e deve ser efetuada pelo leitor como exercicio.

PROPOSIGAO 1.30. Seja f: R™ — R uma transformagao linear e seja (uy, . . . ,u,)
uma base de Lorentz. Entao (f(uwg),..., f(w,)) € uma base Lorentz se e sé se f € uma
transformacao de Lorentz. 0
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Comprimento de arco em geometria de Lorentz. Consideramos uma curva di-
ferenciavel a: [a, b] — R™*! tal que qr(o/(s)) > 0 para todo o s € [a,b]. Em analogia com
a geometria euclidiana definimos o comprimento de arco de Lorentzﬂ de o por

ZL(a):/ Vaqr(a/(s)) ds.

EXERcICIO 1.31. Seja f(u) = a(g(u)) uma reparametrizao de a, onde g: [¢,d] — [a, b]
¢ diferenciavel com g(c) = a, g(d) =b e ¢’'(u) = 0. Mostre que I(8) = ().

EXERCICIO 1.32. Calcule o comprimento de arco Lorentz da curva a: [a,b] — R?
definida por
a(s) = (cosh(s), sinh(s)).
Note-se que o traco de « esta contido no ramo superior da hipérbole de equacao t2—z? = 1.

Explique porqué é razoavel afirmar que a curva a(s) é analoga, em geometria de Lorentz,
a curva [3(s) = (cos s, sin s) em geometria euclidiana.

At

(COSWQ, mh (%)

r\'V\'\eV\“'D

=S
d arco 4 Lovrts

Cow

FIGURA 1.2. Parametrizacio do ramo superior da hipérbole t? — 22 = 1

O tdltimo resultado desta seccao diz que transformagoes de Lorentz preservam o com-
primento de arco de Lorentz. Assim, este conceito é um conceito da geometria de Lorentz.

PROPOSIGAO 1.33. Seja a: [a,b] — R™ tal que qr(c/(s)) = 0 para todo o s € [a,b),
seja f: R™™ — R uma transformagao de Lorentz e defina 3(s) = f(a(s)). Entao

1L(B) = l(a).

DEMONSTRACAO. Sendo a aplicacao f uma transformacao linear, ela é a sua propria
derivada. Logo

B'(s) = (foa)(s) = dfags)(/(s)) = f(a/(s)).
Como f é uma transformacao de Lorentz temos entao que
ar(B'(s)) = ar(f(d/(s))) = qr(d/(s)),

donde o resultado é imediato. O

2Em relatividade especial o comprimento de arco de Lorentz de uma tal curva corresponde a chamada
comprimento proprio da curva.
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2. Geometria hiperbélica: o modelo do hiperboloide

A ideia da nossa abordagem da geometria hiperboélica é proceder em analogia com a
geometria esférica, mas usando o produto escalar de Lorentz em R"*! em vez do produto
interno euclidiano.

DEFINICAO 2.1. O modelo do hiperboloide do plano hiperbélico é
HQ = {(t,x,y) € RS | QL(tvxay) = _17 t > O}

Por outras palavras, H? é a folha superior do hiperboloide de duas folhas definido pela
equacao t? = 1+ 22 + 3%

NoTA 2.2. A cada ponto P € H? podemos fazer corresponder a reta por O na direcao

de OP, que é um vetor temporal. Reciprocamente, uma reta por O interseta H? se e s6
se a sua direcao é temporal e nesse caso o ponto de intersecao é tnico.

EXERCICIO 2.3. Seja v € R3 um vetor nao nulo. Mostre que II, = (v)1¢ interseta H>
(numa hipérbole) se e s6 se v é espacial, isto é, se e s6 se II, ¢ um plano de Lorentz.
Sugestao: Utilize a Proposigao para reduzir a um dos trés casos basicos.

DEFINICAO 2.4. Uma hipérbole mdzima ¢ a intersecao | = H2N1I, onde II C R? é um
plano de Lorentz por O.

PROPOSICAO 2.5. Sejam P e QQ em H? pontos distintos. Entdo passa uma tinica
hipérbole mdzxima por P e Q.

DEMONSTRAGAO. A hipérbole méxima por P e () é necessariamente a intersecao do
plano (de Lorentz) por O, P e Q com H?. O

O nosso préximo objetivo é definir uma funcao distancia em H2.

DEFINIGAO 2.6. Sejam P e Q pontos de H%. A distancia hiperbdlica d(P, Q) entre P
e () é o comprimento de arco de Lorentz do segmento de hipérbole maxima que une P a

0.

Se necessario, distinguimos a distancia hiperbolica de outras funcoes distancia usando

a notagao dyz2 (P, Q) = d(P, Q).

PROPOSIGAO 2.7. Seja f: R3 — R® uma transformagao de Lorentz em OT(1,2).
Entao f(H?*) = H>.

DEMONSTRAGAO. Uma transformacao de Lorentz preserva o hiperboloide de duas
folhas definido por ¢ (¢, z,y) = —1. Logo o resultado é imediato da definigao de O7(1,2)
como o grupo das transformacoes de Lorentz que preservam as duas componentes do
interior do cone da luz. 0

Sabemos ja (da Proposigao que as transformagoes de Lorentz preservam compri-
mento de arco de Lorentz e logo concluimos da Proposicao anterior que as transformacoes
de Lorentz em O7(1,2) preservam a distancia hiperbolica. Por outras palavras, temos o
seguinte resultado.

PROPOSIGAO 2.8. Seja f uma transformagao de Lorentz em O%(1,2). Entdo a res-
tricdo de f a H? ¢ uma isometria. 0

Dados P e () arbitrarios podemos usar a Proposicao [1.21] para encontrar uma trans-
formacao de Lorentz f que leva a hipérbole maxima por [ por P e () na hipérbole méxima
H2N{y = 0}. Além disso, de acordo com o Ex. podemos parametrizar esta hipér-
bole por (cosh(s),sinh(s),0), onde s é o comprimento de arco de Lorentz. Temos entao,
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pela Proposicao [1.33 uma parametrizacao f~' o a: R — [ pelo comprimento de arco de
Lorentz. Por outras palavras, a hipérbole maxima [ em H? (com a distancia hiperbélica)
¢ isométrica a R. Logo temos que quaisquer duas parametrizacoes de [ pelo comprimento
de arco de Lorentz diferem por pré-composicao com uma isometria R — R. Faz, assim,
sentido dizer que um ponto de [ estd entre dois outros pontos dados e falar em segmentos
de hipérboles méaximas.

Para calcular a distancia hiperbolica d(P, Q) comeg¢amos por considerar o caso em que
P e @ estdo contidos na hipérbole maxima H? N {y = 0}, isto é, a hipérbole t* — 22 = 1
no plano tOz. Escrevendo P = (cosh(s;),sinh(s;),0) e @ = (cosh(sg),sinh(s2),0) temos
que a distancia hiperbolica entre P e @ é |sy — s1]. Observamos agora que

O? Oﬁ )1, = cosh(sz) cosh(s;) — sinh(s,) sinh(s)
h(52) cosh(—s;) + sinh(sy) sinh(—s;)
(
sh(

osh S9 —81)

d(P,Q)),

onde usamos que cosh é par, pelo que cosh(sy — s1) = cosh(s; — s2). A importancia desta

observacao é que —(OP,0Q) é invariante por transformagoes de Lorentz. Logo temos
o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 2.9. Sejam P e QQ pontos de H?. A distdancia hiperbolica entre P e Q ¢

d(P,Q) = cosh‘%—(ﬁ, @)L)

Nota 2.10. A férmula da Proposi¢ao deve ser comparada com a formula em

geometria esférica
d(P, Q) = cos™ O? Oﬁ
para P, € S°.

EXERCIcIO 2.11. Mostre que a distancia hiperbolica satisfaz:

(1) d(P,Q) = d(Q, P);
(2) d(P,Q) >20ed(P,Q)=0secesose P=Q.

Para verificar que H? com a distancia hiperbélica é um espaco métrico falta provar a
desigualdade triangular. Podemos usar um argumento semelhante ao usado para provar
a desigualdade triangular em geometria esférica.

PROPOSICAO 2.12. Sejam P, Q e R pontos em H?. Entdo
d(Q,R) <d(Q,P)+d(P,R)
com igualdade se e so se P estd no segmento de hipérbole mdrima que une Q) a R.
DEMONSTRACAO. Basta considerar o caso em P, () e R sao distintos. Escreva
=d(Q,R), p=d(PQ), e y=d(PR).

As transformacoes de Lorentz que temos & nossa disposicao fornecem isometrias de H?
que permitem supor que

P =(1,0,0)
@ = (cosh 3, sinh 3, 0)
R = (cosh~, cos asinh 7, sin a sinh ),

onde a € [0,27] é o angulo entre as projegoes de J@ e ﬁ no plano xQOy, conforme
indicado na Figura [2.1. Temos entao
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1R = (cosh ¥, coxaginld, Bivo e ¥)

¢

= ¢

F1GURA 2.1. A desigualdade triangular hiperboélica

(2.1) cosha = —(@, @)L = cosh § coshy — sinh fsinh vy cosa
que podemos comparar com a férmula
cosh(8 + ) = cosh 3 coshy + sinh §sinh .
Como 8> 0e vy >0 temos sinh 5 > 0 e sinhy > 0 e logo vemos que
cosh a < cosh(B +7)

com igualdade se e 86 se cosa = —1 <= a = w. Dai obtemos o resultado desejado,
lembrando que cosh ¢ uma fungao estritamente crescente em [0, col. O

Pela desigualdade triangular, o segmento de hipérbole méxima que une dois pontos em
H? ¢ o caminhoﬁ mais curto entre os dois pontos. Este facto justifica a seguinte definigao.

DEFINIGAO 2.13. Uma reta hiperbélica em H? é o mesmo que uma hipérbole maxima.

Pela Proposicao temos que passa uma unica reta hiperbodlica por dois pontos
distintos P e Q em H2. Note-se também que dada uma reta hiperbolica [, existe uma
isometria

a: R —1

e qualquer outra isometria R — [ é da forma a o f, onde f é uma isometria de R.

DEFINIGAO 2.14. Duas retas hiperbolicas | e m dizem-se paralelas se | = m ou se [ e
m sao disjuntas. Escrevemos [ || m para indicar que [ e m s@o paralelas.

Chegamos ao ponto de estar em condigoes de enunciar a diferenga principal entre a
geometria euclidiana e a geometria hiperbolica:

PROPOSIGAO 2.15. Dados uma reta hiperbolica | C H? e um ponto P € H? que nao
estd em [ existem duas retas distintas por P que sao paralelas a .

3Nao vamos indicar com precisao todos os tipos de caminhos a incluir na comparagdo, mas certamente
os caminhos formados por arcos de hipérbole méxima estao incluidos.



3. GEOMETRIA HIPERBOLICA BASICA 67

DEMONSTRACAO. Escreva [ = II N H?2, onde II é um plano que passa por O. Uma
reta hiperbolica por P € H? ¢ da forma m = II' N ‘H? onde II' ¢ um plano que passa por
O e P, e l e m intersetam-se se s6 se a reta IINTI esta no interior do cone da luz. E claro
que existe mais que um plano II' por O e P tal que a reta II N II' ndo esta no interior do
cone da luz, o que demostra o pretendido. 0

Uma versao moderna do Quinto Postulado de Euclides ¢é a seguinte:

Dados uma reta [ e um ponto P que nao esta em [ existe uma tnica reta
por P que é paralela a [.

Note-se que a Proposi¢ao afirma que em H? se verifica a negacao desta propri-
edade! Nao ¢ dificil confirmar que no plano hiperbélico H? se verificam os restantes
postulados de Euclides. Portanto, é impossivel provar o Quinto Postulado a partir dos
restantes.

NoTA 2.16. Com a notacao da prova da proposi¢ao anterior, note-se que existem dois
planos IT" por O e P tais que II N II" est4 no cone da luz. As duas retas hiperbolicas
correspondentes II' N H? correspondem as posicoes limite de retas paralelas a [ por P
(com ITNII" no exterior do cone da luz).

DEFINIGAO 2.17. Retas paralelas [ = IINH? e m = [I'NH? tais que IINII est4 contido
no cone da luz chamam-se paralelas limite. Retas paralelas | = IINH? e m = II' N H?
tais que ITNII" est4 no exterior do cone da luz chamam-se ultra-paralelas.

PROPOSICAO 2.18. Retas hiperbdlicas | e m sao ultra-paralelas se e so se tém uma
perpendicular comum.

DEMONSTRAGAO. Usamos a notagao da Definigao [2.17 Se [ e m sao ultra-paralelas
podemos, depois de aplicar uma transformacao de Lorentz apropriada, supor que a reta
espacial IINTI’ é o eixo dos zz, e neste caso é claro que a reta hiperbolica {z = 0} é uma
perpendicular comum a [ e m. O reciproco prova-se usando um argumento semelhante. [

3. Geometria hiperbdlica basica

Nesta secgao desenvolvemos alguns conceitos e resultados béasicos da geometria hiper-
bolica seguindo ideias semelhantes as aplicadas em geometria euclidiana.

Reflexoes. Seja I = (v)£ um plano por O no espago de Lorentz R3, onde v é um
vetor espacial e logo [ = H? N1 é uma reta hiperbdlica. Como II contém pontos no
interior do cone da luz, vemos que a reflexao de Lorentz p: R* — R? definida em
preserva as duas componentes do interior do cone da luz. Portanto, p preserva H? e logo
a sua restricao a H? define uma isometria

o H: — H2.
Das propriedades das reflexoes de Lorentz é imediato que a isometria p; tem as seguintes

propriedades:

(1) p fixa a reta hiperbélica ponto a ponto.
(2) pr troca os dois lados de [ em H2.
(3) pi tem ordem dois: p; o p; = Idype.

A luz destas propriedades justifica-se chamar reflexdo hiperbélica na reta hiperbolica 1 A
isometria p;.
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Retas perpendiculares e mediatrizes. Podemos agora introduzir uma série de
conceitos geométricos, analogos a conceitos da geometria euclidiana. Por exemplo, duas
retas hiperbolicas distintas [ e m que se intersetam dizem-se perpendiculares, escrito ! L m,
se pi(m) = m, e o pé da perpendicular pelo ponto P a reta | é o ponto de interse¢ao de [
com a reta por P e pi(P).

EXERCicIO 3.1. Suponha que [ = II, N H? e m = I, N H?, onde I, = (v)'f e
I, = (w)LL. Mostre que [ L m se e s6 se (v,w) = 0.

PROPOSICAO 3.2. Por cada ponto P numa reta hiperbdlica | passa uma e uma S0
perpendicular a .

DEMONSTRAGAO. Escreva [ = II, N H2, onde II, = (v)1t. Dado P € [, seja II' o
plano por O e P que contém v. Entao o Ex. mostra que m = II' N H? é uma reta
perpendicular a [ que passa por P e que é tnica. O

DEFINICAO 3.3. A mediatriz de dois pontos distintos P e P’ em H? é
med(P, P') = {Q € H* | d(P,Q) = d(P',Q)}.
PROPOSIGAO 3.4. A mediatriz med(P, P') C H? é uma reta hiperbdlica.
DEMONSTRAGAO. Seja [ a perpendicular a reta PP’ que passa pelo ponto médio
do segmento que une P a P’. Entao reflexao em [ troca P e P’ e concluimos que

[ € med(P, P'). A inclusdo contraria med(P, P") C [ é consequéncia da desigualdade
triangular estrita. O

Usando argumentos formalmente idénticos aos usados no caso da geometria euclidiana
temos os seguintes resultados.

PROPOSICAO 3.5. Sejam Py, P, e P, pontos nao colineares em H? e sejam Q e Q'
pontos tais que

d(PHQ) :d(Pz?Ql)? 1=0,1,2.
Entao P = P'. O
PROPOSIGAO 3.6. Sejam Py, P, e P, pontos nao colineares em H? e sejam f,g: H*> —
H? isometrias tais que f(P;) = g(P;) parai=0,1,2. Entio f = g.

4. Plano tangente e dngulos em geometria hiperbdlica

Tal como em geometria esférica, o conceito apropriado de angulo em geometria hiper-
bolica diz respeito ao angulo entre vetores tangentes a H?2.

DEFINIGAO 4.1. O plano tangente a H? em P € H? ¢ o plano TpH? por P que é
ortogonal de Lorentz ao vetor OP:

TpH? = {P+v eR® | (v,0P), =0} = P+ (OP)*r.

O plano afim TpH? tem um ponto distinguido P, e vamos dar a TpH? a estrutura
de espago vectorial correspondente, em que P corresponde ao vetor nulo. Por outras
palavras, temos uma identificacao canénica TpH? — (OP)*t dada por Q — PQ com
inversa v — P + v. Dizemos que um vetor (OP)*- ¢ um vetor tangente a H? em P.

EXERCICIO 4.2. Mostre que o plano tangente TpH? ¢é idéntico ao plano tangente &
superficie de nivel f(t,x,y) = t*> —2?> —y?> = 1 em P definido da forma usual.

NoOTA 4.3. Os vetores tangentes a H? em P sao espaciais, uma vez que W) é temporal.

Por outras palavras, a restricao do produto escalar de Lorentz a TpH? = (OP)*r é um
produto escalar euclidiano.
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EXERCICIO 4.4. Seja a: [ — H? C R® uma curva diferenciavel tal que a(ty) = P.
Mostre que o/(ty) é um vetor tangente a H? em P.

Para a seguinte defini¢do, recordamos que escrevemos |v|, = 1/qr(v) para a norma
de Lorentz um vetor espacial v.

DEFINIGAO 4.5. Sejam v e w vetores tangentes ndo nulos a H? em P. O dngulo
hiperbdlico entre v e w é o angulo 6 € [0, 7] definida por

(v,w)[,

cosf = .
[v|LIw|L

NoOTA 4.6. Para definir o angulo no intervalo [0, 27| é necessério escolher uma orien-
tacao no plano tangente TpH?2.

EXEMPLO 4.7. No caso P = (1,0,0), o plano tangente TpH? ¢ o plano horizontal
{t = 1} e a restricdo do produto escalar de Lorentz coincide com o produto escalar
euclidiano. Portanto, neste caso (e s6 neste), o angulo hiperbolico entre dois vetores
tangentes coincide com o angulo euclidiano.

Podemos definir o conceito de triangulo hiperboélico APQR C H? da forma 6bvia.
Em particular, os dngulos internos de APQR sao definidos da forma natural, & custa
do angulo entre vetores tangentes. A identidade pode agora ser interpretada da
seguinte forma.

TEOREMA 4.8 (Lei dos co-senos hiperbolica). Seja AABC um tridngulo hiperbolico
com dngulos internos a, b e ¢ e comprimentos dos lados opostos o, B ey, respetivamente.
Entao

cosh o = cosh [ cosh v — sinh 3 sinh v cos a.
O

COROLARIO 4.9 (Teorema de Pitagoras hiperbolico). Num tridngulo hiperbdlico reto
com hipotenusa « e catetas B e v tem-se

cosh o = cosh [ cosh 7.

Temos ainda uma segunda identidade fundamental da trigonometria hiperbdlica.

TEOREMA 4.10 (Lei dos senos hiperbolica). Seja AABC um tridngulo hiperbélico
com dngulos internos a, b e ¢ e comprimentos dos lados opostos a, B e vy, respetivamente.

Entao
sin a sin b sin ¢

sinhaw  sinh g - sinh~y’
DEMONSTRAGAO. Usando coordenadas como na demonstragao da Proposicio [2.12]
calculamos

1 0 0
det(O_}%, @, O_}>%) = |cosh 3 sinh 3 0 = sin asinh 3 sinh 7.

coshy cosasinhvy sinasinhvy
Como o determinante é invariante por permutacgoes ciclicas das linhas concluimos que
sin a sinh 3 sinh 4 = sin bsinh v sinh a = sin ¢sinh a sinh 3,

donde obtemos o resultado desejado. 0
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5. A soma dos adngulos internos de um triangulo

As leis da trigonometria hiperbélica que acabamos de provar permitem-nos estudar
algumas a questao da soma dos angulos internos de um triangulo.

LEMA 5.1. A soma dos dngulos internos de um tridngulo hiperbdlico reto nao degene-
rado € estritamente menor que 7.

DEMONSTRACAO. Sejam a = 7/2, b e ¢ angulos internos do tridngulo A e sejam «, [
e v os comprimentos dos lados opostos.
Pela lei dos co-senos aplicada ao angulo b e o Teorema de Pitagoras hiperboélico obtemos

cos bsinh avsinh v = cosh o cosh v — cosh
= cosh 8 cosh? ¥ — cosh 3
— cosh f(cosh? v — 1)
= cosh Bsinh? 7,

donde concluimos que
cos bsinh o« = cosh g sinh 7.

Por outro lado, pela lei dos senos hiperbolica, temos sinh o = sinh §/sinb (porque a =
7/2), e logo

(5.1) cos bsinh § = sin b cosh 5 sinh 7.

Além disso, fazendo as contas andlogas comecando por aplicar a lei dos co-senos ao angulo
¢ vem

(5.2) cos ¢sinh y = sin ¢ cosh y sinh f.
De e obtemos
cos bcos ¢ = sin bsin c cosh [ cosh «y
e logo, usando cos(b + ¢) = cosbcos ¢ — sinbsin ¢, tem-se
cos(b + ¢) = sinbsin ¢(cosh 5 coshy — 1).
Desta identidade concluimos que cos(b+¢) > 0 <= b+ ¢ < 7/2 como queriamos.  [J

LEMA 5.2. Seja AABC wum triangulo hiperbolico e seja D um ponto no segmento
hiperbdlico que une B a C'. Entao a soma dos dngulos internos de AABC' € igual a soma
dos dngulos internos de AABD e de AADC menos .

DEMONSTRAGAO. Basta observar que angulos em geometria hiperbolica obedecem a
propriedade usual de aditividade, uma vez que sao definidos como éngulos euclidianos no
plano tangente. 0

TEOREMA 5.3. A soma dos dngulos internos de um tridngulo hiperbolico nao degene-
rado € estritamente menor que T.

DEMONSTRAGAO. Imediata dos Lemas[5.1] e 5.2 O

A luz deste teorema é natural quantificar a diferenca entre 7 e a soma dos angulo
internos de um triangulo hiperbdlico.

DEFINIGAO 5.4. O defeito de um triangulo hiperboélico A com angulos internos a, b e
cé

d(A)=m—(a+b+c)

Do Lema [5.2] vemos imediatamente que o defeito tem a seguinte propriedade.



6. ISOMETRIAS DO PLANO HIPERBOLICO E A SUA CLASSIFICACAO 71

PROPOSICAO 5.5. Seja A = Ay U Ay um tridngulo hiperbdlico decomposto em dois
outros triangulo hiperbolicos. Entao

S(A) = 6(A1) + 5(Ay).
0

NOTA 5.6. O defeito de um tridngulo hiperboélico é evidentemente invariante por isome-
trias de H2. Nao vamos definir formalmente o conceito de drea em geometria hiperbolica,
mas ¢ claro que qualquer defini¢ao razoéavel de area no plano hiperboélico deve também
ser invariante por isometrias e ter a propriedade de aditividade da Proposicao [5.5] Além
disso, estas duas propriedades sao suficientes para determinar a area de uma figura de-
componivel em triangulos, a menos de uma normalizacao. Portanto, concluimos que a
area de um triangulo hiperboélico devera ser proporcional ao seu defeito. Esta observagao
deve ser comparada com o Teorema [5.2] do Capitulo 2]

NoTA 5.7. Se HABC' D é um quadrilatero hiperbolico vemos, fazendo uma decompo-
sicao em triangulos, que a soma dos seus angulo internos é estritamente menor que 2.
Logo nao existem retangulos em geometria hiperbolical Em particular, a perpendicular
comum a duas retas hiperbolicas ultra-paralelas é tnica.

Terminamos esta seccao com um estudo mais cuidado de paralelismo em geometria
hiperbdlica.

DEFINICAO 5.8. A distdncia de um ponto P a uma reta [ no plano hiperbodlico é a
distancia de P ao pé da perpendicular a [ por P.

TEOREMA 5.9. Seja | uma reta no plano hiperbolico e seja P um ponto a distdancia
v >0 del. Entao o dngulo b entre a perpendicular a |l por P e cada uma das duas retas
paralelas limite a | por P satisfaz

cot b = sinh 7.
Em particular, b < m/2 e lim,_,o b = 0.
O angulo b chama-se o dngulo de paralelismo para a distincia .

DEMONSTRAGAO. Considere o triangulo hiperbolico reto AABC, em que B = P, A
é o pé da perpendicular a [ por P e C' é um ponto de I. Entao, da identidade (5.1]) da
demonstragao do Lema [5.1] vemos que

cot b = coth B sinhy,

onde 3 = d(A, ). Mas uma paralela limite a [ por P é exatamente a posi¢ao limite das
retas hiperbolicas PC' quando C' (e logo ) tende para oo para qualquer um dos lados
de A (esta afirmagao torna-se evidente considerando os respetivos plano em H? por O).
Logo obtemos o resultado pretendido lembrando que limg_,o, coth 8 = 1. 0

6. Isometrias do plano hiperbdlico e a sua classificagao

Recordamos que a classificacao das isometrias do plano euclidiano foi feita recorrendo
ao Teorema das trés reflexdes, que por sua vez é baseado nas propriedades bésicas de
reflexoes e mediatrizes. Como acabamos de ver temos os resultados analogos em geometria
hiperbdlica.

TEOREMA 6.1 (das trés reflexdes em geometria hiperbolica). Se Py e Py sao pontos
distintos em H? e P} e P| sio pontos tais que d(Py, P\) = d(P}, P]) entdo existe uma
isometria f: H? — H?, composta de no mdzimo duas reflexdes, tal que f(Py) = P} e
f(P1) = P|. A tunica outra isometria com esta propriedade é g = po f, onde p € reflexdo
na reta hiperbolica P)P;.
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DEMONSTRACAO. A prova ¢ identica a prova do teorema analogo no plano euclidiano
que vimos no Capitulo [I} U

A classificacao geometria das isometrias de H? procede agora de um forma aniloga ao
caso da geometria euclidiana, com uma diferen¢a importante: uma composta f = psop; de
reflexoes em retas paralelas [ e l; pode ser de dois tipos, conforme o tipo de paralelismo.

DEFINIGAO 6.2. Sejam [; e [, retas hiperbolicas (distintas) e seja p;: H? — H? reflexao
na reta l;, 1 =1, 2.

e Se l; e [y se intersetam, entao a composta f = ps o p; chama-se uma rota¢do em
torno do ponto de intersecao.

e Sel; e ly sao paralelas limites, entao a composta f = pyop; chama-se uma rotagao
limite.

e Se [y e [y sao ultra-paralelas, entao a composta f = ps o p; chama-se uma trans-
lacao.

e Sem ¢ a perpendicular comum das retas ultra-paralelas [; e l5 e p,,, denota reflexao
em m, entao a composta p,, o pa o p; chama-se uma reflexao com deslizamento.

EXERCICIO 6.3. Seja f = ps 0 p; uma translacao hiperboélica. Mostre que a perpendi-
cular comum m de l; e [ é a Unica reta invariante por f. Assim, as propriedades de uma
translacao hiperbodlica sao muito diferentes das de uma translacao euclidiana.

EXERCICIO 6.4. Seja f = py o p; uma rotagao limite. Mostre que f nao tem nenhuma
reta invariante.

TEOREMA 6.5. Qualquer isometria f: H? — H? € de um dos sequintes tipos: identi-
dade, reflexao, rotacao, rotagao limite, transla¢ao ou reflexao com deslizamento.

DEMONSTRACAO. A prova prossegue de forma idéntica & prova do Teorema de
classificacao das isometrias do plano euclidiano no Capitulo [1| , exceto que no primeiro
paragrafo do Caso 3 é preciso também distinguir a possibilidade de [; e Iy serem para-
lelas, levando a possibilidade de g ser uma translacao ou uma rotagao limite, além da
possibilidade de ser uma rotacao. O

Exercicios

1. Considere a curva a(s) = (cosh(s), sinh(s),0) em H?. Verifique que o’(s) ¢ um vetor
espacial e calcule as normas hiperbolico |o/(s)|z e euclidiano |o/(s)| do vetor tangente
a/(s).

2. Considere os pontos P = (1,0,0) ¢ @ = (v/2,1,0) ¢ R = (3,2,2) em H?. Calcule
as distancias d(P, @), d(Q, R) e d(P, R). Determine ainda o angulo £QPR.

3. (a) Calcule a H2-distancia d(P, Q) entre P = (1,0,0) e Q = (cosh(p), sinh(p), 0)

para p € R.

(b) Encontre uma parametrizagao «: [0,27] — H? da H2-circunferéncia de centro
P = (1,0,0) e H3-raio p > 0.

(c) Calcule a norma de Lortentz |o/(0)|, do vetor tangente da curva parametrizada

« encontrada na alinea anterior.
(d) Calcule o H2-comprimento de uma H?-circunferéncia de H>-raio p > 0.

4. Neste exercicio, considere geometria hiperbélica em
HE={(t,x,y) eR®| —t* +2° +y* = —r? t > 0}

para r > 0. Tal como no caso r = 1, a funcao distancia é dada através da definicao
l(a) = fab|o/(s)|Lds do H?-comprimento de arco para uma curva «: [a,b] — HZ. Calcule
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0 H2-comprimento de uma H?2-circunferéncia de H2-raio p > 0, e faga um desenvolvimento
da expressdo obtida em poténcias de p/r (recorde-se que sinh(x) = x+2%/3!+2°/5!+...).

5. Seja P = (a,b,0) = (cosh(s),sinh(s),0) € H? (para algum s € R).

(a) Mostre que os vetores v = (b,a,0) e w = (0,0,1) sdo tangentes a H? em P, e

que
qa(v) =qr(w)=1, (v,w), =0.

(b) Faga um esbogo dos vetores v e w numa folha identificada com o plano tangente

TpH?, usando
(i) a métrica induzida em TpH? pelo produto escalar de Lorentz em R3, e

(ii) a métrica induzida em TpH? pelo produto escalar euclidiano em R3.

(c) Esbogo a curva a(f) = cos(f)v + sin(d)w, 6 € [0,27] e indique o ponto @ =
a(m/4) em cada uma das figuras produzidas na alinea anterior. De seguida com-
pare o angulo euclidiano entre v e P() com o angulo hiperbolico.

6. Mostre que a isometria Ty de H? dada pelo matriz de Lorentz

1 0 0
Ag= [0 cos(f) —sin(f)
0 sin(f) cos(f)

pode ser escrita como composta Ty = T o T} de H2-reflexdes em H>-retas L; e Lo, que se
intersetam em (1,0, 0) fazendo um H2-angulo de 6/2.

7. Seja P = (cosh(s),sinh(s),0) € H?, seja II; C R? o plano z = 0 e seja I, C R3 o
plano por P e o eixo dos yy. Considere as H2retas L; = H>N1I;, i = 1,2.

(a) Mostre que I, é o ortogonal de Lorentz do vetor v = (sinh(s), cosh(s),0).

(b) Seja T;: H> — H? a H>reflexdo em L; para i = 1,2. Encontre as matrizes de
Lorentz que representam 1} e T5.

(c) Mostre que a isometria T' = T5 o T} é dada pelo matriz de Lorentz Ay, onde

cosh(s) sinh(s) 0
A, = | sinh(s) cosh(s) 0
0 0 1

(d) Sejam L; e Lo retas hiperbolicas ultraparalelas e suponha que o segmento de
uma perpendicular comum M a L; e Ly que as une tem comprimento s. Mostre
que a composta T' =T, o T} das reflexdes T; em L; pode ser escrita da forma T,
usando uma base de Lorentz apropriada de R3.

(e) Mostre que T, é uma H?-translagdo, ou seja, a composta de duas H>-reflexdes
em H>-retas ultraparalelas.

8. Mostre que a isometria 7' de H? dada pelo matriz de Lorentz

cosh(s) sinh(s) 0
A = | sinh(s) cosh(s) 0
0 0 -1

& uma H2-reflexao com deslizamento, ou seja, T pode ser escrita como composta T =
Ty o Ty =T, o Ty de uma H2-reflexdo T} e uma H2-translacao 75 com o mesmo eixo L.

9. Considere os vetores

1
u; :_(17170)7 UQZ(O,O,l) e usg =

% (1,—1,0).

1
V2
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(a) Mostre que (uy,us,u3) ¢ uma base ortonormada de R?® com o produto esclar
euclidiano usual.

(b) Determine os produtos escalares de Lorentz (u;,u;);, parai,j = 1,2, 3.

(c) Seja v = au; + buy + cuz € R3. Mostre que (uy,v);, =0 se e s6 se ¢ = 0.

(d) Seja v =au; + uy € R? para a € R. Mostre que |v|, = 1.

(e) Seja v = au; + uy € R? para a € R, e seja p, reflexdo de Lorentz no plano
I, = (v)*%. Determine a matriz A de p, na base (uy, uy, us).

(f) Escreva p; = pu, € p2 = py, onde v = au; + uy para a € R. Determine a matriz
de f = py 0 p; na base (uy, uy, uz).

(g) Mostre que a isometria T' de H? dada, na base (uy, uz, u3), pela matriz de Lorentz

1 2a 2a?
A=10 1 2a ], a€eR,
0 0 1

é uma rotacao limite, ou seja, T pode ser escrita como composta T = Ty o T de
duas H%-reflexoes em H2-retas L, e Ly que sdo paralelas assintoticas.

10. Mostre que L = H>N {y = 0} ¢ a tinica H>-reta invariante pela H>-translagao T}

cosh(s) sinh(s) 0
dada pela matriz de Lorentz A, = (sinh((s)) cosh((s)) o) com s # 0.
0 0 1

11. Mostre que retas ultraparalelas em H? tém uma tnica perpendicular comum.
12. Seja A um triangulo hiperbdlico com lados «, 3 e v e angulos opostos a, b e ¢,
respetivamente. Prove a Let dos senos hiperbolica:
sin(@)  sin(b)  sin(c)
sinh(a)  sinh(f)  sinh(y)’

Sugestao: utilize um argumento analogo ao utilizado na prova da lei dos senos esférica.

13. Sejam [ e m retas que se intersetam no plano hiperbdlico, e seja p reflexao em I.
Mostre que o angulo de intersegao entre [ e m é m/2 se e s6 se p(m) = m, ou seja, [ L m.

14. Mostre que a hipotenusa num triangulo hiperbélico reto é estritamente maior que
cada uma das catetas.
Sugestao: utilize a lei dos co-senos hiperbdlica.

15. Seja L um reta no plano hiperbélico e seja P um ponto exterior a L. Mostre que
a fungao f: L - R, @ — d(P, Q) tem um tnico minimo, dado pelo pé da perpendicular
a L por P.
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