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Topico 1

Perspectiva no plano. Homografias

» 1.1 Perspectiva. Projeccao central ... No plano afim A = A2, consideremos duas rectas

distintas £, ¢’ e um ponto P (o ponto de vista, ou o olho) néo pertencente a qualquer delas.

Definamos uma aplicacao II = IIp : £ — ¢/, chamada
projeccao central de centro P, de ¢ sobre ¢, ou
perspectiva de £ sobre ¢/, com ponto de vista P, da
seguinte forma - a cada ponto A € ¢ associamos o
ponto A’ € ¢, interseccao da recta AP, que une A
com P, com a recta ¢

hm: ¢ — ¢

A — A=APAY (1.1)

Diz-se entao que a pontual (A), de suporte ¢, estd
em correspondéncia perspectiva, de centro P, com a
pontual (A’), de suporte £, e nota-se por:

(4) & (4) (1.2

» 1.2 Suponhamos que as rectas sao paralelas.

/

A'=(x",b)

‘A=(x,a)
P=O/

Escolhamos um referencial de origem em O = P e
com eixos como se indica na figura. A condi¢ao de
colinearidade dos pontos O = (0,0), A = (z,a) e A’ =
(2',b) é:

8 O

=0 = br —ax' =0

SR O
—_

8

isto é:
' =kz (1.3)

onde k = b/a. II é pois uma homotetia de razao
kE=b/a.
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» 1.3 Suponhamos agora que as rectas sao perpendiculares.

JA=(x,a) F

'F‘!

A'=(b,x)

Escolhamos um referencial de origem em O = P e
com eixos como se indica na figura, de tal forma que
as rectas £ e ¢ sao dadas por y = a e x = b, respec-
tivamente. A condi¢do de colinearidade dos pontos
0 =(0,0),A=(z,a) ele A =(ba')el é

1

11=0 = xzx' —ab=0
1

isto é

d=5 240 (1.4)
xr

onde ¢ = ab. II é pois proporcional a uma inversao.

Note que II nao esta definida no ponto F' = (0,a) € ¢, interseccao com a recta ¢ do raio que
passa em O e é paralelo a recta /. Este ponto diz-se o ponto de fuga de II sobre /. E claro
que podemos prolongar a definigdo de II, juntando um ponto oo’ a ¢’ e pondo II(F) = oo’ Por
outro lado, o ponto F’ = (b,0) € ¢’ ndo é imagem de qualquer ponto de ¢. Se adicionarmos um
ponto oo a £ e defirmos II(oco) = F’, prolongamos IT a uma bijec¢ao de £ U oo sobre £/ U oo,

» 1.4 Projecgao paralela ...

0

N\

A=(x,a)

A'=(x",b)

AN

» 1.5 Projectividades ...

Suponhamos agora o ponto de vista P estd no “in-
finito”. Mais exactamente, suponhamos que todos os
raios sao paralelos a uma dada direccao comum §. De-
finamos de novo uma aplicacao II : £ — ¢/, chamada
projecgao paralela de direccao ¢, de £ sobre ¢/, - a
cada ponto A € /¢ associamos o ponto A’ € ¢, inter-
seccao do raio que passa em A, e é paralelo a §, com a
recta ¢. E facil ver que, escolhendo o referencial como
se indica na figura, se tem:

¥=z+1 (1.5)

II é pois uma translacgao.

Qualquer aplicacado de uma recta sobre uma outra, que
seja a composta de um numero finito de projecgoes
(centrais ou paralelas), diz-se uma projectividade.
A geometria projectiva de uma recta é o conjunto de
propriedades invariantes sob projectividades.
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» 1.6 Contrucao de projectividades ... Suponhamos que (A, B,C) sao 3 pontos distintos
numa recta £ e (A’, B',C") sdo 3 pontos distintos numa outra recta ¢’. Suponhamos que existe
uma projectividade de ¢ sobre ¢/ que envia A, B, C respectivamente em A’, B’,C’. Como con-
struir a imagem X’ de um quarto ponto X € £? Para representar que os pontos referidos estao
em correspondéncia projectiva escrevemos:

(A4,B,C,X)A (4, B, C, X) (1.6)

Suponhamos que a recta AA’ intersecta a recta BB’ num ponto P e a recta C'C’ num ponto
Q.

Temos entao duas possibilidades:

P=Q

[I]. P = Q. Neste caso, basta por X' = ponto de
interse¢ao da recta PX com ¢. Entao:

P
(A,B,C,X) A (A,B,C', X"

isto é a projectividade é uma perspectiva de centro

P=Q.

[II]. P # Q. Suponhamos que (i). a recta PQ inter-
secta B’C num ponto Y, (ii). a recta PX intersecta
B’C num ponto Z.
Poe-se X’ = ponto de intersecao da recta QZ com /.
Tem-se entao que:
P Q
(A,B,C,X) A (Y,B,C,Z) A (A, B,C", X'

A projectividade é pois a composta de duas perspec-
tivas de centros P e (), respectivamente.

Concluimos ainda que qualquer projectividade entre duas rectas ou € uma perspectiva ou € a
composta de duas perspectivas.

» 1.7 Homografias ... As aplicagbes que encontramos nas secgbes anteriores sdo todas do
tipo:
, ar+b
r=———, com ad—bc#0 1.7
cx +d 7 (1.7)
que se chamam homografias da recta. A condigdo ad — bc # 0 garante que a aplicagdo nao é
constante.
Escrevendo:

d d 1
ar+b _ ar + 5 +b— % _ %(cx +d) + < (bc — ad)
cr+d cr+d cr+d
vemos que toda a homografia, com ¢ # 0, pode ser escrita na forma:

o bc — ad
¢ c(cx+d)
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o que mostra que é a composta de fungdes do tipo z +— x + 1, x — kx e x — 1/x, para valores
adequados de k e [. Para ¢ = 0 a homografia é do tipo 2/ = ST+ % e o resultado é evidente.

Portanto qualquer homografia da recta pode ser obtida através de uma sequéncia de pro-
jeccoes do tipo considerado nas secgoes anteriores. Vejamos o reciproco.

» 1.8 Teorema ... Qualquer sequéncia finita de projec¢oes (centrais ou paralelas) da recta
pode ser expressa através de uma homografia.

Como ja vimos, isto é verdade para uma projeccao de
uma recta sobre uma recta paralela. Resta ver qual a
funcao associada a uma projeccao de uma recta sobre
uma recta concorrente.

Quando as rectas sao concorrentes, escolhemos um re-
ferencial com origem no ponto de interseccao, o eixo
dos xx como sendo a recta £, o eixo dos yy como sendo
F A=(X,0)>. a recta ¢/, e supomos que a projeccao se faz a partir
do centro V' = (a,b).

Os célculos prosseguem como no caso anterior:

a b 1
x 0 1]=0 = —az’ —bx+xzz' =0
0 2/ 1
isto é:
W = bz , T #a (1.8)
x—a

Note que IT nao estd definida no ponto F' = (a,0) € ¢, interseccdo com a recta ¢ do raio que

passa em O e é paralelo a recta ¢/. Este ponto diz-se o ponto de fuga de II sobre £. E claro que

podemos prolongar a definigdo de II, juntando um ponto oo’ a ¢’ e pondo II(F') = oo’

» 1.9 k =kU {o0} ... Definamos k =ku {o0} e prolonguemos a definicdo de homografia a

k de acordo com as regras seguintes:

m—»x’:gb(m):g:is, zekU{oo}, ad—0bc#0 (1.9)
com:
se c#0: ¢(—dfc) = o0
¢(OO) = a/c (1.10)
se ¢c=0: p(00) = o0

» 1.10 Razao anarmonica ... Dados quatro pontos distintos a, b, c,d € k, definamos a sua
razao anarmonica através de:

c—a d-—a

(abed) = o b4

(1.11)

Se A,B,C,D € r sao quatro pontos distintos de uma recta afim r, com abcissas a,b, ¢, d,
respectivamente, relativamente a um referencial afim de r, define-se a razao anarmonica desses
quatro pontos através de:

c—a d—a AC AD

b—c b—d CB DB (1-12)

(ABCD) =
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Note que esta razao anarmonica é um quociente de duas razoes: a primeira % é a razao segundo
a qual o ponto C divide o segmento AB, e a segunda g:g ¢é a razao segundo a qual o ponto D

divide esse mesmo segmento AB.

» 1.11 Propriedades da razao anarmonica ... E f4cil ver que:

(abed) = (abde)™! = (cdab) (1.13)
(abed) + (achd) = 1 (1.14)

Quando trés dos pontos estao fixos, a razao anarménica é uma homografia relativamente ao
outro ponto. Por outras palavras, a razao anarménica é uma homografia quando considerada
como funcao de cada uma das suas varidveis.

Podemos pois prolongar a definicdo (1.11) ao caso em que um dos pontos é oo, usando as
convengoes 1/oo = 0 e 1/0 = oo. Assim, se, por exemplo, a = oo, pomos a = 1/t na férmula
anterior, simplificamos e fazemos ¢t = 0:

c—1 d-1 (ta-1D)0b-d) b-d

(OOde):b_c:b_d (dt_1)<b—c)_b—c

onde pusemos ¢t = 0 na tltima igualdade. Analogamente:

c—a
d) =
(acocd) p
d—b
bood) =
(abood) T g
c—a
b _ 1.15
(abesc) = C=° (1.15)

Podemos ainda prolongar a definigao (1.11) ao caso em que dois dos pontos sao iguais. Por
exemplo:

(aacd) = (abec) =1
(abad) = (abcb) = 0
(abca) = (abbd) = oo (1.16)
Fixemos agora trés pontos distintos a, b, c em k. Entdo a aplicagao:
h:dw— (abed) (1.17)
é uma homografia h : k — Ik tal que:
h(a) =00, h(b)=0, h(c)=1
De facto é a tunica homografia com esta propriedade, como veremos em breve.
» 1.12 Teorema ... Toda a homografia h : k - k preserva a razao anarmonica de quatro
pontos:
(h(a)h(b)h(c)h(d)) = (abcd) (1.18)

De facto basta ver que isto é verdadeiro para as trés homografias geradoras h(x) = = + I,
h(z) = kx e h(x) = 1/x, o que pode ser facilmente feito por cdlculo directo.
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» 1.13 Teorema ... Dados trés pontos distintos a,b,c € 71?, qualquer outro ponto x € &k fica
univocamente determinado pela razio anarmdnica (abcx) =y

De facto basta observar que a equagao:

c—a T —a

b—c b—=x

y = (abcx) =

pode ser resolvida univocamente em ordem a z, como fungao de a,b, c e y.

» 1.14 Teorema ... Dados trés pontos distintos a,b,c € ll;, e outros trés pontos distintos
a b, d € k existe uma e uma sé homografia h : k — Tk tal que h(a) = d’,h(b) = e
h(c) =¢.

Basta tomar duas copias de Ik, digamos £ e ¢/, com a = a’, e projectar a partir de um ponto
C' exterior a essas duas rectas.

h deve enviar qualquer x # a,b,c em 2’ que satisfaca (abcx) = (a'b'dz’), uma vez que h
preserva razao anarmonica. Mas este 2’ é inico, como vimos no teorema anterior.

» 1.15 Teorema ... Uma aplicacio f: k — kk é uma homografia se e so se preserva a razdo
anarmonica.

Suponhamos que f : k — k é uma aplicacao que preserva a razao anarmoénica:
(f(a)f(b)f(c)f(d)) = (abed)

Podemos encontrar uma homografia h : k — k que coincide com f em a,b,c. Mas, como f
preserva razao anarmoénica, h coincide com f também no ponto d. Logo f = h.

» 1.16 Divisao harménica ... Quando:
(ABCD) = —1 (1.19)

diz-se que o par ordenado de pontos (C, D) divide harmonicamente o par ordenado de pontos
(A, B). Diz-se ainda que o quadruplo ordenado (A, B,C, D) é harménico e que D é o quarto
harménico do terno ordenado (A, B,C).

Esta propriedade é preservada se permutamos os pares (A4, B) com (C, D) e ainda se permu-
tamos os elementos dentro de qualquer destes pares.

Por exemplo, na recta 7 = r U {oo}, o par (M, oc0), onde M é o ponto médio do segmento
AB, divide harmonicamente o par ordenado de pontos (A, B) .

» 1.17 Quadrilatero completo ... Ea figura do plano que consiste de quatro rectas e dos
seus seis pontos de interseccdo V, A, B,W, E, F.
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As rectas VW, AB e FF, dizem-se
as diagonais do quadrilatero com-
pleto.

Consideremos uma das diagonais,
por exemplo a diagonal AB na
figura, e os pontos nela determi-
nados pelas interseccoes das outras
duas. Na figura os pontos C e D.
Entao (ABCD) = -1, isto é, o
par (C,D) separa harmonicamente
o par de vértices (A, B).

Portanto, num quadrildtero completo, os pontos de interseccao de uma das diagonais com
as outras duas, separa os vértices dessa diagonal harmonicamente.

De facto:
x = (ABCD) = (EFGD) por projeccao de centro V
= (BACD) por projecgao de centro W

Mas (BACD) = 1/(ABCD), donde se deduz que z = 1/z, i.e., 2 = 1, ou ainda z = +1.
Mas como o par (A, B) separa (C, D), a razao anarmonica z é negativa e portanto x = —1,
como se pretendia.

» 1.18 Construcao do quarto harmédnico ...

A propriedade  anterior  do
quadrildatero completo, permite
construir, apenas com régua (nao
graduada), o quarto harmoénico D
de um terno ordenado (A4, B,C) de
pontos colineares.

Para isso, basta escolher um ponto
V fora da recta AB, tracar as rectas
VA VB e VC, escolher um ponto
W em VC e tracar AW e BW que
intersectam VB e V A, respectiva-
mente em F e F, e finalmente tracar
EF que intersectarda AB no quarto
harmoénico D.




Toépico 2
Perspectiva no espaco

» 2.1 Perspectiva. Projecgao central ...

No espaco afim E = A3, considere-
z mos dois planos distintos 7,7’ € um
ponto V' (o ponto de vista) nao per-
tencente a qualquer deles. Supon-
hamos que os planos se intersectam
numa recta i (quando sdo paralelos
a andlise é analoga).
Definamos uma aplicagao II : 7 —
7', chamada projecgao central de
centro V, de m sobre 7', ou per-
spectiva de 7 sobre 7/, com ponto
de vista V, da seguinte forma - a
cada ponto P € m associamos o
ponto P’ € 7/, interseccao da recta
V P, que une V com P, com o plano

'

O:7m— 7, P =T(P)=VPnn (2.1)

Escolhamos um referencial afim com origem num ponto O € i = 7w N 7/, com o eixo dos x
coincidente com a recta ¢ e o eixos dos y e dos z coincidentes com rectas respectivamente em
e 7. Os planos 7 e 7’ sao dados pois pelas equagoes 2 =0 e y = 0.

Suponhamos que V' = (a,b,c) nesse referencial. A condigao de colinearidade dos pontos
V =(a,b,c), P = (x,y,0) e P' = (2/,0,7) é:

(aa b, C) - (x,y,()) + t((x/707y,) - (x,y,O))

ou:
/

x—a Yy Yy

r—a yYy—»b ¢
Resolvendo em ordem a 2’ e a 3/, vem:

x/:ay_lm r_ cy
y—>b "’

P # (2,b,0) (2.2)
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e a aplicacao inversa é dada por:

IT é uma colineagao - a imagem de uma recta ¢ C 7 é a recta £/ C 7’ obtida intersectando o
plano 7’ com o plano gerado por V e /.

Note que IT : 7 — 7’/ nao estd definida nos pontos da forma (z,b,0) € 7 que estao sobre uma
recta T de m que se diz a linha de fuga (ou linha do horizonte) de IT em 7.

A aplicagao inversa A : 7 — 7 ndo estd definida nos pontos da forma (2/,0,¢) € 7' que
estao sobre uma recta 7. de 7’ que se diz a linha de fuga (ou linha do horizonte) de ¥ em '

A imagem de duas rectas de 7, concorrentes num ponto I € 7, consiste de duas rectas em
7', paralelas a recta V1.

Nas figuras seguintes ilustram-se alguns efeitos geométricos da perspectiva Il : 7 — 7’.
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» 2.2 Projectividades ... Qualquer aplicagdo de um plano sobre um outro, que seja a com-
posta de um numero finito de projecgdes (centrais ou paralelas), diz-se uma projectividade. A
geometria projectiva de um plano é o conjunto de propriedades invariantes sob projectividades.




Toépico 3

A recta projectiva P!

» 3.1 Recta projectiva IP! ... Seja k = IR ou C. A recta projectiva P! = ]Pllk é, por

definicdo, o conjunto constituido por todas as rectas vectoriais de k:

pr def {¢: ¢ é subespaco de dimensao 1 em k?} (3.1)

Quando k = IR poe-se IPIlR = IPl(IR) para a recta projectiva real, e quando k = C poe-se
P, = IP1(C) para a recta projectiva complexa.

» 3.2 Temos entao uma aplicagao natural sobrejectiva:

5 2 _ 1
m: k°—{0} — P (3.2)
a — A=m(a) =|[a
onde [a] = ka representa a recta vectorial gerada pelo vector a € Ik? — {0}. a diz-se um

representante do ponto A € P,

» 3.3 Coordenadas homogéneas ... Se a = (X,Y) € k* — {0}, os ntimeros X e Y dizem-se
as coordenadas homogéneas do ponto A = [a]. Escreve-se entao:

A=[X,Y]

ou, por vezes, A = (X :Y). As coordenadas homogéneas X e Y do ponto A = [a] estao definidas
a menos de um multiplo escalar nao nulo, isto é, AX e \Y, com A # 0, sao também coordenadas
homogéneas do ponto A = [a]:

A=[X,Y]=[\X,\Y], VA#O0

12
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> 3.4

Y

O complementar do ponto A = (1 : 0) = [i], em P!,
é uma recta afim. De facto pode ser posto em corre-

\\ / / spondéncia bijectiva com a recta afim Y = 1 em k?:
: ) P! - {[1,0} — {Y=1}ck

xy] = @=x/v1 &3

Portanto IP! pode ser considerado como a reunido da
recta afim Y = 1 em k2, com o ponto do infinito
[1, 0] = 00X-.

» 3.5 IP!(IR) é homeomorfo a um circulo S', enquanto que IP*(C) é homeomorfo a uma esfera
S?!

» 3.6 Como vimos, existe uma bijeccio entre IP* = IP§ e kU {oc}:

Tv: P! — ku{co}

[(X,Y] — z=%, seY #0 (3.4)

[X,0] — o0, se X #0
A bijeccao reciproca é dada por:

1. ku{cc} — P!
x#oo +— [z,1]=[X,Y], pondo x = X/Y com Y # 0 (3.5)
00 — [1,0]

» 3.7 Uma homografia h : IP' — P!, é uma aplicacdo induzida por uma transformacao linear
inversivel H : k? — k2.

Suponhamos que a matriz de H, relativamente & base canénica de k2, é:

H:[Z Z] a,b,c,d €k, ad — be £ 0

Portanto:
H(X,Y)=(aX +bY,cX +dY)

e, em coordenadas homogéneas, h escreve-se na forma:

h[X,Y] = [aX +bY,cX + dY]

Finalmente, utilizando as bijeccoes W e W' atrds referidas, podemos escrever:

Pt P
WohoW 1
koo — kU
1
x # 00 r, [z, 1] N [ax + b, cx + d] 2, % se x # —4
1
r=-%c¢+#0 r, [—4,1] N [—ad=<b 0] = [1,0] 2

s=eo TR0 A g = {& %t
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Estas expressoes reunem-se na expressao unica seguinte:

xLx’:‘éfis, rekU{oo}, ad—bc#0 (3.6)

onde identificamos (como conjuntos) IP! = kU {oc} e h com ¥ o ho ¥~1 e lembrando que
h(—%) =o00,sec#0,eh(co) =2%,sec#0,ouco,sec=0.

A expressdo (3.6) é a expressao usual das homografias em IP! = Ik U {oo}.

» 3.8 Involugao ... Uma involucdo é uma homografia h tal que h~! = h.

Se h(x) = gj_‘ts entdao h=!(z) = % e h é uma involucao sse a +d = 0, isto é, sse o traco

da matriz H, que da origem a h, é nulo.

» 3.9 Pontos fixos (ou duplos) ... Um nimero t € Tk diz-se um ponto fixo (ou duplo) de h
se h(t) = t.

_at+b 9 B
h(t)—ct+d—t & 4+ (d—a)t—b=0

e sec=0 (ed#0) entdo h(t) = 5t + g. Se a = d, h é uma translacgao e oo é um ponto
fixo. Se a # d, ﬁ € k é também um ponto fixo.

e Se ¢ # 0, 0o nao é ponto fixo e estes podem ser calculados como as raizes da equagao
quadréatica ct? + (d — a)t — b= 0.



Toépico 4

O plano projectivo P2

» 4.1 Plano projectivo IP? ... Seja k = IR ou C. O plano projectivo IP? = ]Pli é, por

definicdo, o conjunto constituido por todas as rectas vectoriais de k:

def

P2 {¢: ¢ é subespaco de dimensao 1 em k3} (4.1)

Quando k = IR poe-se IP% = IP?(IR) para o plano projectivo real, e quando k = C pde-se
P2, = IP?(C) para o plano projectivo complexo.

/]

» 4.2 Temos entao uma aplicagao natural sobrejectiva:

. 3 _ 2
m: k°—{0} — P (4.2)
a — A=m(a)=a]
onde [a] = ka representa a recta vectorial gerada pelo vector a € k* — {0}. a diz-se um
representante do ponto A € IP?.
» 4.3 Rectas ... Uma recta s em IP? é um subconjunto da forma 7(S) onde S é um plano

vectorial de k3.

» 4.4 Coordenadas homogéneas ... Se a = (X,Y,Z) € k* — {0}, os niimeros X, Y ¢ Z
dizem-se as coordenadas homogéneas do ponto A = [a]. Escreve-se entao:

A=[XY, Z]

15
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ou, por vezes, (X :Y : Z). As coordenadas homogéneas X, Y e Z do ponto A = [a] estao
definidas a menos de um multiplo escalar nao nulo, isto é, AX, AY e AZ, com X\ # 0, sdo
também coordenadas homogéneas do ponto A = [a]:

A=[X,Y,Z] = [AX,\Y,\Z], VA#0

Em coordenadas homogéneas X, Y e Z, a equacdo de uma recta em IP? é da forma:

aX +bY +c¢Z=0 (4.3)

Portanto duas rectas distintas em IP? intersectam-se sempre num unico ponto, uma vez que
dois planos vectoriais distintos em k> intersectam-se sempre segundo uma recta vectorial.

» 4.5 Representacdo paramétrica das rectas ... Sejam A = [a] = [a1,a9,a3], B = [b] =

[b1, b2, b3] dois pontos distintos em IP2. Como a e b séo vectores linearmente independentes em
k3, qualquer vector do plano por eles gerado ¢é da forma:

c=JXa+ub
Portanto qualquer ponto da recta £ = AB é da forma
C = [c] = [Aa+ ub]

onde A, u € k nao sdo simultaneamente nulos.

Cada ponto da recta ¢ é pois representado por um par de coordenadas homogéneas [\, u],
relativas aos pontos base A e B, a que correspondem as coordenadas [1,0] e [0, 1], respectiva-
mente.

Se pomos t = p/ A entao todo o ponto de ¢, com excepgao de B, tem coordenadas homogéneas
a + tb. Se fazemos corresponder B at = oo entao todo o ponto de ¢ pode ser parametrizado
pelo parametro projectivo ¢t € k = k U {oo}.

» 4.6 Referenciais projectivos

Fixemos, mais uma vez, uma base B =
{e1,es,e3} para Kk*. Um sistema de
coordenadas homogéneas em IP? fica
univocamente determinado pelos 3 pon-

tos By = [e1] = [1,0,0], By = [es] =
[0,1,0], B3 = [e3] = [0,0,1] e ainda o
ponto U = [e; + €2 + e3] = [1,1,1], em
P2,

Ao conjunto 7 = {FEi,FEs E3} con-
stituido pelos primeiros 3 pontos chama-se
o tridngulo de referéncia de vértices
E;, e ao ponto U = [1,1,1] chama-se o
ponto unidade (relativamente a base B
inicialmente considerada para k?).

» 4.7 Nota ... Note que os 3 vértices E; = [g;], ¢ = 1,2,3 do triangulo de referéncia, onde
{ei}i=1,23 é a base B de k3, inicialmente considerada, ndo sdo suficientes para determinar as
coordenadas homogéneas em IP2.
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De facto nao sao suficientes sequer para determinar a base de k3, relativamente & qual
se definem as coordenadas homogéneas. Com efeito, {e1,e2,e3} e {Aier, \aes, Ases}, onde
A1, A2, A3 € k — {0}, sdo ambas bases tais que E; = [e;] = [\;e;].

No entanto se essas duas bases atribuem ao ponto unidade U as coordenadas homogéneas
[1,1,1], entao isso significa que:

U = m(e;+es+es)
= w(Are1 + \aez + Azes)
= Aje; + \eyx + Aze3 = A(e; + ez +e3), paraalgum A € k — {0}
= A=A =X = )\3
Isto é, duas bases de k3, {e1, ez, e3} e {f1,f2,f3}, que sejam determinadas pelos 3 vértices

E; =7(e;) =n(f;),1=1,2,3, e que atribuam ao ponto U as coordenadas homogéneas [1,1,1] -
U=m(er+ez+e3)=m(f +f5+f3) - sao necessariamente proporcionais:

{fi,f2,f3} = {Aeq, Aea, Aes}

para algum X € k — {0}.

Se agora P € IP? 6 um ponto cujas coordenadas homogéneas na primeira base sao [X1, X2, X3],
entao

P = 7T(X1€1+X262+X363)
Xo

= T <)f\1()\e1) + T()\GZ) + )ig()‘e3)>

X X X

e portanto:
AT

sao as coordenadas homogéneas de P relativamente a segunda base. Como

[Xl i Xg]

X, Xy Xs
X1, X0, X3| = | —,—,—
[17 2, 3] |:A’)\,/\:|

as coordenadas homogéneas de P ficam univocamente determinadas.



Toépico 5
Fecho Projectivo do plano afim A?

» 5.1 Fecho (ou completamento) projectivo

Seja A? = A]Qk o plano k2, so-

\ bre o corpo k = IR ou C, com
\ . . : a sua estrutura afim usual.

-4 Identifiquemos A? com
s F 0 hiperplano afim
- ' {Z = 1} c k3, através
o de:
A2 — K x {1} (5.1)

(.’L',y) - (xay7 1)

Identificaremos pois o ponto (z,y) € A% com o vector (:1;, v, 1) € k3, e uma qualquer variedade
afim .2 C A2 com o subconjunto correspondente em k> (n&o haveré risco de confusao...).

Define-se o fecho (ou completamento) projectivo de A2, como sendo o espaco projectivo:

def

A2

P(k?) = P2 (5.2)

Com as convencoes atras referidas, podemos definir uma injecgao canénica através de:
AZ [N ]P2

(z,y) — =(z,y,1)=][z,y,1] (5.3)

onde 7 : k?® — IP? é a projeccao canénica. Esta injeccio é a composta de 7 com a identificacéo
(5.1).

» 5.2 Recta do infinito ... A imagem de A? — IP2, pela injeccio candnica (5.3), é evidente-
mente o complementar da recta Z = 0 em IP? (ou do plano Z = 0 em k?). Esta recta chama-se

a recta no infinito de A2, e nota-se por A..

Como conjuntos, o fecho projectivo A2, do plano afim A% é obtido adicionando a A? os
“pontos no infinito”de A2, isto é, os elementos de Ag:

A2 = A2 Ay, (como conjuntos)

18
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Note que Ay, = P! = P(k? x {0}) é o conjunto
das rectas vectorais de dimensao 1 no plano Z =
0 de k3, ou, de forma equivalente, é o conjunto
das direccdes das rectas (afins) em A2. De facto,
no fecho projectivo, a cada recta afim r : {A +
Av : A € k} em A% de direccio v, adiciona-se
o ponto no infinito ro = [v] € Ax:

P2 = A% U {direccdes de rectas em A%}

» 5.3 Exemplo ... Seja A% = IR?, com a sua estrutura afim canénica. Qual é o fecho projectivo
R2?
Por definicao:

R? = IP*(R)
que é exactamente o plano projectivo real. Se (z,y) sao as coordenadas usuais em IR?, relativa-
mente a base candnica, a injecgao candnica (5.3) é dada por:

R? — R?x{1}cR® 5= I P*R)
('1‘7 y) = (1‘7 y7 1) = I:x? y? 1]

A recta no infinito é IRy, = 7(IR? x {0}) = IP(IR?) = P!(IR) = S'. Como conjuntos, existe
portanto uma bijeccio entre IP?(IR) e IR? U S*.

(5.4)

Seja  uma recta afim em IR? de equacéo:
ax + by = c, com (a,b) #0

A direccao desta recta é a do vector (—b,a) € IR%. Qual é o fecho projectivo 7 desta recta, em
P2(R) ?
Através da identificagdo (z,y) = (z,y,1), atras referida, a recta r é identificada com o

conjunto dos pontos (z,y,1) € IR? x {1} tais que ax + by = ¢, que constituem um recta afim no
hiperplano afim Z = 1, de IR3, que continuamos a designar por r.

Um ponto de IP2(IR) é uma recta vectorial de IR?. Esse ponto estard em 7 se e s6 se a recta
vectorial correspondente intersecta ¢, digamos num ponto (z,y, 1). Designemos por (X,Y, Z) as

3

coordenadas usuais de IR3. A equacdo da recta vectorial de IR?, que passa em (z,y,1) é:

(X,Y,Z) = ANz, y,1), reR

Como (z,y,1) € ¢, entdao ax + by = ¢, o que implica que a\x + bA\y = ¢\, donde se deduz
que:
aX +bY =cZ

que é exactamente a equacdo do plano vectorial em IR3, que contem r, e é também a equacio
da recta projectiva 7, em coordenadas homogéneas, relativas & base canénica de IR3.

Qual é o ponto do infinito ro, da recta 7 ? Por definicdo roo = 7 — r, é exactamente o ponto
de Roo 2 S!, que corresponde a recta de IR? x {0}, paralela a ¢ (ver a figura do niimero anterior).
Esta é a recta gerada por (—b,a,0), que é a interseccao do plano aX + bY = ¢Z com o plano
Z = 0. Portanto r é o ponto de IR, que, em coordenadas homogéneas, é dado pelo sistema:

aX +bY = cZ
Z = 0

isto é, o ponto [—b, a,0] ~ [-b,a] € Rx.



5. Fecho Projectivo do plano afim A” 20

» 5.4 Pontos ciclicos. Rectas isotrépicas

Se ¥ é a circunferéncia de equacdao z? + y> = 1,
em A2 a sua imagem em IP?, calcula-se da mesma
forma: um ponto [X,Y, Z] € IP? estard em % se e s6
se (X,Y,Z) = Ax,y,1), onde (z,y,1) € €, isto é,
2+ 9% =1

Daqui se deduz que (Az)? + (Ay)? = A\? e portanto:

X2+YvY?%2=22

que é a equacgao do fecho projectivo % de %, em coor-
denadas homogéneas.

Por simplicidade de notagoes continuamos a notar por € o fecho projectivo %, a que con-
tinuamos a chamar a circunferéncia de equacdo X2+ Y? = Z2.

Se k = IR, a circunferéncia € nao tem pontos no infinito. Mas considerando-a como uma
curva em IPQ((D), ela tem dois pontos no infinito dados pelo sistema:

X24v2 = 22
Z = 0

que sao os chamados pontos ciclicos ou circulares:
I=11,4,0] e J=11,-1,0]
em Co. Note que dada uma “circunferéncia”do tipo:
(X —a)*’+ (Y —b)? =12 (5.5)

em €2, o seu fecho projectivo, em IP?(C), tem sempre os mesmos dois pontos ciclicos I = [1,4, 0]
e J=[1,—1,0] em Co! Com efeito esses pontos sao dados pelo sistema:

{X2—2aXZ—a2Z2+Y2—2bYZ+b2Z2 — 272
Z = 0

Toda a recta que passa em I, ou em J, tem por equagao homogénea:
X+ Y +AZ=0

Estas rectas dizem-se isotrépicas ou minimais. Em particular as rectas isotrépicas, que passam
no centro (a,b) do circulo (5.5), tém por equacao, em coordenadas homogéneas:

X Y Z
a b 1[=0 isto é — i X +Y + (a(£i) —b)Z =0 (5.6)
1 £ 0

e em coordenadas afins (z,y) (fazendo X = z,Y =y e Z = 1, na equagao homogénea):
y—b==xi(zx —a) (5.7)

Estas rectas sao as chamadas assimptotas desse circulo.

Em particular, se 7 = 0 (circulo de raio nulo), a equagao (5.5) reduz-se a (5.7), o que significa
que um circulo de raio nulo degenera em duas rectas isotrépicas.
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» 5.5 Exemplo ...

Seja € C A? a curva (algébrica afim) dada por

flay) =2t —y* —ay=0

Qual o fecho projectivo desta curva, que contin-
uamos a notar por ¢, em IP? ?

Um ponto [X,Y, Z] € P? estard em € se e s6
se (X,Y,Z) = ANx,y,1), onde (x,y,1) satisfaz
zt -yt —zy=0.

Daqui se deduz que (A\z)* —(\y)*—(Az)(\y) =0
e portanto:

XYyt XYZ?2=0

que é a equagao do fecho projectivo de €', em co-
ordenadas homogéneas. Note que esta curva em
P2 é dada pelo polinémio homogéneo de grau 4:

F(X,Y,Z)=X*-Y* - XYZ?

Os pontos de % verificam:

XP—Y4t—-XYZ2 = 0
Z =0

isto ¢ X*=Y%e Z=0. Se k = IR os pontos de €» sao [1,1,0] e [1,—1,0].

» 5.6 O complementar da recta Z = 0, em IP?, é um plano afim. De facto, esse complementar:
P? — {Z =0}
pode ser posto em correspondéncia bijectiva com o plano afim Z = 1 em k?:

2 2R/ N () — {Z=1} K} (5.8)
[X,Y, Z] 2 (z=X/Y,y=Y/Z,1) '

Portanto IP? pode ser considerado como a reunido do plano afim Z = 1 em k3, com a recta
do infinito Z = 0.

» 5.7 Analogamente, o complementar da recta X = 0, em IP2, é um plano afim. De facto, esse
complementar pode ser posto em correspondéncia bijectiva com o plano afim X = 1 em k3:

P2 - {X =0} — (X=1} Ik

X,Y,Z2] = (Ly=Y/X,z=2Z/X) (5.9)
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7l

Figura 5.1:

Portanto IP? pode ser considerado como a reunifo do plano afim X = 1 em k>, com a recta
do infinito X = 0.

Da mesma forma, o complementar da recta Y = 0, em IP?, é um plano afim. De facto, esse
complementar pode ser posto em correspondéncia bijectiva com o plano afim Y = 1 em k3:

P? —{Y =0} — Y =1} ck
(X,Y, Z] = (x=X/Y,1,2=2/Y) (5.10)

Portanto IP? pode ser considerado como a reunido do plano afim Y = 1 em k3, com a recta
do infinito Y = 0.

Mais geralmente o complementar da recta aX + bY + ¢Z = 0, em IP?, é um plano afim.
Assim, por exemplo, o complementar da recta X —Y + Z = 0, em IP?, pode ser posto em
correspondéncia bijectiva com o plano afim X — Y + Z =1 em k*:

P2-{Z=0} — {zZ=1}cKk®

X,Y,Z] = (XY,1-X+Y) (5:11)

» 5.8 Exemplo ... Consideremos a cénica ¢ = {F = X2 +Y?— Z? = 0} em IP2. Como vimos
antes, o complementar da recta Z = 0, em IP2, é um plano afim, que identificamos com o plano
afim Z = 1 em k>, através da chamada carta afim (5.8).

A interseccdo de % com este plano afim diz-se a vista afim da cénica ¥, correspondente
ao plano Z = 1. Para obter a equacao desta vista afim usamos a (5.8), isto é, pomos 0 =

X24+Y2-22= (X/Z2+(Y/Z) -1=22+¢? - 1.

Procedendo de forma andloga para os complementares das rectas X+2 =0e X+Y + 2 =0,
obtemos que as vistas afins de %, correspondentes:

e a0 plano Z =1, é a elipse real 22 4+ y? = 1.
e ao plano X + Z =1, é a pardbola y? = 1 — 2z

e aoplano X +Y + Z =1, é a hipérbole 2zy = 2x + 2y — 1

As vistas afins de uma mesma curva projectiva podem pois nao ser afim equivalentes.
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» 5.9 Exemplo ... Consideremos a ctibica 4 = {F = YZ% — X3} em IP2. As vistas afins
correspondentes aos planos Z = 1, X = 1 e Y = 1, sdo respectivamente, f = y — 2° = 0,
g=yz>—1=0,e h=2>—2%=0. Nenhum par destas curvas é afim equivalente.

Vista Y=1

Vista Z=1 ViLiEiE]

» 5.10 Exemplo

Y

A cruz de Maltese é a quartica f = zy(2% —y?) — (22 +9?) =
0.
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» 5.11 Exemplo

A curva projectiva associada em IP? é:
F=XY(X?-Y?% - Z*X%?+Y?

que intersecta a linha do infinito Z = 0 quando XY (X? —
Y2?) = 0. Obtemos portanto os pontos do infinito
[0,1,0],[1,0,0],[1,1,0] e [1,—1,0], respectivamente nas rec-
tas X =0,Y =0,Y =XeY =-X.

O fecho projectivo da curva f(z,y) = y> — 22 + 2%, a "figura
oito”, é a curva:

F(X,Y,Z)=Y?%7? - X?7% + X*

que intersecta a linha do infinito Z = 0, quando X* = 0,
isto é, no ponto A = [0, 1, 0].

A vista afim desta curva, correspondente ao plano Y =1, é

a curva:
gz, 2) = 2% — 222% + o

Nesta vista o ponto A corresponde a origem do plano (X, Z),
que é um ponto isolado da curva g = 0!

» 5.12 Projectividades ou homografias ... Consideremos uma aplicagao linear bijectiva:

H: Kk — K
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e a aplicacdo induzida h : IP? — P2, definida por:

k¥ —mM K3

P h=IP(H) P

A aplicagao h diz-se uma transformacgao projectiva ou uma homografia.

Uma aplicacdo projectiva (ou homografia) de A2, é, por definicio, uma homografia do fecho
projectivo A2 = P2

Como sabemos: .
A2=1P%2 = A2 U A,

onde a recta do infinito A, é a recta Z = 0.

Consideremos a matriz da transformacéo linear H : k* — k3, relativamente & base canénica:

(5.12)
v e
A sua acgdo num vector da forma [ y | = <1> € A? é
1
Alc x\ _ [ Ax+c
d'|e 1 ) \dx+e
Isto é, a homografia de A2 = P2 = A2U A, pode ser representada na forma:

e é a composicao de:

e Uma transformagao linear inversivel x — Ax.
e uma translacgdo x — x + ¢

® uma inversao X — grre

» 5.13 Teorema ... Sejam A,B,C,D e A',B',C', D’ dois referenciais projectivos para IP?.
Entdo existe uma e uma sé transformacdo projectiva h : IP? — 1P? tal que h(A) = A’ h(B) =
B, h(C) = C',h(D) = D

Dem.: Levantemos A, B, C a uma base {a, b, ¢} de k3, tal que m7(a+b+c) = D e, andlogamente
levantemos A, B, C' a uma base {a’,b’, ¢’} de k3, tal que w(a’ + b’ 4 ¢') = D'.

Se h existe e é induzida por uma aplicacdo linear H : k® — k3, entdo H (a) deverd ser da
forma H(a) = A\a’, com A\ # 0, e analogamente, H(b) = nb’, H(c) = vc’. Como h(D) = D', o
vector H(a+b+c) pode ser escrito na forma u(a’+b’+c¢’). Mas isto implica que A =n = v = p,
isto é, H fica determinada a menos da multiplicacao por u € k — {0}, isto é, h = IP(H) fica
univocamente determinada.

Por outro lado, a existéncia de h é clara - basta defini-la através de H : k* — k* com
H(a)=a', H(b)=b',H(c) =
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» 5.14 Corolério ... Sejam A, B,C eU quatro pontos independentes em IP2, isto €, 3 quaisquer
desses pontos ndo sio colineares. Entdo existe wma e uma sé projectividade h : IP? — TP? tal
que:

h[1,0,0] = A, h[0,1,0]=B, h[0,0,1]=C, h[l,1,1]=U (5.14)

Dem.: Suponhamos que A = [a], B = [b],C = [c] e U = [u]. Como A, B, C nao sao colineares
os vectores a, b e ¢ sdo linearmente independentes e formam, portanto, uma base de k3.

Em particular:
u=>a+ub+vc

onde A, u, v € k sdo nao nulos (se, por exemplo, A = 0, U, B e C seriam colineares).

Basta pér entao:
Aay  pbr vep
H=| Xag pby veo
Aag  pbs ves

onde a = (al,ag,ag),b = (bl,bg,bg),c = (61,02,63).

Esta aplicacdo h permite efectuar uma mudanca de coordenadas homogéneas em IP?, de tal
forma que o novo tridngulo de referéncia seja constituido pelos pontos A, B e C.

Como h~'(A) = [1,0,0],h~1(B) = [0,1,0] e h~1(C) = [0,0,1] as novas cordenadas de um
ponto qualquer P € IP? sdo as coordenadas originais usuais de h=Y(P).
» 5.15 Exemplo ... Considere a hipérbole equilédtera:
zy =1

Em P2, é definida pela equacéo:
XY -2%=0

A linha do infinito Z = 0 intersecta-a quando XY = 0, isto é, nos pontos A = [1,0,0] e
B =10,1,0], das rectas Y = 0 e X = 0, respectivamente.

Mas podemos olhar para a hipérbole de forma diferente. Para isso escrevemo-la como soma
de quadrados, completando os quadrados:

(3x+0) - (3 -m) ~22=0

Consideremos a projectividade:
X' =X-Y, Y' =27, Z'=X+Y
que transforma a hipérbole em (X’)? + (Y')?2 — (Z’)? = 0, ou ainda, omitindo os acentos:
X?+Y?2-22=0
A vista afim desta coénica, correspondente ao plano Z = 1, é o circulo:
2+ =1

Por outro lado, a projectividade anterior transforma a recta do infinito Z = 0 na recta Y = 0,
e os pontos A =[1,0,0] e B = [0, 1,0] nos pontos C = [1,0,1] e D = [—1,0,1]. A vista afim da
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recta Y = 0, correspondente ao plano Z = 1, é a recta y = 0, enquanto que as vistas afins dos
pontos C' e D, correspondente ao plano Z = 1, sao os pontos (1,0) e (—1,0). Estes pontos sao
os pontos de interseccio do circulo 22 + y? = 1 com a recta y = 0.

A projectividade permite pois olhar para os dois ramos da hipérbole como dois semi-circulos
um de cada lado da linha do infinito.




To6pico 6

Dualidade no plano

» 6.1 Dualidade no plano ... Nesta seccio designamos por IP? = IPﬁ( o plano projectivo

sobre Ik = IR ou C e por (IP?)* = IP((k3)*) o plano dual, isto é, o espaco projectivo cujos pontos
sdo as rectas vectoriais do espaco dual (k®)* das formas lineares (vectores-linha) em Ik>.
A cada ponto A = [a] € IP? associamos a recta a = [a'] de (IP?)*, onde a' representa o

plano de (k*)* constituido por todos os vectores-linha (formas lineares em k?) que se anulam
em a.

Em coordenadas homogéneas X,Y, Z para IP? e U, V, W para (IPQ)*, se A=[X,Y, Z] entao
a recta a, em (IP?)*, tem por equacio:

XU+YV+2ZW =0 (6.1)

Nesta equagao X,Y,Z estao fixos (a menos da multiplicacio por um escalar nao nulo) e os
U,V,W variam.

A cada recta s = [S] € IP? associamos o ponto S = [S*] de (IP?)*, onde St representa a
recta vectorial de (Ik®)* constituida por todos os vectores-linha (formas lineares em k?) que se
anulam em S.

Em coordenadas homogéneas X,Y, Z para P2, se s tem por equacio UX + VY +WZ =0
entdo S = [U,V,W] € (IP?)*. Aqui os U,V, W estéo fixos (a menos da multiplicacio por um
escalar nao nulo) e os X, Y, Z variam.

» 6.2 ... Identifiquemos (IP?)* com % (IP?) = {conjunto de todas as rectas projectivas de PP?},
através de:
[a] <« [ker o]

Comecemos com um ponto A € IP?. Associemos-lhe a recta dual a € Z((IP?)*). Cada ponto
desta recta é representado por uma forma linear o que, com a identificacdo anterior, corresponde
a uma recta em IP2. Ao ponto A corresponde entdo uma familia de rectas . (A), em IP?, todas
elas passando pelo ponto A:

A=[a] «—a=[at] =[{a: a(a) =0}] «— F(A) = {[kera] : a(a) =0}

a que se dd o nome de feixe de rectas, em IP?, de suporte A.

Assim, por exemplo, ao ponto A = [1,—3,2] € IP?, corresponde a recta a em (IP?)*, de
equagio U — 3V + 2W = 0. A cada ponto [a] = [U,V, W] desta recta de (IP?)*, estd associada
uma recta em P2, de equacao UX + VY + WZ = 0. A equacdo:

U—3V+2W =0 (6.2)
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diz que estas rectas, obtidas fazendo variar [o] = [U,V, W], passam todas pelo ponto A =
[1,-3,2.

A equacdo (6.2) diz-se por isso, a equagao do feixe F(A) ou, por vezes, a equagao
tangencial do ponto A.

» 6.3 Principio de dualidade projectiva ... “Se num enunciado relativo a relagoes de

inclusio de pontos e rectas no plano projectivo P2, substituirmos ponto por recta e todas as
inclusoes forem invertidas, obtemos um enunciado vdlido em IPZ)* sse o primeiro o for em IP2”.

|Dualidade Projectiva no plano|

I Plano PP° | | Planodual P?)* | | Plano IP° |
Ponto A — Recta a — Feixe de rectas % (A)
Recta ¢ — Ponto L — Recta ¢
Ponto A intersecgao Recta a que une Feixe F(A) gerado
de duas rectas £, m > dois pontos L, M > por duas rectas £, m
Recta a que une Ponto A interseccao Recta a comum aos
dois pontos P, Q — das duas rectas p, ¢ — | dois feixes . (P) e Z(Q)
Trés rectas a, b, c Trés pontos A, B,C Trés rectas a, b, c
intersectam-se num ponto P | < | estdo alinhados na recta p | < | pertencem ao feixe .7 (P)

» 6.4 Razao anarmodnica de quatro rectas concorrentes ... O dual do conceito de razao
anarmonica de quatro pontos colineares é o conceito de razao anarmonica de quatro rectas con-
correntes. Se p = [p|,q = [q],r = [r] e s = [s] s@o quatro rectas concorrentes, com coordenadas
de linhas homogéneas p,q,r,s € (]1{3)*, pomos:

r=\p+ A\q, S = u1p + p2q
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e definimos a razao anarmoénica das quatro rectas concorrentes p, q,r, s através de:

def A2 o2
rs = — = 6.3
(pars) L3222 (6.3

» 6.5 Se A=[a] e B = [b] sido dois pontos em IP?, a equagdo da recta AB que os une é:

X Y Z
ay ag as =0 (64)
by by b3
isto é:
(aAb)-x=0 (6.5)

Portanto as coordenadas da recta AB sao aAb, onde A representa o produto vectorial usual em
IR?. Dualmente, se p = [p],¢ = [q] sdo duas rectas, as coordenadas do seu ponto de interseccio
sao p A Q.

» 6.6 Sejam A = [a], B = [b],C = [c] e D = [d] quatro pontos colineares em IP?, ¢ P um
outro ponto nao pertencente a recta AB. Se ¢ = Aja+ \ob e d = usa + u1b, entdo:
A
(ABCD) = 22 . 2
A1
As coordenadas das rectas PA, PB, PC e PD sao, respectivamente, pAa,pAb,pAcepAd.
Mas:

pAc = pA(Aa+Xb)=XA(pAa)+ l(pAb)
pAd = pA(ma+pb) =pm(pAa)+pu(pAb) (6.6)
e portanto: \
2 M2
(pgrs) = N : % = (ABCD)
» 6.7 Exemplo ...
A Considere um triangulo A(ABC) e os pontos D €

BC,E € CAe I € AB, de tal forma que as rectas
AD,BFE e CF se intersectam num ponto P. Sejam
3 ainda X = FFNAD eY = EF N BC. Mostrar que
(BCDY) = —1.
Usando o triangulo A(ABC) como triangulo de re-

E
feréncia, e P como ponto unidade, entdo, A =
% [1,0,0],B =10,1,0],C =1[0,0,1] e P = [1,1,1]. Cal-

B D C N culando temos que:

- as coordenadas da recta AP sao (1,0,0) A (1,1,1) = (0,—1,1) e portanto é a recta de
equacao —Y + Z = 0.

- as coordenadas da recta BC' sao (0,1,0)A(0,0,1) = (1,0,0) e portanto é a recta de equagao
X =0.
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- asrectas AP e BC intersectam-se em D que portanto tem coordenadas (0, —1,1)A(1,0,0) =
(0,1,1).

Analogamente se calcula que as coordenadas de Y sao [0,1, —1]. Como (0,1,1) = (0,1,0) +
(0,0,1) e (0,—1,1) = (0,1,0) — (0,0,1) vem que:

(BCDY)=1/1:1/—-1=—1

como se prentendia.



Topico 7
Teoremas de Desargues e Pappus

» 7.1 Projeccoes de rectas ...

Sejam r e ' duas rectas distintas em IP? e V um ponto nao
pertencente a qualquer delas. A aplicagao:

T r — 7

. A — A=VAnY (7-1)

chama-se uma projecgao de r sobre 7’ de centro V. Diz-se
P ainda que as pontuais r e r’ estao em perspectiva de centro
(ou ponto de vista) V.

» 7.2 Projecgoes de feixes ...

Sejam % (R) e F(R') dois feixes distintos, com suportes
R # R', em P2, e v uma recta nao pertencente a qualquer
deles: r # RR’. A aplicagao:

m: F(R) — F(R)
a — a =avV R

(7.2)

onde av = a N v, chama-se uma projecgao de .%#(R) sobre
Z(R') de eixo v. Diz-se ainda que os dois feixes Z(R) e
Z (R') estao em perspectiva de eixo v.

» 7.3 Teorema ... Uma homografia entre duas rectas distintas do plano € uma projeccdo se e
s0 se o ponto de interseccao dessas duas rectas € transformado em si proprio.
Dem.: Se h:r — 1’ é uma projecgao, e I = rNr’, é claro que h(I) = I.

Reciprocamente, seja h : r — r’ uma homografia tal que h(I) = I. Consideremos dois pontos
distintos quaisquer A, B € r, diferentes de I, as suas imagens A" = h(A),B' = h(B) € 1’ ¢ a
projeccao 7 : r — 1’ de centro V.= AA' N BB'. Como n(A) = A',n(B) = B' e n(I) = I,
deduzimos que w = h.

» 7.4 Teorema dual ... Umna homografia entre dois feizes distintos F(R) e F#(R') do plano
é uma projec¢ao se e sé se a recta RR' € transformada em si prépria.

32
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» 7.5 Triangulos em perspectiva ... Dois triangulos no plano, ABC e A’B'C’, tendo os
vértices e lados distintos, dizem-se que estao em perspectiva de centro V, se as rectas AA’, BB’
e CC’, que unem os vértices homdlogos, concorrem todas num ponto V.

Dualmente, dois tridngulos no plano, abc e a’b’c’, tendo os vértices e lados distintos, dizem-se
que estao em perspectiva de eixo v, se os pontos aa’, bb’ e cc’, de interseccao dos lados homdlogos,
pertencem todos a recta v.

» 7.6 Teorema de Desargues ... Dois triangulos no plano, tendo os vértices e lados distintos,
estao em perspectiva de centro V', se e so se estao em perspectiva de eizo v.

Dem.: No tridngulo ABC, os pontos A, B e C sao os vértices e a = BC, b = AC, ¢ = AB os
lados. O mesmo para o triangulo A’B’C’. aa’ representa o ponto de interseccao dos lados a e
a’, respectivamente dos triangulos ABC e A’B'C’, e analogamente para bb’ e cc'.

Suponhamos entao que as rectas AA’, BB’ e CC’ sao concorrentes num ponto V. A homo-

grafia:
h:AA" — CC’

¢ a composta de duas projeccoes - a projeccao w1 : AA" — BB’, de centro ¢’ com a projecgao
my : BB' — CC', de centro aa’. Estas duas projeccoes enviam V em si préprio e, portanto,
o mesmo acontece com h. Logo, pelo teorema anterior, A é também uma projeccao. Como
h(A) = C e h(A’) = C’, concluimos que o centro da projec¢ao h é o ponto b’ = AC' N A'C’.

Resta mostrar que bb’' pertence a recta definida por cc’ e aa’. Para isso, consideremos a recta
v =bb Ve eospontos Q = vNAA e Q = vNCC'. E claro que h(Q) = @', e, portanto,
v = QQ' passa também por ¢ que é o centro da projeccao h. Logo aa’,bb’ e cc pertencem
todos a recta v, como se pretendia mostrar.

O reciproco do teorema obtem-se por dualizacao - o teorema de Desargues é auto-dual!

» 7.7 Outra demonstracao do Teorema de Desargues ...

Seja V o ponto comum de interseccao das 3 rectas AA’, BB' e CC’. Como V,A e A’ sao
colineares e sao distintos, podemos encontrar vectores representativos v,a e a’, coplanares em
]1(3, tais que:

v=a+a
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Analogamente, podemos encontrar vectores representativos b, b’, de B, B’, e ¢,c’, de C, (', tais
que:
v=b+b, e v=c+c

Daqui se conclui que:

at+a ' =b+b, b+b =c+c, a+a =c+

e ainda:
a—b = b/ —a’ = p  éum vector representativo de P = ABNA'B’
b-c = ¢ —-b = q éum vector representativo de@Q = BC N B'C’
a—-c = c—-a = r ¢ um vector representativo de R = CANC'A’
Finalmente:

p+tq+r=a—-b+b—-c+c—a=0
e os vectores p, q,r sao coplanares o que significa que os pontos P, Q) e R sao colineares.
.

Dois triangulos dizem-se perspectivos quando as rectas que unem os vértices homologos
concorrem todas num mesmo ponto (o centro da perspectiva). O teorema de Desargues pode
enunciar-se na forma “os pontos de interseccao dos lados homdlogos de dois triangulos perspec-
tivos estdo sobre uma mesma recta (recta arquesiana)”.

» 7.8 Homografias entre duas rectas no plano ...

Sejam 7 e r’ duas rectas distintas em IP? e I =
r N7’ o seu ponto de intersecgao.

Consideremos dois pontos, A € r e A’ € v/, am-
bos distintos de I, e ainda um outra recta e que
nao passe por I.

A cada ponto P € r, associemos o ponto P’ =
h(P) € ', construido pelo processo seguinte:

e unimos P com A’

e determinamos a interseccdo C' da recta
PA’ com o eixo e

e unimos A com C' e determinamos P’ como
sendo a intersec¢ao da recta AC com 7r’.

Por outras palavras, primeiro projectamos a recta r sobre o eixo e, a partir do centro A’, e
depois projectamos o eixo e sobre a recta 7/, a partir do centro A. Sendo a composta de duas
perspectivas, a aplicagdo h é uma homografia (preserva a razao anarménica).

» 7.9 Teorema ... (i). Toda a homografia h : r — ' pode ser obtida pelo processo acima
indicado, a partir de um par de pontos homdlogos (A, A’), ambos diferentes de I = r N1’ e de
uma recta e que ndo passa nem por A nem por A’.

(ii). A recta e depende apenas de h e nao do par (A, A"). Em particular se (A, A") e (B, B') sao
dois pares de pontos homdlogos as rectas AB' e A'B intersectam-se sobre e.
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A recta e diz-se o eixo da homografia h.

Dem.: 1. Suponhamos que h(I) # I. Seja E = h='I € r,I' = h(I) € 7’ e consideremos a recta
e = ET'. Escolhamos um ponto A qualquer em r, distinto de E e I, e ponhamos A" = h(A).

A homografia h, : 7 — 7/, construida pelo processo exposto no niimero anterior, usando o
par (A, A") e a recta e = EI’, satisfaz h(A) = A’, h(E) =1 e H(I) = I'. O mesmo acontece
com h, por construcao. Logo h = h,.

2. Se h(I) = I entao h é uma projecgao. Escolhamos dois pontos distintos A, B € r,

diferentes de I, e ponhamos A" = h(A) e B’ = h(B). Entao V.= AA' N BB’ é o centro da
projeccao.

Consideremos a recta e que une I com o ponto C = AB' N A’B. A homografia h, : 7 — 1/,
construida pelo processo exposto no nimero anterior, usando o par (A4, A’) e a recta e = IC,
satisfaz h(A) = A, h(B) = B’ e H(I) = I. O mesmo acontece com h, por construgao. Logo
h = h,.

Em ambos os casos a recta e esta univocamente determinada.

» 7.10 Homografias entre dois feixes no plano ...

Sejam % (R) e Z(R') dois feixes distintos de

rectas em IP? e i = RR’ a recta comum.

Consideremos duas rectas, a € F(R) e d' €

Z(R'), ambas distintaos de i, e ainda ponto E

nao pertencente a 7.

A cada recta p € #(R), associamos uma recta
/

P = h(p) € F(R'), construida pelo processo
seguinte:

e intersectamos p com a’

e determinamos a recta ¢ que une o ponto
pNa' com o ponto E

e intersectamos a recta a com a recta c e
determinamos p’ - a recta que une o ponto
aNc com o ponto K.

» 7.11 Teorema dual de 7.9 ... (i). Toda a homografia h : #(R) — % (R') pode ser obtida
pelo processo acima indicado, a partir de um par de rectas homdlogas (a,a’), ambas distintas de
i = RR', e de um ponto E ndo pertencente nem a a nem a a'.

(ii). O ponto E depende apenas de h e ndo do par (a,a’). Em particular se (a,a”) e (b,1') sdo
dois pares de rectas homdlogas os pontos aNb e a’ Nb definem uma recta que contem E.

O ponto E diz-se o centro da homografia h.

» 7.12 Teorema de Pappus ... Dadas duas rectas distintas v e ' em P2, trés pontos distintos
A,B,C em r e trés pontos distintos A', B',C" em r', entdao os trés pontos:

P=AB'nA'B, Q=AC'nAC, R=BC'nB'C

a0 colineares.
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Dem.: Seja h:r — 7’ a tinica homografia transforma A, B e C, respectivamente em A’, B e
C’'. O eixo desta homografia é a recta e = PQ. Mas R também pertence a esta recta.

0.

» 7.13 Outra demonstracao do Teorema de Pappus ... Sem perda de generalidade pode-
mos supor que A, B, C’ e B’ formam um referencial projectivo, em que o triangulo de referéncia
é A(ABC") e o ponto unidade é B’:

A=[1,0,0], B=1[0,1,0, C'=10,0,1], B =[1,1,1]

A recta AB tem coordenadas (1,0,0) A (0,1,0) = (0,0,1) e portanto tem equacao Z = 0.
Como C € AB, C = [1,¢,0] com ¢ # 0 uma vez que A # C. Analogamente, a recta B'C’ tem
equagdo X =Y e portanto A’ = [1,1,a], com a # 1.

Calculemos agora as coordenadas dos pontos de intersecgao:
P=AB'nA'B, Q=ACnNnAC, R=BC'NnBC

,1,1) = (0,—1,1), enquanto que a recta A'B

A recta AB’ tem coordenadas (1,0,0) A (1
( 1). Portanto, P = AB' N A’B tem coordenadas

tem coordenadas (1,1,a) A (0,1,0) = (—a,0,
(0,-1,1) A (—=a,0,1) = (1, a,a).

Analogamente, @ = AC’ N A'C tem coordenadas [1 — ¢,0,—ca] e R = BC' N B'C tem
coordenadas [0,1 — ¢, 1]. Mas:

(c—1)(1,a,a)+ (1 —1¢,0,—ca) +a(0,1 —¢,1) =0
donde se conclui que os trés pontos P, Q e R sao colineares.

0.

» 7.14 Teorema de Pappus dual ... Dados dois feizes distintos .#(R) e .F(R') em P2, trés
rectas distintas a,b,c em F(R) e trés rectas distintas a’,V', ¢ em F(R'), entdo as trés rectas:

p=ab Vdb, qg=adVde, r=>bcd Vbc

sGo concorrentes num Unico ponto.
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Topico 8
Conicas. Polaridade

» 8.1 Formas bilineares simétricas ... Seja § uma forma bilinear simétrica em k3, isto é:

G: Kxk® — k 8.1)
(ab) — Bab) |

é linear em cada uma das varidveis e 3(a,b) = (b, a), Va,b € k3. A forma quadrética Q,
associada a 3, é definida por:

Q(a) =p(a,a), ac k3 (8.2)

» 8.2 Identidade de polarizacao ... A forma bilinear 8 pode ser recuperada a partir de @
através da identidade de polarizacao seguinte:

Bla,b) = - (Q(a+b) - Q(a) - Q(b)) (8.3)

N

E f4cil ver que J também pode ser obtida através de:

fa,b) = £b-VQ(a) = za- VQ(b) (8.4)

» 8.3 Cénica nao degenerada ... Definamos uma aplicacao linear ® : k* — (k?)*, através
de:

d: K — (I3

a o (P K — K ) (8.5)
b — pa(b) =f(a,b)
ou mais simplesmente:
®:ar f(a,-) (8.6)

Quando esta aplicagao é um isomorfismo, diz-se que  (ou Q) é nao degenerada. A curva:

Q(x)=0 (8.7)

diz-se entao uma cénica prépria ou nao degenerada. Neste caso, o isomorfismo linear ®
induz uma homografia:

: ]PQ ]P2 *
[a] — [(a, )]

38
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> 8.4 Polaridade relativamente a uma cénica nao degenerada ... Recordemos agora

que no tépico 6, identificamos (IP?)* com Z(IP?), o conjunto de todas as rectas (projectivas) em
IP2. Portanto fica definido um isomorfismo:

¢: IP? — Z(1P?)

A=[a] — ¢(A)= [kerfla, -)] (8.9)

que se diz a polaridade relativamente & cénica (prépria ou nao degenerada) € = [Q~1(0)] C IP?.

» 8.5 Pélo e recta polar ... Se A = [a] € IP? é um ponto, & recta a = ¢(A) = [ker B(a, )]
chama-se a recta polar do ponto A, e ao ponto A chama-se p6lo da recta a = ¢(A).

Como a forma é simétrica tem-se que:

Be ¢(A) < A€ ¢p(B) (8.10)

» 8.6 Pontos conjugados ... Dois pontos A = [a], B = [b] € IP? dizem-se conjugados
relativamente a €, se f(a,b) = 0.

A recta polar do ponto A é pois constituida por todos os pontos B conjugados a A.

Dois pontos distintos A, B € ¥ nunca podem ser conjugados. Caso contrario, ter-se-ia
¢(A) = AB = ¢(B), o que contraria a injectividade da polaridade ¢.

Em particular, para A € ¥, a polar de A tem apenas o ponto A em comum com %. Por
isso, ¢(A) é a recta tangente a ¢ em A.

» 8.7 Exemplo ... Em IP? consideremos a cénica € : X2+ Y2 + Z2 = 0, cuja forma polar é:
B(X,Y,2),( X\ Y Z)N)W=XX"+YY' + 27

A polaridade relativamente a cénica & é a dualidade tratada no tépico 6.

» 8.8 Exemplo ... Em IP? consideremos a cénica ¢ : X2 +Y? — Z2 = 0 (circunferéncia de
centro 0 e raio 1), cuja forma polar é 3((X,Y,2),(X",)Y',Z")) = XX' +YY' — ZZ'. A recta
polar a, de um ponto A = [X,,Y,, Z,] € IP2, é definida por:

a={B=[X,Y,Z € P?: X, X +Y,Y - Z,Z =0}

Em coordenadas afins x = X/Z, y = Y/Z, a cénica € tem por equacio 22 +y% = 1, e, supondo
que o ponto A estd a “distancia finita”, i.e., que Z, # 0, entdo as coordenadas afins de A sédo
(xo = Xo/Zo,Yo = Yo/Z,). A recta polar a é a recta afim dada por:

ToT + Yoy = 1

» 8.9 Recta tangente a uma cdnica ... Quando o ponto A = [a] pertence a cénica €, isto
é, quando @Q(a) = 0, a recta polar de A é definida pela equagao

0Q 0Q oQ

Xa—X(a) +Y8—Y(a) + 287(3) =x-VQ(a)=0

que é exactamente a equacao do recta tangente & conica ¥ em A
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» 8.10 Interseccao de ¥ com uma recta ... Sejam A = [a], B = [b] dois pontos distintos
em IP2. Cada ponto da recta AB, distinto de A, pode ser escrito na forma [ta+ b], com t € k.
Um tal ponto estard em % se:

0 = Q(ta+b)
B(ta+ b,ta+b)
= Q(b) +2t6(a,b) + t2Q(a) (8.11)

Daqui se deduzem os factos seguintes:

e ¢ nao contem 3 pontos colineares. De facto, se A = [a], B = [b] e [ta + b] estivessem em
¢, entao Q(a) = 0,Q(b) =0 e Q(ta+b) = 0. Portanto, ter-se-ia também que 3(a,b) = 0,
isto é, os pontos A e B seriam conjugados. Mas, como ja vimos antes, nao é possivel ter
dois pontos conjugados em ¥ que sejam colineares.

e Uma recta de IP? intersecta € quando muito em dois pontos.

e Uma recta tem um unico ponto comum com € sse € a tangente a € nesse ponto. De facto,
seja AB essa recta com B € € e A ¢ . Entao B é o tnico ponto comum a % e a recta
AB sse t = 0 é raiz dupla de (8.11). Como Q(b) = 0 esta condicao equivale a f(a,b) =0,
isto é, ¢(B) = AB.

» 8.11 Caélculos em coordenadas homogéneas ... Consideremos uma base fixa B = {e;, e2,e3}

para Ik e coordenadas homogéneas [X,Y, Z] relativas a essa base.

Seja
a e f
S=pe,ej)=| e b g (8.12)
fg c
a matriz da forma bilinear [ relativamente & base B. Para vectores a = (X,Y,Z),a’ =

(X", Y, Z") de Kk? poe-se:

B(a,b) = a'Sb

a e f X'
= (XYZ)| e b ¢ Y’
f g c z'

= aXX' +0YY' +cZ7Z +e(XY'+ X'Y)+ f(XZ'+ X' Z)+g(YZ' +Y'Z)
Pomos ainda:

Q(X,Y,Z) =a'Sa=aX? +bY? +cZ? +2eXY +2fXZ +29Y Z (8.13)

Um célculo simples mostra que:
26(a, a') = X’Qx(a) + Y/Qy(a) + Z/Qz(a) (8.14)

onde Qx = 0Q/0X, etc...

A equagao da polar de um ponto A = 7(a) é pois:

XQx(a)+YQy(a)+ ZQz(a) =0 (8.15)
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» 8.12 Vamos ver a forma que a equagao da cénica tem, quando escolhemos convenientemente
o referencial.

Consideremos uma base fixa B = {a, b,c} para k3 e sejam A = [a], B = [b],C = [c] os
vértices do tridngulo de referéncia, de tal forma que A = [1,0,0], B =[0,1,0],C = [0,0, 1].

e B e C estdao sobre € e as rectas BA e CA sdo tangentes a € em B e C, respectivamente.

Neste caso, como B = [0,1,0] € € e C =10,0,1] € ¥, vem que Q(0,1,0) =0 = Q(0,0,1)
e portanto a equacao de ¥ tem a forma:

Q(X,Y,Z) = aX?+2eXY +2fX7Z +29Y Z
As rectas tangentes em B e C' tém por equagdes respectivamente

(X,Y,2)-VQ(0,1,0) = eX+gZ=0
(X,Y,2)-VQ(0,0,1) = fX+gY =0 (8.16)

Como estas tangentes sao distintas, podemos supor que A = [1,0,0] é o seu ponto comum.
Como as rectas AB e AC tém por equacdo Z = 0 e Y = 0, respectivamente, deduzimos
entdo que e = f = 0,9 # 0 e a equagao de € é pois:

aX?+29YZ =0

Podemos ainda exigir que o ponto unidade U = [1, 1, 1] esteja sobre & e obtemos finalmente
a equagao para %:
I = (8.17)

e A B e C estdo todos sobre €.

Como % nao contem 3 pontos colineares, podemos supor que A, B,C' € €. Neste caso a
equacdo de € é:
2e XY +2fXZ +29YZ =0 (8.18)

e Caso em que A, B e C formam um tridngulo auto-polar.

Podemos supdr que a base B = {a,b,c} é ortogonal relativamente a (. Esta condigao
equivale a 0 = f(a,b) = f(a,c) = f(b,c), o que significa que os 3 pontos A, B e C
formam um tridngulo auto-polar, isto é, um triangulo em que cada um dos vértices é o
polo do lado oposto.
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Neste caso a equagao de ¥ é:

aX24+bY2+cZ%=0 (8.19)

A partir de um ponto qualquer A e de um dos seus conjugados B # A, por exemplo,
obtemos um tridngulo auto-polar A, B, C' tomando C' como o pdlo do lado AB.

» 8.13 Construcao das polares ... Faz-se a partir das propriedades seguintes:

e Se A, B sdo dois pontos distintos de €, entdao a recta AB € a polar do ponto de encontro
das tangentes a € em A e B.

Com efeito, a polar deste ponto passa por A e por B.
e Sejam M, N, A, B quatro pontos alinhados distintos, com A, B € €. Entdo a polar de M
contem N (e vice-versa) sse (ABMN) = —1.

Por outras palavras, a polaridade correspondente a (§ induz uma involucdo sobre cada
secante a cénica €.

Para mostrar isto, seja A = [a], B = [b] € € e escrevamos M = [a + sb], N = [a + tb],
com s,t € k — {0}. Tem-se entao que:

Bla+sb,a+tb) = Q(a)+ (s+1t)5(a,b)+ stQ(b)
= (s+t)p(a,b)

(ABMN) = (8:20)

s
t
Como, ((a,b) # 0, vemos que a polar de M contem N sse s+t = 0, isto é, sse s/t = —1.

Quando k = C, toda a recta nao tangente a € intersecta ¥ em exactamente dois pontos.
A polar de M é pois o conjunto dos pontos N tais que (ABMN) = —1, onde A e B sao
0s pontos comuns a ¢ e a M N.



To6pico 9

Equacoes tangenciais das coénicas.
Assimptotas e focos

» 9.1 Curva dual ... Dada uma curva algébrica em IP?%:
¢ ={P=[X,Y,Z]: F(P)=F(X,Y,Z) =0} (9.1)
define-se a respectiva curva dual €*, em (IP?)*, através de:

¢* ={a=[UV,W]|: arecta kerav é tangente a ¢, em algum ponto de €'} (9.2)

Suponhamos que % é nao singular, isto é, todos os pontos P de % sao regulares (pelo menos
uma das derivadas parciais Fx(P), Fy (P), FZ(P) é nao nula).

A equacao da recta ker «v é:
UX+VY+WZ=0 (9.3)

Por outro lado , a equacao da recta tangente a € em P = [X,Y, Z] é:
Fx(P)X+Fy(P) Y+ Fz(P)Z=0 (9.4)

Portanto oo = [U, V, W] dever4 satisfazer o sistema de equagoes seguinte:

w = MNFz(X,Y,Z2) '
Fx(X,Y,2) = 0
que, apés eliminacao de X,Y, Z e A conduzem a uma equagaodo tipo:
F*(U,V,IW)=0 (9.6)

que se diz a equagao tangencial da curva €. O grau de F* diz-se a classe da curva %.

» 9.2 Equacgao tangencial de uma cénica nao singular ... Consideremos uma cénica €
nao singular, dada por:

Qx)=x'Sx =0

onde pusemos x = (X, Y, Z). S é a matriz simétrica inversivel que representa a forma polar de
Q, relativamente a uma base fixa de k®. A equacdo da recta tangente num ponto A = [a] é:

x!Sa=0
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ou, de forma equivalente:
x-VQ(a)=Qx(@) X +Qy(@)Y+Qz(@a) Z=0

uma vez que VF(a) = 2S5a.
A recta ker o, onde o = [u] = [U, V, W], tem por equagao:

ux =0
(u é vector-linha), e serd tangente a ¢, num ponto A = [a] € ¥, sse:

u=\(Sa)’ = \a'S"

Para encontrar a equagao tangencial da conica € devemos pois eliminar A e a no sistema de
equagoes (recorde que S' = 9):

u = \a'S
{ alSa = 0 (9-7)
Da primeira tiramos que:
al =usS~!/\
que substituida na segunda da:
0=a'Sa=uS"1/ASSul/\ = uS~'u’ =0
isto é, a equacao tangencial de € é:
uSlut =0
» 9.3 Exemplo ... Calcular a equacdo tangencial das conicas:
(i) aX?+bY?+ cZ? =0
(ii.) aYZ+bXZ+cXY = 0
(iii.) XY + 72 =0
Resolugao
(i). U?/a+V?/b+W?2/c=0
(ii). aU? +bV2 + cW? —abUV — acUW — beVW = 0.
» 9.4 Assimptotas ... Seja ¢ uma curva afim em A? e % o seu fecho projectivo em P2, Uma

assimptota de ¢, em A?, é uma recta afim ¢, cujo fecho projectivo Z, é tangente num ponto
A€ b =Fn{Z =0}

Para calcular as assimptotas de &, procede-se da seguinte forma

1. Calculamos os pontos A € Go =€ N {Z =0}

2. Calculamos as tangentes a % nesses pontos A.

3. As assimptotas s@o as tangentes que sao diferentes de Z = 0.
» 9.5 Exemplo ... Calculemos as assimptotas da hipérbole 22 — 2 — 1 = 0, em AQ]R. O fecho
projectivo é X? — Y2 — Z2 = 0 e os pontos no infinito sdo A = [1,1,0] e B = [1,—1,0]. Ambos

sao suaves (simples) com tangentes X +Y =0 e X —Y = 0, respectivamente. As assimptotas
sao pois as rectas y = +x.
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» 9.6 Exercicio ... Mostrar que as assimptotas do circulo 2+ y? = 1 sio as linhas isotrépicas
que passam no seu centro.

» 9.7 Exercicio ... Mostrar que as assimptotas da elipse b*x? + a?y? = a?b? sdo y = +i(b/a)x

» 9.8 Exercicio ... Mostrar que a assimptota da parabola y?> = 4pz é a recta do infinito
contada duas vezes.

» 9.9 Rectas isotrépicas ... Recordemos que os pontos ciclicos em IP?(C) sio os pontos:

I=[1,i,0] e J=[1,-i,0]

Dado um ponto P € IP?(C), distinto de I e de .J, as rectas PI e P.J chamam-se as rectas
isotropicas que passam em P.

Quando P é real as rectas isotropicas sao complexas conjugadas.

» 9.10 Focos ... Suponhamos agora que é dada uma cénica afim real € : Q(x) = 0, em R?,
nio degenerada e seja (a,b) € IR? um ponto real. Seja P = [a,b, 1] e consideremos as rectas
isotrépicas que passam em P. As suas coordenadas tangenciais sao:

PI : (a,b,1)A(1,i,0) = (—4,1,ai —b)

PJ : (a,b,1)A(1,—4,0) = (i,1,—ai — b) (9.8)

O ponto (a,b) € IR? diz-se um foco da conica %, quando as rectas isotrépicas que passam
em P = [a,b, 1] sdo tangentes a €.

Note que estas rectas isotropicas serdo tangentes a ¥ quando as respectivas coordenadas
(9.8) verificarem a equagao tangencial da cénica.

» 9.11 Exemplo ... Calculemos os focos da pardbola y? — 4z = 0. O seu fecho projectivo é:

QX,Y,Z)=Y?-4XZ=0

ou ainda:
0 -2
Q(x) =x'Sx =x" 0 1 0 |x
-2 0 0
A equacdo tangencial é uS~'u? = 0, isto é:
00 —1/2
Qu)=uSu'=ul 0 1 0 u'’
00 —1/2

ou ainda:
Q*(u)=V2-UW =0

Um ponto (a,b) € R? é um i(\)co da pardbola quando as rectas isotrdpicas que passam
em P = [a,b,1] s@o tangentes a %. As coordenadas tangenciais destas rectas sao dadas por
(9.8), PI = [—i,1,ai — b] e PJ = [i,1,—ai — b]. Elas serdo tangente a parabola quando essas
coordenadas verificarem a equacio tangencial da cénica V2 — UW = 0, portanto, quando:

l1—a—1=0 e l1—a—1=0

Isto acontece apenas quando a = 1 e b = 0, o que significa que (1,0) é o inico foco da parabola.
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» 9.12 Exemplo ... Calculemos os focos da elipse z? 4+ 4y — 4 = 0. O seu fecho projectivo é:

QX,Y,Z)=X2+4Y% - 472*=0

ou ainda:
10 0
Qx)=x'Sx=x'"[ 0 4 0 |x
0 0 —4
A equacdo tangencial é uS~'u? = 0, isto é:
1 0 0
Qu)=uSu'=u| 0 1/4 0 u’
0 0 -1/4

ou ainda:

Q*(w) =4U% + V? - W? =0

Um ponto (a,b) € IR? é um foco da elipse quando as rectas isotrépicas que passam em
P = [a,b, 1] sao tangentes a %. As coordenadas tangenciais destas rectas sao dadas por (9.8),
PI =[—i,1,ai—0b] e PJ = [i,1,—ai—b]. Elas serao tangente a elipse quando essas coordenadas
verificarem a equacdo tangencial da cénica 4U? + V2 — W?2 = 0, portanto, quando:

—44+1—(ai—b2=0 e —4+1—(—ai—b% =0

Isto acontece apenas quando a = £v/3 e b = 0, o que significa que (£+/3,0) sdo os dois focos da
elipse.

» 9.13 Focos ... Mais geralmente, seja ¢ uma curva algébrica de classe n em IP*(IR). Os
focos de &, em IP%(C) sdo os pontos de interseccao das tangente a € que partem dos pontos
ciclicos I e J. A curva tem portanto n? focos.

» 9.14 Exemplo ... Os focos da elipse 422 + 9y = 36 sdo (+/5,0) e (0, £i\/5).

» 9.15 Exemplo ... O foco da parabola y? = 4px é (p,0).

» 9.16 Exemplo ... Os focos da hipérbole b?z%—a?y? = a?b? sdo (£v/a2 + b2,0) e (0, £iva2 + b?).



Toépico 10

Homografias e Coénicas. Teoremas de
Pascal e Brianchon

» 10.1 Homografias numa cénica ...

Teorema de Chasles ... Sejam R e R’ dois pontos
de uma cénica nao degenerada €, e r,r’ as tangentes
a % em R e R, respectivamente.

Definimos uma aplicacao h : F(R) — F(R') da
seguinte forma:

Cada recta que passa por R, distinta de r, intersecta
% num outro ponto A. Pémos entao:

h(RA) = R'A

e ainda h(r) = RR' e h(RR') =r'.
h é uma homografia de feixes. Em particular, para
quatro pontos distintos A, B,C, D € € tem-se que:

(RA,RB,RC,RD) = (R'A,R'B,R'C,R'D) (10.1)

Dem.: Seja X o ponto comum as tangentes r e 7. Fagamos os calculos em coordenadas
homogéneas relativas ao referencial formado pelo triangulo de referéncia X = [1,0,0],R =
[0,1,0], R" =[0,0, 1] e ponto unidade U = [1,1,1] € €. Como vimos, a equagao de € é entao:

X2_YZ=0

Podemos gerar o feixe .# (R) pela tangente r = RX, cuja equagao ¢ Z = 0 (com coordenadas
[0,0,1]), e a recta RR' de equagdo X = 0 (com coordenadas [1,0,0]). As rectas do feixe .7 (R)
tém pois equagdes do tipo aX +bZ = 0, ou ainda, X +tZ =0, t = b/a onde a t = oo corresponde
a recta r.

Analogamente, podemos gerar o feixe .# (R’) pela tangente ' = R'X, cuja equagao é Y =0
(com coordenadas [0,1,0], e a recta RR' de equagdo X = 0 (com coordenadas [1,0,0]). As
rectas do feixe Z (R') tém pois equagoes do tipo ¢X +dY =0, ou ainda, X +t#'Y =0, ¢ =d/c
onde a t' = oo corresponde a recta r’.

Para ¢t e t’ em k — {0}, as rectas X +tZ = 0 e X + 'Y = 0 intersectam-se sobre ¢ sse
(tt' — 1)X? = 0. Neste caso, X # 0 e portanto t#' = 1 define uma homografia h entre t e t'.
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Para t = 0 esta homografia d4 ' = oo, o que corresponde a h(RR') = r/. Para t = oo, esta
homografia d4 ¢’ = 0, o que coresponde a h(r) = RR/.

0.

» 10.2 Nota ... a homografia definida no teorema, entre os feixes .Z(R) e .Z(R') (ou, de
forma equivalente, entre rectas de (IPQ)*), estd univocamente definida pelas imagens de 3 rectas
distintas do feixe .#(R) (que sdo 3 rectas distintas do feixe .7 (R’)).

Por outras palavras, 3 rectas distintas e as respectivas imagens distintas determinam univo-
camente a conica € .

Em particular, a cénica ¥ fica univocamente determinada por:
- 3 dos seus pontos distintos R, R/, S e das tangentes em R e R'.
- dando 4 pontos distintos R, R’, S, S’ e da tangente em R.

- dando 5 pontos distintos.

» 10.3 Teorema dual ...

Teorema dual ... Quatro tangentes distintas em €
determinam sobre duas outras tangentes duas pontuais
em correspondéncia projectiva.

Dem.: Com efeito a polaridade relativa a % trans-
forma cada ponto A de € na recta a, tangente a €
em A, e a recta que une dois pontos A e B, em %, no
ponto de interseccao das tangentes a e b.

» 10.4 Teorema de Steiner ... Consideremos dois feixes .Z#(R) e .#(R') de suportes R # R’/
em IP2. Podemos supér que R = [1,0,0] e que R’ = [0, 1,0]. Qualquer recta do primeiro feixe é
entdao da forma Y + A\Z = 0 (porqué?) e, analogamente, qualquer recta do segundo feixe é da
forma X + uZ = 0 (porqué?), com \,u € RU {co0} = IPL.

Suponhamos que existe uma projectividade entre os dois feixes, do tipo:

al+b
= = 10.2
=T c#0, ad—bc#0 (10.2)

Eliminando A e p nas trés equagoes:

aX+b
* ’ e = ox+d
obtemos uma cénica pontual € de equagao:
aYZ —bZ*+cXY —dXZ =0 (10.3)

Observe que R e R’ pertencem a 4. A recta RR', quando considerada como pertencente
ao feixe #(R), corresponde pela projectividade referida, a recta Tr/%, enquanto que, quando
considerada como pertencente ao feixe % (R'), corresponde & recta Tr% (verificar). Fica assim
demonstrado o seguinte:
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Teorema de Steiner ... O lugar geométrico dos pontos de interseccao
dos pares de rectas de dois feixes % (R) e Z(R'), em correspondéncia
projectiva, constitui uma cénica pontual.

» 10.5 Teorema de Steiner dual ... Dulizando o enunciado anterior, obtemos:

Teorema de Steiner dual ... A envolvente das rectas que unem os
pares de pontos duas pontuais r e r’, em correspondéncia projectiva, é
uma cénica tangencial.

Podemos supor que r = [1,0,0] e que v’ = [0,1,0]. Qualquer ponto de r tem equacao
tangencial V + AW = 0 (porqué?) e, analogamente, ponto de r’ tem equagao tangencial U +
puW =0 (porqué?), com \,u € RU {oo} = P!,

Suponhamos que existe uma projectividade entre as duas pontuais, do tipo:

aX+b
F= S c#0, ad—bc#0 (10.4)

Eliminando A e p nas trés equagoes:

aX+b
V4+ AW =0 U W =0 =
* ’ Nl = e+d
obtemos uma cénica tangencial €* de equagao:
aVW —bW?2 4+ cUV — dUW =0 (10.5)

Observe que r e 1’ sao tangente a € (a cénica pontual correspondente a €*). O ponto de in-
terseccao rr’, das duas rectas, quando considerado como pertencente a recta r, corresponde pela
projectividade referida, ao ponto de contacto de ' com %, enquanto que, quando considerado
como pertencente 3 recta 7/, corresponde ao ponto de contacto de r com € (verificar).

» 10.6 Exercicio ... Considere as rectas y = 0 e y = 1 no plano afim IR?, e suponha que
existe uma projectividade, entre as duas rectas, do tipo:

C2A+1
H=5

onde a recta y = 0 é parametrizada por A — (A,0) e a recta y = 1 por u — (u,1). Calcular a
equacao da cénica pontual envolvente desta familia de rectas.

Solucdo: 2 — 4xy + 8y? — 4y = 0.

» 10.7 Teorema de Pascal ... Sejam A, B,C,A’, B',C" seis pontos distintos numa cénica € .
Entao:

P=AB'NA'B, Q=AC'NnAC, R=BCNBC

a0 colineares.
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Dem.: Seja G =AC'NA'Be H= BC'NnCA’, como na figura. Temos entao que:
A[B'A'BC’') = C[B'A'BC

e portanto:

[PA'BG| = [RHBC(']
Seja R = PQ N BC'. Pela perspectiva de centro ) deduzimos que:

[PA'BG] = [R'HBC(C']
Dai que:

[RHBC'|=[R'HBC'] = R=R
uma vez que H, B, C’ sao distintos.
0.

» 10.8 Outra demonstragao do teorema de Pascal ... Suponhamos que A = [1,0,0],
B’ =0,1,0], que o triangulo de referéncia é A(AB'P), onde P = [0,0,1] = TA¢ NTp€, e que
o ponto unidade é C' = [1,1,1]. A cénica tem entao por equagao:

7= XY (10.6)
Os pontos A’, B e C' tém coordenadas que podemos supor da forma:
A = [1,0% 0]
B = [1,6%4]
C' = [1,7%7] (10.7)

Calculamos agora sucessivamente as coordenadas dos pontos e rectas seguintes:
AB' = [0,0,1]
A'B 1,02, a) A1, 3% 0] = [aB, 1, —a — []
P = AB'NnA'B=[0,0,1]A[aB,1,—a— 3] =[-1,a8,0]
B'C = [0,1,0]A[1,1,1] =[1,0,—1]

BC' = [1,8%581A[1,7%9] =[B7,1,—8 1]

Q@ = B'CnBC' =[1,0,-1A[By,1,-8—9]=[1,8+7—67,1]
CA = [1,1,1]A[1,02,0] =[a,1,-1— 0]
AC' = [1,0,00A[1,7%,9] =[0,1,—~]

R = CANAC =[a,1,-1—a]A[0,1,—7] = [a+1—,av,q] (10.8)
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Finalmente tem-se que:

-1 af 0
det 1 B+~y—08y 1 | =0
a+1—v ay o

» 10.9 Teorema Dual de Brianchon ... Sejam dadas seis tangentes distintas a,b,c,a’, V', c
G conica €. As rectas que unem o0s pares de vértices opostos:

p=ab Ud'b, g=ac Udc, r=>bdUbc

sao concorrentes.




Topico 11

Pontos racionais em conicas

» 11.1 Pontos e rectas racionais ... Um ponto (z,y) no plano diz-se racional quando z,y €
Q. Um recta ax + by 4+ ¢ = 0 diz-se racional quando a,b,c € Q. E facil mostrar que:

e a recta que une dois pontos racionais é racional.

e o0 ponto de interseccao de duas rectas racionais é racional.

» 11.2 Conicas racionais ... Uma cénica:

ax?® +bry +cy® +dr+ey+ f=0
diz-se racional quando a,b,c,d, e, f € Q.

Serd verdade que 0s pontos de intersec¢ao de uma recta racional com uma conica
racional sdo também racionais?

Em geral nao! De facto ao calcular esses pontos somos conduzidos a uma equagao quadratica
com coeficientes racionais e s6 quando esta equacao tem solugOesracionais é que a resposta é
afirmativa. No entanto:

e se um dos pontos de intersec¢do for racional o outro também o €.

Basta atender ao facto de que numa equacao quadratica a soma das raizes é igual ao segundo
coeficiente da equagao.

» 11.3 Pontos racionais numa cénica ... Este facto simples, permite descrever completa-
mente os pontos racionais de uma cénica. No entanto resta ainda a questao de saber quando
uma certa conica tem pelo menos um ponto racional, o que pode ser falso, como veremos em
breve!

Suponhamos entao que temos uma coénica racional
que contem pelo menos um ponto racional O. Pode-
mos entao obter todos os outros pontos racionais
da seguinte forma - escolhemos uma qualquer recta
racional que nao passe por O e projectamos a conica
sobre esta recta a partir de O. Obtemos assim uma
correspondéncia bijectiva entre os pontos da coénica
(com excepcao do ponto O) e os pontos da recta es-
colhida.

—______,_—-———’ este ponto ¢ racional

(8]

Comica racional

recta racional
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Os factos acima mencionado permitem concluir que, se ) for racional, também o sera a recta
OQ (porque O é racional, por hipdtese) e portanto também o serd o ponto P. Basta pois fazer
com que () percorra os pontos racionais da recta escolhida para obter todo os pontos racionais
P da cénica dada.

» 11.4 Circulo 22 +¢%? =1 ...

A Consideremos o circulo €:
e y2 -1

0 e apliquemos o processo anterior escolhendo, por ex-
emplo, O = (—1,0) e a recta sobre a qual se projecta
- 8 o eixo dos yy, isto é, a recta (racional) x = 0. Desig-
nando por (0,t) a projecgao de (z,y) € € sobre x = 0,
um célculo simples mostra que:

(-1,0),

Y

1 —¢2 2t
r= —-— =
1+ YT 15e

(11.1)

Obtemos assim uma parametrizacao racional de ¥ que é uma bijeccao de IR sobre ¥ —
{(=1,0)}. Podemos até prolonga-la a uma bijeccao ¢ de IR U {oo} sobre €, pondo ¢(c0) =
(—1,0).

As férmulas (11.1) permitem pois obter todos os pontos racionais do circulo € (recordando
que projectamos a partir do ponto racional (—1,0) € ¥’). De facto, se = e y sao racionais também
o serd t. Reciprocamente, se t € Q é 6bvio, pelas mesmas férmulas, que (z,y) serd um ponto
racional de %.

» 11.5 As férmulas (11.1) tém vérias aplicagoes. Da figura vé-se facilmente que:

0 sin
= cos 0 =sinf, eaindaque t=tan-=-—"— 11.2
x , y=sinb, inda qu D = T cos0 (11.2)
férmulas que permitem escrever sin 6 e cosf como expressoes racionais de tan %:
1—¢ 2t
xr=cosl) = —— =cosf = 11.3
1+ Y 112 (11.3)

Se quisermos testar a validade de uma expressao complicada com senos e cossenos, podemos
substituir nessa expressao sinf e cos ) pelas suas expressoes racionais (11.3), em termos de ¢, e
verificar se se obtem uma identidade.

» 11.6 Uma outra aplicagao resulta da observagao de que as férmulas (11.1) permitem escrever
todas as fungdes trigonométricas de um angulo 6 como expressoes racionais em ¢ = tan 6/2. Note

que:
2dt

0 = Qarctan(t), do = m

(11.4)

Portanto se quisermos calcular a primitiva de uma fung¢ao que envolve sinf e cos@, faz-se
as substitui¢bes transformando essa primitiva numa primitiva de uma funcaoracional em t, que
pode ser feita como habitualmente.
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» 11.7 Triangulos Pitagéricos ... O fecho projectivo do circulo 2% 4+ 4% —1 =0, em IPI%(, éa
curva 6

X24Y?2-272=0 (11.5)

Tomemos o ponto O = [—1,0, 1] € € e a recta que une este ponto ao ponto @ = [0,¢, 1]. Pontos
desta recta # O sao da forma:

A= A0 +Q =[N\t A+1]

e 0s que estdao em % correspondem aos valores de A tais que:
Mit2-(A+1)2=0
isto é:
A= (t2-1)/2
Obtemos assim a parametrizagao (polinomial) do circulo:
o(t) = [(1—t7)/2,t, (> +1)/2] = [1 — *,2t, ¢ + 1]
Quando Ik = Q é o corpo dos racionais, este resultado tem uma aplicagdo muito interessante

que passamos a descrever.

Suponhamos que se pretende calcular todos os triangulos rectangulos cujos lados tém compri-
mento inteiro. Por outras palavras, pelo teorema de Pitdgoras, pretende-se calcular as solugoes
inteiras positivas de:

X?+Y?=2?

Uma tal solugdo [X,Y, Z] (se existir) é um ponto do circulo €, com coordenadas inteiras.
Reciprocamente, se [X,Y, Z] € €, em ]P?Q entao, multiplicando pelo mmc dos denominadores
dos nimeros racionais X, Y, Z obtemos niimeros inteiros tais que [X,Y, Z] € €, e portanto uma
solugdo para o problema - um triangulo Pitagérico.

Mas vimos antes que qualquer ponto da circulo € é, ou O = [—1,0, 1], ou é da forma:
[X,Y,Z] = [1—t2,2t, % + 1]
para algum nimero racional t = p/q € Q. Obtemos pois todas as solugoes inteiras pondo:
X=¢-p", Y=2q Z=p"+¢

Por exemplo, para p = 1, ¢ = 2, obtem-se 3% +4% = 52, enquanto que, para p = 2,q = 3, vem
52 + 122 = 132.

» 11.8 Problema de Fermat ... Um problema célebre em teoria de nimeros consiste em
calcular todos os inteiros positivos X, Y, Z tais que:
X"+ Y"r=27", n>3 (11.6)

De forma equivalente, procuram-se pontos racionais positivos © = X/Z,y = Y/Z na curva de
Fermat 2™ + ¢y = 1 de grau n.

Fermat (1601-1665) escreveu na margem de um dos seus livros que tinha encontrado uma
prova de que, para n > 3, a equacao nao tem solucoes inteiras positivas.

A técnica anterior nao funciona uma vez que é possivel demonstrar que, para n > 3, a curva
de Fermat nao admite uma parametrizacao racional. O problema foi resolvido por Wiles em
1996, que demonstrou que a conjectura de Fermat esta de facto correctal

» 11.9 Circulo 22 + 4% =3 ... Este circulo ndo tem pontos racionais! Por outras palavras,
nao é possivel que a soma dos quadrados de dois niimeros racionais dé 3!




Topico 12

Curvas algébricas planas afins. Mais
exemplos

» 12.1 Cuspide ou Parabola semi-cibica ...

E a curva:

¢ ={(zy) ek’ 2’ —y* =0}
parametrizada por:
p(t) = (£,¢°)

Para calcular esta parametrizagao polinomial, consideramos
a intersecgao da curva com as rectas y = tx, para cada t fixo.
Obtemos:

0=a3—t?22=2%(z —t) =>2=0 ou z =12

e portanto para t = 0 obtemos (0,0) e para t € k, o ponto (z = 2,y = tx = t3).

» 12.2 Cubica crunodal de Newton ...

E a curva:

€ ={(z,y) e R?: 3? —2%(x + 1) = 0}

parametrizada por:
o(t) = > - 1,83 —¢t)

Para calcular esta parametrizagao polinomial, consideramos
a interseccao da curva com as rectas y = tx, para cada t fixo.
Obtemos:

0=2%(z+1-t))=>2=0 ou z=¢#>—1
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e portanto para t = 0 obtemos (0,0) e para t € k, o ponto (z = t>—1,y = tx = t>—t). Para trac
car a curva, podemos determinar os pontos de intersecgao com as rectas x = A. Para A < —1
nao existem intersecgoes, para A = —1 e A = 0 existe um ponto de interseccao, e para todos os
outros A existem dois pontos de intersecgao.

» 12.3 Cibica acnodal

E a curva:
y? —2%(x—1)=0

Uma parametrizacao polinomial é dada por:

z(t) =1+,  y(t) =t(1+¢)

» 12.4 Folium de Descartes

E a curva
v+ 23+ 3zy =0

Uma parametrizacao racional é dada por:

—3t —3t2
= t) =tx(t) = ——=

x(t)

que pode ser obtida pelo mesmo processo.

» 12.5 Ctbica eliptica y*> — z(22 - 1) =0 ...

Consideremos a curva:

y? —2(x?—1)=0

Intersectando a curva com as rectas x = t, para cada valor
fixo de t, obtemos a parametrizacao:

z=t, y=+/i(t*-1)

» 12.6 Quartica zy + (22 +y?)?2=0 ...
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Consideremos a curva:

zy + (2* +4)? =0
Uma parametrizacao racional é dada por:

B —8¢t3 (t)* T 2t
Ti1x16t N T T T 1x1e

x(t)

Esta parametrizagao pode ser obtida intersectando a curva
com o feixe de circulos:

4 (y—t)2 -2 =22+ -2ty =0

Para cada t, este é o circulo centrado em (0,t) e de raio ¢. Eliminando 22 + 32 entre a equagio
da curva e a equacdo do circulo, obtem-se y(x + 4t?y) = 0 A solucdo y = 0 correspponde &
interseccio na origem. A outra solugdo y = —x/4t%, substituida na equagaodo circulo conduz
a parametrizacao racional referida.

» 12.7 Trissectriz de MacLaurin ...

Consideremos a curva:

4y 9?2 —322=0

Na figura desenhamos duas rectas. A primeira passa no ponto
(1,0), com declive tan 3c, e intersecta a curva no ponto P.
Para trissectar o angulo 3c, unimos P & origem, obtendo a
segunda recta que tem declive tan a.




Topico 13

Curvas algébricas planas afins.
Pontos simples e miultiplos

» 13.1 Intersecgoes com uma recta, pontos simples e multiplos ... Consideremos uma
curva afim €, em A2, de equacio f(z,y) = 0.

f é um polinémio de grau n, que escrevemos na forma:

f(J:?y) = fO + fl(xvy) + fQ(xvy) +eeet fn(x>y) (131)

onde f; é homogéneo de grau j, e f,, # 0.

Seja ¢ a recta afim que passa no ponto A = (a,b) e tem a
direccao do vector v = (u,v), parametricamente definida
por:

x =xz(t) = a+ ut, y=y(t)=b+ vt (13.2)

Os valores do parametro ¢, correspondentes aos pontos de in-
terseccao da recta £ com a curva %, sao as raizes da equagao:

o(t) = fla+ut,b+vt) =0 (13.3)

O polinémio ¢ € k[t], diz-se o polinémio de interseccao da recta ¢ com a curva €. Sera
identicamente nulo se ¥ contem ¢, caso que excluimos.

Caso contrario, ¢ tem grau < n e portanto ¢ terd quando muito n pontos distintos de
interseccao com % .

Sejam Py, Ps, - - - , P, os pontos distintos de intersecgao e t1,ta,- - - ,t, 0s respectivos parametros.
A multiplicidade m; da raiz t; da equacao (13.3), diz-se o niimero de interseccao, em P;, da
recta £ com a curva ¢, e representa-se por Ip, ({NE).

Ip, (N ¢) = multiplicidade da raiz t; da equagao (13.3)

E fécil ver que I p; (N %) depende apenas do ponto P;, sendo invariante por mudanc ca do
referencial afim e da parametrizacao afim para £.

O ndmero (total) de intersecgao da recta ¢ com a curva %, é, por definigao:

1ne) ¥ S 1 ene)
J
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Pelo exposto é < n.

» 13.2 Exemplo ...

Consideremos a quértica afim (figura oito) €, em A%, de
equagao:
flay) =y’ —2*+2"=0

e, para cada A € IR, a recta £), de equacdo y = Az,
parametrizada por x = t,y = At. O polinémio de inter-
secgao da recta £ com a curva €, é:

Pa(t) = f(E, M) = N282 — % + ¢

e as suas raizes, calculadas pela equacao:
W e =00 — L) =0

Sa0:

e se A = +1, t; = 0, com multiplicidade 4, a que corresponde o ponto P, = O = (0,0).
Portanto:
Io (fj:l N (5) =4

e se A\ # +1, t; = 0, com multiplicidade 2, a que corresponde o ponto P, = O = (0,0).
Portanto:
Io(lhxNE) =2, A#£ £l

Se —1 < XA < +1, temos mais duas raizes reais ta3 = £v1 — A? a correspondem dois
pontos simples, P>, P3 com numero de interseccao 1. Por exemplo, para A = 0, a recta
Ly é o eixo dos zx que intersecta € nos pontos (—1,0),(0,0) e (1,0) com ntumeros de
interseccao 1,2,1, respectivamente:

I(—l,O) (EO N Cg) = 1, I(O,O) (50 N Cg) = 2, I(—i—l,()) (fo N (5) =1

» 13.3 Multiplicidade de um ponto numa curva ... Consideremos mais uma vez uma
curva afim ¢, em A2, de equacio f(z,y) = 0.

Fixemos um ponto A = (a,b) em ¢, de tal forma que f(a,b) = 0, e consideremos o feixe de
rectas .% (A) baseado em A.

Como A pertence a %, temos automaticamente que ¢ = 0 é raiz do polinémio de interseccao,
isto é, ¢(t) = t™(---) e portanto:

I,(¢N¥) > 1, Vvl e F(A)
A multiplicidade de A em ¥ define-se através de:

m(A) = mg(4) ¥ min{I(n%), e F(A)} (13.4)

Portanto m(A) = m, se 4({NE) > m, VIl € F(A), e se existem rectas que passam por A, para
as quais o respectivo nimero de intersecgao satisfaz I4(¢ NE) = m.
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Pontos de multiplicidade 1, 2, 3,4, ... dizem-se pontos simples, duplos, triplos, quadru-
plos, ... de ¥. Um ponto de multiplicidade m é, grosso modo, um ponto de € onde m ramos
da curva se auto-intersectam.

Por exemplo, na figura oito do numero anterior, a multiplicidade da origem O € ¥ é 2:
m(0) = 2. Portanto O é um ponto duplo da figura oito (verifique). Note, no entanto, que
existem duas rectas, nomeadamente as rectas y = +x, cujo nimero de intersecgao é 4.

» 13.4 Ciélculo da multiplicidade de um ponto numa curva ... Seja v = (u,v) € Kk?
um vector nao nulo e consideremos a recta ¢, do feixe .#(A), que une os pontos A = (a,b) e
A+ v = (a+u,b+v), parametrizada por:

r=a+tu, y=b+tv

Como o ponto A = (a,b) pertence a €, entao ¢(0) = f(a,b) = 0 e portanto t = 0 é raiz
do polinémio de intersecgao. Serd uma raiz simples se o coeficiente de ¢ em t for nao nulo. De
acordo com a férmula de Taylor:

o(t) = fla+tu,b+tv)
2 3
= ¢(0) +¢'(0)t + qb"(O)% + ¢’”(0)% 4o
= Ja b”’f(“aﬂa)ﬂa b)+tz(U+v>2f(a b)+---
- ’ dr 9y ’ 2 \“az " Yoy ;

2
= f(A)+t(v-V)f(A)+%(v.v)Qf(A)+... (13.5)
= P (u,v) + " (u,0) F - -

onde ®; é uma forma homogénea de grau j.

Claramente que t™ é um factor para todas as escolhas de v e v. Se existirem escolhas de u e
v, isto é, de rectas 4y do feixe, para as quais ®,,(u,v) # 0, isto significa que, para essas escolhas,
t™*+1 ngo é factor de ¢ e, portanto, m serd a multiplicidade de A em %.

A férmula (13.5) mostra ainda que a multiplicidade de A € € é m se e s6 se todas as
derivadas parciais de f de ordem < m forem nulas, em A, e pelo menos uma derivada parcial
de ordem m for nao nula em A.

» 13.5 Exemplo ...

Considere o astréide (1 — 2% — y?)? — 272%y? = 0. Vamos
calcular a multiplicidade de A = (a,b) = (1,0), por exemplo.
Procedendo como no niimero anterior, vem que:

o(t) = f(1+tu,tv)
= (1= (1 +tw)? - (t)%)° = 27(1 + tu)?(tv)?
= t2(=270%) + 3®3(u,v) + - - - (13.6)

donde se conclui que a multiplicidade de A = (a,b) = (1,0)
é 2, isto é, A é ponto duplo de €.

Note que para v = 0 obtemos a recta (z,y) = (1,0) + ¢(1,0) = (1 +¢,0), isto é, o eixo dos
xx, cujo numero de intersecgdao, em A, com %, é 3.
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» 13.6 Pontos singulares ...
> 2.

Um ponto A € ¥ diz-se singular se a sua multiplicidade for

A férmula (13.5) mostra que A = (a,b) é singular sse:

onde pusemos f, = % e fy =

singulares de % .

» 13.7 Exemplo ...

f(a,b) = 0
fe(a,b) = 0 (13.7)
fyla,b) = 0

%' Estas sao as equagoes que permitem calcular os pontos

Calculemos os pontos singulares da figura oito %, de
equagao:
flay) =y* —a® +a" =0

O sistema (13.7) é, pondo a = z,b = y:

v —xz2+2* = 0
—2x + 4z° =0
2y = 0

donde se deduz que o tunico ponto singular é (0,0), cuja
multiplicidade é 2. De facto:

f(tu, tv) = t2(v? — u?) + tu?

Note que este ponto duplo é exactamente o ponto onde a curva se auto-intersecta.

» 13.8 Exemplo ...

O

[\

A cruz de Maltese é a quéartica definida pela equacao:
zy(2® —y*) = (@ + ) =0

Calculemos os seus pontos singulares. O sistema (13.7) é,
pondo a =x,b=1y:

wy(e? —y?) — (@*+y?) = 0
z3 — 3zy® — 2y =0

Para resolver isto, notemos que f =0 = xf, +yf, =0, isto é:

0= dzy(z® —y°) = 2(a® +y°) = 2ay(a® — y°)

donde z = 0,y = 0 ou z = +y. Em qualquer dos casos, (0,0) é o tnico ponto singular.
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» 13.9 Exemplo ... Qualquer curva em A%R pode ser considerada como uma curva em Aé.
Podem existir pontos singulares complexos nao reais.

Por exemplo, para a curva:
flz,y) = (1 +a2)? —ay* =0

o sistema (13.7) é:

(1+x222-zy2 = 0
dx(l+2%)—y? = 0
—2xy =0

cujas solucoes sao (0,0) e (£4,0).



Toépico 14

Tangentes afins

» 14.1 Tangentes afins ... Seja A € ¥ um ponto de multiplicidade m numa curva algébrica
€ : f(z,y) =0, em A2,

Recorde que isto significa que m é o valor minimo para o nimero de intersecgao I4(¢ N %),
quando ¢ varia no feixe de rectas .% (A), que passam por A. Portanto:

LANE)>m, Yie F(A)

(e existem rectas deste feixe para as quais I4(¢N%) = m). Uma recta ¢ que passa em A, diz-se

uma tangente a ¥ em A se:
I4,N€)>m+1 (14.1)

Diz-se que duas curvas € e Z sao tangentes num ponto comum A, se existe uma recta £ que
seja simultdneamente tangente a ¥ e a 2 em A.

» 14.2 Ciélculo das tangentes num ponto simples ... Suponhamos que A = (a,b) é um
ponto simples de %, isto é, que m = 1. Uma recta ¢ que passa em A, é uma tangente a % em

A se:

I4,(N%)>2

Suponhamos que a recta é definida por v = [u, v], isto é, que é parametrizada por:
T =a -+ tu, y=b+tv
A equagao cartesiana desta recta é:
—v(x—a)+uly—>b) =0 (14.2)
Como ja se viu em (13.5), o polinémio de intersecgdo ¢ de € com ¢, em A, é:
ot) = fla+tu,b+tv)
a9 2/ 9 9\
= t|lu— — b) + — | u— — b)+---
<u8x +vay> f(a,b) + 51 (uax +vay) f(a,b) +
= t®(u,v) + 2P (u,v) + - - -

Como, por hipdtese, m = 1, sabemos que existem vectores (u,v), tais que ®1(u,v) # 0. Por
outras palavras, existem rectas ¢ = ¢, cujo numero de interseccdo I4(¢/N%) = 1. Uma tangente
em A é pois uma recta definida por uma direcgdo v = [u,v] para a qual:

(bl(u’v) = ufx(a’ b) +vfy(avb) =0
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Daqui se deduz que:

[u7 U] = [_fy(a7 b)a fﬂﬁ(av b)]

e portanto, por (14.2), a equagao da tangente é:

fz(a,b)(z —a) + fy(a,b)(y —b) =0 (14.3)

» 14.3 Calculo das tangentes num ponto duplo ... Suponhamos que A = (a,b) é um
ponto duplo de %, isto é, que m = 2. Uma recta ¢ que passa em A, é uma tangente a 4 em A
se:

I4,(N¥)>3

Suponhamos que a recta é definida por v = [u,v], isto é, que é parametrizada por:
T =a+tu, y=b+tv
A equagao cartesiana desta recta é:

—v(z—a)+uly—>b)=0 (14.4)

Como ja se viu em (13.5), o polinémio de intersecgdo ¢ de € com ¢, em A, é:

ot) = fla+tu,b+tv)
o B} 2/ 8 d\>
2
= %@2(U,U)+

Como, por hipétese, m = 2, sabemos que existem vectores (u,v), tais que:

2
Dy(u,v) = <u§; —i—v%) f(a,b) #0

Por outras palavras, existem rectas ¢ = ¢y cujo nimero de interseccao I4(¢ NE) = 2.

Uma tangente em A é uma recta tal que I4(£N %) > 3, e é pois definida por uma direcgao
[u,v] para a qual:

CI>2(u,v) = U2 fxx(aa b) + 2uv fccy(a7 b) + 1}2 fyy(aa b) =0

Este é um polinémio homogéneo de grau 2, nas varidveis u e v que, em C2, se factoriza no
produto de dois factores lineares, eventualmente iguais, digamos:

Do (u,v) = (ou + Bv)(yu + dv)

fornecendo por isso duas solugoes [u,v] = [—f, ] e [u,v] = [-4,7]. Quando substituidas em
(14.4) conduzem as duas tangentes (eventualmente coincidentes):

oz —a)+ By —b) =0, V(@ —a)+d(y—0b)=0
Existem varias hip6teses:

e existem duas tangentes distintas. Neste caso, A diz-se um nodo. Se as tangentes forem
ambas reais A diz-se um crunodo. Se forem complexas conjugadas, A diz-se um acnodo.
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e As tangentes coincidem. Neste caso, A diz-se um cuspide.

» 14.4 Exemplo ...

Consideremos a curva de grau 6:

fla,y) =4 —y)® — 4z (@ +3)>=0

O ponto A = (—2,2) é um ponto duplo. O polinémio de
intersecgao é:

o(t) = fF(—2+tu,2 + tv) = —24t*(u® + 20%) + - -

Como:
u? + 2v% = (u +ivV20)(u — iV20)

obtemos as duas tangentes distintas:

(x+2)+ivV2(y—2)=0

Portanto A é um acnodo.

» 14.5 Cialculo das tangentes em pontos triplos, quadruplos, etc. ... Se A = (a,b) é
um ponto de multiplicidade m, um raciocinio semelhante mostra que as tangentes em A sdo
obtidas a partir da factorizacao em factores lineares do polinémio homogéneo de grau m:

D, (u,v) = uﬁ—i—vE mf(ab)
m ’ - 8.'17 ay )
= (oqu+ Brv)™ - (agu + B20)™* - - - (au + Byv)™*
onde os [a;, 3] sdo todos distintos e mq + - - - + my = m. As tangentes em A sao pois:

aj(z —a)+ Bj(y —b), com multiplicidade m;, j=1,2,---,k

» 14.6 Exemplo ...

O trevo de quatro folhas é a curva de grau 6:

flz,y) = (@° +y°)° — da?y?

que tem um ponto quadruplo em A = O = (0,0) com as
duas tangentes x = 0 e y = 0 ambas com multiplicidade 2
(verifique).




Toépico 15

Curvas planas projectivas. Tangentes

» 15.1 Forma de interseccao ... Consideremos uma curva projectiva de grau n:

¢: F(X,Y,Z)=0

em P2, onde F é um polinémio homogéneo de grau n. A recta ¢ = AB, determinada pelos
pontos A = [ai,as,a3] e B = [b1,be, bs], pode ser parametrizada por:

(s,t) — sA+tB (15.1)

isto é:
X = saq + tby, Y = sag + tbo, Z = sag + tbs (152)

e as intersecgoes de ¢ com % sao dadas pelas raizes do polinémio de intersecgao:
O(s,t) = F(sA+tB)
= F(say + tby, sag + tby, sag + tbs) = 0 (15.3)
Como F' é um polinémio homogéneo de grau n, tem-se que:
D(As, At) = NP (s, 1) (15.4)

e portanto, a chamada forma de interseccao ®, é uma forma binaria de grau n, que admite,
sobre C, uma factorizacao em factores lineares do tipo:

D(s,t) = (s1t —t15)™ - (sat — tas)"2 - - (st — tgs)™* (15.5)
onde os [s;, t;] s@o distintos e mq + - - - + my = n.

Portanto, sobre C, a recta ¢ intersecta a curva ¥ em exacta-
mente n pontos, contados com multiplicidades.

» 15.2 Numeros de intersecgao ... Como antes, se [s;, t;] € uma raiz da forma de interseccao
®, com multiplicidade m;, a que corresponde o ponto A; = s;A+ ;B € £N €, pdmos:

Iy, (ENE) =m; (15.6)

para o nimero de intersecgao em A; da recta £ com a curva %.

O nuimero de intersecgao ¢ invariante por mudanga projectiva de parametro, do tipo U(s,t) =

(u,v) com:
u = as+yt
{v = ﬁs+gt 0= fr#0
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O ndmero total de intersecgao de % com ¢ é a soma dos nimeros de interseccao I4(¢N%),
quando A percorre 4. Como vimos, quando a curva % estid em IPQ(G) o numero total de
intersecgao é igual a n, desde que ¢ nao seja uma componente de %.

» 15.3 Exemplo ...

O fecho projectivo da figura oito ¢ f = ¥ —x22+zt =0,
é a quértica ¢ :

F=Y222_X?721+ X*=0

em IP2. Consideremos a recta ¢ : X = 0, definida pelos
pontos A = [0,0,1] e B = [0,1,0], ambos em %, o tultimo
dos quais em %~. E parametrizada por:

X=0, Y=t Z=s

A forma de interseccdo é ®(s,t) = s°t> que tem grau 4. As
suas raizes sao [0,1] e [1,0], ambas com multiplicidade 2,
correspondentes a A e B, respectivamente. Logo:

IA(NE)=1Ip({NE)=2

» 15.4 Multiplicidade de um ponto numa curva ... Seja A um ponto numa curva % :

{F =0} em IP?, e consideremos o feixe de rectas .#(A) que passam em A.
A multiplicidade de A (em %) é, por defini¢do, o valor minimo m(A) = mg(A) dos
numeros de interseccao 14(¢ N €), quando ¢ varia em .% (A). Portanto:
m(A) =m
sse [4({NE) > m, VYl € F(A) e se existe pelo menos uma recta do feixe % (A) para a qual
IA(¢{N€) = m. Intuitivamente, uma recta genérica de .# (A) intersecta a curva m vezes em A.
Pontos de multiplicidade 1, 2, 3,4, ... dizem-se simples, duplos, triplos , quadruplos, etc...

Um ponto A € € diz-se singular quando a sua multiplicidade é > 2. A curva diz-se singular
quando tem um ponto singular. Caso contrario diz-se nao singular ou suave.

» 15.5 Teorema ... Um ponto A € € é um ponto sigular da curva € : F =0 se e so se:

F(A) =0, Fx(A)=0, Fy(A)=0, Fz(A)=0 (15.7)

Dem.: Seja A = [a1,a9,a3] € € e B = [by, b, bs] um outro ponto qualquer diferente de A. A
forma de interseccdo da recta AB com a curva % é dada por:
O(s,t) = F(sA+tB)
= $"Fy(A,B)+s" 't Fi(A,B) +s" 22 Fy(A,B) +--- +t" F,(A,B) (15.8)

onde cada Fj(A, B) é um polinémio nas componentes de A e B (isto é, nas varidveis a; e b;).

O ponto A corresponde a [s,t] = [1,0] e o ponto B corresponde a [s,t] = [0,1]. Como A
pertence a ¢ a forma de interseccdo anula-se em [s,t] = [1,0] e A serd singular quando esta
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solucdo tiver multiplicidade > 2, isto é, quando t? for factor de ®(s,t). Mas isto acontece
quando Fy(A, B) = 0 e também F;(A, B) = 0. A condigao Fy(A, B) = 0 é automaética ja que
A € €. Resta interpretar a outra condigao Fi(A, B) = 0. Seja:

o) = ®(1,t) = F(A+tB)
- F(A)+t(B.V)F(A)+m(B-V)?F(A)+.--+Z(B.V)kF(AHm (15.9)

Daqui se deduz que:

R4 B) = Fld

F(A,B) = (B-V)F(A)
= (b 8X+b25’y+b36Z) ( )
Fy(A,B) = (B-V)*F(4)
= (b10x + bady + b3dz)2F(A), ... (15.10)

Como F(A)=0, A serd ponto singular sse (b10x + b20y + b3dz)F(A) = 0, Vby, by, b, isto é, sse
Fx(A) =0, Fy(A)=0, Fz(A)=0, como se pretendia.

» 15.6 Exemplo ... O fecho projectivo da figura oito f = y? — 22 + 2% é a quértica:
F=Y%2?-X*Z>-X? =0
em 1P2, que intersecta a recta do infinito Z = 0, nos pontos que satisfazem:
Y272 - X%(Z? -X?)=0, Z=0

isto é, no ponto A = [0, 1, 0].
Qual a multiplicidade m(A), de A em € 7

Consideremos a recta definida por este ponto e por um outro B = [u, v, w]|, digamos, dada
parametricamente por:
X =tu, Y = s+ tv, Z =tw

Como ja sabemos [1,0] é raiz da forma de interseccao ®(s,t). Basta pois analizar a forma:

o(t) =2(1,t) = F(tu,1+ tv,tw)
= (14 t)%(tw)? — (tu)*((tw)? — (tu)?)

= t?w? 4 o’ + t1(u? + vPw?)

donde se deduz que A = [0,1,0] é um ponto duplo - tem multiplicidade dois.

» 15.7 Exemplo: Cubicas de Steiner ... Considere a familia de cibicas de Steiner € =
€ (A, 1), em IP%(C), dadas por:

F(X,Y,Z)=pu(X3+ Y3+ Z3) +3)XYZ (15.11)

onde A\, u € C.

A curva €'(\, p) é singular se e sé se =0 e A3 = —1, e, em cada um destes quatro casos, a
curva reduz-se a um triangulo (reuniao de 3 rectas nao concorrentes).

Quando p = 0, a curva é dada por XY Z = 0 que é de facto um tridngulo com pontos
singulares nos vértices [1,0, 0], [0,1,0] e [0,0, 1].
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Suponhamos agora que p # 0. Podemos supor que p = 1, é claro! Como sabemos, os pontos
singulares sao dados por F'=0,Fx =0,Fy =0e Fz =0, isto é:

X?=-\YZ, VY?=-MX, Z?=-)\XY (15.12)

Se um dos X, Y ou Z é nulo entao todos o sdo. Podemos pois supor que todos sao nao nulos.
Igualando o produto dos membros esquerdos das 3 igualdades anteriores, com os produtos dos
trés membros direitos, obtemos:

(1+X)X%Y%22% =0
Quando A* # —1, um dos X,Y ou Z é nulo, o que é absurdo. Portanto, quando \*> # —1 a
curva é nao singular.

Supponhamos agora que A\* = —1. Multiplicando as 3 igualdades (15.12), respectivamente
por X.Y e Z, obtemos:
X*=Y3=2°=-)\XYZ

2 2

Sejam 1,w,w* as raizes cubicas da unidade. Entao A é igual a um dos nimeros —1, —w ou —w*.
Além disso, podemos sup6or ainda que X = 1, de tal forma que Y e Z sdo iguais a um dos
ntimeros 1,w ou w?. Obtemos desta forma os seguintes pontos singulares:

A=-1 [1,1,1] [Lww? [1,w?w]
A=—w [1,1,0?] [Lww [1,w?1]
A=-w? [L,Lw] [Lwl [1,w?w?]

Em cada caso, temos 3 pontos nao colineares; as rectas que unem cada par desses pontos
intersectam % em > 4 pontos, e portanto tém que ser componentes de . Como % tem grau 3,
ela reduz-se, nestes casos, a um triangulo cujos vértices sao os pontos singulares referidos.

» 15.8 Tangentes a uma curva ... Seja ¥{F = 0} uma curva em IP?, ¢ A um ponto de
multiplicidade m em %, de tal forma que I4(¢N%) > m, para toda a recta £ € % (A) (e existem
rectas deste feixe para as quais [4(/NE) = m).

Uma recta £ € % (A) diz-se tangente a ¢ em A, se:

IA((N%)>m+1 (15.13)

» 15.9 Tangentes a uma curva num ponto simples ... Seja A um ponto simples numa

curva ¢ : F =0 em P2 De (15.9) ou (15.10) deduz-se imediatamente que tinica tangente a €
em A é dada pela equacao:

XFx(A)+YFy(A)+ZFz(A) =0 (15.14)
(apenas mudamos as notagoes: (u,v,w) — (X,Y,Z)).
» 15.10 Tangentes a uma curva num ponto duplo ... Seja A um ponto duplo numa curva

€ : F =0em IP?. De (15.9) ou (15.10) deduz-se imediatamente que as tangentes a ¢ em A sio
dadas pela equagao:

(XFx +YFy(+ZFz)*(A) =0 (15.15)

(mudamos mais uma vez as notagoes: (u,v,w) — (X,Y,Z)). Esta é uma forma quadrética que
se factoriza em C em dois factores lineares, digamos:

(XFx + YFy (+ZF2)*(A) = (a1 X + a2Y + a3Z) (51X + BY + B32) =0

que fornecem as duas tangentes (eventualmente coincidentes).

O calculo das tangentes em pontos de maior multiplicidade faz-se de forma analoga.
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» 15.11 Exemplo ... A curva Y272 — X?(Z%? — X?) = 0 tem dois pontos singulares em
A=10,0,1] e B =0,1,0].

Em A a forma de interseccao é:
o(t) = F@X,tY,1+1t2)
= (tY)?’(1+t2)% - tX)*(A +t2)* + (tX)*
Y2 = X3 +83(-) (15.16)

e as tangentes em A sdo dadas por Y +£ X = 0.

Em B a forma de interseccao é:

p(t) = F(tX,1+1tY,t2)
= (1+tY)%(t2)? — tX)*(t2)? + (tX)*
= 2224+ 83(-.) (15.17)

e as tangentes em A sdo dadas por Z = 0 (contada duas vezes).

» 15.12 Exercicio ... A curva (X? —Y?)2 4+ (2X? — 6Y?)Z% = 0 tem trés pontos singulares
em A=[1,1,0], B=[1,—1,0] e C =[0,0, 1] todos duplos. Calcular as tangentes nesses pontos.

» 15.13 Assimptotas ... Seja € uma curva afim em A? e % o seu fecho projectivo em IP?.

Uma assimptota de ¢, em A?, é uma recta afim ¢, cujo fecho projectivo Z, é tangente num ponto

A€ =¢n{Z=0}.
Para calcular as assimptotas de &, procede-se da seguinte forma
1. Calculamos os pontos A € G = € N {Z =0}
2. Calculamos as tangentes a % nesses pontos A.

3. As assimptotas sao as tangentes que sao diferentes de Z = 0.

» 15.14 Focos ... Seja % : F = 0 uma curva em IP2. Os focos de € sao os pontos de interseccio
das tangentes a ¢ tiradas a partir dos pontos ciclicos I, J = [1, %, 0].



Topico 16

Inflexoes

» 16.1 Inflexoes ... Seja A um ponto simples ou suave de uma curva algébrica projectiva €,
em IP2. Como sabemos, o ntiimero de interseccao da tnica tangente T4%, a € em A, é > 2:

IN(TAZNE) >2

Em geral, este niimero de interseccao é exactamente igual a 2, mas podera haver pontos
exceptionais na curva onde seja superior a 2.

A € € diz-se uma inflexao de € se esse numero é > 3:
IN(TA€NE) >3 (16.1)

Neste caso, a tangente Ty % diz-se uma tangente inflexional a curva %.

A diz-se uma inflexao ordinaria quando esse nimero é exatamente igual a 3 e uma on-
dulagao quando é > 4.

Por exemplo, a origem é uma inflexao da curva Y Z? — X3 = 0, e o eixo dos X's ¢é a tangente
inflexional nesse ponto.

» 16.2 Quando a curva é irredutivel e de grau n, a ordem de contacto de qualquer tangente
inflexional é > 3 mas < n. Caso contrario a ordem de contacto torna-se infinita e a recta serd
uma componente de 4. Em particular, a ordem de contacto de uma tangente inflexional com
uma cubica irredutivel é exactamente igual a 3 e todas as inflexdes sao por isso ordindrias ou
simples.

» 16.3 Como determinar as inflexées? A Hessiana ... Seja ¢ : {F(X,Y,Z) = 0} uma
curva em IP2. Uma aplicacio sucessiva da identidade de Euler, a F e as suas derivadas parciais,
permite obter as igualdades seguinte:

nlk = XFx+YFy+ZFy, identidade de Euler

in—1)Fx = XFx2+YFxy+ZFxyz
n—1)Fy = XFyx2+YFE+ZFyz
(n—1)Fz; = XFzx+YFzy+ZFy
nin—1)F = (n—1)(XFx+YFy+ZFy)

(X2Fx2+ XYFxy + XZFxz) + (- )+ (-++) + ...
= X?Fx24Y?Fyo+ Z%F + 2 XY Fxy + YZFy; + X ZFx )

Fx: Fxy Fxz X
= (XY Z)| Fwx F: Fyz Y (16.2)
Fzx Fgzy Fzz VA
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A forma homogénea de grau 3(n — 2) definida por:

Fx: Fxy Fxz
Hp = det Fyx Fy2 Fyg (16.3)
Fzx Fzy Fpe

diz-se o determinante Hessiano de F. A curva associada ¢ = 5 : {Hr = 0} diz-se a
Hessiana de 7.

» 16.4 Teorema [Critério para inflexdes] ... Um ponto ndo singular A € € é uma inflexdo
de € se e s se A € Hy, isto é, sse:

Hrp(A) =0
Em particular, uma curva €, de grau n, pode ter quando muito 3n(n — 2) inflexdes.

Dem.: Seja A € € um ponto suave de ¢ e Ty% : XFx(A)+YFy(A)+ ZFz(A) =0 a tnica
tangente a 4 em A. Seja B um ponto varidvel nessa tangente, de tal forma que:

B-VF(A) =0

Recorde que:
F(sA+tB) = s"F(A)+s""t(B-VF)(A) +s" 2?/2(B-VF)*(A) +t*(---)

%s”_th(B -VF)?2(A)+3(--) (16.4)

uma vez que A€ € = F(A)=0e B€Ty¢ = B-VF(A) =0.

A ordem de contacto da tangente T4% com %, em A, é a poténcia minima de t que surge
como factor em F'(sA+tB), no desenvolvimento (16.4). Mas esta poténcia minima serd > 3 sse:

(B-VF)?(A) =0, VB € Ta%

Mas isto implica que a conica:

Fyx2(A) Fxy(A) Fxz(A) X
(X Y Z)| Frx(4) Fy2(4) Frz(A) Y | =0 (16.5)
Fzx(A) Fzy(A) Fyp(A) Z

é redutivel, uma vez que os pontos B € Tp% lhe pertencem. Em particular, tem-se que:

Fx2(A) Fxy(A) Fxz(A)
HF(A) = det Fyx(A) Fy2(A) Fyz(A) =0
Fzx(A) Fzy(A) Fyp(A)

isto é, A pertence a Hessiana: A € 7.

» 16.5 Corolario ... A Hessiana de uma ciubica € também uma cubica. Portanto uma cibica
irredutivel tem quando muito 9 inflexdes.

» 16.6 As inflexdes de ¥ s@o pois os pontos de intersecgdo de € com a respectiva Hessiana
Fy, que sao regulares em €. Na pratica, calculamos as interseccoes resolvendo os sistema:

F(X,Y,Z) = 0
Hp(X,Y,Z) = 0

e eliminamos as que sdo singulares em %.
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» 16.7 Exemplo ... Seja ¢ : {F = X3 + Y3 + Z3 = 0} a ctibica de Fermat. % é suave e a
Hessiana 7 é dada por:

Fx: Fxy Fxz
Hp=det | Fyx Fy Fyy | =63XYZ =0
Fzx Fzy Fpe

que é uma cubica redutivel, reunido das 3 rectas X = 0,Y =0 e Z = 0. Os pontos de inflexao
sdo os pontos de intersecgao destas rectas com %. A recta Z = 0 tem 3 pontos de inflexéo:

[1,—1,0], [w, —1,0], [w?,—1,0]

onde w é uma raiz cubica da unidade.

Existem também 3 pontos de inflexao em cada uma das rectas X =0 e Y = 0 e, portanto,
existem ao todo 9 pontos de inflexao.

Trés desses pontos sdo reais: [1,—1,0],[0,—1,1] e —1,0, 1].

Esta é uma situacao tipica. De facto, é possivel provar que toda a cibica suave tem sempre
eractamente trés pontos de inflexdo reais que sdo colineares.

» 16.8 Exemplo ... Consideremos a cubica cuspidal:
F=Y*2Z-X*=0

em IP2. O tnico ponto singular 6 A = [0,0,1]. A Hessiana é:

—6X 0 0
H = det 0 27 2Y | =24XY?=0
0 2Y 0

que é a reunido das rectas X =0 e Y = 0. A ctibica intersecta a recta X = 0 quando Y27 = 0,
isto é, quando Y = 0 ou Z = 0, o que dd o ponto suave A = [0,1,0] e o ponto singular
B =1[0,0,1]. O ponto A é pois o unico ponto da intersecgdo de ¢ com S que é suave em € e
é pois a Unica inflexao de %.

» 16.9 Exemplo ... Consideremos a cibica irredutivel (folium de Descartes):
F=X’+Y*-XYZ=0

em IP2. O tnico ponto singular é A = [0,0,1], que é um nodo com tangentes X =0eY =0. A
Hessiana é:

6X —Z -Y
H=det | —Z 6Y —X |=—-23X°+Y3+XYZ}=0
Y -X 0

As interseccoes de € com S sao dadas por X2 + Y3 = 0,XYZ = 0. A tltima equacdo di
X =0,Y =0o0u Z = 0. Claramente que X = 0,Y = 0 conduz apenas ao ponto singular A.
No entanto, Z = 0 produz os 3 pontos colineares B = [1,—1,0],C = [1, —w,0] e D = [1, —w?,0],
onde w é uma raiz cubica complexa da unidade. Os pontos B, C, D sao suaves em %, por serem
distintos de A, e sao pois as 3 inflexoes de % .

» 16.10 Cubicas de Steiner ... No ntimero (15.7) consideramos a familia de ctbicas de
Steiner € = €(\, u), em IP?(C), dadas por:

F(X,Y,Z)=pu(X3+Y*+ Z°)+ 3)A XY Z (16.6)
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onde \, u € C.

Mostramos ai que a curva € (\, ) é singular se e s6 se 4 = 0 e A3 = —1, e, em cada um
destes quatro casos, a curva reduz-se a um triangulo (reuniao de 3 rectas nao concorrentes).

Vamos agora determinar as inflexoes das cibicas de Steiner. Supomos que % € nao singular,
de tal forma que =1 e A3 # —1. O Hessiano é:

6X 3\Z 3\Y
Hp=det | 3\Z 6Y 3XX | =27(—2X3(X3+ Y3+ Z3) + 214 + M}) XY 2)
3\Y 3\X 6Z

Para calcular as inflexdes temso que resolver asa equagoes:

(X3+Y3+23)+3 XY Z = 0
20 (X34 Y3+ Z3) +24+ M)XYZ = 0

Note que quer F' quer Hr sdo combinacoeslineares das ctibicas X2 + Y3 + Z3 e XY Z. O
determinante da matriz dos coeficientes do sistema anterior é:

det<_2/\2 2(4+)\3))—2(4+)\)+6/\ =8+ 8\
Portanto é nao nulo uma vez que estamos a supor que A # —1. As interseccoes de € com H#°

sao dadas portanto por
{ X3+Y34+23 = 0

XYZ =0
Se X =0, entdo Y3+ Z2 =0 e tomando Z =1, vem que Y3 = —1,isto é, Y = —1, Y = —w ou
Y = —w?,onde w é uma raiz da unidade. Procedendo de forma analoga para os casos Y = 0 e

Z = 0, obtemos as nove inflexoes seguintes:

Iy =1[0,-1,1] I;3=10,—w,1] I;3=1[0,—w? 1] narecta X =0
Iy =[1,0,—1] Iye =[1,0,—w] I3=1[1,0,—1] narectay =0
I3y =[-1,1,0] I3 = [-w,1,0] I33=[-w? 1,0] narecta Z =0

Note que estas nove inflexdes nao dependem de A. Apenas trés (as da primeira coluna) sao
reais e apenas I11 e Io; sdo visiveis na vista afim Z = 1.

Note ainda que:

e 0s pontos das primeira, segunda e terceira linha pertencem, respectivamente, as rectas
X=0,Y=0eZ=0.

e 0s pontos das primeira, segunda e terceira coluna pertencem, respectivamente, as rectas
X+Y+Z, wX+wY+Z=0ew?’X+wY +Z=0.

e os pontos das duas diagonais principais pertencem, respectivamente, as rectas wX + Y +
Z=0ewX+wY+27Z=0.

E possivel mostrar até que a recta que passa em duas quaisquer das nove inflexdes, passa erac-
tamente por uma outra.

As nove inflexdes das ciibicas de Steiner sdo pois um exemplo da chamada configuragao de
nove pontos, isto é, de uma configuracao constituida por nove pontos distintos de ]PZ(C) que
tem a propriedade de que a recta que passa em dois quaisquer desses pontos passa exactamente
por um outro.



Toépico 17
Teorema de Bézout. Aplicacoes

» 17.1 Lema ... Consideremos dois polindmios f,g € DI[t], com coeficientes num anel de
factorizacdo tnica D. Entao f e g tém wm factor comum mao constante se e so se existem
polindmios nao nulos o e B, com dega < deg f e deg 8 < degyg, tais que:

B =g (17.1)

Dem.: suponhamos que f e g tém um factor comum h nao constante, de tal forma que existem
polinémios nao nulos a e G, com dega < deg f e deg 8 < degg

f=ha e g=hp
Entao f3 = haf = hfa = ga.

Reciprocamente, suponhamos que existem a e § tais que f3 = ga. Todos estes polinomios
tém factorizagGes tnicas em irredutiveis. Os factores de g tém que aparecer nos factores de f(,
mas nao podem estar todos nos factores de § uma vez que deg § < degg. Portanto, pelo menos
um facor de g deve aparecer entre os factores de f, i.e., f e g tém um factor comum.

» 17.2 Para manter a discussao o mais concretamente possivel, suponhamos que:

f(t) = A()tg -+ A1t2 + Aot + As
g(t) = Bot’+ Bit+ By (17.2)
A condicgao:
fB=ga
com deg o < deg f e deg 8 < deg g, digamos:
alt) = oot + ot + o
Bt) = Pot+ b (17.3)

traduz-se na condigao:
(Aot® + Art? + Ast + A3)(Bot + B1) = (Bot® + Bit + Ba)(aot® + axt + o)

ou ainda, igualando coeficientes, no sistema:

Asb — B =
Ay + A3fy — Biaz — DB = 0
A1ﬁ1 + Agﬂo — Bypas — Biag — Bsag = 0 (174)
Ao/ + Ao — Bpay — Biag = 0
AoBo - Boay = 0
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Este é um sistema com deg f +deg g = 3+2 = 5 equagoes com 5 incégnitas ag, a1, ag, Bo, B1-
Este sistema tem solugao nao trivial se e s6 se o seu determinante for nulo, isto €, sse:

A3 By
Ay A3 By DBy
R(f,9) gt Ay, Ay By B By | =0 (17.5)
Ay A By B
A By

Este determinante chama-se a resultante dos polinémios f e g, e nota-se por R(f,g). O
mesmo argumento pode ser invocado para demonstrar o teorema seguinte:

» 17.3 Teorema ... Consideremos dois polindmios f,g € D[t], com coeficientes num anel de
factorizacdo dnica D. Entao f e g tém um factor comum ndo constante se e s a sua resultante

R(f,g) for nula:
R(f,9)=0 (17.6)

» 17.4 Exemplo ... Um polinémio f € k[t] tem uma raiz dupla sse f e g = f’ tém um factor
comum nao constante. Pelo teorema anterior isto acontece sse:

A ¥ R =0 (17.7)

A resultante R(f, f’) chama-se o discriminante de f e nota-se por A(f).

Por exemplo, se f(t) = at® 4 bt + ¢, entdo f'(t) = 2at + b e:

c b
At)=R(f,f)=det | b 2a b | =c(4a®) —b(2ab — ba) = 4ac® — b*a = —a(b? — 4ac)
a 2a

» 17.5 Apliquemos os teoremas anteriores quando:
D =Kk[X,Y]

é o anel de polinémios em duas indeterminadas X e Y. Para manter a discussao o mais
concretamente possivel, suponhamos mais uma vez que temos dois polinémios homogéneos
F,G € Kk[X,Y,Z], de graus m = 3 e n = 2, respectivamente, e que vemos esses polinémios
como polinémios na indeterminada ¢ = Z, com coeficientes no anel (de factorizagdo unica)
D =k[X,Y]:

F(X)Y,Z) = AoX,Y)Z®+ A1(X,Y)Z% 4+ Ax(X,Y)Z + A3(X,Y)
G(X,Y,Z) = Bo(X,Y)Z?+ Bi(X,Y)Z + By(X,Y) (17.8)

Onde A;(X,Y) é homogéneo de grau i, e, analogamente, B;(X,Y’) é homogéneo de grau j.

Analisemos o grau de homogeneidade da resultante R(F,G), que agora representamos nat-
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uralmente por R(X,Y):

A3 A3 \2By
A24; A345 ABi  M2B,
ROAX,\Y) = det M1 A24, By ABi A’B,
A AA; By A\B;
AO BO
A5 A3 A5 By

MAy  MAs; MB) MB
= AT2ATIATAT2A0 et | A34; M3Ay, A3By,  A3B; A3By

A4, A4, MNBy, A\B;
)\Ao )\BO
Ag B2

AQ A3 Bl BQ
AN det | 47 Ay By Bi B
AO A1 BO Bl
Ao BQ

= MR(X,Y) (17.9)

A segunda igualdade foi obtida multiplicando a primeira coluna e a quarta por A2, a segunda
e a quinta por \ e a terceira por A\3. A segunda igualdade foi obtida observando que a primeira
linha aparece multiplicada por A\°, a segunda por A%, etc.

A conclusao é pois que R é homogéneo de grau deg F' x deg G = 3 x 2 = 6. O mesmo tipo
de argumento pode ser usado no caso geral:

» 17.6 Teorema ... Sejam F,G € k[X,Y,Z] ~ Kk[X,Y][Z], dois polindmios homogéneos de
graus m e n, respectivamente, vistos como polindmios na indeterminada Z, com coeficientes no
anel D = K[X,Y]. Entao a resultante R(X,Y), de F e G, relativamente a Z, ou é nula ou €
um polinomio homogéneo de grau mn.

» 17.7 Interpretagcao geométrica ...

Consideremos a projeccao central I de centro C so-
bre uma recta £, que nao contem C:

Mg: P?2-{C} — l
P — P'=CPnNY

Podemos supor que C' = [0,0,1] e que £ : Z = 0. de
tal forma que, se P = [X,Y, Z], entao:

Io[X,Y, Z] = [X,Y,0]

Sejam € e 2 duas curvas em IP?(C), sem componente
comum, dadas por:

F(X,Y,Z2)=0, G(X,Y,Z)=0

onde F, G sao dois polinémios homogéneos de graus m
e n, respectivamente:
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F(X,)Y,Z) = AyX,Y)Z™+ A (X, Y)Z™" 1 +... + 4,(X,Y)
G(X,Y,Z) = By(X,Y)Z"+ Bi(X,Y)Z" ' +... 4+ B,(X,Y) (17.10)

Podemos supor que C' nao pertence a qualquer das duas curvas, o que significa que Ag # 0 e
By # 0. A recta que une o ponto P’ = [X,Y, 0] € £ ao ponto C' = [0, 0, 1] pode ser parametrizada
por Z:

Z — [X,Y,0] + Z[0,0,1] = [X,Y, Z]

Daf o desenvolvermos os polinémios F' e G segundo a varidvel Z, para cada P’ = [X,Y,0] € ¢
fixo. Para detectarmos se existe um ponto P € ¥ N Z na recta P'C, podemos pois recorrer a
resultante (relativamente a Z) dos dois polinémios F e G.

De facto, existe um tal ponto P se e s6 se os polinémios F' e GG, vistos como polinémios em
Z (para X e Y fixos), tiverem uma raiz comum Z, e isto acontece sse R(X,Y) = 0. Por outro
lado, para cada P’ = [X,Y,0] € ¢ fixo s6 pode haver um ndmero finito de pontos P € ¢ N 2.
Caso contrério a recta P'C' seria uma componente de ¥ N Z. Concluindo: #(% N Z) é finito.

Contemos agora os pontos de intersecao das duas curvas. Existe apenas um nimero finito
de rectas que os unem uns aos outros. Escolhendo coordenadas de tal forma que C nao pertencga
a qualquer dessas rectas, podemos supor que que existe quando muito um ponto de interseccao
em cada recta P’'C. Por outras palavras, existem quando muito tantas interseccoes quantos os
zeros da resultante R(X,Y). Como deg R = mn, deduzimos o seguinte:

» 17.8 Teorema ... Se € e 2 sio duas curvas em IP?(C), sem componente comum, entdo:

H(END)<deg® - deg? (17.11)

Contemos agora os pontos de interseccao com as respectivas multiplicidades.

» 17.9 Ndmero (ou multiplicidade) de interseccao 14(% N 2) ... Sejam € e & duas cur-

vas em ]PQ((D), sem componente comum, dadas por:
F(X,Y,Z)=0, G(X,Y,Z)=0

onde F, G sao dois polindmios homogéneos de graus m e n, respectivamente.

Suponhamos ainda que C' = [0, 0, 1] ndo pertence a qualquer das duas curvas e que em cada
recta P'C existe quando muito um ponto de interseccao.

Se A = [X,Y,Z] € €N 2, define-se o ndmero (ou multiplicidade) de intersecgao
IA(€¢ N 2), através de:

I4(¢N9) def multiplicidade de (X,Y") como raiz de R(X,Y) (17.12)

» 17.10 O numero de intersecgao I4(% N 2) satisfaz as propriedades seguintes:

e Se A¢ NP, entao [4(€NZD)=0.
e Se Aec N, ese¥ e P seintersectam transversalmente em A, simbolicamente:
P e cgl M ng

isto é, se A é ponto regular quer de %, quer de &, e as rectas tangentes em A, a € e ¥
sao distintas, entao

IA€hD) =1
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e Se A€ ¥ NZ,mas se ¥ e Z nao se intersectam transversalmente em A, entdo

IA(%7ﬂ§2)2i2

» 17.11 Exemplo

Sejam € : F(X,Y,Z)=23-XY?e 2 : G(X,Y,Z) =
73 + XY?2. Entao:

R(X,Y) =8X3Y®

As duas cubicas intersectam-se em:

A=11,0,0]  com multiplicidade 6
B =10,1,0] com multiplicidade 3

O ponto B = [0, 1, 0] é uma inflexdo comum a tangente
X =0.

» 17.12 Teorema de Bézout ... Sejam € e P duas curvas projectivas sem componente co-
mum. Entdao:

Z IA(CND) = (deg?) - (deg 2) (17.13)
Aeeng
onde a soma se faz sobre todos os pontos de € N D que tém coordenadas complexas. Em
particular, se € e 9 sao curvas requlares com intersec¢des todas transversais, entdo:

H#(END) = (deg®) - (deg ) (17.14)
Duas curvas intersectam-se em pelo menos um ponto.

» 17.13 Muitas vezes o teorema de Bézout é usado para determinar se duas curvas sao de
facto a mesma, ou, pelo menos, se tém uma componente comum.

» 17.14 Exemplo ... Suponhamos que € e¢ Z sao duas cénicas que tém 5 pontos distintos
comuns. O teorema de Bézout diz que que elas tém uma componente comum. Como o grau de
uma componente tem que ser inferior ao grau da curva de que faz parte, concluimos que

(). ou existe uma recta ¢ tal que ¥ N Z = ¢, ou
(ii). € = 2.
Portanto:

existe uma unica cénica que passa por 5 pontos dados, desde
que nao haja 3 colineares.

» 17.15 Mais geralmente, se € e Z sao duas curvas irredutiveis, ambas de grau n, que tém
n? + 1 pontos distintos comuns, entdo € = 2.

Note, no entanto, que para n > 3 nao existe, em geral, nenhuma curva de garu n que passe
em n? 4 1 pontos dados. De facto, o ntiimero de condicdes impostas, n? 4+ 1, é maior do que o
nimero 1(n + 1)(n + 2) de coeficientes a determinar num polinémio homogéneo de grau n.
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» 17.16 Aplicacao ... Uma cibica tem quando muito um ponto duplo. De facto, se tivesse 2
pontos duplos a recta que os une intersectaria a curva em 4 pontos, o que é absurdo, uma vez
que a curva é irredutivel.

Quando uma cibica tem exactamente um ponto duplo, uma recta arbitraria que por ele passa,
cuja equagdo contem um certo parametro t € IP', intersecta a cibica num outro ponto. Desta
forma se exprime parametricamente um ponto arbitrario da curva como funcao do parametro .

» 17.17 Exemplo ...

A cubica:

F=X34+Y3-XYZ=0

tem um ponto duplo em [0,0,1]. Consideremos o feixe de
rectas que passa por esse ponto:

Y—-tX =0

Para cada t, a recta Y = tX intersecta a curva duas vezes
em [0,0, 1] e uma outra vez no ponto

X=t Y=t Z=1+¢

» 17.18 Aplicagdo ... Uma qudrtica tem quando muito 3(4—1)(4 —2) = 3 pontos duplos. De
facto, se tivesse 4 pontos duplos a cénica que passa por eles e por um quinto ponto da curva,
intersecta-la-ia 9 pontos, o que é absurdo, uma vez que a curva é irredutivel.

Quando uma quartica tem exactamente 3 pontos duplos, uma cénica arbitraria, cuja equagao
contem um certo parametro t € P!, que por eles passa e por um quarto ponto fixo da curva,
intersecta-a num outro ponto que pode portanto ser expresso como fun¢ao do parametro t.

» 17.19 Exemplo ...

A quaértica

F=Y%Z(2Y +32)— (X2 -Z%?=0

tem 3 pontos duplos em [1,0, 1],[—1,0,1] e [0, —1,1]. Con-
sideremos ainda o ponto [0, 1, 0] o feixe de cénicas que pas-
sam por estes quatro pontos. A equagdo de uma cénica é:

aX2+bY?2+¢cZ2+2fYZ +29ZX +2hXY =0

e impondo que ela passe pelos 4 pontos referidos, obtemos
b=0,9g =0, e se tomarmos a = 1, entao ¢c = 1 e 2f =
—1. A equagdo da coénica é entdo, em coordenadas nao

homogéneas:
22 +2hay —y—1=0

que pode ser escrita na forma:
zy+tz—y—1)=0



Topico 18

Teorema dos nove pontos. Aplicacoes

» 18.1 Uma curva projectiva €, em IPQ(C), é representada em coordenadas homogéneas por
um polinémio homogéneo de grau n:

F(X,Y,Z) = a,X" + a1 X" Y + - +ayY™"

onde N = £(n+ 1)(n +2).

Por exemplo, uma cubica é dada por:
aX3+0Y3 +¢cZ% 4+ eX2Y + fXY? + gX2Z+ hXZ? + kY?Z +1YZ2 + mXYZ  (18.1)

onde figuram ao todo N = £(3+1)(342) = 10 coeficientes a, b, c, .... No entanto estes coeficientes
estao definidos a menos da multiplicacdo por um escalar nao nulo. Portanto apenas 9 sao
essenciais e daf que o conjunto €3 de todas as ctibicas de IP? pode ser identificado com IP?:

¢ ={F(X,Y,Z2) =aX®+bY’ + ...+ mXYZ =} = P

Quando imp6émos que uma ciibica passe num certo ponto P, somos conduzidos a uma equacao
linear homogénea nos coeficientes de F. Portanto, o conjunto das cibicas que passam em P, é
um hiperplano H(P) de IP?,

Analogamente, se fixamos dois pontos distintos P e @, as cibicas que passam por eles formam
um conjunto definido por duas equagoes lineares homogéneas independentes, nos coeficientes de
F, e portanto definem uma variedade linear de IP? de codimensao 2.

Continuando desta forma vemos que, para uma coleccao de 9 pontos dados P;, Pe,--- , Py €
IP2, distintos, as cénicas que por eles passam sdo determinadas como solucdes de um conjunto
de 9 equacoes lineares homogéneas nos 10 coeficientes de F'. Em geral, o conjunto das solugoes
¢é dado pelos multiplos de uma solucao dada e, portanto, uma cubica ficard univocamente deter-
minada por 9 pontos, desde que as equacoes lineares a que eles conduzem sejam independentes.

Em geral, uma curva de grau n ficara determinada por:
1/2n+1)(n+2)—1=1/2(n(n+ 3)

pontos ”independentes”no sentido acima referido.

» 18.2 Teorema dos nove pontos ... Apesar de, em geral, uma cibica ficar univocamente
determinada por 9 pontos, podera haver configuragoes especiais dos tais 9 pontos, para as quais
haja uma familia a um parametro de cibicas que por eles passam. Esta é a situacao descrita
no teorema seguinte:

81
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Teorema dos nove pontos ... Suponhamos que
e %y sdo duas cubicas que se intersectam em 9 pontos
distintos Py, P, -+ , Py.

Se € € uma outra cubica que passa nos oito primeiros
Py, - Pg, entdo, € passa necessariamente pelo nono
ponto Py .

Dem.: Suponhamos que %1 : F1(X,Y,Z) =0e % : F»(X,Y,Z) = 0 sdo duas ciibicas em IP?,
que se intersectam nos 9 pontos distintos dados Py, P, - -, Py. Entao, em geral, F; = AF5 e
€1 = >, isto é, em geral existe uma Unica cubica que passa em 9 pontos distintos dados. Mas
a situacao descrita no teorema é diferente.

De facto, consideremos o conjunto de todas as cibicas que passam nos primeiros 8 pontos
Py, ---, P3. Este conjunto corresponde as solugoes de um sistema de 8 equacoes lineares ho-
mogéneas nas 10 variaveis que representam os coeficientes de F'. O conjunto das solugoesdeste
sistema consiste de todas as combinacoes lineares de 2 solugoes linearmente independentes. Mas
como as duas cubicas dadas passam pelos 8 pontos Pi,--- , Ps, os coeficientes dos polinémios
correspondentes F; e F» dao-nos duas solugoes linearmente independentes (isto porque os 8
pontos sao distintos). Portanto ¢ serd dada por:

F(X,Y,Z) = MFI(X,Y,2) + \F5(X,Y,Z) =0

para algumas constantes A1, A2. Mas 0 nono ponto Py estd em 67 e 62, isto é, F1(Py) = Fo(Py) =
0, e dai que F(Py) também, como se pretendia.

Mais geralmente, tem-se que:

» 18.3 Teorema de Cayley ... Sejam €| e G» duas curvas em IP%, de graus dy e dg, respecti-
vamente, sem componente comum, e suponhamos que €1 e G2 se intersectam em dy - do pontos.
Seja € uma curva em IP? de grau dy + dy — 3. Entdo, se € passa por todos excepto um dos
pontos de €1 N G2, € deve passar pelo ponto restante.

Nao é neccesario que as curvas dadas se interesectem em pontos distintos. Por exemplo, se
P € % N % é um ponto duplo (multiplicidade 2), digamos porque %] e %2 tém uma tangente
comum em P, temos apenas que exigir que ¢ tenha a mesma tangente em P.

Vejamos agora algumas aplicagoes:

» 18.4 Teorema do pivot ... Seja ABC um triangulo e A’,B',C’' pontos nas rectas que
contém respectivamente os lados BC, CA e AB. Entdo os circulos BC'A', CA'B" ¢ AB'C’
intersectam-se num mesmo ponto G.
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Dem.: As cénicas:
¢ = recta BC U circulo AB'C’

%> = recta CAU circulo BC'A’

passam pelos seis pontos
A,B,C,A',B'",C', pelos pontos cir-
culares I, J e ainda pelo ponto G; ao todo
nove pontos. A cénica:

& = recta AB U circulo CA’'B’

passa pelos oito primeiros, logo passa
também em G.

» 18.5 Teorema de Pascal ...Sejam A, B,C,A’,B’,C’ seis pontos numa cénica. Entdo as
interseccoes BO' N B'C, CANC'A e AB' N A'B sao colineares.

Dem.: De facto, as rectas B'C,C'A, A’B
formam conjuntamente uma cubica.
O mesmo acontece com as rectas
BC',CA'",AB’ e ainda com a cénica
dada conjuntamente com a recta DE.
Estas trés cubicas passam todas pelos 8
pontos A, B,C, A", B’ C", D, E e portanto
também passam pelo nono ponto comum.

» 18.6 Exemplo ... Considere as rectas AB, DE, GH da figura seguinte:

Estas rectas constituem uma ciibica. O mesmo acontece com as rectas AD, BE e CF. Estas
duas ctbicas passam pelos 8 pontos A, B,C, D, E, F,G, H. Portanto qualquer ctubica que passe
por estes 8 pontos tem que passar pelo nono ponto X = CF N HG.
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» 18.7 Se na configuracdo descrita no nimero anterior, fizermos B — A, ao longo da curva
desenhada, a recta AC converge para a tangente a essa curva em A. Analogamente, se fizermos
FE — D, sempre ao longo da curva desenhada, a recta DE converge para a tangente a essa curva
em D. Mas entao H — G e, portanto, se uma recta intersecta uam cubica nos pontos A, D, G,
as tangentes nesses pontos intersectam a cibica novamente em pontos colineares.

» 18.8 Se B e FE sdo inflexoes, e se ambos A,C — B, e D, F — E, entao X,G — H. Portanto,
a recta que une duas inflexoes numa cubica, passa através de uma terceira inflexao.



Toépico 19

Pontos racionais em cubicas.
Estrutura de grupo numa cubica

» 19.1 Chiibicas racionais ... Consideremos uma ctbica afim % da forma:

ax® + by + cay? + dy® + ex® + fay+ gy +ha +ly+m =0 (19.1)

% diz-se racional se todos os coeficientes a, b, ¢, ... € Q.

O problema de encontrar os pontos racionais de % nao pode, em geral, ser resolvido pelo
método que usamos para determinar os pontos racionais das cénicas, uma vez que uma recta
intersecta uma ctbica em 3 pontos (eventualmente, complexos, no infinito e ndo necessariamente
distintos).

Mas existe um outro processo geométrico que pode ser usado. Se a cubica tem dois pontos
racionais tem, em geral, um terceiro. Para o encontrar considera-se a recta que une os dois
pontos racionais. Esta recta é pois racional, e intersecta % num outro ponto. Quando se calcula
as interseccoes de uma recta com uma cubica somos conduzidos a uma equacao ctbica com
coeficientes racionais. Se duas das raizes sao racionais a terceira também o serd. Obtemos assim
uma espécie de lei de composi¢do em %

(P,Q)— PxQ=%0N(PQ)

Se P = (@, a recta P(Q serd a tangente a % em P.

P /
PQ \/ PP
P

Portanto, comecando com alguns pontos racionais obtemos em geral outros desenhando
rectas e calculando intersecgoes.

85
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Um dos teoremas mais importantes, conjecturado por Poincaré e demonstrado por Mordell,
em 1921, diz-se que:

“se € € uma cubica racional ndo singular, existe um numero finito de
pontos racionais tais que todo o outro ponto racional pode ser encontrado
pelo processo acima descrito”.

Nao existe porém qualquer método conhecido para determinar, num nimero finito de etapas,
se uma dada cibica tem ou nao qualquer ponto racional! Este ¢ um problema em aberto.

» 19.2 Lema ... A operag¢io bindria (P,Q) — P x Q = % N (PQ) satisfaz as propriedades
sequintes:

(i). PxQ=QxP
(il). (PxQ)*P=Q
(iii). (P*Q)*R)«xS=Px((Q*S)*R)

Dem.: As duas primeiras propriedades
sao imediatas. Quanto a terceira, de-
signemos por X = (P xQ)* R) xS e
Y =Px*((Qx*S5)=*R). Com as notagoes
da figura, vemos que as cubicas £1 U/fs U/l3
e m1 U mo U mg intersectam-se em nove
pontos e que a cibica dada % passa por
oito deles. Pelo teorema dos nove pontos,
% passa pelo nono e portanto X =Y.

(PR

» 19.3 Estrutura de grupo numa cibica ...

Fixemos um ponto O € ¥, e definamos uma operacao
bindria em €:

(P,Q)— P+Q

da seguinte forma:

P+ @ = interseccdo com % da recta
que une O com P * Q)
= (PxQ)x0 (19.2)

» 19.4 Teorema ... A cibica € munida da operacio bindria (P,Q) — P + Q, definida ante-
riormente, tem estrutura de grupo comutativo cujo elemento neutro é O.

Dem.:

e A comutatividade é imediata.
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e Associatividade:

(P+Q)+R = (P+Q)*xR)*x0 = ((P*xQ)*x0)*R)*0O
P+(Q+R) = (P+x(Q+R))*xO = (Px((Q*xR)*0))x0O (19.3)
e os membros direitos sao iguais pela terceira propriedade do Lema anterior.

e O ¢é o elemento neutro. De facto, para todo o ponto simples P € ¢

P+O=(Px0)xO=(0xP)xO=P

e O simétrico de um ponto P é —P = P % (O x O). De facto, usando as duas primeiras
propriedades do Lema anterior, tem-se:

P+(-P) = P+ (P*x(0x*0))

(P (puoum)o

(P (0x0))xP)*0O
(*)*O=0+0=o (19.4)

» 19.5 Em termos da lei de grupo que acabamos de definir, o teorema de Mordell pode ser
enunciado na seguinte forma:

“se uma cubica nao singular tem um ponto racional entao o grupo dos
seus pontos racionais é finitamente gerado”.

De aqui em diante escolhemos O como uma inflexdo da cibica ¢ (que tem sempre pelo
menos uma). Quando O é uma inflexdo tem-se que:

Ox0O0=0, e —P=Px0O

» 19.6 Lema ... Sejam P,Q, R pontos arbitrdrios numa cibica nao singular €. Suponhamos
ainda que O € uma inflexdo de €. Entdo:

(i). P+Q+ R =0 see s se P,Q e R sao colineares.
(ii). P # O tem ordem 2, i.e., 2P =0 se e sé se a tangente Tp%é passa por O.
(iii). P # O tem ordem 3, i.e., 3P =0 se e s se P é uma inflexao de €.

Dem.: [(i).] Suponhamos que P, e R sao pontos distintos colineares de ¥. Entao
PxQ=Re:

(P+Q)+R = (P+Q)*R)*0

*xQ)*O0)*xR)xO

*
= 0x0=0 (19.5)
Reciprocamente, se P+ @ + R = 0, entao:

P+Q=-R = (PxQ)*xO=Rx0
= (PxQ)+0=R+0
= PxQ=R = P,Q e R sao colineares (19.6)
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[(ii).] P # O em ¥ tem ordem 2 sse 2P = P+ P = O, sse (P*xP)* O = O sse
P x P = 0. Mas este é o ponto onde Tp% intersecta ¥ outra vez. Logo O € Tp%.

[(iii).] Suponhamos que P # O é uma inflexao, de tal forma que P+ P = P. Entao:

P+P = (PxP)x0O
PxO#0 (19.7)

e portanto P nao pode ter ordem 2. Além disso:

3P = (P+P)+P
(P+xO)+ P
(PxO)*P)*x0O
= 0x0=0 (19.8)

o que significa que P tem ordem 3.

Reciprocamente, se P # 0O e 3P =0, isto é P+ P #0 e (P+ P)+ P = O, entao:

P+P=-P = (P+xP)xO=Px*0
= PxP=P (19.9)

0 que significa que P é uma inflexao.

» 19.7 Inflexoes numa cibica ... Seja ¥ uma cubica nao singular e P e @ duas inflexoes
distintas de ¥. Entao a recta PQ) que os une contem uma terceira inflexdo, nomeadamente o
ponto 2P +2(Q). De facto, a recta P() intersecta ¥ num terceiro ponto R tal que P+ Q@+ R = 0.
Dai que R = —P — ). Mas como P e () sao inflexdes: 3P = 0 = 3(Q) e, portanto:

—-P=2P, -Q=2Q = R=2P+2Q = 3R=6P+6Q=0+0=0

isto é, R é uma inflexdo.

Dadas trés inflex6es nao colineares O, P e ), em %, podemos sempre construir nove inflexdes
distintas:
O,P,2P,Q,P+ Q,2P +20Q,2Q, P+ 2Q,2P + 2Q

que formam uma configuragdo de nove pontos.
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» 19.8 Forma normal de Weierstrass ... Consideremos uma cibica nao singular %, em
IP2(C), definida por:

aX3 +bY3 +¢cZ3 4+ eX2Y + fXY? + gX2Z+ hXZ? + kY?Z +1YZ2+mXYZ =0 (19.10)

% tem pelo menos uma inflexdo (porqué?), que podemos supér ser o ponto A = [0,1,0].
Como A € ¥ vem que b = 0. Podemos também supér que a tangente inflexional é a recta
TA% : Z = 0. Esta recta pode ser parametrizada por:

t—[0,1,0] 4+ ¢[1,0,0] = [¢, 1,0]
e o polinémio de interseccao de T4% com € € pois:

o(t) = at3X3 + b+ et’X? + ftX
Como I4(€ NT4%€) = 3, devemos ter e = f = 0, mas a # 0, caso contrario a recta Z = 0 seria
uma componente de % .

Portanto, para ja:

A tangente TA%¢ tem por equagao:
XFx(0,1,0) + YFy(0,1,0) + ZF7(0,1,0) =0

e como estanmos a supor que esta recta é Z = 0, vem que Fx(0,1,0) = 0 = Fy(0,1,0), mas
F7(0,1,0) = k # 0, caso contrério A = [0, 1, 0] seria ponto singular de ¥". Podemos pois supor
que k = 1. Passando a coordenadas afins z,y, na carta afim Z = 1, vem entdo que a equacao
da ctbica é:
v +ard+c+gx? +hx+ly+mzy =0
ou ainda:
y? + (mz + Dy + P(x) =0

onde P(z) é um polinémio do terceiro grau em x.

A substituicao y — y — %(mx + 1) transforma a curva na forma:

1
y? + Z(mx +0)%24+P(z)=0

ou finalmente na forma candnica de Weierstrass:

y* = p(x) (19.11)

onde p(x) é um polinémio do terceiro grau em z.

» 19.9 Curva elipticas ... Uma cubica afim nao singular pode ser posta na forma canénica:

y? =p(x) = 2% + az® + bz +c (19.12)

Quando as raizes de p(x) sao distintas a cibica diz-se uma curva eliptica. Mais geralmente
qualquer curva birracionalmente equivalente a curva (19.12) diz-se uma curva eliptica. Estas
curvas surgem no problema do calculo do comprimento de arco de uma elipse. Dai o nome de
curva eliptica!

Suponhamos agora que a curva (19.12) é racional, isto é, que os coeficientes a,b,c € Q. Em
particular, o polinémio p(x) = 2% + ax? + bx + ¢ terd pelo menos uma rafz real a e podemos por:

p() = (z—a)(@®+Bz+7), «aB,v€ER

E claro que podera ter 3 raizes reais. Quando p(z) tem apenas uma raiz real, e quando tem 3
raizes reais distintas, as curvas y? = p(z) correspondentes tém o aspecto das figuras seguintes.
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/

Curva eliptica com uma tes real.

p(x) tem1 raiz real apenas.

v Curva eliptica com duas componentes reais.

p(x) tem 3 raizes reais distintjs.

» 19.10 Férmulas explicitas para a operagao + no grupo ... Consideremos uma cubica
afim % nao singular na forma candnica (de Weierstrass):

y* =p(z) =23+ azx® + bz + ¢ (19.13)

com as raizes de p(z) distintas, i.e., a cibica ¢ é uma curva eliptica.

O fecho projectivo de (19.13) é a curva % definida por:
F(X,Y,Z2)=Y?2 — X3 —aX?Z —bX7* — cZ3 (19.14)

Esta curva intersecta a recta do infinito Z = 0 no ponto O = [0,1,0]. Este ponto é nao singular
e é uma inflexao de ¢ com tangente inflexional Z = 0 (verifique estes factos, como exercicio).

O ponto O ¢ racional e serd tomado como o elemento neutro do grupo.

» 19.11 Como somamos dois pontos P e () de €7 ...

=

P=Q

Primeiro tracamos a recta PQ e determinamos a ter-
P ceira interseccao P () dessa recta com %. De seguida
X unimos este ponto com O, o que nao é mais do que
tragar a recta vertical que passa em P x @ (porqué?).
A cibica ¢ definida por (19.13) é simétrica relati-
vamente ao eixo dos z’s. Portanto para determinar
P+Q P+ Q, basta tomar o simétrico de P * () relativamente
ao eixo dos z's.

» 19.12 Qual o simétrico —() de um ponto ) de 7 ...
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S

O negativo de um ponto @ = (z,y) é o refletido rela-
tivamente ao eixo dos z's, isto é, —Q = (z,—y). De
facto unindo @ com —(@ obtemos uma recta vertical e
portanto o terceiro ponto de interseccao Qx(—Q) é ex-
actamente o ponto O. Agora unindo O com O obtemos
SN arecta Z = 0 e tomando a terceira intersecgao com ¢
-Q=(x,-y) [~ d4 novamente O, uma vez que Ip(¢ NTp%) = 3, uma
vez que O é uma inflexdo. Portanto @ + (—Q) = 0.

T

» 19.13 Uma férmula explicita para P, + P> ...

Pondo:

P = (z1,51), P>=(x2,y2), P1*P>=(x3,y3)

de tal forma que:

1= (X1,¥1) o Pl + PQ = (1'3, _y3)

obtemos por calculo as formulas seguintes:

L {xi% = K=o=m=0 (19.15)
PAPE (x:,-ys) ys = Awz+ 0 '
onde
)\ — u e 79 =Y — >\$1 = Y2 — )\.1,‘2 (1916)

ZL‘2—I1’

De facto, a recta que une P, = (x1,y1) com Py = (x2,%2), tem por equagao:

y=Ax+1v, onde )\:yz_yl, e Y=y —Ar1 =y2 — A2
ro — I

Por construcao, esta recta intersecta a cubica nos pontos P; e P,. Para determinar o terceiro
ponto substituimos em (19.13):

=0z +9)? =23 +az? + bz +c
ou ainda:
B+ (a=2M)22+ (b-229)z + (c—9?) =0 = (z — z1)(z — z2)(x — 23)

Igualando os ceficientes em 2% de ambos os membros, obtemos as férmulas (19.15) e (19.16).

» 19.14 Exemplo ... Consideremos a curva:
y? =23+ 17
Se P = (—1,4) e P» = (2,5), para calcular P, + P, obtemos primeiro que:

_ 1 13
To — X1 3 >
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Portanto: 8 100
x3 T2 — X1 9’ Y3 r3 + 27

e finalmente:

8 109
P+ P =(-1,4) +(2,5) = (z3,—y3) = <_9’—27>

» 19.15 Problema ... Representar o produto de dois inteiros consecutivos y(y + 1) na forma
de produto de trés inteiros consecutivos (x — 1)z(z +1) = 23 — z.

Este problema conduz a curva ¢ dada por:
Y+y=12°—=zx

Fazendo a mudanca de variavel:

~ 1
— Yy = —
y—y=y+ 5
obtemos a curva:
~2 3
=z —x+ -
Y + 1
Comoy =0« y= —%, o processo geométrico de obter a soma de dois pontos é andlogo ao
descrito anteriormente substituindo o eixo dos z’s, i.e., a recta y = 0, pela recta y = —1/2.

A curva % tem seis pontos 6bvios com coordenadas inteiras:

(0,0), (1,0), (-1,0), (0,-1), (1,-1), (—1,-1)

Se P = (0,0) todos os pontos indicados sao gerados por P:
(1,0)=2P, (-1,0)=—-3P, (0,—1)=—-P, (1,-1)=—2P, (-1,—1)=3P

O ponto P gera um grupo ciclico infinito. Todos os pontos da forma (2k + 1)P pertencem a
componente conexa compacta da curva, que contem P, enquanto que os pontos da forma 2kP
pertencem a componente ilimitada.
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» 19.16 Exemplo ... A curva ¥ dada por:

W +y=a® — 2

tem quatro pontos 6bvios com coordenadas inteiras:

(1,0), (0,0), (0,—1)=—(0,0), (1,-1)=—(1,0)

Yy
ol SO ;_l_),\—\l ) b 2
N o
2P = (0,0

0 \\ == Bedl )

A tangente a ¢ em (1,0) intersecta novamente ¢ no ponto (0,—1), o que significa que
2(1,0) = (0,0). Portanto, 2(1,—1) = (0, —1).

A tangente a € em (0, 0) intersecta novamente ¢ no ponto (1,0), o que significa que 2(0,0) =
(1,—1). As equagoes 2(1,0) = (0,0), 2(0,0) = (1,—-1) = —(1,0), implicam que 4(1,0) =
(1,-1) = —(1,0), i.e., 5(1,0) = (0,0). Portanto, o subconjunto:

{Ov (1’0)7 (070)7 (07_1)7 (17_1)}

¢ um subgrupo ciclico de ordem 5 em %(Q).

» 19.17 Exemplo ... A curva

¥ +y=2°+ 22

tem quatro pontos 6bvios com coordenadas inteiras:

(0,0), (-1,0), (0,-1)=—(0,0), (-1,—-1)=—(-1,0)
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O ponto P = (0,0) gera um grupo ciclico infinito. Por exemplo:

2P = (—1,—1), —3P =(1,1), 3P =(1,-2), 4P =(2,3), 5P = (—3/4,-9/8)

A tangente a ¥ em —2P intersecta novamente ¥ no ponto 4P, e a recta que une 2P com
P, intersecta novamente % no ponto —3P. O ponto —5P constréi-se usando a recta que une P
com 4P, ou usando a recta que une 2P com 3P.

FIM



