Exame de Tépicos de Geometria
Licenciatura em Matematica
29 de Junho de 2006 Duragao... 3h30m (sem tolerancia)
O exame ¢é constituido por 5 folhas. Deve ser resolvido nessas folhas, podendo utilizar
o seu verso. Exige-se boa apresentagao da prova e justificagao clara dos calculos efectuados.
Nao é permitido o uso de maquinas de calcular.
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CURSO ...

Exercicio 1 ... Considere o fecho projectivo ¢, em IP?(C), da curva de grau 6:
fz,y) = (@® +¢%)° — 4a®y?
a.) Calcule os seus pontos singulares e respectivas multiplicidades.
b.) Calcule as tangentes & curva nesses pontos singulares e respectivas multiplicidades.

c.) Calcule as assimptotas de €.

Resolugao ... O fecho projectivo da curva é dado por:
F(X,Y,Z) = (X?+Y?)3 —4X?Y?7?

a.),b.) Os pontos singulares sdo calculados a partir do sistema:

Fx =6X(X2+Y?%)?2 -8XY?22 = 0
Fy =6Y(X?2+Y%)?2 -8X2%YZ%2 = 0
Fy; = -8X%Y?Z =0

A terceira equagao d4 X = 0ouY =0ou Z =0. Se X = 0 a segunda equacao implica que Y = 0. Com
X =0=Y a primeira equagdo é valida VZ, e portanto A = [0, 0, 1] é ponto singular. Se ¥ = 0 uma andlise
semelhante conduz de novo ao ponto A. Se Z = 0, as duas primeiras equagoes implicam que:
6X(X2+Y?%)?2 = 0
6Y(X2+Y2%)?2 = 0
Se X2+Y? # 0 entao viria que X = 0 = Y o que é absurdo. Portanto X?+Y?2 =0, i.e, (X —iY)(X+iY) =0
e existem mais dois pontos singulares que sdo os pontos circulares no infinito I, J = [1, %, 0].
O polinémio de intersec¢do no ponto A é:

pat) = F((0,0,1)+t(X,Y,Z)) = F(tX,tY,1+tZ)
= ((tX)2+ (tY)?)? —4(tX)2(tY)?(1 + t2)?
—4X2Y? 4 (L) + (0.1)

donde se deduz que A é um ponto quadruplo e as tangente sdo X = 0 e Y = 0 ambas com multiplicidade 2.
O polinémio de intersec¢ao no ponto I é:

or(t) = F((1,4,0)+t(X,Y,2)) = F(1+tX,i+tY,tZ)
= (1+tX)?+ (G +tY)?)? —4(1 +tX)%(i +tY)?(t2)?
= AZ% 4 (L) (I (0.2)

donde se deduz que I é um ponto duplo com tangente dupla Z = 0. A andlise é andloga para J.

c.) Os pontos do infinito sdo os pontos circulares I e J. A tangente a I é a recta do infinito Z = 0.
O mesmo para J, A tnica assimptota é pois Z = 0. Claro que, do ponto de vista afim, a curva nao tem
assimptotas.
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Exercicio 2 ... Considere o fecho projectivo €, em IP?(C), da cénica:

2?2+ 20y +2y+2=0

a.) Calcule a polar do ponto (0, 0).
b.) A equagdo tangencial de %.
c.) As tangentes a € que passam no ponto (1,1).

d.) As assimptotas de %

Resolugao ...
a.) O fecho projectivo da cénica é dado por:

X2 42XY +2YZ 4222 =0

ou ainda:
X 1 10
x'Sx=0, onde x=|Y e S=|1 01
Z 01 2
A polaridade é definida por:
Xo
xo=1[ Y, HuO:(UO v, WO):XZSHUOX—FVOW—%WOZ:O
Zo

ou, de forma equivalente: a cada ponto x, = [X,,Y,, Z,|, a polaridade associa a recta de equagao x’,Sx = 0.
Quando x, = [0, 0, 1] a recta polar é:

1 1 0 X
(000 1)1 01 Y | =0
01 2 Z
isto é:
Y+2Z=0

b.) Foi deduzido no curso que a equacio tangencial da cénica x'Sx = 0 é dada por uS~!u’ = 0, isto é:

1 1 2 -1 U
( u v w )§ 2 =2 1 \% =0
-1 1 1 w
ou ainda:
1

g(U2 — V24 W2 44UV —2UW +2VIW) =0

c.) O ponto [1,1,1] corresponde, por dualidade, & recta U + V + W = 0. Esta recta intersecta a cénica
tangencial nos pontos de (P?)* dados por:

U+V+W = 0
U2—-2V2 4+ W24+4UV —2UW +2VIW = 0

Se W =0 viria que U =0 =V o que é absurdo. Logo W # 0 e podemos sup6ér que W = 1. Resolvendo
vem que V = —1—-U e 5U% 410U +3 = 0. Portanto, U = %\/ﬁ, V =—-1—-U e W =1 dao as coordenadas
homogéneas dos dois pontos de intersecgao.

Resta dualizar para obter as duas tangentes pretendidas de quagao UX + VY + WZ = 0.



d.) Os pontos do infinito sdo dados por
Z=0, e X’42XY4+2YZ+27%>=0

isto é:
X2 42XY =0

o que conduz as solugoes:
A=10,1,00 e B=]12,-1,0]

Agora:
TAC : Fx(A)X+Fy(A)Y+Fz(A)Z=0
isto é:
2X+2Z=0
isto é:

2X +4Y -22=0

As assimptotas sdo pois as rectas afins:

r=—-1 e x+2y=1



Exame de Tépicos de Geometria. 29 de Junho de 2006. Pagina 3

NOME...

Exercicio 3 ... Considere a cubica:
€¢: Yy =z-z
a.) Mostre que é uma curva eliptica e que O = [0,1,0] é uma inflexdao de %
b.) Deduza directamente a lei de grupo em %, tomando como elemento neutro o ponto O = [0, 1, 0].
c.) Deduza directamente férmulas para a duplicagdo 2P de um ponto P = (z,y) € €.

d.) Calcule as inflexdes de € (recorde que no curso se provou que um ponto P # O, em %, é uma
inflexdo sse 3P = O).

Resolugao ...
O fecho projectivo da curva é:

F(X,)Y,Z)=Y?Z - X*+XZ*=0
a.) € ¢ uma curva eliptica porque x® — z tem trés rafzes reais distintas. O = [0, 1,0] é uma inflexao de
%. De facto, é um ponto nao singular, uma vez que Fz(0,1,0) = 1 # 0. Além disso, a recta tangente a €
em O é a recta Z = 0. Esta recta é definida pelo ponto ponto O = [0,1,0] e pelo ponto A = [1,0,0], por
exemplo. O polinémio de intersecgao é:
o(t) = F([0,1,0]+¢[1,0,0]) = F(t,1,0)

—t3 (0.3)

isto é, a ordem de contacto de Tp% com % é 3 e portanto O é uma inflexao.
b.) A dedugao faz-se como no ponto 19.13 do curso. Os cdlculos mostram que:

(z1,91) + (22, 92) = (23, —Y3)
onde:

N\ = Y2 — Y1
To — I
ys = Axz+ (y1— A1) (0.4)

2
r3 = A —x1— To, , T F T

Se x1 =z e y1 # Y2 entdo (z1,y1) + (z2,92) = O.
c.) A equagdo da tangente Tp%, onde P = (z,y), é
@ —2)fo(z,y) + G —y)fy(z,y) =0
onde f, = —32? + 1 e f, = 2y. Portanto:
~ 322 - 1)(Z — =z
L 5oy B DE—)
2y

pretende-se agora o terceiro ponto de intereseccao desta tangente com a curva dada. Para isso, substituimos

(7,7) em y? = 2® — x, onde § é dado pela férmula anterior e igualamos os coeficientes das poténcias em 72,
para obter:

4 2 2 1 2 _ 1)(— 4 2 1
2P = 2z, y) = x4 22 + 7_y_(B:U )(—=3x* +62° + 1)
423 — 4x 8y(x3 —1)
c.) Como 3P = O & 2P = —P, devemos resolver a equacio:
x4+ 222 +1
T er Ty
43 — 4o

isto é:

3zt — 622 —1=0
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Exercicio 4 ... Enuncie o teorema dos nove pontos e utilize-o para demonstrar o teorema de Pascal.

Resolugao ...
Ver o curso.
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Exercicio 5 ... Considere os feixes de rectas .#(A) e #(B), de suporte A = (0,0) e B = (0,1)
respectivamente. Suponha que existe uma correspondécia homografica entre o feixe .7 (A) e o feixe .7 (B)

associada a matriz ( Lo >

)
)

1 -1
Calcule o lugar geométrico dos pontos de intersecgao dos pares de rectas dos dois feixes que se correspon-
dem.

Resolugao ...
Consideremos os pontos A = [0,0,1] e B = [0,1,1] em P2(IR). O feixe de rectas .#(A) é constituido
pelas rectas da forma:
X +)Y =0, A e P!

enquanto que o feixe de rectas % (B) é constituido pelas rectas da forma:
X+uYy-2)=0, A e P!

A correspondéncia homografica entre os dois feixes é da forma:

A+1
A = —
TR
Da primeira equagao tiramos que A = —X/Y. Substituindo na segunda vem que:
-X/Y +1
X+——Y-2)=0
Xy %)

Resolvendo obtemos a equagao de uma cénica (teorema de Steiner):
X?—Y?4+2XY - XZ+YZ=0

De ponto de vista afim:
2 =y 2y —x+y=0



