Exame de Tépicos de Geometria
Licenciatura em Matematica
27 de Junho de 2007 Duragdo... 3h00m (sem tolerancia)
O exame é constituido por 5 folhas. Deve ser resolvido nessas folhas, podendo utilizar
o seu verso. Exige-se boa apresentagao da prova e justificagao clara dos calculos efectuados.

Cotagao:

1(a) | 1(b) | 1(c) || 2(a) | 2(b) | 2(ci) | 2(cii) || 3 || 4(a) | 4() | 4(c) || 5(a) | 5(b)
1.5 1.0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 3 1.5 1.5 1.0 1.5 1.5
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CURSO ...

Exercicio 1 ... Considere o tridngulo de vértices A = (1,1),B=(1,3) e C = (2,4).
a.) Mostre que P = (1,0) € AB, Q = (5/3,3) € AC e que R = (3,5) € BC.
b.) Verifique directamente se P, @ e R sao colineares.

c.) Verifique se P,@Q e R sdo colineares recorrendo ao Teorema de Menelaus.

Resolugao ...
a.) As equagoes dos lados do triangulo sao:

z 1 1

AB: y 1 3|=0 . =x=1 . PeAB
1 11

z 1 2
AC: |y 1 4|=0 . y—-3z+2=0 .. Q€AC porque 3—-3-(5/3)+2=0
1 11
z 1 2
BC: y 3 41=0 zr—y+2=0 . ReBC porque 3—-5+2=0
1 1 1
b.)

1 5/3 3

0 3 5 |=-8/3#0 .. P,Q eR sdonao colineares.

1 1 1

c.) P,Q e R sdo colineares se e s6 se
AP BR CQ _
ﬁ'ﬁ'@__
mas:

AP o yp—yA_O—l_ 1
PB  yp—yr 3-0 3
BR yR_yB75_371772
RC yo—yr 4-—-5 -1
CQ _ yo-yc _3-4_ -1 _,
QA Yya—vyo 1-3 =2

E como —% - (—2) - 2 # —1 concluimos que P,Q e R s@o néo colineares.



Exercicio 2 ... a.) Mostre que a razao anarmoénica (ABCD) de quatro pontos colineares de RP(2) é
um invariante projectivo.

b.) Verifique que os pontos A =[1,—-1,-1],B =[1,3,-2],C = [3,5,—5] e D = [1,—5,0], em RP(2), sdo
colineares.

c.) Calcular a razdo anarménica (ABCD) dos pontos A = [1,—-1,-1],B = [1,3,-2],C = [3,5,-5] e
D =[1,-5,0], em RP(2):

c(i). directamente usando a definigao do curso.

c(ii). usando o “plano mergulhante” z = 1.

Resolugao ... a.) provado no curso (Gray, theorem 3, pag. 140).

b.) A equacao da recta que une A e B é:

x 1 1
y —1 3 |=0 .. br+y+4z=0
z -1 =2

CeABporque5-3+5—4-5=0e D € AB porque 5-1—-5+0=0.

ci.) Os vectores a = (1,—1,—1) e b = (1,3,2) que representam A e B, respectivamente, i.e. A = [a] e
B = [b], s@o linearmente independentes. Podemos entao escrever:

=(3,5,-5) = «o(l,-1,-1)+3(1,3,2) a=1,0=2
=(1,-5,0) = ~(1,-1,-1)+46(1,3,2) vy=2,0=-1 (0.2)

e portanto:

(ABOD) = (8/a)/(5/7) = (2/1)/(~1/2) = —4

cii.) Como:

A = [1,-1,-1]

B = [1,3,-2]

C = [3,5,-5]=[1,5/3,-5/3]

D = [1,-5,0] (0.3)

temos quatro pontos colineares (notados pelas mesmas letras) no plano afim « = 1, com coordenadas (y, z)

dadas por:
b A=(-1,-1), B=(3,-2), C=(5/3,-5/3), D= (-5,0)

Estes pontos estao sobre a recta y + 4z + 5 = 0. Como:

(ABCD) = (AC/CB)/(AD/DB)

calculamos:

AC yc—yA_5/3+1_2

CB ~ yg—yc 3-5/3

AD Yyp —ya _ —95+1

DB YB — YD 3+5 / (04)
donde:

(ABCD) = (AC/CB)/(AD/DB) = 2/(~1/2) = —4




Exercicio 3 ... Seja ABC'D um paralelogramo, E o ponto médio de AD e F' o ponto médio de BC.
Mostrar que as rectas DF e EB trissectam a diagonal AC'.

(0,1)

Resolucao ... Este é um resultado afim. Basta pois prova-lo quando A = (0,0), B = (1, ) D ,
e, portanto, C = (1,1), uma vez que transformagoes afins preservam paralelismo. Além disso, F = (0,1/2)
e F = (1,1/2) porque transformagoes afins preservam pontos médios de segmentos.

Célculos:

A equacao da recta DF é

0.1

z 0 1
DF : y 1 1/2 =0 x+2y—2=0
11 1
A equagao da recta EB é
z 0 1
EB: |y 1/2 0|=0 .. z+2y—1=0
1 1 1

A equagdo da diagonal AC é y = x, como é evidente. Seja X = EBNAC eY = DF N AC. Entao:

X {ff;y ~ = (1/3,1/3)
r+2y = 2 _
{ord 2 % = (2/3,2/3)

e a conclusao é ébvia.

Exercicio 4 ... a.) Construa um triangulo esférico com dois angulos rectos e de area igual a §

b.) Construa o tridngulo esférico dual (ou polar) ao tridngulo indicado na alinea anterior e calcule a sua
area.

c.) Calcule a distancia entre New York (40°43’N;74°W) e Funchal (32°28'N;16°55’W).

Resolugao ...
a.) Por exemplo, o tridngulo 7 com vértices no pélo Norte N, A = (Lat. 0, Long. 0) e B = (Lat. 0, Long. 45° F).
Os dngulos sao A = B=m/2 e N = /4 e, portanto, a sua drea é:

(r/24+w/2+7/4) -7 =7/4

b.) O pdlo do meridiano que passa em A e N, e que estd no hemisfério que contem o tridngulo 7, é o
ponto B’ = (Lat.0,Long.90°F). O pdlo do meridiano que passa em B e N, e que estd no hemisfério que
contem o tridngulo 7, é o ponto A’ = (Lat. 0, Long. 45°W). Finalmente, o p6lo do equador que passa em A
e B, e que est4 no hemisfério que contem o tridngulo 7, é o pélo norte N’ = N.

O tridngulo 7’ de vértices A, B’ e N’ é o tridAngulo dual (ou polar). Os lados de 7 tém comprimentos
a=0b=mn/2en =n/4 Portanto, os dngulos do tridngulo dual sdo A’ =7 —a=7/2, B =7 —b=17/2,
N' =7 —n=3n/4.

A drea de T’ é pois (7/2 + 7/2 + 3w /4) — 7 = 37 /4.



c.) Célculos aproximados:

NY = (40°43' N;74°W) = (Lat.40.72°, Long. 286°)
= (32°28'N;16°55'W) = (Lat. 32.47°, Long. 343.08°)
c0s40.72° = 0.75
sin40.72° = 0.65
c0s32.47 = 0.84
sin32.47 = 0.54 (0.5)

Coordenadas cartesianas de NY e F:

NY = (c0s40.72° x cos286°, cos40.72° x sin 286°, sin 40.72°)
= (0.2128,0.7296, 0.65)
F = (cos32.47 x cos 343.08°, cos 32.47 x sin 343.08°, sin 32.47)
= (0.8064, —0.2436,0.54) (0.6)

O produto interno é:
NY - F = 0.34487136

e d = arccos 0.34487136 = 1.218695rad. Portanto:

d(NY, F) =1.218695 x 6.500Km ~ 7.800Km

Exercicio 5 ... Seja A : R* — IR? uma transformacio afim A(x) = Ax + a, com det A > 0, e 7' um
triangulo. Mostrar que:

(a). drea(A(T)) = (det A) - &rea(T")
(b). Seja T = A(ABC) e P,Q e R os pontos de médios de BC, AC' e AB, respectivamente. Mostrar que:
areaA(PQR) 1

dreaA(ABC) 4

Resolugao ...
(a). Suponhamos, em primeiro lugar, que T = R é o tridngulo de referéncia com vértices em (0, 0), (1,0)

e (0,1). SeAz(CcL Z ea:(;),entéo:

S ~—

o~
P i N
|
A~

O Ok OO

~— ~—
Il
R

b 1 e a+e
) o)+ (5)-(7)

a b 0 e b+e
(1) = (2a) (1) (7)-(as)

Portanto:
1 e at+e b+e 1
érea(.A(R))zidet f e+ f d+f :...:§detA:(detA)-érea(R)
1 1 1

Seja T, agora, um tridngulo qualquer. Seja B(x) = Bx + b a tnica transformacao afim que transforma
o triangulo de referéncia R em T e C = Cx + ¢ a uUnica transformacao afim que transforma o triangulo de
referéncia R em A(T).



Pelo resultado anterior: )
area(T) = drea(B(R)) = §detB
‘ , 1
area(A(T)) = drea(C(R)) = idet C

Mas, por outro lado, C(x) = (Ao B)x = A(Bx + b) = C(Bx + b) + ¢ = Cbx + (Cb + c¢), e portanto:

area(A(T)) = drea((Ao B)(R)) = %det (AB) = %det A - det B = (det A) - drea(T)

(b). Seja A(x) = Ax + a a tnica transformagao afim que transforma o triangulo de referéncia R no
triangulo T' = A(ABC), com A(0,0) = A, A(1,0) = B e A(0,1) = C. Como transformagdes afins preservam
pontos médios, R = A(1/2,0), P = A(1/2,1/2) e Q = A(0,1/2). Portanto:

drea(A(PQR)) _ (detA)- (1/2-1/2)-1/2 1

area(A(ABC)) (det A)-1/2 4



