Toépico 1
Perspectiva no espaco

» 1.1 Perspectiva. Projecgao central ou cénica ...
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» 1.2 Perspectiva cavaleira. Projeccao cilindrica ..

No espaco afim E = A3, considere-
mos um plano m, a tela, e um ponto
V, o ponto de vista, nao perten-
cente a 7. Seja 7, o plano que passa
em V e é paralelo a .

A projeccao central ou cénica de
centro V, de E sobre 7, ou pers-
pectiva com ponto de vista V, é a
aplicacao:

Iy :E—nm, —» 1

definida da seguinte forma - a cada
ponto P € E associamos o ponto
P’ € 7, interseccao da recta VP,
que une V com P, com o plano .

. No espaco afim E = A3, considere-

mos um plano 7, a tela, e uma direcgdo de recta §, ndo paralela a 7. A projecgao cilindrica
de E sobre 7, ou perspectiva cavaleira de direcgéo 0 é a aplicacao Ils : E — =, definida da
seguinte forma - a cada ponto P € E associamos o ponto P’ € 7, interseccao com o plano 7 da

recta que passa em P e é paralela a §.

» 1.3 Propriedades ...

Sejam Pp, P» e P3 trés pontos de E — m,, alinhados so-
bre uma recta £ que nao passa em V. Entao os pontos
P! =TIy (F;), i = 1,2,3 estao alinhados segundo uma
recta ¢/ =1y (¢) C .
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Sejam P;, P, e P trés pontos de E, alinhados sobre
uma recta ¢ ndo paralela a 6. Entdo os pontos P/ =
II5(P;), ¢ = 1,2,3 estao alinhados segundo uma recta
V= H(g(f) Cm.

» 1.4 Desenho em perspectiva ... No desenho em perspectiva procura-se reproduzir numa
tela m a imagem de um objecto obtida através da projeccao cédnica cujo centro V' é o olho do
pintor. O desenho seguinte, intitulado ”O pintor e a mulher deitada”, é da autoria de Albrecht
Diirer (1471-1528):

A perspectiva diz-se cavaleira quando o pintor estd suficientemente longe do objecto para
que se possa considerar o seu olho no infinito, segundo uma certa direccao dada, e a projeccao
sobre a tela como cilindrica.

» 1.5 Pontos de fuga. Linhas de fuga ...

Chama-se ponto de fuga associado a uma direccao
d, nao paralela ao plano da tela 7, ao ponto Fj inter-
secgao com 7 da recta que passa em V e é paralela a
d.

Quando § é a direccao principal, i.e., a direccdo per-
pendicular a tela, o ponto de fuga associado F, diz-se
o ponto de fuga principal.

Veja o desenho seguinte de Hyeronymus Rodler (séc.
XV)




1. Perspectiva no espago 2

Re  Sp (/4
"

Chama-se linha de fuga, associada a uma direccao de planos «, a recta f, intersec¢ado com
7w do plano que passa em V e é paralelo a o - é o lugar geométrico dos pontos de fuga Fs das
direcgoes de rectas paralelas ao plano .

E claro que dois planos paralelos tém as mesmas linhas de fuga.

Quando a tela é vertical, a linha de fuga dos planos horizontais chama-se a linha do hori-
zonte. O ponto de fuga principal pertence a esta linha.

~ -—— Plano da tela

— Linha de horizonte
Ponto de fuga
prmcipal —  direcgao priveligiada do olhar

Ponto de fuga
associado a direccd
da recta &

» 1.6 Regras do desenho em perspectiva ...

e [Perspl]. Todo o objecto situado num plano paralelo a tela é representado por uma
imagem semelhante ao objecto. Em particular, rectas paralelas a tela desenham-se como
rectas paralelas, todo o angulo num plano paralelo a tela é preservado, etc...

e [Persp2]. Toda a familia de rectas paralelas, mas nao paralelas a tela, desenha-se como
uma familia de rectas concorrentes no ponto de fuga associado a direccao das rectas dadas.
Em particular, as rectas perpendiculares a tela desenham-se como rectas concorrentes no
ponto de fuga principal.



1. Perspectiva no espago 3

/ PDA AN

Na figura seguinte estao representados quatro desenhos em perspectiva de um cubo. O ponto
de vista estd a distancia finita nos trés primeiros e no infinito no quarto.
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e Em I, a tela é paralela uma das faces do
cubo.

e Em II, a tela é paralela uma das arestas
do cubo, mas nao é paralela a qualquer
das suas faces.

e Em III, a tela nao é paralela a qualquer
das arestas do cubo.

e Em I, a tela nao é paralela a qualquer das
faces do cubo.
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» 1.7 Perspectiva. Projecgao central ...

I:7m— 7,

P =I(P)=VPnn

No espaco afim E = A3, considere-
mos dois planos distintos 7,7’ e um
ponto V' (o ponto de vista) nao per-
tencente a qualquer deles. Supo-
nhamos que os planos se intersectam
numa recta i (quando sdo paralelos
a andlise é andloga).

Definamos a projeccao central de
centro V', de 7 sobre 7/, ou perspec-
tiva de m sobre 7/, Il : @ — 7'/, com
ponto de vista V, da forma usual -
a cada ponto P € m associamos o
ponto P’ € 7/, interseccao da recta
V P, que une V com P, com o plano

'

(1.1)

Escolhamos um referencial afim com origem num ponto O € ¢ = 7 N7/, com o eixo dos x
coincidente com a recta ¢ e o eixos dos y e dos z coincidentes com rectas respectivamente em
e 7'. Os planos 7 e 7’ sdo pois dados pelas equagdes z =0 e y = 0.

Suponhamos que V' = (a,b,c) nesse referencial. A condigao de colinearidade dos pontos

V = (a,b,c),P = (x,y,0) e P' = (2/,0,y') é:

(a,b,¢) = (z,9,0) + t((z,0,5') —

ou: ,
r—x Yy Yy
r—a

Resolvendo em ordem a z’ e a 3/, obtemos:

) ay —bx r_ Y
ol = —— y =
y—>b

(z,y,0))

(1.2)
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e a aplicacao inversa é dada por:

IT é uma colineagao - a imagem de uma recta ¢ C 7 é a recta £/ C 7’ obtida intersectando o
plano 7’ com o plano gerado por V e /.

Note que IT : 7 — 7’ néo estd definida nos pontos da forma (z,b,0) € m que estao sobre uma
recta T de m que se diz a linha de fuga (ou linha do horizonte) de IT em 7.

A aplicagao inversa A : 7 — 7 ndo estd definida nos pontos da forma (2/,0,c¢) € 7’ que
estao sobre uma recta 7’ de 7’ que se diz a linha de fuga (ou linha do horizonte) de 1 em '

A imagem de duas rectas de 7, concorrentes num ponto I € 7, consiste de duas rectas em
7', paralelas a recta V1.

Nas figuras seguintes ilustram-se alguns efeitos geométricos da perspectiva Il : 7 — 7’.
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» 1.8 Projectividades ... Qualquer aplicagdo de um plano sobre um outro, que seja a com-
posta de um numero finito de projecgdes (centrais ou paralelas), diz-se uma projectividade. A
geometria projectiva de um plano é o conjunto de propriedades invariantes sob projectividades.




