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Capitulo 1

Determinantes. Produtos vectorial e
misto (ou triplo) em R’

1.1 Determinantes

» 1.1 Matrizes 2 x 2 ... Dada uma matriz A = [ .

a b
d

seu determinante det A, como sendo o escalar:

det A = det [

b .
Representemos por A; = [ CCL } e Ay = [ d } as colunas da matriz A, de tal forma que:

a b
. d}—ad—bc ek

det A =det[A; Ap] =ad— bc

Um célculo directo mostra que:

det [A1 Ag] #

det [A; ]
det [A; + A] Ay
det[A; Ag + A)]
det [AA; Aol

A
A

e ainda que:

detI

det (AB)

det (A1)
det (P~1 A P)
det (A)

onde A! é a transposta de A.

0

sse A1, As s@o linearmente independentes

—det [AQ Al]
det [Al AQ] + det [All AQ]
det [Al A2] + det [Al A,Q]

Adet [A; Ao

det[A1 )\ Ag] A ek

= |l

= det Adet B

= (detA)! VA € GL(2; k)
= detA VP € GL(2; k)

= det (A

], com entradas em Ik, definimos o

(1.1.1)
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Além disso é possivel provar que para uma matriz A € M o(k):
A é inversivel se e s6 se det A # 0

€, nesse caso:

-1
Lo Ja b1t 1 d b
= _[c d} _detA[—c a (1.1.13)

Finalmente, se L : V — V é um operador linear num espago vectorial V de dimensao 2,
sobre Ik, define-se o respectivo determinante det L, como sendo o determinante da matriz de
L, relativamente a uma qualquer base de V. Por (1.1.10), esta definigdo nao depende da base
escolhida. Veremos en breve uma interpretagao geométrica para det L, no caso real.

a b ¢
» 1.2 Matrizes 3 x 3 ... ... Dada uma matriz A= | d e f |, com entradas em k, defini-
g h k
mos o seu determinante det A, como sendo o escalar:
a b c
detA = det | d e f
g h k
_ e f| f d e
—adet[hk] bdet[ k}%—cdet[ h} ek
(1.1.14)
Representemos por:
a b c
A1 = d 0 A2 = e e A3 = f
g h k
as colunas da matriz A, de tal forma que:
det A = det [Al As Ag] (1.1.15)
E possivel mostrar as seguintes propriedades do det :
(i). det[A; Ay Asz] #0 sse Ay, A, A3 sao linearmente independentes.
(ii). det[A; Ay As] muda de sinal, sempre que se permuta um par de colunas.
(iii).
det [Al + All A2 Ag] = det [Al A2 Ag] + det [All A2 Ag] (1116)
det [Al Ag + AIQ Ag] = det [Al As A3] + det [Al Al2 Ag] (1.1.17)
det [Al Ao Ag—}—Aé = det [Al Ay A3] + det [Al As Ag] (1118)

]
det P\ A1 A2 Ag] = MAdet [Al A2 Ag]
= det [Al A A2 Ag]

= det[Al As )\Ag] A ek (1.1.19)
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e ainda que:

(iv).

detI = 1 (1.1.20)
det (AB) = det AdetB (1.1.21)
det (A™Y) = (detA)! VA € GL(3; k) (1.1.22)
det (P71 AP) = detA VP € GL(3; k) (1.1.23)
det (A) = det (A" (1.1.24)
onde A’ é a transposta de A.
(v). Além disso é possivel provar que para uma matriz A € M3 3(k):
A é inversivel se e s6 se det A #£ 0
a b ¢
Nesse caso, ainversade A= | d e f | pode ser calculada da seguinte forma: em primeiro
g h k
lugar definimos a chamada matriz adjunta de A, adj A, através de:
i e f| |df d el 1"
h k g k g h
. b ¢ a c a b
adjA=| - o A ‘ . h (1.1.25)
b c la c a
L e f d f d |

Esta matriz é pois obtida substituindo cada entrada de A pelo determinante 2 x 2, chamado o
cofactor dessa entrada, obtido por remocao da linha e coluna que contém essa entrada, afectado
de um sinal + ou —, como estd indicado. Finalmente:

1
A7l = o adia (1.1.26)

Se L : VYV — V é um operador linear num espago vectorial de dimensao 3, sobre k, define-se
o respectivo determinante det L, como sendo o determinante da matriz de L, relativamente a
uma qualquer base de V. Por (1.1.23), esta definicdo ndo depende da base escolhida. Veremos
en breve uma interpretacao geométrica para det L, no caso real.

» 1.3 Matrizes n X n ... A generalizacdo da fun¢do determinante para matrizes quaisquer
n X n, estd contida no teorema seguinte, cuja demonstracao omitimos.

Dada uma matriz A € M, (k), digamos A = [A;-], representemos por A, As,---, A, as
respectivas n colunas. A matriz A serd escrita na forma:

A=[A Ay -+ A}
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» 1.4 Teorema ... Existe uma tinica aplicacao det:

det : Mp(k) — Lk
A — det A

que satisfaz as seguintes trés propriedades:

o det[A; - Ay -+ Aj o Apl=—det[A; - Aj - A; - Ay
o det[Ay -+ A+ AA, - A =det[A; - A - Ap]+Adet[Ay - A} o Ay

e detl1, =1, onde 1, é a matriz identidade n x n.
Esta funcao determinante verifica, além disso, as seguintes propriedades:

1. det (AB) = det Adet B

(1.1.27)

. det (A?) = det A

. det A # 0 se e s6 se A for inversivel.

. Se A for inversivel, entdo det (A~!) = (det A)~!

. det (P~1AP) = det A, se P for inversivel.

. Se A se obtem a partir de A, usando as transformacoes elementares sobre A entao:

o det A = Adet A, se A se obtem a partir de A multiplicando uma linha (ou uma coluna)
por A € k.

o det A = —det A, se A se obtem a partir de A permutando duas linhas (ou duas
colunas).

o det A = det A, se A se obtem a partir de A substituindo uma linha (respectivamente,
uma coluna) pela que se obtem somando a essa linha (respectivamente, coluna) um
multiplo escalar de uma outra.

. O det A pode ser obtido pela seguinte regra de Laplace: fixamos uma qualquer linha
da matriz A = [A;] e “desenvolvemos segundo esta linha”:

det A =" (—1)""7 A det A} (1.1.28)
j=1

onde j; representa a matriz (n — 1) X (n — 1) que se obtem a partir de A, omitindo a linha
1 e a coluna j.

Estas propriedades serao usadas sistematicamente no cédlculo pratico de determinantes. Fi-
nalmente, se L : V — V é um operador linear num espaco vectorial de dimensao n, sobre k,
define-se o respectivo determinante det L, como sendo o determinante da matriz de L, rel-
ativamente a uma qualquer base de V. Como det (P~'LP) = det L, se P for inversivel, esta
definicao nao depende da base escolhida.
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1.2 Produto vectorial. Produto misto (ou triplo) em IR®. Inter-
pretacao geométrica do determinante

» 1.5 Produto vectorial em IR? ... Comecemos por recordar o que é o produto vectorial

75 7

de dois vectores em IR®. Dados dois vectoresx = | v | ex' = | ¢ |, em IR3, define-se o
/
z %

A\ ial x x x X por X mo sen uinte vector :
roduto vectorial x x x/, de or x’, como sendo o se te vector de IR?

x X x' e (y2' —y'2)i+ (22’ = 2'2)j + (zy —2'y) k (1.2.1)

O produto vectorial x x y, pode ser obtido desenvolvendo segundo a primeira linha, o determi-
nante formal:

i

xxy=det | z

/ / !/

j k
z
oy oz

» 1.6 Propriedades ... A seguir indicam-se as propriedades mais importantes deste produto
vectorial, todas elas de demonstragao simples (que deve ser feita como exercicio).

e O produto vectorial é bilinear:

(x+y)xz = XXz+yXz
xX(y+z) = xXXy+xxz
AX XYy = XXAy=A(xXxYy), AeTR, x,y,z € R? (1.2.2)

e O produto vectorial é antissimétrico:

XXYy=-y XX (1.2.3)

e Além disso, se x € IR? e y € IR?, sdo ambos nao nulos, ento:

1. x X y é perpendicular a x e a y, i.e.:
(xxy)-x=0=(xxy) 'y (1.2.4)

Se x e y sao linearmente independentes, x X y é perpendicular ao plano gerado por
xey.

Ix <yl = [lx[llyl|sin6 (1.2.5)

onde 6 é o angulo entre x e y. Portanto, ||x X y|| é igual & drea do paralelogramo
cujos lados adjacentes sao x e y.

3. xxy=0 < xey sao linearmente dependentes.
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4. O produto vectorial nao é associativo. De facto:

(xxy)xz=(x-2)y—(y-2z)x (1.2.6)
enquanto que:
xX(yxz)=(x-2z)y—(xy)z (1.2.7)
z z’
Em particular, se consideramos o paralelogramo de lados adjacentes x= | vy | ex' = | v/ |,
0 0

contido no plano z = 0, vemos que a respectiva area ¢ dada por:

i

[xxx'|| = |det | =
x/ /
7

det[f’ ”

= zy —ay
= 4rea do paralelogramo gerado por x e x’ (1.2.8)

S
o o ®

< <

<

Uma equagao (cartesiana) para o plano vectorial spanp{u,v}, gerado por dois vectores
u,v € IR? — {0}, linearmente independentes, é:

(uxv) - x=0 (1.2.9)

» 1.7 Produto misto (ou triplo) em IR? ... Definamos agora, ainda em IR?®, o chamado
produto misto (ou triplo).

Dados trés vectores x,y,z em IR?, define-se o produto misto (ou triplo) [x,y,z], de x,y
e z (por esta ordem), através de:

[x,y,z] =x-(y X 2z) (1.2.10)
E f4cil ver que [x,y,z]| é dado por:
xy.2] = detfx y 2
r1 oA
= det | z2 y2 2o (1.2.11)
L3 Y3 23

» 1.8 Propriedades ... Eis algumas propriedades do produto triplo:

e Sao validas as igualdades seguintes, que se deduzem das propriedades sobre determinantes:

[X,y,Z] = [y,z,x] = [Z,X,y] = _[Y7X7Z]
= —[x,z,y]=—[zY¥,X] (1.2.12)
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e O volume vol (x,y, z), do paralelipipedo de lados adjacentes x,y, z € IR3, é igual ao médulo
do produto misto:
vol (x,y,2) = [[x,y, 2| (1.2.13)

Com efeito, o volume de um paralelipipedo é igual ao produto da area da base pela sua
altura. A base é o paralelogramo de lados adjacentes x e y, e por isso, a sua drea é ||x X y]||.
A altura é igual & norma da projeccao de z sobre um vector perpendicular & base. Mas
x X y é perpendicular a base, e, portanto, a projeccao de z sobre x X y, é igual a:

z-(xxy)
1% % yll2

donde se deduz facilmente o resultado.

(x xy) (1.2.14)

Quando x1,Xs e X3 sdo linearmente independentes, de tal forma que:
det [x; x2 x3] #0

dizemos que a base ordenada {x;,x2,x3} é positiva se det [x; x2 x3] > 0, e negativa se
det [Xl X9 Xg] < 0.

1.3 Interpretacao geométrica do det A

Consideremos agora uma aplicacio linear A : IR® — IR3. A imagem do cubo Q@ C IR3, gerado
pelos vectores da base canénica (que é positiva) {e1, ez, es}:

Q = {ae; +bez +ce3:0<a,b,c<1}
é o paralelipipedo A(Q), de lados adjacentes A(e1), A(ez2) e A(es).

1 1
ay a3
Pondo A(e;) = ale; + ales + ales = | a} |, Aes) = ale; + ades +ajes = | a3 |, e
af a3
al
A(es) = ale; + a%eQ + a%eg = a% sabemos que o volume deste paralelipipedo ¢ igual a:
a3
volA(Q) = [[A(e1),A(ez), A(es)]]
= |det[A(e1) A(ez) Afes)]]
ai ay ag
= |det | a? a3 a3
ai a3 aj
= |det A| (1.3.1)
Portanto:
vol A(Q) = |det A| (1.3.2)

Mais geralmente, se P é um paralelipipedo gerado pelos vectores x,y e z, entao a imagem
A(P) é o paralelipipedo gerado por A(x),A(y) e A(z), e é ficil provar que o volume dessa
imagem ¢ igual a:

volA(P) = [[A(x), A(y), A(z)]]
— Jdet[A(x) A(y) A()]
= |det A| vol(P) (1.3.3)
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Em particular, se os vectores x,y e z sao linearmente independentes, de tal forma que vol P # 0,
entao:

vol A(P)

det A| =
et vol P

(1.3.4)

Diz-se que uma aplicacdo linear inversivel A : IR3 — IR3 preserva a orientagao (ou é
positiva) se det A > 0, e que inverte a orientacao (ou é negativa) se det A < 0.



Capitulo 2

Espacos vectoriais com produto
interno

2.1 Espacos Euclideanos reais

» 2.1 Definicao ... Seja V um espaco vectorial real. Um produto interno em V é, por
defini¢do, uma aplicacao:
(1): Yx¥V — R

(wv) — (ulv —
que satisfaz as trés propriedades seguintes:
[PI1]. é uma forma bilinear:
(ut+v)[w) = (ujw)+(v|w)
(ul(v+w)) = (uw)+ (ulw)
(Aulv) = (u|Av) = A(u|v) (2.1.2)
[PI2]. é uma forma simétrica:
(u|v) = (v|u) (2.1.3)
[PI3]. ¢é nao degenerada:
(uv) =0 VWweV = u=0 (2.1.4)

Yu,v,w € V,V\ € IR. Um produto interno diz-se um produto interno Euclideano, se satisfaz
além disso a seguinte propriedade:

[PI4]. ¢é uma forma definida positiva:
(uju) >0, YueV (2.1.5)

Um espaco vectorial real, munido de um produto interno Euclideano chama-se um espago
Euclideano. Outras notagdes muito comuns para (u|v) sdo por exemplo (u, v), 5(u,v), g(u,v),
u - v ou ainda u|v.

10
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» 2.2 Exemplo [Produto interno Euclideano usual em IR"] ... Dados dois vectores x =
[z;] e y = [yi], em IR", define-se o respectivo produto interno (Euclideano), como sendo o
escalar x -y € IR, dado por:

n
def
xy = inyi:$1y1+ﬂ?2y2+“'+$nyn
i=1
= x'y em notacao matricial (2.1.6)

O espaco vectorial IR", munido deste produto interno Euclideano, diz-se o espago Euclideano
usual e nota-se por IE™.

» 2.3 Exemplo [Produto interno L? em C°([a,b],R)] ... Consideremos o espago vectorial
real constituido pelas fungoes continuas reais, definidas no intervalo [a,b] C IR. Dadas duas
funcoes f,g € C°([a,b],IR), define-se o respectivo produto interno L?, como sendo o escalar
(flg) € R, dado por:

b
def
(o) [ g ae (21.7)
a
» 2.4 Exemplo [Produto interno de Minkowski em IR?] ... Dados dois vectores x =
Lo Yo
il ey = Zl , em IR*, define-se o respectivo produto interno de Minkowski, como
2 2
T3 Y3

sendo o escalar x -y € IR, dado por:

X'y = —ZoYo+ 21Y1 + T2y2 + T3Yy3
Yo
= [~mo 1 xp a3] | L
Y2
Y3
= x'ny (2.1.8)

onde 7 representa a matriz simétrica:

-1.0 00
0 100
0 010 (2.1.9)
0 00 1

O produto interno de Minkowski nao é definido positivo, isto é, nao é verdade que x - x >

0, Vx € IR*. Com efeito, por exemplo o vector ey = (1,0,0,0), satisfaz ep - g = —1. Note no
entanto que a restricio do produto escalar de Minkowski ao hiperplano {0} x R? = {x = (z%) €
R*: 2% = 0} 2 IR?, é um produto interno euclideano, portanto em particular definido positivo.

» 2.5 Expressoes matriciais ... Seja (V,(|)) um espaco vectorial real, de dimensao n, com
um produto interno Euclideano.
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Seja € = [ e e - ey ] uma base qualquer para V), escrita como um vector-linha com
entradas vectoriais e;. Se u,v € V podemos escrever:

7

v
02
= |: el e2 oo en :| .
U'"
= Clvl]y (2.1.10)
ol
onde [v]y = : é o vector-coluna das componentes do vector v na base ¢. Analogamente:
,UTL

u= Zuiei = Clu]y
i
Calculemos agora o produto interno (u|v):
(ulv) = (Y u'ei| Y vlej)
@ J
= Z u'v (e;]e;)
Y]
i?j

= [uZGe[vle (2.1.11)

onde definimos a chamada matriz de Gram, G4 = [g;j], do produto interno (|), na base ¢

através de: o
gi; = leile;) (2.1.12)

Como (u|v) = (v|u), deduzimos que a matriz de Gram G¢ ¢é simétrica, isto é:

Gy =Gy
Como (v|v) > 0,Vv # 0 € V deduzimos que a matriz de Gram G¢ é definida positiva, isto é:
[V]IZGes[v]e = Z gijv'v! >0, Vo' nao simultaneamente nulos
i7j

E possivel provar os critérios seguintes (necessarios e suficientes) para decidir quando uma
matriz simétrica G = [g;;] é definida positiva:

n=2
gi; > 0, ' gi1 912 >0
921 g22
n=3
g1 gio g11 g12 413
gij >0, ’ > 0, 921 922 g23 | >0
g21  g22

g31 932 933
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2.2 Espagos Hermitianos (ou Unitarios) complexos

» 2.6 Definicao ... Seja V um espaco vectorial complexo. Um produto interno Hermitiano
em V é, por defini¢do, uma aplicagao:

(1): VxV — C (2.2.1)
(wv) — () -
que satisfaz as propriedades seguintes:

[PH1]. ¢é uma forma sesquilinear, isto é, é linear na primeira varidvel e semi-linear
na segunda varidvel !:

(at+v)lw) = (ujw)+ {v|w)
(u(v+w)) = (uw)+ (ulw) (2.2.2)
(Aulv) = Aulv)
(uldv) = Xulv) (2.2.3)
[PH2]. ¢é uma forma Hermitiana:
(alv) = (v (2.2.4)
[PH3]. ¢é nao degenerada:
(uv)=0 YWweV = u=0 (2.2.5)
[PH4]. ¢ definida positiva:
(uju) >0 (2.2.6)

Yu,v,w € V.V € C.

Um espaco vectorial complexo, munido de um produto interno Hermitiano chama-se um
espago Hermitiano ou um espacgo unitario.

» 2.7 Exemplo [Produto interno Hermitiano usual em C"] ... Dados dois vectores z =
[2i] e W = [w;], em C", define-se o respectivo produto interno (Hermitiano), como sendo o
escalar (x|y) € C, dado por:

n

def _ _ _ _
(zlw) = Z Z;W; = 21W1 + 22W2 + -+ + 2, Wn
i=1
w1
w2
W,
= Z'w em notagao matricial (2.2.7)

O espago vectorial €™, munido deste produto interno Euclideano, diz-se o espago unitario
usual e nota-se por U".

lem Fisica, nomeadamente em Mecéanica Quantica, é usual considerar outra convencéo - linearidade na segunda
varidvel e semi-linearidade na primeira variavel!
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» 2.8 Exemplo [Produto interno L? em C°([a,b],C)] ... Consideremos o espago vectorial
real constituido pelas fungoes continuas complexas, definidas no intervalo [a,b] C IR. Dadas
duas funcoes f,g € C°([a,b],C), define-se o respectivo produto interno L2, como sendo o
escalar (f|g) € C, dado por:

b
flg) / £ ()50 dt (2.2.8)

2.3 Norma

» 2.9 Definicao [Norma] ... Seja (V,(]|)) um espago com um produto interno (Euclideano se
V € real ou Hermitiano se V € complexo). Define-se a norma ||v||, de um vector v € V, através

da férmula:
def

vl {v[v) (2.3.1)

» 2.10 A norma verifica as propriedades seguintes:

[N1]. é positiva e nao degenerada:

[vil>0 e |lv][=0 =sse v=0 (2.3.2)

[N2]. é homogénea (positiva):

AV = [ATv]] (2.3.3)

[N3]. satisfaz a “desigualdade triangular” seguinte:
v+ wl < vl +[[wl] (2.3.4)

Vv,we V. Viek=1R ou C.

Todas as propriedades sao de demonstragao imediata com excepcao da desigualdade trian-
gular, que resulta da seguinte proposicao:

» 2.11 Proposicao [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] ...

[(vIw) < lIvilliwl, Y, wevV (2.3.5)

Dem.: Se w = 0 a desigualdade ¢é trivial. Se w # 0 consideremos o vector:

{viw)

u=v—
Iwi?

de tal forma que (u|w) = 0. Temos entao que:

o<t = (= oI i)

oty (v wiv)
V= e
2
_ ’V”2|<|‘],|v:|/|>2‘ (2.3.6)

o que demonstra a desigualdade.
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» 2.12 Demonstremos agora a desigualdade triangular (2.3.4):

Jutvl? = (u+viutv)
= (ufw) + (ulv) + (v]u) + (v]¥)
Jul? + (o) + alv) + [|v]/

lul® + 2Re (ulv) + [Iv]*

< ul® +2(ulv)] + [|v]?
< a4+ 2l vl + 1vII? pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (2.3.5)
= (lull +IIviD?

e portanto |[u+ v|| < ||ul| + ||v]|, como se pretendia.

» 2.13 Exemplos ... (i) . No espago Euclideano IE"”, a norma de um vector x = (x;) € R" é
dada pelo teorema de Pitagoras:

n 1/2
x|l = vxtx = [Z (-Ti)2] (2.3.7)

i=1

ii). No espago Unitario U™, a norma de um vector z = (z;) € C" é dada por:
¢

n 1/2
|z] = Vz'z = [Z !zz-lgl (2.3.8)
=1

(iii). No espago Unitario C°([a,b],C), munido do produto interno L?, dado por (2.2.8):
(flg) it f f(t)g(t) dt, a norma de uma fungao f € C°([a,b],C) é dada por:

£l = VTT) = {/|f|%ﬂv2 (239)

Neste exemplo, a desigualdade de Cauchy-Schwarz toma o aspecto:

dt’ < [/ab|f(t)]2dt] v [/ab g(t)|2dt] v (2.3.10)

enquanto que a desigualdade triangular tem o aspecto seguinte:

[Lﬂﬂw+gwﬁﬁyﬂg[éﬂﬂﬂgﬁ] +[Lﬂ“wpﬁr” o

2.4 Ortogonalidade

1/2

» 2.14 Definicao ... Seja (V, (|)) um espago com um produto interno (Euclideano se V € real
ou Hermitiano se V é complezo). Dois vectores u,v € V dizem-se ortogonais se:

(ulv) =0 (2.4.1)
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» 2.15 Angulo nao orientado ... Suponhamos agora que (V, (|)) é um espaco real Euclideano.
Dados dois vectores nao nulos u, v € V, deduzimos da desigualdade de Cauchy-Schwarz que:

(ulv)

< <1 (2.4.2)
[[all{lv]

o que permite definir o &ngulo (nao orientado) 0 = 0(u,v) € [0, 7], entre os referidos vectores
nao nulos u,v € V, como sendo o unico 0 € [0, 7], tal que:

(ulv)
cosf = el-1,1 2.4.3
fullfvy €01 (243)
Portanto:
(u|v) = |lul|||v]| cos 8(u, V) (2.4.4)

Como vimos antes, dois vectores u, v € V dizem-se ortogonais se (u|v) = 0. Se ambos sao
nao nulos isto significa que o angulo 6(u,v) é igual a m/2.

» 2.16 Definicao [Ortogonal de um subconjunto] ... Seja (V,(])) um espaco com um
produto interno (Euclideano se V € real ou Hermitiano se )V é complezxo). Se S é um subconjunto
nao vazio de V, define-se o ortogonal de S como sendo o subconjunto S+ de V constituido por
todos os vectores que sao ortogonais a todos os vectores de S:

st e ey (us) =0, vses} (2.4.5)

Vamos verificar que S+ é um subespago de V. De facto, se u,v € S+, entdo (uls) = 0
e (v|s) = 0,Vs € S e portanto (u + v|s) = (uls) + (v|s) = 0,Vs € S, i.e, u+v € St
Analogamente Au € S+, VA € k, se u € S*.

» 2.17 Hiperplanos vectoriais ... No espago Euclideano IE™, dado um vector ndo nulo u €
IR™ — {0}, o conjunto dos vectores x € IE"™ que sdo ortogonais a u:

{xeE": x-u=0} (2.4.6)

formam um subespaco em IE", que se diz o hiperplano (vectorial) ortogonal a u. Se x = (x;)
é um ponto genérico desse hiperplano, e se u = (u;), a equagao x-u = 0, é equivalente a seguinte
equagao cartesiana:

Z WiT; = ULT1 + UaZo + -+ + Uptp = 0 (2.4.7)

)

» 2.18 Hiperplanos afins em [E" ...
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No espaco Euclideano IE™, com a estrutura afim
canoénica, dado um ponto A e um vector nao nulo
u € R" — {0}, o conjunto dos pontos P € IE" tais
que AP=P—A¢ ortogonal a u:

(PEE": AP-u=0} (2.4.8)

diz o hiperplano (afim) ortogonal a u, que passa
em A. Se OA = (ai), u = (u;) e se OP = (z;) é um
ponto genérico desse hiperplano, a equacao AP-u = 0,
é equivalente a:

—

0= ((73—0—1)4)u — OP-u—OAu = Z uimi—z Qi

e portanto a seguinte equagao cartesiana:

Z W;iT; = ULT1 + UoXo + -+ + UpTy = C (2.4.9)

onde ¢ = O_>A) U= au

» 2.19 Teorema [Pitagoras] ... Seja (V,(|)) um espago com um produto interno (Euclideano
se V é real ou Hermitiano se V é complexo), e u,v € V dois vectores ortogonais. Entao:

lu+v[? = [luf* + v (2.4.10)
Dem.:
lu+v|> = (u+vlu+v)
= Jlul® +[|v[* + (u|]v) + (v|u)
= |ulf®+|v|? (2.4.11)

2.5 Aplicacoes a geometria

» 2.20 Exemplo ... As diagonais de um losango intersectam-se perpendicularmente.

Dem.: Como OQRP ¢ um losango, ||u|| = ||v||. Pretende-
se provar que QP 1 OR isto é que, (u—v)-(u+v)=0.
Mas:

(u=v) (utv)=lul* - |v|* =
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» 2.21 Exemplo [Lei dos cossenos] ... Num triangulo plano A(ABC), onde a = BC, etc.
tem-se que:
¢ =a® +b? —2abcosC

Dem.: Escolhamos um referencial com origem em C, e
— — . — 3
ponhamos u = CA e v = CB. Entao AB = v — u, e dai

que:

JAB|? = [[v = ul? = [v|[* - 2u - v + [|u]?

ou, com as notagoes referidas:

A =a’®+ b —2abcosC

» 2.22 Exemplo ... Se R é um ponto sobre um circulo de didmetro POQ), mostre que PR L

QR.
— —
R Dem.: Seja u = 0Q,v = OR. Entao
— —_— —
R=0OR—0OP=u+v
Q —_— — —
RQR=0OR-0Q=v—-u

Sabe-se que ||lu|| = ||v|| e portanto:

—_— —
PR-QR=(u+v)-(v—u)=|v|*—[u]*=0

» 2.23 Exemplo ... As alturas de um tridngulo intersectam-se num tnico ponto (chamado o
ortocentro do triangulo).
Dem.: Pretende-se encontrar um ponto X tal que:
—_— — —_— — — —
AX-BC=0, BX-CA=0, CX-AB=0

—
Identificando um ponto P com o seu vector de posicao OP,
relativamente a uma origem fixa O no plano, é facil verificar
a identidade seguinte:

(X—A)-(C—B)+(X-B)-(A—C)+(X-C)-(B—4) =0
(2.5.1)

Seja X o ponto de intersecgdo de duas das alturas, digamos, das alturas partindo de A e de
—
B. Temos entao que, lembrando que AX = X — A, etc:
(X-A)-(C-B) =0 (2.5.2)
(X-B)-(A-0C) =
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Subtraindo (2.5.2) e (2.5.3) de (2.5.1), obtemos:
(X-C)-(B-A)=0

como se pretendia.

» 2.24 Exemplo ... Dados dois pontos distintos A # B no plano, mostrar que o lugar
geométrico dos pontos P cuja distancia a A é o dobro da distancia a B é um circulo.

» 2.25 Exemplo ... Calcular a distancia entre um ponto P e um hiperplano afim em IE".

Res... Suponhamos que esse hiperplano é perpendicular ao
vector u # 0 e passa num ponto a e, portanto, tem equagao:

(x—a)-u=0

ou
x-u+c=0, c=-—-a-u

—
A recta que passa em P ~ OP = p e tem a direccdo do
vector u, tem equacao:

x(t)=p+tu

O ponto desta recta que pertence ao plano referido, corresponde ao valor do parametro ¢ que
verifica:
p-utc

0=x(#)-utc=(p+tu)-utc=p-utifuP+c = 1=-— Tal?

A distancia entre um ponto P ~ p e o hiperplano afim é pois dada por:

p-u+tc H Ip-u+c|

d=[Ip—x(@)] = Hp—p+
Tk Tl

Assim por exemplo:

e No plano, a distancia entre um ponto P = (a, ) e a recta afim axz + by +c =0 é:

_Iprutd _ |(@.8) (ab) +¢| _ |aa+b5+¢]
[[ul | (a,b)]| (a2 + b2)1/2

e No espaco, a distancia entre um ponto P = (a, 3,7) e o plano afim ex + fy+gz+h =0 é:

g Prutd [(@B7) (e fg)+hl _ leat fB+gy+hl

[[u] (e, £, 9l T (@21 Py g2

» 2.26 Exemplo ... Calcular a distancia entre um ponto P e uma recta afim em IE3, quando:

1. essa recta é definida parametricamente.

2. essa recta é definida como interseccao de dois planos afins.
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2.6 Bases ortonormadas num espacgo vectorial com produto in-
terno

» 2.27 Definicao [Base ortonormada] ... Seja (V,(])) um espago vectorial de dimensao n
com um produto interno (Fuclideano se V ¢é real ou Hermitiano se V € complexo).

Uma base {ej1,- -+ ,e,} diz-se uma base ortonormada para V se:
_ o def 1 se 1=73
(eile;) =0 = { 0 se ij (2.6.1)

» 2.28 Proposicao ... Seja (V,(|)) um espago vectorial de dimensao n com um produto in-
terno (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V é complexo) e {ey,--- ,e,} uma base ortonor-
mada para V. Entao v € V:

n

v=> (vle)e, (2.6.2)

i=1
VI =" [(vie? (2.6.3)
i=1

Dem.: Cilculo directo.

2.7 Meétodo de ortogonalizagcao de Gram-Schmidt

» 2.29 Ortogonalizacao de Gram-Schmidt ... Dada uma base qualquer {fi,--- ,f,}, para
V), é possivel construir, a partir dela, uma base ortogonal {eq,--- ,e,}, para V:

<ei‘ej>:0a 275.]

através do chamado processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, que passamos a des-
crever:

[1.] Em primeiro lugar pomos:
e = f1 (271)

[2.]

Em segundo lugar, comecamos por calcular a
chamada projeccao ortogonal de f; sobre a
recta gerada por f; = e;. Esta projeccao ortog-
onal, por estar na recta gerada por f; = e, vai
ser um vector do tipo Aej, onde A € k é cal-
culado pela condigao de que (fa — Aejle;) = 0.
Obtemos entao:

(£>]e1)

el

Poémos agora es igual a:

€y = fg — < > (3] (2.7.2)
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[3.]

Em terceiro lugar, comecamos por calcular a
chamada projeccao ortogonal de f3 sobre o
plano gerado por {f, f3}, que é também o plano
gerado por {ej,e2}. Esta projecgao ortogonal,
por estar no plano gerado por {ej, ey}, vai ser
um vector do tipo Ae; + nez, onde A\,n € k
sao calculados pela condicao de que (f35 — (\ey +
nez)le1) = 0e (f3—(A\e1+mnez)|ez) = 0. Fazendo
os calculos, atendendo a que e; L es, obtemos:

(f5ler) (f5]e2)

lex]*” ez

Portanto a projecgao ortogonal de f3 sobre o plano gerado por {ej,ex} é dada por:

(f3e1) (f3]e2)
e +
le1]|2 |e2]|2

€2

Pomos agora e3 igual a:

€9 (273)

[k.] o processo decorre agora indutivamente: se supémos j& construidos os vectores ortogo-
nais {ej,...,ex}, de tal forma que:

span{ei,...,ex} = span{fy,... £}

o0 vector ey sera construido da seguinte forma - comegamos por calcular a chamada projeccao
ortogonal de f; ;1 sobre o subespagco gerado por {e1,...,ex}. Esta projecgao ortogonal é dada
por:

2 e
Poémos agora eg1 igual a:
~ (fiafed)
k+11€q
ers1 = frp1— ) W €; (2.7.4)
i=1 ’

E claro que a base ortogonal assim obtida, pode ser transformada numa base ortonormada,
normalizando os vectores e;, isto é, dividindo cada um deles pela respectiva norma.

» 2.30 Polinémios de Legendre ... Consideremos o espago vectorial V constituido por todas
as fungoes polinomiais de grau < n, definidas no intervalo [—1, 1], munido do produto interno
e

1
(ola) = / (Dt
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Uma base para V é {1,¢,¢2,--- ,t"}. Quando aplicamos o processo de ortogonalizacio de Gram-
Schmidt a esta base obtemos os chamados polinémios de Legendre {tg,11,%2, - ,¢¥n}.
Vejamos como. Em primeiro lugar pomos:

Po(t) =1
Depois pomos:

1Y)
= TP

[ tat
= — 17
I/, 12dt]?
= t (2.7.5)
Em seguida:
() . (@)
Yo = t*— 1— t
1112 1£]2
[l #dt , [ #dt
= U= Tl
12 12de]) |2 2t
1
= t?— - 2.7.6
: (2.7.6)
e procedendo da mesma forma:
3
¥s = t -t
6 3
= P —
va 7 T3

(2.7.7)

Quando normalizamos estes polindmios obtemos os chamados polinémios de Legendre nor-
malizados {¢o, ¢1,92, *,¢n}:

1
Yo = 3
_ 3,
Y1 = 5
1 /5, 5
= —\/= -1
P2 2 2(375 )

1 /7, .,

(2.7.8)

2.8 Decomposicao ortogonal. Teorema da aproximacao optima

» 2.31 Teorema [Decomposicao ortogonal] ... Consideremos um espago vectorial com um
produto interno (V,(|)) (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V é complexo), e seja S um
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subespaco de dimensdo finita. Entdo:

V=Saost (2.8.1)

isto €, qualquer vector v € V pode ser representado de maneira unica como uma soma de dois
vectores:

v=s+(v—s), ondes€e S ev—seSt (2.8.2)

Além disso:
V112 = lIsll® + [lv — s|1? (2.8.3)
Dem.: Como S tem dimensao finita, existe uma base ortonormada {ey,...,e,} para S,

onde m = dim S. Dado um vector qualquer v € V, definamos:

s def (vle;)e; (2.8.4)

i=1
E claro que s € S. Por outro lado, como:
(v — sle;) = (vle) — (sle;) = (vle;) — (vle;) =0, j=1,...,m

0 que significa que v — s estd em St. Obtemos portanto a decomposicao (2.8.2).

Mostremos agora que esta decomposicao é unica. Isto é equivalente a provar, como ja
sabemos, que SN S+ = {0}. Suponhamos entdo que 0 # u € SN S*. Entdo, por definicdo de
St, e como u € ST, u é ortogonal a todo o vector de S. Em particular é ortogonal a si préprio,
isto 6, 0 = (uju) = ||ul|?, o que implica que u = 0.

Finalmente (2.8.3) deduz-se do Teorema de Pitdgoras (ver o teorema 2.19).

» 2.32 Projectores ... Consideremos de novo um espago vectorial com um produto interno
(V,(])) (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V é complexo), e suponhamos que S é um
subespaco de dimensdo finita em V. Entdo, como V = S @ S, podemos ainda definir uma
aplicacao linear:

Ps:V—V (2.8.5)

chamada a projecgao ortogonal sobre S da seguinte forma. Por definicdo de soma directa,
todo o vector v € V admite uma decomposicao unica da forma: v =s+ (v —s),ondes € S e
v —s € St. Pomos entdo Ps(v) = s. E facil ver que P verifica as propriedades seguintes:

e imPs=3S§
e kerPg =S+
e P2 =Pg

IPs)ll < Ivl, vve

Se {e1, - ,en} é uma base ortonormada para S, entao:

m

Ps(v)=> (vlei)e; (2.8.6)

=1
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» 2.33 Exemplo [Projeccao ortogonal sobre uma recta, em IE?] ...

Sejam a # 0 e x dois vectores em IR?, com
a nao nulo. Entao existe um 1nico vector u, na
recta gerada por a, e um Unico vector v, ortogo-
nal a a, tais que x = u+ v. O vector u, notado
por P,(x), diz-se a projecgao ortogonal de x
sobre a recta gerada por a, e é dado por:

X-a

Pa(x) = 1@ (2.8.7)

A aplicacio P, : IR? — IR? definida por (4.1.12), é linear. Note que P2 = P,. Por outro
lado, se considerarmos um qualquer vector b # 0 ortogonal a a (i.e.: a-b = 0), vemos que
P.(b) = 0 e portanto:

ker P, = span{b} = {bcR?®: b-a=0}=a'

¢é o plano vectorial ortogonal a a.

» 2.34 Exemplo [Projeccao ortogonal sobre um plano vectorial, em IE?] ...

Consideremos um plano vectorial ortogonal a
um vector n € IR3 — {0} (se esse plano é ger-
ado por dois vectores u, v linearmente indepen-
dentes, podemos tomar n = u X v). Notemos
esse plano por 7 = n't. Dado um vector x € IR3,
ao vector:

P,. =x—Pu(x)

chamamos a projecgao ortogonal de x sobre
o plano vectorial ortogonal a n.

De acordo com (4.1.12), temos que:

P,

n

x — Pu(x)
X n

A aplicacio P,1 : R? — IR? definida por (4.1.13), é linear. Note que P2, = P,.. Se
x-n = 0, i.e., se x é ortogonal a n, entao P, 1 (x) = x, enquanto que, por outro lado, P 1 (n) = 0.

Portanto vemos que:
ker P,,1 = span{n}

P,i(x)=x Vx € n*

n
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» 2.35 Teorema [da aproximacgao éptima] ... Consideremos um espago vectorial com um
produto interno (V,(|)) (Euclideano se V é real ou Hermitiano se V é complexo), e seja S um
subespaco de dimensdo finita. Dado um vector v € V, a projec¢do ortogonal de v sobre S:

s=Ps(v)eS
€ o vector de S que estd mais perto de v, isto é:
|lv —Ps(v)| < |lv—u], Vue S (2.8.9)
ellv—Ps(v)|=v—ul, comueS§ seesdiseu=Ps(v).
Dem.: Por (2.8.2), temos que v =s+ (v — s),

ondes = Pg(v) €Sev—-s € St. ComoVuec S

\f
se tem:

v—u=(s—u)+(v—-s)
——— ——
€s est

esta é a decomposicao ortogonal de v — u. Pelo
teorema de Pitagoras:

v —ul®=lls —ul* + v - s|* > [Iv —s|?

sendo a igualdade vélida sse ||s — u||?> = 0, isto
é, sse s = u.

» 2.36 Exemplo (Aproximacao de fungoes continuas em [0, 27| por polinémios tri-
gonométricos) ... Seja V = C°([0,27];R) o espago das fungoes reais continuas definidas em
[0, 27], munido do produto L?:

2
(flo) = f(t)g(t)dt
0
e S, o subespaco de dimensao 2n + 1 seguinte:
1 cos kt sin kt

S,, = span t) = —, _1(t) = ——, t)y=——: k=1,---,n 2.8.10
n = SP ]R{@o() 75 P 1(t) T pak(t) NG } ( )
As 2n + 1 fungoes {¢o, 1, , P2n—1, P2n}, chamadas polinémios trigonométricos, for-

mam uma base ortonormada para S (mostrar isto?).

Se f € C°([0,27];R), representemos por F,(f) a projeccao ortogonal de f sobre S,. De
acordo com a férmula da projecgao ortogonal (2.8.6), temos que:

2n
Falf) =) _{Flex)on (2:8.11)
k=0
2Usar as relacdes trigonométricas seguintes:
cosAcosB = % {cos(A — B) + cos(A + B)}
sinAsinB = % {cos(A — B) — cos(A + B)}

sinAcosB = % {sin(A — B) +sin(A + B)}
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onde:
27

(flor) = 0 f()er(t) dt (2.8.12)

sao os chamados coeficientes de Fourier de f. Usando a definicao das fungoes ¢, podemos
escrever as formulas anteriores na forma:

1 n
Folf) = zap + Z (ay coskt + by sinkt) (2.8.13)

2
k=1

onde os coeficientes de Fourier sdo dados por:

1 2
ar = — f(t) cos ktdt
T Jo
1 2w
by = — f(t)sinkt dt (2.8.14)
T Jo
para k =0,1,2,...,n. O teorema da aproximagao éptima diz-nos que o polinémio trigonomé-

trico Fy,(f) € Sp, dado por (2.8.13), aproxima f melhor que qualquer outro polinémio trigono-
métrico em S, no sentido em que || f — F,(f)|| é o menor possivel.

» 2.37 Exemplo (Aproximacgao de fungées continuas em [—1,1] por polinémios de
grau <n) ... Seja V = C°([—1,1];R) o espaco das fungoes reais continuas definidas em [—1, 1],
munido do produto L?:

1
(flg) = / I dr

e S, o subespaco de dimensao n + 1 gerado pelos polinémios de Legendre normalizados, intro-
duzidos no exemplo 2.30:

Sn = spang {@o, 1, ,Pn} (2.8.15)

E claro que S € o subespago constituido por todas as fungoes polinomiais de grau < n, definidas
no intervalo [—-1,1]. f € C°([-1,1];IR), representemos por P,(f) a projec¢ao ortogonal de f
sobre S,,. De acordo com a férmula da projecgao ortogonal (2.8.6), temos que:

n 1
P.(f) =S (fler) o, onde (flgr) = / F(O)ou(t) dt (2.8.16)
k=0 -1

que é o polinémio de grau < n, para o qual ||f — P,(f)| é o menor possivel. Por exemplo, se
f(t) = sint, os coeficientes (f|¢x) sdo dados por:

1
(flew) =/ sin oy (t) dt

-1

Em particular, (f|pg) =0 E.

L 39
(fle1) :/ \[t sinwtdt = /22
—1 2 2’]’(’
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2.9 Aplicacoes. Minimos quadrados

» 2.38 Solugao dos minimos quadrados ... Seja:

Ax=b (2.9.1)

um sistema de equacoes lineares, nao homogéneo, escrito em forma matricial. A é uma matriz
mxn,Xx €IR"ebelR™ éum vector fixo.

Uma “solugao”dos minimos quadra-
dos do sistema (2.9.1) é, por defini¢ao, um
vector X, que satisfaz:

o=l

|AX — b|| é minimo (2.9.2)

Interpretando A como a matriz de uma
aplicacao linear A : IR" — IR™, relati-
vamente as bases canodnicas de cada um
destes espacos, vemos que o significado de
uma “solugao” dos minimos quadrados é
o seguinte: é um vector X € IR" cuja im-
agem estd mais préxima de b.

» 2.39 Quando ker A = {0} a “solu¢ao” X é tnica. Quando b € im A, X é uma solucdo exacta
do sistema. Quando b ¢ im A, e ker A = {0} a “solucao” X ¢ dada por:

X =A""P;, 4(b) (2.9.3)

Isto é, para calcular a “solu¢ao” dos minimos quadrados do sistema (2.9.1) procede-se da seguinte
formas:

1. Calcula-se a projeccao ortogonal y € im A, de b sobre a imagem de A. Pelo teorema da
aproximacdo éptima , este serd o vector da imagem de A, que melhor aproxima b.

2. Calcula-se X tal que AX =y

» 2.40 Exemplo ... Calcular a “solu¢ao”dos minimos quadrados do sistema:

x + 2y = 1

3r — y + z =

-z + 2y + 2z = -1 (2.9.4)
B = @ = 2y = 2

2 + y — z = 2

e o erro correspondente.

» 2.41 Aproximacaode dados por uma recta pelo método dos minimos quadrados ...
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Suponhamos que se fazem n medigoes de uma
certa grandeza y, em n instantes t;, ¢ = 1,...,n,
obtendo os resultados:

t [ ta | ts |- | tn
yily2 | Y3 ] | Un

(2.9.5)

Representemos os n pontos (¢;, ;) no plano em
]l{fy,e suponhamos que se pretende calcular uma
recta do tipo:

y=at+ [ (2.9.6)

que melhor ajuste esses dados. Em que sentido
deve ser entendido este “melhor” ajustamento?

Para cada t;, o erro e; entre o valor medido y; e o valor estimado a partir da recta referida
(supondo que ela estd ja calculada) é igual a:

el:yl_(atl—i_ﬁ)’ i:1727"'1n

Em forma matricial:

e=y— Ax (2.9.7)
onde:
el Y1 t1 1
€2 Y2 ta 2 @
e = 0 = . 9 A = y X =
1 < 8 )
€n Yn tn, 1

e é o chamado vector de erro e y o vector dos dados. Os coeficientes «, 3 - as incégnitas
do problema - sao as componentes do vector x.

Se os dados se ajustassem exactamente, y; = at; + 3, os erros seriam todos nulos e; = 0, e
poderiamos resolver o sistema Ax = y. Por outras palavras, os dados estarao todos numa linha
recta sse y € im A. Se eles nao forem colineares entdo devemos procurar a recta para a qual o
erro total:

lel = (2 + - +e,)"?

seja minimo.

. . . o .
Em linguagem vectorial, procuramos pois o vector x = < ) que minimiza a norma Eu-

B

clideana do vector erro:
lell = lAx —y]|
que é exactamente a situagao que caracteriza a procura da solu¢ao dos minimos quadrados para

o sistema Ax =y, que foi explicada no ponto anterior.

» 2.42 Exemplo ... Calcular a recta de aproximacao dos minimos quadrados para os dados
seguintes:

t]0[1]3] 6
w237 12

(2.9.8)

Solugao: y = 12/7(1 +t).
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» 2.43 Exemplo ... Considere a aplicacdo linear A : IR? — IR? definida por:

A(‘Tay) = (33"‘?}733—%95)

a.) Calcule o ortogonal da imagem de A em IR3, com a estrutura Euclideana usual.

b.) Calcule a “solu¢ao”dos minimos quadrados do sistema:

z4+y =1
x—y = 1
x = 0

Calcule o erro associado a essa solucao e explique qual o seu significado geométrico (da solucao
e do seu erro).

Resolugao ...
a.) A imagem de A é constituida por todos os vectores (X,Y, Z) € IR? tais que:
(Xa)/aZ) = A(x,y) - ($+y7$—y,$)

para algum vector (z,y) € IR%. A questdo é pois: quais os vectores (X,Y, Z) € IR3 para os quais
existe (z,y) tal que:

z+y = X
r—y = Y 7
78 = 7

Resolvendo o sistema em ordem a z,y (com X,Y,Z como parametros), vem que:

r = Z
y = X—-Z2
0 = X+Y-27

Portanto a imagem de A é o plano X +Y —2Z = 0 em IR3. O seu ortogonal é a recta gerada
pelo vector n = (1,1, —2).

b.) Por defini¢ao (e pelo teorema da aproximagao 6ptima), a “solu¢ao” dos minimos quadra-
dos é a solugao do sistema:
Ax = Pjp 5 (b)

onde Pj, A (b) é a projecgao ortogonal do vector b = (1,1,0) sobre o plano imagem de A:

X+Y-2Z=0.

Essa projeccao pode ser calculada pela seguinte férmula:

(1,1,0)- (1,1, -2)
11,1, =2)[12

_2
~ 3

PimA(L 170) = (17 170) - (17 17_2) (17 ]-7 1)

Logo a solucgao procurada é a solucao do sistema:

z+y = 2/3
r—y = 2/3
% = 2/3
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que é:
x=2/3, y=0

O erro associado ¢, por definicao, igual a distancia entre o ponto (1,1,0) e a P;, 5 (b):
2

» 2.44 Exemplo ... Considere o espago vectorial IR3[t] das fungdes polinomiais p(t), de grau
< 3, de coeficientes reais, munido do produto interno:

+1
p®)la(®) = /0 p(t)q(t) dt

a.) Mostre que:
S ={p(t) e Rs[t] : p(t) =p(-t)}
é um subespago vectorial. Calcule dim S e determine uma base ortonormada para S.
b.) Calcule o polinémio de S que estd mais préximo do polinémio p(t) = t.
c.) Calcule o ortogonal de 7 = span{1} em IR3]t].
d.) Calcule o niicleo e a imagem da aplicacao linear:

T: Rs[t] — IRz
p(t) +— Tp®)] =p"(t) —2tp'(t)

Resolugao ...

a.) Se p,q € S entao (p + ¢q)(t) = p(t) + q(t) = p(—t) + q(—¢t) = (p + ¢)(—1) e portanto
p+qgeS. Sepe SelelR entao (Ap)(t) = Ap(t) = Ap(—t) = Ap(—t) e portanto Ap € S.
p(t

Se p(t) = a+ bt + ct*> + dt3 € S entdo a + bt + ct® + dt3 = p(t) = p(—t) = a — bt + ct*> — dt?,
isto é, 2bt + 2dt> = 0 e portanto b = d = 0. Logo:
S = {pt)=a+bt+ct? +dt> cR3ft]: b=d=0}
{p(t) =a+ct* €Rs[t]: a,ce R}
— span{1,t?}

e dim S = 2. Os polinémios p(t) = 1 e ¢(t) = t* constituem uma base para S.
Uma base ortonormada obtem-se pelo processo de Gram-Schmidt. ||1]|? = fol ldt =1e
t2]1 1 . g
24 1 =42 — [0 2dt =2~ 1/3. Além disso || — 1/3|" = [) (£ — 1/3)? dt = 4/45. Logo

os polinémios 1 e (3v/5/2)(t? — 1/3) constituem uma base ortonormada para S.

b.) Pelo teorema da aproximacao 6ptima esse polinémio é dado pela projecgao ortogonal de
t sobre S:

Ps(t) = (t1)1+(tl(3V5/2)(t* — 1/3)) (3V5/2)(t* — 1/3)

1 1
2 2
/Otdt+(45/4) (/0 t(t 1/3)dt> (t? —1/3)
= 1/2+ (45/48)(t*> — 1/3)
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c.) Um polinémio p(t) = a+bt+ct?+dt> € R3[t] estard em T sse ((a+bt+ct? +dt3)[1) = 0
isto é, sse a +b/2 + ¢/3 + d/4 = 0. Portanto:
L={pt)=a+bt+ct> +dt® eRaft]: a+b/2+¢/3+d/4=0}
que é um hiperplano em IR3[t].
d.) Um polinémio p(t) = a + bt + ct? + dt® € IR3[t] estard em ker T sse:
0 = Tp@)] = p"(t) —2tp'(¢)
= (a+0bt+ct? +dt3)" — 2t(a + bt + ct® + dt®)’
= (2c+ 6dt) — 2t(b+ 2ct + 3dt?)
= 2c+ (6d — 2b)t — 4ct? — 6dt3
donde 2¢ = 0,6d — 2b = 0,4c = 0,6d = 0, isto é, b = ¢ = d = 0. Portanto o kerT é

constitufdio pelos polinémios p(t) = a + bt + ct? + dt? € R3[t] tais que b = ¢ = d = 0, isto &,
kerT = {a: a € R} = span{l}.

im T é constituidia pelos polinémios P(t) = A + Bt + Ct? + Dt3 € R3][t] tais que:
T(a+ bt + ct? + dt3) = A+ Bt + Ct* + Dt*3

para algum polinémio p(t) = a+bt+ct?>+dt? € R3[t]. Como T[p(t)] = 2c+(6d—2b)t —4ct? —6dt3,
vem que:
2¢ + (6d — 2b)t — 4ct? — 6dt> = A+ Bt + Ct? + Dt3

isto é:
2¢ = A - 2b + 6d = B
- 2b + 6d = B N 2¢ = A N
— e = C — 6d = D
— 6d = D 0 = 2A+C
e portanto im T = {P(t) = A+ Bt + Ct?> + Dt3 € R3[t] : 24+ C = 0}.
2.10 Exercicios
> Exercicio 2.1 ... Verifique quais das seguintes fungoes sao produtos internos Euclidianos
em IR? ou IR3 :
a) (u,v) = zly! — 2ly? — 22y! + 322y2, sabendo que u = (z!,2?), e v = (y!,y?).
b) (u,v) = iyl + 2ly? — 222" + 32242, sabendo que u = (2!, 2?), e v = (y!,y?).
c) (u,v) = 62y’ + 22242, sabendo que u = (z!,2?), e v = (y!,y?).
d) (u,v) = zly! + 32%y% + 42393, sabendo que u = (2}, 22, 23), e v = (v}, y2, y3).

e) (u,v) = zly' +322y? +423y> —x'y? —y'2?, sabendo que u = (2!, 22, 23), e v = (31,92, 3).

> Exercicio 2.2 ... Calcule em cada caso (u,v) usando o produto interno Euclidiano usual
e o produto interno definido em 2.1-a). Depois, calcule ||u|| e ||v| recorrendo também a cada
um desses dois produtos internos.

a)u=(1,1),v=(-1,1);
b) u=(1,0), v=(1,2);
c)u=(2,1), v=(4,-1);
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> Exercicio 2.3 ... Calcule em cada caso (u,v) usando o produto interno euclidiano usual e
o produto interno definido em 2.1-d). Depois, calcule ||ul| e ||v|| recorrendo também a cada um
destes dois produtos internos.

a)u=(1,1,1), v=(-1,1,2);
b) u= (1,0, —1), vV = (3, —1,2);
C) u= (0707 1)7 V= (_1747 6)7

> Exercicio 2.4 ... Determine todos os valores reais de k para os quais (u,v) é um produto
interno Euclidiano em IR? :

(u,v) = zly! — 3z1y? — 32%y' + ka?y?

> Exercicio 2.5 ... Determine todos os valores reais de a, b, ¢, d para os quais (u,v) é um
produto interno Euclidiano em IR? :
(u,v) = az'y! + brly? + ca?y! + da?y?

> Exercicio 2.6 ... Sejam, u = (z!,22) e v = (w',w?) elementos de C?. Verifique que a

funcdo que se segue é um produto interno Hermitiano em C? :

fu,v) = 2l + (1 +9) 2 w? + (1 — i) 22wt + 32%w?

Calcule a norma de v = (1 — 2i,2 4 37) usando o produto interno Hermitiano usual e depois o
produto interno definido neste exercicio.

> Exercicio 2.7 ... Em cada caso, determine o cos do angulo 6 entre os vectores u e v :

a)u=(1,-3,2), v=(2,1,5) em IR?, usando o produto interno euclidiano usual e o produto
interno definido em 2.1-d).

b) u =2t — 1, v = t? em R [t], usando o produto interno Euclidiano definido no exercicio
2.14.

> Exercicio 2.8 ... No espago linear IR [¢] verifique se (f, g) é um produto interno.

a) (£,9) = f(1)g(1)
b) (f.9) = |fy F(D)g(t)
¢) (£.9) = Jy S'()g/ (V) dt
Q) (f,9) = (Jy F@ at) (J 9y at)

> Exercicio 2.9 ... No espaco vectorial real das fungoes continuas em [—1, 1], seja (f,g) =
fil f(t)g(t) dt. Considere as trés fungoes uq, uz, us dadas por:
ul(t) = 1, ’u,g(t) = t, U3(t) =1+t

Mostre que duas delas sao ortogonais, duas fazem um angulo de % entre si e as outras duas
fazem um angulo de % entre si.
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> Exercicio 2.10 ... Prove cada uma das afirmacoes das alineas seguintes e interprete-as
geométricamente no caso do produto interno usual em IR? ou IR3.

a) (x,y) =0 & |x+yl* = [Ix]*+ ly]*.

b) (x,y) =0 [x+y|* =[x -yl

c) (x,y) =0< ||x+ cy| > ||x|| para todo o real c.
d) (x+y,x-y) =0 x| = [yl

> Exercicio 2.11 ... Calcule o dngulo que o vector (1,1,---,1) de R" faz com os vectores
coordenados unitarios de IR".

> Exercicio 2.12 ... Como se sabe, num espaco Euclidiano real com produto interno (x,y)

1
fica definida ume norma por ||x|| = (x,x)2 . Dé uma férmula para obter o produto interno (x,y)
a partir de normas de vectores apropriados.

> Exercicio 2.13 ... Seja V um espago linear real normado e designe-se a norma de x € V'

1

por ||x||. Prove que se a norma se pode obter de um produto interno na forma ||x|| = (x,y)2
entao:

I = yII* + [ + y1I* = 2 [1x]|* + 2 |y |I*

Esta identidade é conhecida por lei do paralelogramo. Verifique que corresponde a afirmar
que para um paralelogramo a soma dos quadrados dos comprimentos dos lados é igual a soma
dos quadrados dos comprimentos das diagonais.

> Exercicio 2.14 . Con51dere o espago vectorial real IR [t] no qual estd definido o seguinte
produto interno: (f, g) fo t)dt. Seja f(t) =t+2e g(t) = t> — 2t — 3. Determine :
a) (f,9) b) || £l c) Um vector unitério com a direcgao de g.
> Exercicio 2.15 ... Seja FF um espaco vectorial no qual estd definido um produto escalar.
Mostre que :
2 2 2 2 2
a) [[u+v|" + lu—v[" = 2|[ul” + 2| b) (0, v) = §lu+v|® =} lu—-v|

> Exercicio 2.16 ... Em cada um dos casos, determine uma base ortonormada do subespago
de IR? gerado pelos seguintes vectores:

a) X1 = (17 17 1)a Xy = (1707 1)3 X3 = (372a3)
b) x; = (1,1,1), x9 = (—1,1,-1), x3 = (1,0, 1).

> Exercicio 2.17 ... Em cada um dos casos, determine uma base ortonormada do subespago
de IR* gerado pelos seguintes vectores:

a) x1 = (1,1,0,0),  x3=(0,1,1,0),  x3=(0,0,1,1),  x4=(1,0,0,1).
b) x; = (1,1,0,1),  x2=(1,0,2,1), x3=(1,2,-2,1).
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> Exercicio 2.18 ... No espago vectorial real IR [t], com o produto interno (x, y) fo y(t)
dt, mostre que as fungoes que se seguem formam uma base ortonormada do subespago por elas
gerado:

() =1, ) =v32t-1),  ys(t)=V5(6t> -6t +1).

> Exercicio 2.19 ... Seja S um subespaco de um espaco vectorial V. Mostre que o S+ é o
conjunto dos vectores ortogonais a todos os vectores de uma base de S.

> Exercicio 2.20 ... Seja W o subespaco de IR® gerado pelos vectores u = (1,2,3,-1,2) e
v = (2,4,7,2,—1). Determine uma base do complemento ortogonal W=+ de W.

> Exercicio 2.21 ... Determine uma base do subespaco W de IR* ortogonal a u; = (1,-2,3,4)
eus = (3,-5,7,8).

> Exercicio 2. 22 . C0n81dere o espago vectorial real IRs [t] no qual estéd definido o produto
interno (f, g) fo

a) Determine uma base do subespago W ortogonal a h(t) = 2t + 1.

b) Aplique o método de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt & base (1,t,t?) para obter
uma base ortonormada (uy(t),ua(t),us(t)) de IRo [X].

> Exercicio 2.23 ... Seja V o espago linear das matrizes 2 x 2 de componentes reais, com
as operacoes usuais. Prove que fica definido um produto interno em V por:

<A, B> = a11b11 + a12b12 + a21b91 + agoboy onde A = (aij) e B = (bij) .

a

b ), com a,b € IR, mais préxima da matriz A =

Calcule a matriz da forma (
(45)
-1 3 )
> Exercicio 2.24 ... Considere o subespaco S de IR? gerado pelos vectores (1,0,0) e (0, 1,0).
a) Verifique que fica definido em IR? um produto interno por:
(z,y) = 2191 + T1Y2 + T2Y1 + T2y2 + T3Y3, onde T = (21,72, 73) € Y = (Y1, Y2, Y3)-

b) Determine uma base ortonormal para o subespago S, com este produto interno.

c¢) Determine o elemento de S mais préximo do ponto (0,0, 1),usando o produto interno de
a).

d) Calcule um vector diferente de zero e ortogonal a S usando o produto interno de a).

> Exercicio 2.25 ... No espa(;o vectorial real das fungoes continuas definidas em [0, 2], com o
produto interno (f, g) fo ) dx, seja f(z) = exp(z). Mostre que, o polinémio constante

g, mais proximo de f 6 g = §<exp<2> 1). Caleule [lg — f[*
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> Exercicio 2.26 ... Usando os produtos internos usuais em IR? e IR? | calcule em cada caso
a projeccao ortogonal Py (v), de v sobre a recta gerada pr u:

a) u=(1,1), v=(2,3);

b) u=(4,3), v=(0,1);

c) u=(1,1,1) , v=(1,-1,0);
d) u=(1,0,0), v=(0,1,2).

> Exercicio 2.27 ... Determine as projeccoes ortogonais seguintes:

a) v=(1,-1,2), w = (0,1,1) sobre F = {(x,y,z) EIRS:J:—i—y—i—z:O} usando o
produto interno Euclidiano usual de IR3.

b) v = 2t — 1, w = t? sobre IR [t] usando o produto interno L?.



Capitulo 3

Subespacos invariantes. Subespacos
proprios. Valores proprios

3.1 Conjugacao

» 3.1 Mudanca de base ... Suponhamos que V é um espago vectorial e que:

%:[el ey - en]

é uma base qualquer, escrita como um vector-linha com entradas vectoriais e;. Se v € V é um
vector qualquer em V), designemos por v* as suas componentes na base %, isto é:

v = E v'e;

v
02
= [ e €2 €n } :
U.”
= Clvl]e (3.1.1)
Suponhamos agora que mudamos de base:
C—CP=%=[86 & - 8| (3.1.2)
que escrevemos na forma matricial seguinte:
Pl; p% . pé
a = P Pl P2 e Pn
[el ey --- en]:[el e - en} : : : (3.1.3)
Pr Py ... PT
ou muito simplesmente: R
€ =%P
Se 7° sao as componentes do mesmo vector v na base ‘g, isto é, se:
v = @Vél
i
= Clvlp (3.1.4)

36
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entao vem que:

~

Clvle = v ="C[v]p=CPv]¢pr
donde se conclui que:

¢ —CP = [vlgp=P '[V]g (3.1.5)

» 3.2 Suponhamos agora que L : YV — V é um operador linear, cuja matriz relativamente a
base € = {e1,es,- - ,e,}, para V, é '
[Ll¢ = [L;] (3.1.6)

Recorde que isto significa que:

L(ej) = Z L; €e;
J

Portanto, se v = €[v]¢ € V, isto é, se o vector das coordenadas de v, relativamente a base

C é:

entao:

L(v) = L(vjej) = ij(ej) = vj(Lé»ei) = (L;-vj)ei

isto é, o vector das coordenadas de L(v), relativamente & base %, é obtido multiplicando a
matriz [L]¢ pelo vector-coluna [v]y:

[Lvle = [Llg[v]e (3.1.7)
» 3.3 Conjugacao ... Suponhamos agora que escolhemos uma nova base para V:
€ =%P

Como muda a representagao matricial de L? Isto é, se a matriz de L
nesta nova base é L%, como é que esta matriz se relaciona com a matriz

19
L].

Para responder a esta questao, consideremos um vector arbitrario v € V. Podemos entao

| V=% =@P)vler = [vler=P vl

Portanto:

e por um lado:
L(v) = ¢[L(v)]l¢ = ¢[L]¢[v]¢ (3.1.8)

e ¢, por outro lado:

L(v) = (¢P)L(V)lsp
(¢ P)[Llgp[vler
= (¢P)[LlgpP '[v]w (3.1.9)
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Comparando (3.1.8) com (3.1.9), vem que:
¢[Llg[vle = (6P)[Ll¢pP 'Vl = [Llg[vle = P[LlgpP ' [v]y
e como esta igualdade é valida Vv, temos que:

[Ll¢p = P l[L)¢P (3.1.10)

Concluindo:

Se L:V — V é um operador linear num espago vectorial de dimensao
finita, entao a representacao matricial de L varia, com a escolha da base,
numa classe de conjugagao de matrizes:

€ — €P = [Llgp = P~ [L]¢P (3.1.11)

» 3.4 Esta possibilidade de variar a representacao matricial de L, variando a base, conduz-nos
naturalmente ao seguinte problema:

Como escolher a base de V de tal forma que a representacao matricial
de L seja o mais “simples”possivel? Mais formalmente - se L = [L|y é
a representacao matricial de L numa certa base C, como seleccionar na
classe de conjugagao de L:

{P'LP: PecGln)}
o representante mais “simples” possivel?

» 3.5 Uma solucao intuitiva para este problema consiste, grosso modo, em decompdr o espago
vectorial )V em “blocos simples”onde a accao de L seja facil de descrever. Os conceitos que
intervéem nesta discussao sao os seguintes:

e subespagos invariantes, em particular, subespagos préprios (e valores préprios associados)
e decomposicao de V como soma directa de subespagos invariantes

e estrutura da restricao de L a cada subespago invariante

Vamos de seguida discutir estes conceitos e posteriormente, no capitulo 8, vamos dar uma
solucao do problema anterior para uma classe muito importante de operadores - a classe de
operadores hermiticos em espagos unitarios (em particular, os operadores simétricos em espagos
Euclideanos).

3.2 Subespacos invariantes

» 3.6 Definicao ... Seja V um espaco vectorial e L : YV — V um operador linear. Um subespaco
S C V diz-se um subespacgo invariante do operador L se:

L(S)CS (3.2.1)

Um subespaco invariante de dimensao um diz-se um subespago préprio do operador L.
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» 3.7 Teorema ... Seja V um espago vectorial e L : V — V um operador linear. Entdo V, {0},
ker L e im L sdo subespacos invariantes do operador L.

Dem.: Basta aplicar directamente as defini¢oes.

» 3.8 Teorema ... Seja V um espaco vectorial de dimensao finitan, e L : V — V um operador
linear.

1. Suponhamos que S ¢é uwm subespaco invariante de dimensdo k < n. Entao eriste uma
representacdo matricial de L da forma:

L= [ A B } (3.2.2)

0 D
onde A é uma matriz k X k, B uma matriz k X (n —k) e D uma matriz (n — k) x (n — k).

2. Suponhamos que S e T sao subespacos invariantes de dimensdo k e n—k, respectivamente,

tais que:
V=SoeT
FEntao existe uma representacao matricial de L da forma:
A 0
L= [ 0 D } (3.2.3)

onde A é uma matriz k x k e D uma matriz (n — k) x (n — k).

Dem.: 1. Seja {ej,...,er} uma base para S, e completemos essa base a uma base
{e1,..., ek, €kt1,...,€,} de V (isto é possivel, pelo teorema da base incompleta). E claro que
o subespaco 7 = span{egi1,...,€e,} nao é, em geral, um subespago invariante de L, embora
Y =8 ®7. De qualquer forma, podemos sempre por:

Lie) = Yo, Alej+3 5 4,1 Cles, i=1,....k
L(e,) = ¢y Blej+Y 0 .1 Dies, a=k+1,...,n

Mas como, por hipdtese, L(S) C S, temos que Cf =0, Vi, 8, e portanto a representacao matricial
de L, na base indicada, é:
Al B

L =
0o DY

2. Aniélogo.

3.3 Valores e vectores proprios de um operador linear. Opera-
dores diagonalizaveis

» 3.9 Suponhamos que & C V é um subespago préprio do operador L, isto é, S é um subespaco
invariante de dimensao um. Como dimS = 1, § é gerado por um qualquer dos seus vectores
nao nulos. Suponhamos que v € S — {0}. Entéo, como dimS = 1, tem-se que:

L(v) = Av (3.3.1)

para algum escalar A € k.
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» 3.10 Definigoes ... A € k diz-se um valor préprio de L se existir um vector nao nulo
v # 0, em V, tal que:
L(v) = Av (3.3.2)

Neste caso, v diz-se um vector préprio pertencente ao valor préprio A. Ao subespaco
gerado por todos os vectores proprios, associados ao valor préprio A, chama-se o espago préprio
de L, associado ao valor préprio A e nota-se usualmente por £, (), ou simplesmente por
E()N). Portanto:

e =) SV ey s Livi=av) (3.3.3)

A dimensao dim & (\) chama-se a multiplicidade geométrica do valor préprio A. O valor
préprio A diz-se degenerado quando dim E(A) > 2.

» 3.11 Teorema ... Suponhamos que u,v € V —{0} sao vectores préprios pertencentes respec-
tivamente aos valores proprios distintos \,n € k, de um operador linear L : V — V. Entdo u e
v sdo linearmente independentes.

Dem.: De facto, se por exemplo v = ru, para algum r € k — {0}, entao viria que:
nru=nv =~L(v) =L(ru) =rL(u) =r Au

e portanto:
r(A—nu=0

o que implica, uma vez que A # n e r # 0, que u = 0, o que é absurdo.

» 3.12 Definicao [Operador diagonalizavel] ... Um operador linear L : V — V diz-se
diagonalizavel se qualquer das seguintes condigoes equivalentes se verifica:

e Existe uma base de V, relativamente a qual a matriz de L é uma matriz diagonal.

e V decompoe-se numa soma directa de subespagos préprios (subespacos invariantes de di-
mensao um) de L.

3.4 Calculo de valores e vectores proprios

» 3.13 Suponhamos que A € k é um valor préprio do operador L : ¥V — V e que () é
espago préprio associado. Como ja vimos, a restri¢ao de L a £(A) é uma homotetia de razao
A (eventualmente A pode ser 0), isto é:

L(v)=Av Vv e E(N)

Em particular, se A = 0 é valor préprio de L, isto significa que o nicleo de L:
ker L = £(0)

nao se reduz ao vector nulo 0, e portanto L é nao inversivel (por outras palavras, L é singular),
ou de forma equivalente, det L = 0.

Quando A # 0, dizer que A é valor proprio de L, é equivalente a dizer que 0 é valor préprio
de L — \1d, o que, pelo paragrafo anterior, é equivalente a dizer que L — AId é singular, ou ainda
que:

det (L—AId) =0 (3.4.1)
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» 3.14 Definigao ... O polinémio:
p(t) = det (L — t1d) (3.4.2)

diz-se o polinémio caracteristico de L.

Portanto as raizes em k da chamada equagao caracteristica de L:
p(t) =det (L —¢Id) =0 (3.4.3)
(se existirem), sdo exactamente os valores préprios de L em k.
» 3.15 ... Para calcular o polindmio caracteristico de L, usamos uma representagao matricial
qualquer L do operador L, e pomos p(t) = det (L — tId). Note que o polinémio caracteristico

nao depende da representagao matricial de L. De facto, qualquer outra representagao matricial
de L, é do tipo PLP~!, onde P é uma matriz inversivel, e tem-se que:

det (PLP™!' —tId) = det(PLP™' —tPP ') =det(P(L—tId)P')
= det (L —tId) = p(t)

» 3.16 Exemplo [Célculo de valores préprios] ... Calcule os valores e vectores préprios
(reais) do operador linear A : IR? — IR?, cuja matriz na base canénica de IR? ¢

3 4
a=[5 5]
A equagao caracteristica de A é:

p(t) = det(A—tId)

3—1t 4
= det[ 4 —3—t}

— o= (3.4.4)
cujas raizes reais (os valores préprios reais de A) sao A\; =5 e Ay = —5.

f z! Rt
Para calcular os vectores péprios x = 5 |, pertencentes ao valor préprio A = 5, devemos
%5

%3 s ][] Lo)

—2zl + 422 =0
dpl — 822 =0

resolver o sistema:
isto é:

cuja solugao geral é:

1

= 2

{$2 § seR
X = S

Portanto os vectores péprios de A, pertencentes ao valor préprio A\; = 5, sdo da forma:

s{ﬂ seR— {0}
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Por outras palavras, o espago préprio £(5) é:

-]

Procedendo da mesma forma relativamente ao outro valor préprio Ao = —5, podemos calcular
que os vectores péprios de A, pertencentes ao valor préprio Ay = —5, sao da forma:
1
51 o seR —{0}

. 2 1
Note que neste exemplo os vectores préprios u; = [ 1 } euy = [ 9 } formam uma base

B = {uy,uy} de R? relativamente & qual a matriz de A é diagonal:

[A]B:[g _05}

portanto A é um operador diagonalizavel.

» 3.17 Exemplo [Célculo de valores préprios| ... Calcule os valores e vectores préprios
(reais) do operador linear A : IR® — IR3, cuja matriz na base canénica de IR? é:

1
A= | =5
2

w N O
N O O

A equagao caracteristica de A é:

p(t) = det(A—tId)
1—-¢t 0 0

= det -5 2—t 0
2 3 T7-t
= (19)2-t)(7—t)=0 (3.4.5)
cujas raizes reais (os valores préprios reais de A) sdo \; = 1, Ao = 2 e A3 = 7. Para calcular os
1
x
vectores péprios x = | 22 |, pertencentes ao valor préprio Ao = 2, devemos resolver o sistema:
z3
1-2 0 0 " 0
-5 2-2 0 22 | =10
2 3 7-2 z? 0
isto é:
—ad =0
—5z! =0

2¢' + 322 +522 = 0

cuja solugao geral é:



3.5. Sistemas dinamicos lineares discretos 43

Portanto os vectores poprios de A, pertencentes ao valor préprio Ao = 2, sao da forma:

0
S —_—

1

seR —{0}

wlot

Procedendo da mesma forma relativamente aos outros valores proprios a; = 1 e ag = 7, podemos
calcular os correspondentes vectores péprios.

Notas ...

1. Note que o polinémio caracteristico p(t) = det (L — ¢ Id), de um operador linear L : IR? —
IR3, é sempre um polinémio do 3.° grau, do tipo:

p(t) = —t3+bt* +ct+d b,c,d € R

e por isso admite sempre uma raiz real A € IR (eventualmente nula). Se A # 0, concluimos
portanto que, neste caso, existe sempre um subespago préprio invariante () C R3, de
dimensao superior ou igual a 1.

2. Todo o operador linear L : IR? — IR? tem quando muito 3 valores préprios distintos. Se L
tem exactamente 3 valores préprios distintos, entao os correspondentes vectores proprios
formam uma base de IR?, e a matriz de L nessa base, é uma matriz diagonal cujas entradas
da diagonal principal, sao esses valores proprios.

3.5 Sistemas dinamicos lineares discretos

» 3.18 Um sistema dinamico linear discreto é um sistema recursivo do tipo:

x(k+1) = Ax(k) (3.5.1)
onde A é uma matriz n X n, e
x:IN, — IR"
é uma fungao que a cada ”instante de tempo”discreto k = 0,1, 2, ..., associa um vector x(k) €

R"™.
A equagdo (3.5.1) indica pois a lei de evolugao do sistema: conhecido o valor inicial do

sistema:
x(0) = %o (3.5.2)

os valores nos instantes seguintes sao calculados sucessivamente através de:

gl
[\)
[
>
»

E
]
>

[}

el
Q

(3.5.3)
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» 3.19 Quando a matriz A de evolugao é diagonalizavel, o calculo explicito da evolugao através
da equagao (3.5.3):
x(k) = AFx(0) (3.5.4)

torna-se particularmente simples.

De facto, suponhamos que & = [vi vy --- v,| é uma base de IR" constituida por vectores
préprios (ndo necessariamente distintos) da matriz A:

AVj = )\jVj, j = 1,2, [ (355)
Se € =e1 ex --- e,] éa base canénica de R", poémos, como habitualmente:
B=CP = xg=x¢p=P lxg (3.5.6)

Portanto, pondo x¢ (k) = x(k) em (3.5.4), vem que:

xp(k) = P 'xg(k)

Pt AFx4(0)

P rARPx4(0)

(P'AP)* x4(0)

(diag(A1, A2, s A ))*x5(0)

= diag(\}, A5, . AF) x4(0) (3.5.7)

Isto é, a i-componente de x(k) na base B, que diagonaliza A, é obtida muito simplesmente
multiplicando a poténcia de expoente k, do valor préprio A;, pela i -componente do vector inicial
x(0) na base B:

2ip(k) = (\)Faiy(0) (3.5.8)
Note que no membro direito da equagao anterior nao hd soma no indice 7!

Na pratica procedemos como segue:

[1]. Escrevemos o vector inicial x(0) na base B, calculando assim as componentes ¢! = z,(0):

x(0) = Bx4(0) = Zcivi

[2]. Pomos:
x(k) = Cx¢ (k) = Bxp(k) =Y _(A)v;

i

Concluindo :

x(k) = Z(Ci)\f)vi, onde x(0) = Zcivi (3.5.9)

3

» 3.20 Nudmeros de Fibonacci ... sao definidos pela lei recursiva (de segunda ordem) seguinte:

z(k+2)=x(k+1)+ x(k) (3.5.10)
isto é, cada numero de Fibonacci é obtido somando os dois anteriores. As condicGes iniciais sao:

z(0)=a, x(1)=0b (3.5.11)
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Por exemplo, para:
z(0)=a=0,z(1)=b=1 (3.5.12)

obtem-se:

Bl
W

x(n) = numero total de pares de coelhos no ano n
8& 88 2 (3.5.14)

O processo inicia-se no ano n = 0 com um unico par
83 8@ 8“ de coelhos jovens. Ao fim de cada ano, cada par da
origem a um novo par de descendentes. No entanto,
cada par necessita de um ano para procriar o seu par

33 88 88 88 83 de) descendentes:

» 3.21 Numeros de Fibonacci. Escrita matricial ... Definamos, para cada k£ € IN, um
vector x(k) € IR? através de:

0o 1 1 2 3 5 8 13 21 34 ... (3.5.13)

Foram criados pelo matematico italiano Fibonacci
como um modelo simplificado do crescimento de uma
populacao de coelhos. Neste modelo:

—_

—_

(o8

- (k) 2

x(k) = [ 2(k+1) } eR (3.5.15)

Entao (3.5.10) pode ser escrita na forma matricial:

zk+1) | [0 1 z(k)
{ z(k +2) } N [ 11 } [ z(k+1) (3:5.16)
isto é:

i) = Ase(h) ik A [ 0 ] (3.5.17)
» 3.22 Calculo explicito dos niimeros de Fibonacci ... Para calcular a forma explicita

dos ntmeros de Fibonacci, usamos o método descrito no nimero 3.19.

01

11 ] Um célculo

Para isso, determinamos os valores e vectores proprios da matriz A = [

simples mostra que eles sao:

1 5 —145
AL = Ea/(2 = 1.618034..., vy = [ 2 ]
2 1
1—-+5 —1-+/5

Escrevemos agora o vector inicial na base B:
xz(0) = P 'xg(0)

[ —1vE -1 | Tl
2 2
N

2a+(1+/5)b

— 2a+({ﬂb (3.5.19)

2f B
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isto é:
B 2a+(1+\/5)bv 2+ (1- \/E)bv
2v5 ! 275 2

Usando a férmula (3.5.9) vem entao que:

x(0)

(3.5.20)

(k) = 2a+(1+\/5)b)\,fV1 _ 2a+(1-V5)b

25 25
2a + (1 +V/5)b <1+\/5)k [ SEN ] C2a+(1- VB <1_\/3)k [ ~1-V5 ]

)\12€V2

2
2/5 2 1 2/ 2 1

donde se deduz que:

k k
-1 5 2b (1 5 1 5a—2b ({1—+/5
ofk) = SLE Ve +V5) 1+ VB)a ¥ (3.5.21)
2v/5 2 2v/5 2
» 3.23 Formula de Binet ... Para os valores iniciais ¢ = 0 e b = 1, obtemos a chamada
formula de Binet:
k k
1 1 1—
o) = = [ [LEYB) _(l=V5 (3.5.22)
V5 2 2
» 3.24 Numero de ouro ... Os valores proprios da matriz A, verificam as desigualdades
seguintes:
5—1 1 5
0 < [ho| = \fQ <l<A= +2\f (3.5.23)

Portanto os termos que envolvem )\’f divergem para oo, enquanto que os que envolvem )\]5
convergem para 0.

O valor préprio dominante A\ = % = 1.618034... é o chamado nimero de ouro (ou
razao de ouro). Desempenha um papel muito importante em crescimento em espiral em
varios fendmenos naturais bem como em certas criagoes artisticas em arquitectura e pintura.

» 3.25 Exercicio ... Considere a aplicagao linear:

T: R} — R}
(z,y,2) +— T(z,y,2) = (4z,2 4+ 2y + 2,2z + 4y — 22)

a.) Calcular a matriz de T relativamente & base canénica de IR®. Calcular o nicleo e a
imagem de T.

b.) Calcular os valores préprios de T e, se possivel, uma base de IR? constituida por vectores
préprios de T. Calcule a matriz de T relativamente a esta nova base.

c.) Usando os resultados das alineas anteriores, calcule T3(0,0, —4), onde T = ToTo T.

Resolugao ...
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00
a) Amatrizé T = | 1 2 1 |. kerT = {(2,,2) € R?: T(2,9,2) = (42,2 + 2y +
2 4 =2
z,2z + 4y — 2z) = (0,0,0)} o que implica que:
4z = 0 z = 0 — 0 x = =2t
r+2y+z = 0 = x+2y = 0 :>{ c 7 =< y = t telR
20 +4y—2z = 0 20 +4y = 0 2y =0 g = 0

isto 6 ker T = {t(—2,1,0) : t € IR3} = span{(—2,1,0)} que é a recta de IR? gerada por (—2,1,0)
e de equacoes cartesianas x + 2y =0 e z = 0.

A imagem de T é gerada por T(eq) = (0,1,2), T(ez) = (0,2,4) e T(e3) = (4,1, —2), isto é:

imT = span{(0,1,2),(0,2,4),(4,1,—-2)}
= {(z,y,2) € R®: (x,y,2) = a(0,1,2) + b(0,2,4) + ¢(4,1,-2), a,b,c € R}

Portanto:
e = = a+2b+c = y
a+2b+c = y = ... = dc = 2y—=z
20 4+4b—2¢c = z 0 = z—-2y+=z

isto é, imT é o plano = — 2y + z = 0 em IR?.

—-A 0 4
b.) A equacao caracteristica é det (T'—\Id) = det 1 2-2A 1 | =-X+416A=0,

2 4 —-2—-)

cujas raizes sao A = —4,0, +4.

E(T;—4) = span{(1,0,—1)}
E(T;0) = span{(-2,1,0)}
E(T;—4) = span{(1,1,1)}
e os vectores {e; = (1,0,—1),ea = (—2,1,0),e3 = (1,1,1)} constituem uma base de vectores
préprios de T que é, por isso, diagonalizdvel. Nesta base a matriz de T é diag(—4,0,4).
c.) Calculando as componentes do vector (0,0, —4) na base de vectores préprios de T,
calculada anteriormente, vem que:

(0,0,—4) = a(1,0,—-1) +b(—2,1,0) +¢(1,1,1) = (a —2b+ ¢, b+ ¢,—a+¢)

donde se deduz que a = —1,b = 1,c = —1. Portanto:

T3(0,0,—4) = —T3(1,0,—1)+ T3(-2,1,0) — T3(1,1,1)
= _(_4)3(1707_1)+03(_27170)_43(17171)
= (0,—64,—128)

» 3.26 Exercicio ... Considere a aplicacao linear A : IR? — IR? definida por:

A(z,y) = (6z — 2y, —2z + 9y)
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a.) Mostrar que A é diagonalizavel e calcular uma base ortonormada para IR? (com a
estrutura Euclideana usual) constituida por vectores préprios de A.

b.) Considere as sucessoes () € (yn), definidas pelas férmulas de recorréncia seguintes:

Tnt1 = 6mn_2yn n>0 e g = 1
Ynt1 = —2x, + 9y, ’ o yo = 1

Calcule z,, e y, como funcoes de n.

Resolugao ...

a.) A matriz de A relativamente & base canénica de IR® é a matriz simétrica:
6 —2
A=

) =(6=N)(9-N)—-4=0 = N-1504+50=0 = A=35, 10

Os valores préprios calculam-se por:

6— A =2

det (A—AId) = det < 9 9_)

Como existem dois (= dimIR?) valores préprios distintos, A é diagonalizivel. Os espacos
préprios calculam-se da forma habitual e sdo:

5(5):]1{(?) : 5(10):11%(;)

Estes espagos s@o ortogonais (tinham que o ser, pelo teorema espectral!). Um base ortonormada
para IR? constituida por vectores préprios de A é:

€ . A d .
a.) Pondo x,, = < " ), as férmulas de recorréncia dadas escrevem-se na forma vectorial:
Yn

Xn+1 = Axrm X0 = (17 1)
6 —2 . . . :
onde A= [ 9 9 ) Os calculos devem ser feitos na base % que diagonaliza o operador A.
Escrevendo o vector x,, na base %, vem que:
X, = (Xn . ul)ul + (Xn . UQ>UQ
1 1

= 7 (225 + yn) ur + Ve (T, — 2ypn) uz (3.5.24)

isto é, as componentes de x,, na base % sao T,, = x’\%y” Yn = %

Na base & as formulas de recorréncia escrevem-se na forma:

Tpt1 Y _ (5 0 Tn \ _ [ 5zp
gn-‘rl N 0 10 gn N 10?7n
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Portanto:
(5 )= Ciom ) (52)= (i ) = (o ) (50) = (o)
0 100 ) \ %2 10y 10%g, )’ Un 10™yo
Mas Tg = 725”%90 = %, Yo = 7x°\7§y° = \_/—é Portanto:
= _ 2Tn+Yn 3
Ty = E = 5”\/5
ar — Tn—2Yn _ 107171
Yn \/5 \/g
e resolvendo em ordem a x,, e ¥, obtemos:
Tn=2x5""13-2""), g, =5"""3+4x2"")
3.6 Exercicios
> Exercicio 3.1 ... Seja f um endomorfismo de IRy [X] tal que X + X2 é um vector préprio

associado ao valor préprio 2, —1 + X é um vector préprio associado ao valor prépprio 5 e X2 é
um vector préprio associado ao valor préprio -3. Determine f(ag + a1 X + a2 X?).

> Exercicio 3.2 ... Seja f um endomorfismo de Ca [X] munido da estrutura usual de espago
vectorial complexo. Suponha que :

1+ ¢X é um vector proprio de valor préprio 1,
1 — X é um vector préprio de valor préprio 1 e

X? ¢é um vector préprio de valor préprio —1.
Calcule f(a+ bX + cX?).

> Exercicio 3.3 ... Seja f um automorfismo de um espago vectorial . Qual a relagao entre
os valores préprios de f e os valores préprios de f~1?

> Exercicio 3.4 ... Sejam f e g endomorfismos de FE.

a) Mostre que, se u é um vector préprio de f, com valor préprio associado A entdao u é
um vector préprio de f o f com valor préprio associado A2

b) Mostre que, se u é um vector préprio de f e de g, entao u é um vector préprio de
g o f e de qualquer combinagao linear de f e de g, af + bg.

c¢) Mostre que, se todos os elementos nao nulos de E sao vectores préprios de f, entao f
tem um tnico valor préprio (e, portanto, existe a € IR tal que, para qualquer u € E, f(u) = au).

> Exercicio 3.5 ... Seja f : R> — IR? um endomorfismo tal que {(z,y,2) € R:z=y= z}

e {(:c, y,2) ER3:x—y+2= 0} sao subespacos proprios associados respectivamente aos valo-
res proprios 1 e 2. Determine f((z,y, z)).

> Exercicio 3.6 ... Em cada um dos seguintes casos, determine, se existirem, os valores
préprios de f, os subespacgos préprios associados e as respectivas dimensoes e diga se f é dia-
gonalizavel; no caso de f ser diagonalizavel, indique uma base do dominio de f composta por
vectores préprios de f e indique a matriz de f relativamente a essa base.
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a) f:R? — R? f(x,y) = 2z -y,9); b) f: R — TR’ f(z,9) = (~z,—y);
¢) f:R? — R f(z,y) = 3z +y, 127 + 2y);

d) f: R} — R3, f(z,y,2) = 3z +y+ 2,3y + 2,32);

e) f: R} — R3, f(z,y,2) = 3z +y + 2,3y, 32);

f) £ Ra [X] — Ra[X], £(P) = P(0) + XP(1) + X2P(—1);

g) f:Rg[X] — Rs [X], f(P)=P+(X+1)Py

a b 3a+2b+c+d 2a+3b+c—d
h)f:M2,2(]R)—’M2,2(IR)af<C d>:< 2c —C )

i) f:C% = €% f(u,v) = (iu,u + v);

> Exercicio 3.7 ...

Calcular férmulas explicitas para as solugoes das seguintes féormulas
recursivas:

) { z(k+1) = xk) —2y(k) { z(0) = 1
Clyk+1) = —2u(k) +yk) y(0) = 0
z(k+1) = 1z(k)+y(k) z(0) = 1
b). { ylo+1) = ylk) = 22(k) { y(0) = -1
z(k+1) = 32(k) z(0) = 1
c). z(k+2)=—x(k+1)+ 2z(k), z(0)=1, z(1)=2

d). z(k+3) =22(k+2) +z(k+1) — 2z(k), z(0) =0, z(1)=2, z(2)=3



Capitulo 4

Transformacoes ortogonais e
unitarias

4.1 Transformacoes ortogonais e unitarias. Exemplos

» 4.1 Definicao ... [Transformacg6es ortogonais| ... Seja (V,(|)) um espago Euclideano de
dimensao n, isto é, um espaco vectorial real com um produto interno Euclideano. Um operador
linear A : V — V diz-se uma transformacgao ortogonal de V, se A preserva o produto interno

(1), i.e.
(A(V)|A(w)) = (v|]w) Vv, weV (4.1.1)

Se A é a matriz de uma tal transformacao ortogonal, relativamente a uma base ortonormada
de V, entao (4.1.1) escreve-se na seguinte forma matricial:

(Av)! Aw =vi'w Vv,weV

ou ainda:
viAIAw = viw = viIw Vv,w eV

o que significa que a matriz A é uma matriz ortogonal, isto é:

AtA=1 (4.1.2)

Note ainda que se A é uma matriz ortogonal entao, uma vez que:
1 =detI=det (AAY) = det Adet (A%) = (det A)?, e detAeR
concluimos que det A = +1 e, em particular A é inversivel com:
A—l — At
O conjunto de todas as matrizes ortogonais n X n reais formam um subgrupo de G¥¢(n) =
Gl(n;R), que se diz o grupo ortogonal em dimensao n e nota-se por O(n). O conjunto de

todas as matrizes ortogonais n x n reais, de determinante 1, formam um subgrupo de O(n), que
se diz o grupo ortogonal especial em dimensao n e nota-se por SO(n):

Om) = {AeM,(R): A'A=1}
SO(n) = {AeM,(R): A'A=1 e detA=1} (4.1.3)

o1
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» 4.2 Definicao ... [Transformacgoes unitarias] ... Seja (V,(])) um espago unitario de
dimensao n, isto é, um espaco vectorial complexo com um produto interno Hermitiano. Um
operador linear A : V — V diz-se uma transformacao unitaria de V, se A preserva o produto
interno hermitiano (|), i.e.:

(A(V)|A(w)) = (v|w) Vv,weV (4.1.4)
Se A é a matriz de uma tal transformagao unitaria, relativamente a uma base ortonormada
de V, entao (4.4.1) escreve-se na seguinte forma matricial:

(Av) ' Aw =viw Vv,weV

ou ainda:
VIAIAW = viw = viIw Vv,weV
o que significa que a matriz A é uma matriz unitaria, isto é:
ATA =1 (4.1.5)

Dada uma matriz A, define-se a respectiva matriz adjunta Af, como sendo a conjugada
transposta de A:

Al =74 (4.1.6)

Portanto A é unitaria sse:
AAT =1 (4.1.7)

Note ainda que, uma vez que:
det (AAT) = det (AA") = det Adet (A") = det Adet A = |det A|
concluimos que, se A é unitaria, entao |det A| = 1 e, em particular A é inversivel com:
ATt = AT
Note que agora det A € C.

O conjunto de todas as matrizes unitérias n x n complexas formam um subgrupo de G¢(n; C),
que se diz o grupo unitario em dimensao n e nota-se por U (n). O conjunto de todas as matrizes
unitdrias n x n complexas, de determinante 1, formam um subgrupo de U(n), que se diz o grupo
unitdrio especial em dimensao n e nota-se por SU(n):

Uln) = {AeMn(G): ATA:I}
Su(n) = {Ae/\/ln(G): ATA=1, e detAzl} (4.1.8)

» 4.3 Projeccao ortogonal sobre uma recta, em IE? ...

Sejam a # 0 e x dois vectores em IE2. Entéo
existe um unico vector u, na recta gerada por
a, e um Unico vector v, ortogonal a a, tais que
x = u+ v. O vector u, notado por P,(x), diz-
se a projeccao ortogonal de x sobre a recta
gerada por a, e é calculado da seguinte forma.
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Uma vez que u = P,(x) pertence a recta gerada por a, u é da forma u = ta para um certo
t € IR, caracterizado pela condicao de que:

(x—ta)-a=0

Obtemos entao que t = H’;‘ﬁg e portanto:
X-a

A aplicacio P, : IR? — IR? definida por (4.1.9), é linear e é um projector, isto é, P2 = Pj,.
Uma vez que Py(a) = a vemos que a é vector préprio de P,, pertencente ao valor préprio 1.
por outro lado, se considerarmos um qualquer vector b # 0 ortogonal a a (i.e.: a-b = 0), vemos
que P,(b) = 0 e portanto:

ker P, = span{b} = {tb: t € R}

I

» 4.4 Simetria relativamente a uma recta, em IE? ...

A matriz de P, na base {a, b} é portanto:

Seja a um vector nao nulo em IR?. A simetria
relativamente a recta gerada por a, é a aplicacao
x linear S, : IR? — IR?, definida pela condicdo:
1 2
§(Sa(x) +x) = Pa(x) vx € R* (4.1.10)
B
isto é, o ponto médio do segmento que une x a
Sa(x) deve ser igual a projecgao de x sobre a

e
recta gerada por a.

Atendendo a (4.1.9), vemos que:

Sa(x) = 2P,(x) —x

- 2 X% x vx € R (4.1.11)
a

Note que S2 = Id. Uma vez que P,(a) = a vemos que S, = a, e portanto a é vector préprio de
Sa, pertencente ao valor préprio 1. Se considerarmos um qualquer vector b # 0 ortogonal a a
(i.e.: a-b =0), vemos que P,(b) = 0 e portanto Sa(b) = —b.

o 5]

o que mostra que detS, = —1 < 0, i.e., S, inverte orientagao (embora preserve o médulo da
area de paralelogramos).

A matriz de S, na base {a,b} é portanto:
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» 4.5 Projeccao ortogonal sobre uma recta, em IE? ...

Sejam a # 0 e x dois vectores em IR?, com
a nao nulo. Entao existe um tnico vector u, na
recta gerada por a, e um Unico vector v, ortogo-
nal a a, tais que x = u+ v. O vector u, notado
por P,(x), diz-se a projeccao ortogonal de x
sobre a recta gerada por a, e é dado por:

X-a

A aplicacao Py : IR? — IR? definida por (4.1.12), é linear. Note que P2 = P,. Uma vez que
Pa.(a) = a vemos que a é vector préprio de P,, pertencente ao valor préprio 1. Por outro lado,
se considerarmos um qualquer vector b # 0 ortogonal a a (i.e.: a-b = 0), vemos que Pa(b) =0
e portanto:

ker P, = span{b} = {bcR?®: b-a=0}=a'
¢é o plano vectorial ortogonal a a.

A matriz de P, numa base {a, by, bz}, onde by, by geram o ker P,, é portanto:

OO =
o O O
e e @

» 4.6 Projeccao ortogonal sobre um plano vectorial, em IE? ...

Consideremos um plano vectorial ortogonal a
um vector n € IR3 — {0} (se esse plano é ger-
ado por dois vectores u, v linearmente indepen-
dentes, podemos tomar n = u X v). Notemos
esse plano por 7 = n't. Dado um vector x € IR3,

ao vector:
P, =x—Pu(x)

chamamos a projeccao ortogonal de x sobre
o plano vectorial ortogonal a n.

De acordo com (4.1.12), temos que:

P,. = x—Pu(x)
x 1 (4.1.13)
X——1n odlo
In[|?

A aplicagao P, : R? — IR? definida por (4.1.13), é linear. Note que PiL =P,.. Se
x-n = 0, i.e., se x é ortogonal a n, entao P, 1 (x) = x, enquanto que, por outro lado, P, (n) = 0.
Portanto vemos que:

ker P,,1 = span{n}
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P,i(x)=x Vx € n*

Portanto a matriz de P,,. numa base {n, by, by}, onde by, by geram o plano n't, é:

o O O

00
10
0 1

» 4.7 Simetria relativamente a um plano vectorial ...

Consideremos novamente um plano vectorial
n', ortogonal a um vector n € IR?— {0} (se esse
plano é gerado por dois vectores u, v linearmente
independentes, podemos tomar n = u x v).
A simetria relativamente ao plano vectorial nt,
é a aplicacao linear S, 1 : IR? — IR?, definida
pela condigao:

1

S(Bar(x)+x) =Pyi(z)  VxeR? (4114)

isto é, o ponto médio do segmento que une x a

S,.(x) deve ser igual a projeccao de x sobre o

plano vectorial nt.

Atendendo a (4.1.13), vemos que:

S,L(x) = 2P 1 (x)—x

n

2( X-n )
= X——-sn|—X
[[m|>
X-n

= X—ZWn vx € R? (4.1.15)
n

Note que Si . = 1Id. Além disso, é facil ver que :
Spi(n)=-n
o que significa que n é vector préprio de S, 1, pertencente ao valor préprio —1, e ainda que:

P,i(x)=x Vx € nt

n

Portanto a matriz de S,,. numa base {n, by, bz}, onde by, by geram o plano nt, é:

-1
0
0

o = O
_ o O

0 que mostra que det S,,1 = —1 < 0, i.e., S, 1 inverte orientacao.
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» 4.8 Projeccao ortogonal sobre uma recta, em C? ... Sejam w # 0 e z dois vectores

em C2. Entéo existe um tnico vector u, na recta complexa gerada por w, e um unico vector
v, ortogonal a w, tais que z = u+ v. O vector u, notado por Py(z), diz-se a projecgao
ortogonal de z sobre a recta complexa gerada por w, e é calculado da seguinte forma: uma
vez que u = Py (z) pertence a recta gerada por w, u é da forma u = aw para um certo a € C,
caracterizado pela condi¢ao de que:

(z —aw|w) =0

Obtemos que o = ﬁf}tﬂ’g e portanto:

(z|w)
Pw(z) = (4.1.16)
v [[wi|?
» 4.9 Simetria relativamente a uma recta complexa ... Seja w um vector néao nulo em

C?. A simetria relativamente & recta complexa gerada por w, é a aplicacdo linear Sy, : €2 — €2,
definida pela condigao:

L8 +2) =Puld) Ve (a117)

isto é, o ponto médio do segmento que une z a Sy, (z) deve ser igual & projeccao de z sobre a
recta gerada por w. Atendendo a (4.1.16), vemos que:

Sw(z) = 2Pw(z) —z

),
[[wl

vz € €2 (4.1.18)

4.2 TIsometrias em IR’. Os grupos O(2) e SO(2)

» 4.10 Como ja vimos, uma aplicacao linear A : IR?> — IR? diz-se uma transformacao
ortogonal ou uma isometria de IR?, se A preserva o produto interno (Euclideano) usual de
R?, ie.:

Ax)-Aly)=x-y vx,y € IR? (4.2.1)

Esta condicao é equivalente a:
A = 1] vx € IR? (4.2.2)

i.e., A preserva os comprimentos dos vectores. Se A é a matriz de uma tal transformacao
ortogonal, relativamente a uma qualquer base ortonormada {e;, es} de IR? (por exemplo, a base
canénica), A é uma matriz ortogonal, isto é, A’A = I. Portanto A € O(2). Vejamos como é a
forma geral de uma tal matriz.

» 4.11 Sec; = A(e1),ca = A(ez) s@o as colunas de A, entao:
C; - Cj = 5@']’

0 que significa que ¢; e ¢y sao ortonormais. Portanto A transforma bases ortonormadas em
bases ortonormadas, preservando ou invertendo orientacao, conforme det A = +1 ou det A =
—1, respectivamente. Por exemplo, a simetria S,, descrita em (4.1.17), é uma transformagcao
ortogonal com det igual a —1.
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> 4.12

a
b
sc norma 1, sabemos que a? + b?> = 1 e portanto
existe um tunico ¢ € [0,27[ tal que a = cosp e
B’ € b =sing (p € [0,27] é o angulo polar de ¢y,
i.e., o angulo orientado que c; faz com a parte

positiva do eixo dos zz):

-l . Como ¢; = A(e;) = [

} é um vector de

Cos
sin
dois casos podem ocorrer:

(i). c2= { s ], ou (ii). co = [ Sin‘p}

cos —Cos @

Portanto ¢; = [ }, e como ¢z = A(ez) é também um vector unitario e ortogonal a cj,

No primeiro caso, a matriz A tem a forma:

A= [ vl ey ] (4.2.3)
sinp  cosy

cujo determinante é 1. Neste caso A diz-se uma rotagao de angulo ¢ (no sentido positivo),
em torno da origem, e nota-se por R:

No segundo caso, a matriz A tem a forma:
e A — cos @ sin @
T N sinp —cosy
“A(e) . cosp —singp 1 0
N sinp  cosp 0 —1
o € = R,Se, (4.2.4)
\5‘
\"\\ cujo determinante é —1. Neste caso A pode ser
\ interpretada como uma reflexao relativamente
%, \ Ale) ao eixo dos zx seguida de uma rotagao R,.

Essa reflexao fixa e; e transforma e; em —es. Se entao rodamos de angulo ¢, temos que:

e] — e} — cos e + sin pey

ey — —ey — —(—sinpe; + cos pes) (4.2.5)

De facto, neste caso A representa uma simetria relativamenta a recta que faz um angulo % com
a parte positiva do eixo dos zx:
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4.3 Isometrias em IR®. Rotagoes. Angulos de Euler. Os grupos

O(3) e SO(3)

» 4.13 Como j& vimos, uma aplicacdo linear A : IR?> — IR? diz-se uma transformacao
ortogonal ou uma isometria de IR?, se A preserva o produto interno (Euclideano) usual de
R3, ie.:

Ax)-Aly)=x-y vx,y € R3 (4.3.1)

Esta condicao é equivalente a:
[A)] = [Ix]| vx € R® (4.3.2)

i.e., A preserva os comprimentos dos vectores. Se A é a matriz de uma tal transformagao
ortogonal, relativamente a uma qualquer base ortonormada {e;, e, e3} de R? (por exemplo, a
base canénica), A é uma matriz ortogonal, isto é, A’A = I. Portanto A € O(3). Vejamos como
é a forma geral de uma tal matriz.

» 4.14 Sec; = A(e1),co = A(ez),c3 = A(e3) s@o as colunas de A, entao:
C; - Cj = 5ij

0 que significa que c1, co e c3 sdo ortonormais. Portanto A transforma bases ortonormadas em
bases ortonormadas, preservando ou invertendo orientagao, conforme det A = +1 ou det A =
—1, respectivamente. Por exemplo, a simetria S, 1, descrita em (4.1.14), é uma transformacao
ortogonal com det igual a —1.

» 4.15 Como ja vimos A admite sempre um valor préprio real. De facto, se A : IR? — IR? é
uma isometria entao esse valor préprio (real) ou é 1 ou —1. Com efeito, se a € R é valor préprio
de A, e x é um vector proprio pertencente a a, temos que:

1[I = [AG) = flax]| = |al|Ix]]
o que implica que |a| =1 (uma vez que x # 0), i.e., a = £1.

Analisemos agora a estrutura das isometrias de IR? com determinante igual a 1, isto é, a
estrutura das matrizes A € SO(3). Seja A : IR? — IR? uma tal isometria, com:

detA =1

Pelo paragrafo anterior, A admite o valor préprio 1 ou —1. Vamos analisar cada um destes
casos:

(i). a=1 é valor préprio de A (e det A =1) ... Seja u # 0 um vector préprio de A,
pertencente ao valor préprio 1:

A(u)=u

1L

Podemos supor também que |ju| = 1. Se IT = u~ é o plano ortogonal a u, é ficil ver que A

deixa II invariante:

A(Il) C II

e que a restricao de A a II é uma isometria de II. Portanto existe uma base ortonormada {e, f}
de II, relativamente a qual a matriz da restricao de A a II, é de um dos seguintes dois tipos:

(il1). [ S } (4.3.3)
singp  cos
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ou:

(i2). [Cf)S(P S ] (4.3.4)
sinp —cosy

A matriz de A, relativamente & base ortonor-
mada {u, e, f} de IR? é portanto no caso (i1):

1 0 0
A= |0 cosp —singp (4.3.5)
0 sing  cosyp

que tem de facto determinante 1, e representa
uma rotacao em torno da recta gerada por u € Il
(que se diz o eixo da rotagao), de angulo .

Por outro lado, no caso (i2), a matriz de A, relativamente a base ortonormada {u,e,f} de
R3, é:
1 0 0
A= 1|0 cosyp sin ¢ (4.3.6)
0 singp —cosyp

que tem determinante —1 e por isso nao pode ser a matriz de A.

(i). a=—1 é valor préprio de A (e det A =1) ... Seja u # 0 um vector préprio de A,
pertencente ao valor proprio —1:

A(u)=—u

Podemos supor também que [juf = 1.

1

Mais uma vez, se II = u— é o plano ortogonal a u, A deixa II invariante:

A1) CcII

e a restricao de A a II é uma isometria de II. Portanto existe uma base ortonormada {e,f} de
II, relativamente & qual a matriz da restricao de A a II, é de um dos seguintes dois tipos:

(ii1). Sh =R (4.3.7)
| singp  cosgp
ou: ~ }
(ii2). mep B (4.3.8)
| sinp —cosy |

Como vimos anteriormente, esta é uma matriz de uma simetria relativamente a uma recta no
plano II, e portanto podemos escolher uma base ortonormada {€’,f'} para II, relativamente &
qual a matriz dessa simetria é:
1 0
o 5]
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A matriz de A, relativamente & base ortonormada {u, e, f} de IR? é portanto no caso (ii 1):

-1 0 0
A= 0 cosep —sing (4.3.9)
0 singp Cos

que tem determinante —1, e por isso nao pode ser a matriz de A.

Finalmente no caso (ii 2), a matriz de A, relativamente & base ortonormada {u, €', f'} de
R3, é:
0

0
1 0 (4.3.10)
0 —1

1
A= 0
0

que tem determinante 1, e representa uma rotacao em torna da recta gerada por € € II, de
angulo 7.

» 4.16 Resumindo ... Uma isometria A em IR?, com det A = 1, é sempre uma rotacio em
torno de uma certa recta IR{u} (o eixo de rotagao), e de angulo ¢ no sentido directo. Repre-
sentamos uma tal rotagao por Ry,,). As matrizes das rotagoes em torno dos eixos coordenados
de IR3, e de angulo ¢ no sentido directo, sdo respectivamente:

[ 1 0 0]
Ri(¢) =R(eyp) = | 0 cosp —sing (4.3.11)
| 0 sinp  cosy |

cosp 0 singp |
Ra2(®) = Rye,;p) = 0 1 0 (4.3.12)
| —sing 0 cosy |
[ cosp —sinp 0]
Rs(p) = R(eg;@) = | singp cosp 0 (4.3.13)
0 0 1

> 4.17 Angulos de Euler ... Qualquer rotacao pode ser escrita como um produto de rotagoes
dos tipos acima indicados.

Com efeito consideremos uma qualquer rotacao R € SO(3) e duas bases ortonormadas de
IR3:

B = {ei, e e3}
B=—BR — {618, (4.3.14)

com a mesma orientagdo. A base B = BR pode ser obtida através das seguintes trés fases
sucessivas:
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» 4.18 Portanto:

)

1. Obter uma base ortonormada B =
{€e], €}, e = e3}, através de uma rotacao Ri(¢),
em torno de e3 e de angulo ¢, onde ¢ é o angulo
entre e; e a chamada linha dos nodos (a recta
de interseccao dos planos gerados respectiva-
mente por {ej,es} e {€1,€3}):

B = BRs(¢) (4.3.15)

2.  Obter uma base ortonormada B’ =
{€e],€e],e3}, através de uma rotagdo Ra(f), em
torno da linha dos nodos, gerada por €}, e de
angulo 6, onde 6 é o angulo entre e3 e €s:

B" = B'R»(0) (4.3.16)

3. Finalmente, obter a base ortonormada B =
BR = {ej, ez, e3}, através de uma rotagao
Ra(p), em torno de €3, e de angulo 1, onde
1 é o angulo entre a linha dos nodos e €;:

B = B"Rs(v) (4.3.17)

BR3(¢)Ra(0)R3(¢) (4.3.18)
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R = Rs(¢)R2(0)Rs(p)

cos¢p —sing 0 cosf 0 sind cosy —siny 0
sing  cos¢p 0 0 1 0 sinyy  cosy 0 (4.3.19)

0 0 1 —sinf 0 cosf 0 0 1

Os angulos ¢, 0,1 chamam-se dngulos de Euler.

4.4 Transformagoes unitarias em €. Os grupos U(2) e SU(2)

» 4.19 Uma aplicacio linear A : €2 — €? diz-se uma transformaco unitéria de C?, se A
preserva o produto interno hermitiano usual de €2, i.e.:

(A(z)|A(W)) = (z|w) Vz,w € €2 (4.4.1)

Se A é a matriz de uma tal transformaco unitdria, relativamente & base canénica de C?, entdo
(4.4.1) escreve-se na seguinte forma matricial:

(Az)' Aw = z'w vz, w € €2
ou ainda:
t At T — ot i 2
7z A'AW = z'w = z'Iw Vz,w € C
o que significa que a matriz A é uma matriz unitaria, i.e.:

ATA =1 (4.4.2)

Recordemos que, dada uma matriz A, define-se a respectiva matriz adjunta A', como sendo a
conjugada transposta de A:

At =4
Portanto A é unitéria sse:

AAT =1 (4.4.3)

Note ainda que, uma vez que det (AAT) = det (AZt) = det Adet (Zt) = det Adet A = |det A|,
concluimos que, se A é unitéria, entdao |det A| = 1 e, em particular A é inversivel com A~! = AT,

» 4.20 O subgrupo de U(2) constituido por todas as transformacdes unitarias de €2, que tém
determinante 1 diz-se o grupo unitario especial e nota-se por SU(2). Este grupo é isomorfo
ao grupo das matrizes unitdrias de determinante 1, também notado por SU(2).

g

vy 0
det A = ad — By = 1. Temos entao que:

“1_ | 0 =B | _ T_[a 7]
SRR

isto é: 6 = @ e v = —3. Portanto SU(2) é o grupo das matrizes que sdo da forma:

Suponhamos que A = ] é uma matriz em SU(2), de tal forma que A~! = Af ¢

A= [ 7% g } e detA=a?+|8%=1 (4.4.4)
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4.5 Exercicios

> Exercicio 4.1 ... Classifique as seguintes isometrias em IR? :

a) f(z,y) = (be + Ly, Bz — Ly).

b) f(z,y) = (32 + Ly, — Lo + Ly).

c) flzyy) = (—5z -+ 2y, — 22— £v).

d) f(z,y) = (z,y)

e) f(z,y) = (—y, )
> Exercicio 4.2 ... Em cada um dos casos que se seguem, determine S, (x,y), .M. (Sy) €
uma base b de IR? tal que ,M;(S,) :< (1) _01 > .

a) r é a recta de equagao y = 2z;
b) r é a recta de equagdo 3x —y = 0;

c) 7 é a recta de equacdo y = (tg%)w;

> Exercicio 4.3 ... Em cada um dos seguintes casos, mostre que o endomorfismo f de IR?

ou IR? é uma isometria linear e descreva f geometricamente (isto é, diga se f é uma simetria ou
uma rotagao; no caso de ser uma simetria, diga relativamente a que recta, no caso de ser uma
rotacdo determine o angulo).

a) f(z,y) = (y,7);

b) f(x?y) = (y7 —$);
¢) f(z,y) = (\fx V2y \f:erfy)
d) f(x,y) = ((—cos g)z + (sin )y, (sin §)x + (cos §)y);

> Exercicio 4.4 ... Dado:
a) a = (1,4, —3), calcule P,(x) sendo x = (z,y, 2) € IR®. Calcule ker P,. Defina S,(x).
b) a = (0,1,2), calcule P4(x) sendo x = (z,v, z) € IR3. Calcule ker P,. Defina S,(x).
c¢) a=(1,1,1), calcule P,(x) sendo x = (z,y, z) € IR?. Calcule ker P,. Defina S,(x).
d) a = (1,1), calcule P,(x) sendo x = (z,y) € IR Calcule ker P,. Defina S,(x).
e) a = (1,0), calcule P,(x) sendo x = (z,y) € IR%. Calcule ker P,. Defina S,(x).

> Exercicio 4.5 ... Defina a simetria relativamente & recta 2z —y = 0 em IR2.

> Exercicio 4.6 ... Em cada uma das alineas que se seguem, calcule P, (x) e ker P, em R?
sendo 7 cada um dos planos que se seguem. Calcule também em cada caso, os valores proprios
e os vectores préprios de P,. Finalmente, defina Defina S, (x).

a)2r —y+32=0;
D) @ =04k 2 = 0
c)3z+y+2z=0.
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> Exercicio 4.7 ... As matrizes que se seguem, representam rotacoes em IR? relativamente
a base candnica. Mostre que sao matrizes ortogonais de determinante igual a 1. Calcule o eixo
e o angulo de rotacao:

0 1 0 0 L V2 010

a)A=| Y2 0 ¥ | b A=|1 0 0 |;c)A=]00 1
V2 o9 V2 0 Y2 _ V2 1 0 0
2 2 2 2



Capitulo 5

Operadores auto-adjuntos
(simétricos e hermitianos). Teorema
espectral

5.1 Operadores auto-adjuntos (simétricos e hermitianos)

» 5.1 Como ja vimos numa seccao anterior, se L : ¥V — V é um operador linear num espaco
vectorial de dimensao finita, entao a representacao matricial de L varia com a escolha da base
numa classe de conjugagao de matrizes:

€ %P = |[Ll¢—[Llgp = P [L]¢P (5.1.1)

Esta possibilidade de variar a representacao matricial de L, variando a base, conduz-nos
naturalmente ao seguinte problema:

Como escolher a base de V de tal forma que a representagao matricial
de L seja o mais “simples”possivel? Mais formalmente - se L]y é a
representagao matricial de L numa certa base ¥, como seleccionar na
classe de conjugagao de L:

{[Llgp= P Y[L]J¢ P: P cGln)}

o representante mais “simples”possivel 7

» 5.2 Suponhamos agora que V é um espago vectorial com um produto interno (|) (como
sempre, Euclideano se V é real, ou Hermitiano, se V for complexo). E claro que nestes espagcos,
a classe de todas as bases ortonormadas desempenha um papel central.

» 5.3 Suponhamos que % e % = % P sdo duas bases ortonormadas em V. Entdo a matriz P é:

e uma matriz ortogonal, P € O(n), se V é Euclideano.

e uma matriz unitaria, P € U(n), se V é Hermitiano.
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De facto, se € = {e;} e € = {€;}, com (e;|ej) = J;; e analogamente (€y|€)) = dy, entdo,
como:
é\i = €y f)f
vem que (supondo que V é Hermitiano):
0ij = (eile;)
= (e¢Pflex P)
—
= P/Pf{ees)
= pf p]k(sek

- T HF
k

_ t\t pk tTD __
= (PP = PP=Id (5.1.2)

o que mostra que P é unitaria: PTP = Id. No caso Euclideano, a demonstracio é anéloga e,
neste caso, P é ortogonal: P!P = 1d.

» 5.4 Portanto, quando V é um espago vectorial com um produto interno, a pergunta anterior
deve ser reformulada da seguinte forma:

Como escolher a base ortonormada de V de tal forma que a representacgao
matricial de L seja o mais “simples”possivel? Mais formalmente - se [L]y
é a representagao matricial de L numa certa base ortonormada %, como
seleccionar na classe de conjugacao de [L|¢:

{Llgp= P '[Llg P: Pel(n)}

o representante mais “simples”possivel? (no caso Euclideano, U(n) sera
substituido por O(n), é claro!)

» 5.5 Definicao ... Seja (V,(|)) um espago com um produto interno (Euclideano se V € real,
ou Hermitiano, se V for complexo). Um operador linear S : V — V), diz-se auto-adjunto se S
satisfaz a condigao:

(S(v)|lw) = (v]S(w)) Vv,weV (5.1.3)

No caso Euclideano S diz-se um operador simétrico, enquanto que no caso Hermitiano, S
diz-se um operador Hermitiano.

» 5.6 Teorema ... A matriz S = [S%] de um operador auto-adjunto S : V — V, num espaco
com um produto interno (V,(|)), relativamente a uma base ortonormada B = {ej,e2,--- ,e,}
deV, é:

e uma matriz simétrica, S = S?, no caso Euclideano.

e uma matriz Hermitiana, S = ST, no caso Hermitiano®.

1Se U(€) é uma curva de matrizes unitdrias, tais que:
U(0) = 1d, e U'(0) =iH

entao:

U@E'U(e)=1d = U(0)+U'(0)=0 = H' —iH=0 = H'=H

isto é, H é Hermitiana
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Dem.: De facto (no caso Hermitiano), se S(e;) = S]'-“ek, entao:
(eilS(e;)) = (eil Sfex) = SF (eilex) = Sk = S¢
enquanto que, por outro lado, atendendo a (5.1.3):
(eilS(e;)) = (S(ei)le;) = S¥ {exle;) = 5oy = 5] = (8%

Portanto S* = S, ou ainda ST = S. O caso Euclideano é anélogo.

» 5.7 Teorema ... Seja S:V — V, um operador auto-adjunto num espaco com um produto
interno (V,(|)). Entdo:

e Se S tem um wvalor proprio, esse valor proprio € real.

e Suponhamos que v e W sao vectores proprios, pertencentes respectivamente aos valores
proprios distintos \ e n, de S. Entio v e w sao ortogonais: (v|w) = 0.

Dem.: 1. Seja v € V — {0}, um vector préprio pertencente ao valor préprio A:

S(v) =Av (5.1.4)
Usando o produto interno (|), podemos exprimir o valor préprio A, na forma:
(Sv|v)
(5.1.5)
Iv]]?

onde v é um vector proprio pertencente ao valor préprio A. De facto:
S(v) =Av = (Sv|v) = (Av|v) = A ||v]]?
o que implica (5.1.5), j4 que v # 0. Portanto se S é auto-adjunto temos que:

LB _ I8 5

iz livi?

isto é X € IR.

2. Por hipétese, S(v) = Av e S(w) = nw. Por 1. sabemos ja que A,n € IR. Temos entao
sucessivamente que (no caso Hermitiano):

A(vw) = (Av|w) = (Sv|w) = (v|Sw) = (v|nw) =7} (v|w) = n (v|w)

o que implica que (A — n) (viw) = 0, e portanto (v|w) = 0, ja que A # n. O caso Euclideano é
analogo.

5.2 Teorema espectral para operadores auto-adjuntos

» 5.8 Notemos que um operador linear real pode nao ter valores préprios reais (por exemplo,
uma rotacdo em IR?). No entanto, é possivel provar que todo o operador auto-adjunto tem pelo
menos um valor préprio que, pela proposicao anterior, é real.

O facto de maior interesse sobre operadores auto-adjuntos em espagos com produto interno
de dimensao finita, é que eles podem ser diagonalizados por conjugacao pelo grupo ortogonal
O(n) (no caso Euclideano, isto é, quando S é operador simétrico) ou pelo grupo unitario U(n)
(no caso Hermitiano, isto é, quando S é operador Hermitiano). Mais precisamente, é vélido o
seguinte teorema fundamental.



5.2. Teorema espectral para operadores auto-adjuntos 68

» 5.9 Teorema ... [Teorema espectral para operadores auto-adjuntos em espagos
com produto interno de dimensao finita] ...

Seja S : ¥V — V, um operador auto-adjunto num espago com produto interno (V,(|)), de
dimensao finita n.

Entao existe uma base ortonormada {uj,us,- - ,u,}, para V, constituida por vec-
tores préprios de S.

A matriz de S nessa base € portanto a matriz diagonal diag(Ai, A2, -+, \,), onde A\ € o
valor préprio correspondente ao vector proprio ug, para (k=1,---,n).

Dem.: A demonstracao far-se-a por inducao sobre a dimensao n. Se n = 1, o resultado é
trivial. Suponhamos que ele é vélido, para todo o espago vectorial com produto interno, com
dim <n-—1.

Como se referiu acima, S admite sempre um valor préprio (real) A\;. Seja u; # 0 um vector
préprio pertencente ao valor préprio A;: S(u;) = A\ u;. Podemos supor que ||u;|| = 1. Seja S
o subespaco ortogonal a uj, de tal forma que:

V=Ru &8 (5.2.1)

Entao S deixa S invariante: S(S) C S (porqué?). Além disso, S é um espaco vectorial com um
produto interno, de dimensao n — 1, e S|g é auto-adjunto. Resta aplicar a hipdtese de inducao
para concluir a prova.

» 5.10 Exemplo ... Seja S o operador simétrico em IR?, cuja matriz na base canénica de IR3
é (a matriz simétrica):

A equagao caracteristica é:

p(t) = det (S —tld) = 0 1—-t 2 =0

isto é:
(1-8)(1-t)%*-4=0
Os valores préprios de S, sao portanto ¢ = 1,—1,3. Calculemos uma base ortonormada de

vectores préprios. Para isso substituimos sucessivamente ¢ por 1, —1 e 3, na equacao matricial
seguinte:

1—¢t 0 0 x! 0
0 1—t 2 21 =10
0 21—t x 0

Resolvendo os correspondentes sistemas de equacgoes, e tendo o cuidado de normalizar os vectores
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préprios para que eles tenham norma 1, obtemos a base seguinte:

1
u = 0 pertencente ao valor préprio A =1
0
1 [0
u = — 1 pertencente ao valor préprio A = —1
V2|
1 [0
u = — | 1 pertencente ao valor préprio A = 3
V2|

Designando por ¢ = [i j k] a base canénica de IR? e por B = [u; us us], a base constituida
pelos vectores préprios de S, atras calculados, e pondo:

B=%P

vemos que a matriz P (que é ortogonal - (P~! = P - como vimos), é dada por:

hU
Il
=
Sho
NENAE

Podemos verificar directamente que:

1 0 0
PilsP=0 -1 0
0 0 3

5.3 Diagonalizacao de formas quadraticas reais

» 5.11 Suponhamos agora que V é um espago vectorial real de dimensao n, com um produto

interno Euclideano (| ), e que:
B:VxV—IR (5.3.1)

é uma forma bilinear simétrica em V. A forma quadréatica associada a (8 é, por definigdo, a
funcao @ = Q3 : V — IR dada por:

Q(v) = B(v,v), veV (5.3.2)
» 5.12 Seja @ = {e1, - ,e,} uma base para V. Por defini¢ao, a matriz de Gram de  na
base €, é a matriz simétrica 8]y = [B;;], dada por:
ﬁij dﬁf ﬁ(eivej)v Z>]: 1,...,TL (533)
Se v = z'e;, entdo:
Qv) = Q'e)
def Q(zt, - 2™

= B(xieiaxjej)
= D Byt
ij

= [vEBlgvie, em notacao matricial (5.3.4)
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» 5.13 Se mudarmos a base %, para uma nova base € P:
€ — EP
sabemos ja que as coordenadas de um vector v mudam de acordo com a férmula:

€ — €P = [Vlgp = P [v]¢

Qual é a matriz de Gram de (§ na base ¥ P?
Por um lado:
Q) = [VIxBlelvle
= (Plvlgp) [BlePV]sp
= [VIgpP'[BlePV]ep (5.3.5)
e, por outro lado:
Qv) = [V]%P[ﬁ](gp [Vlzp

Comparando as duas expressoes, concluimos que:

¢ — EP — [Blep = Pt[Bl¢ P (5.3.6)

» 5.14 A forma bilinear simétrica B3, podemos associar um operador simétricoS = Sg : V — V),
tal que:
B(u,v) = (S(u)|v), Yu,v eV (5.3.7)

De facto, se u € V, a férmula (5.3.7) define S(u) como sendo o tnico vector de V tal que
(S(u)|v) = fB(u,v), ¥v € V. Nao ha ambiguidade nesta definicdo uma vez que o produto
interno (|) é nao degenerado. Além disso:

(S(u)v) = B(u,v) = f(v,u) = (S(v)|w) = (u[S(v))

e portanto S é um operador simétrico.

E facil ver que a matriz de S, relativamente & base ¢, é a matriz de Gram [(]y. Pelo
teorema espectral da seccdo anterior, podemos encontrar uma base ortonormada B = €P =
{uy,---,u,}, de V, constituida por vectores préprios de S, e relativamente a qual a matriz de
S é a matriz diagonal:

[Blep = D =diag[A1 Az -+ Ay

onde Ay é o valor préprio correspondente ao vector préprio ug, para (k=1,...,n).

» 5.15 Atendendo a (5.3.6), vemos que:

Q) = [VgplBlerlvler
= [vlgpdiaglhi A2 -+ Ai[vlgp (5.3.8)

Pondo v = z'e; = y’u,, isto é:
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concluimos que:

Qv) = Q@z'e)
LQw,... o
=  5lBle [V]
= Q(y]llj)
© o Qu. ™)
= [vlyp H p[vlep
= [vlkpdiaglh A2 - Ao][V]gp

= Z Ai(yh)? (5.3.9)

Portanto, a forma quadrética associada a [3, que nas z-coordenadas (relativamente a base
%) foi escrita na forma (ver (5.3.4)):

Qz!,... 2" = g bij '’
ij
escreve-se agora, nas y-coordenadas (relativamente a base B = € P, que diagonaliza S), na

forma:
QW' ..y =>_ Ny

» 5.16 Exemplo ... Continuando o exemplo da seccao anterior, consideremos a forma quadratica
associada ao endomorfismo simétrico ai referido:

100 o
q(z',2%,2%) = [z! 2% 2% [0 1 2 2
021 x?
= (M) + ()2 + (=) + 42°23
y!
Se designamos por | 32 | as coordenadas de um vector v, na base B, entdo, se as coordenadas
Y3
2
desse mesmo vector, na base ¢, sao | z? |, vem que:
3
2! yt 1 0 0
22 | =P | 2 |, onde pP=10 % %
z3 y3 0 —L L
V2 V2
isto é:
o =
1 1
2 2 3
o = T ==
Vi
1 1
B = 24 3
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e nas novas coordenadas (y'), ¢ escreve-se na forma:
o' y*y’) = ') = ()7 + 3(y%)°

como alias pode ser verificado directamente.

» 5.17 Definigao ... Uma forma quadratica em IR?, Q(x) = Sx - x, diz-se:

e definida positiva, se Q(x) > 0, Vx # 0.
e definida negativa, se Q(x) < 0, ¥x # 0.

e indefinida, se () toma valores positivos e negativos.

A proposicao seguinte é consequéncia imediata da possibilidade de reduzir uma forma quadratica
a forma diagonal.

e

» 5.18 Teorema ... Uma forma quadrdtica em IR3, Q(x) = Sx - x, é:

e definida positiva, se todos os valores préprios de S sao estritamente positivos.
e definida negativa, se todos os valores préprios de S sao estritamente negativos.

e indefinida, se os valores préprios de S sao alguns positivos e alguns negativos (eventual-
mente nulos).

Finalizamos esta seccao com a seguinte propriedade extremal dos valores préprios de uma
matriz simétrica (ou da forma quadrética associada)?:

» 5.19 Teorema ... Seja S : IR" — IR™ um endomorfismo simétrico de IR, e Q :IR" — IR a
forma quadrdtica associada a S, definida por Q(x) = x'Sx, onde S é a matriz de S relativamente
a base candnica de IR™.

A base ortonormada {ujuy...u,}, de R", constituida por vectores préprios de S (S(uy) =
A ug, k=1,...,n), e relativamente & qual a matriz de S é a matriz diagonal:

D= diag(Al, )\2, boog >\n)

pode ser escolhida de tal forma que, para cada k = 1,...,n, Ay = Q(ug) é o valor maximo de Q,
restrita o esfera unitdria no subespaco de IR"™, perpendicular aos vectores ui, us, ..., ug_1.

* Dem.: Com efeito, escolhamos u; como sendo um méximo condicionado da restri¢ao de
Q, d esfera S; = {x € R" : ||x||? = 1} (isto é sempre possivel...). Consideremos o subespaco de
IR"™, perpendicular a u;:
Vi) ={xeR": x-u; =0}

e escolhamos uy como sendo um méximo condicionado da restrigdo de @, & esfera Sy = {x €
V(uy) @ ||x]|> = 1} (isto é sempre possivel...). Consideremos de seguida, o subespaco de IR",
perpendicular a u; e a us:

Via,m)={xeR": x-uy =0=x-uz}

2a demonstracdo que damos, usa o método dos multiplicadores de Lagrange, para o cilculo de extremos
condicionados (curso de Calculo).
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e escolhamos uz como sendo um méximo condicionado da restrigao de @, a esfera S3 = {x €
V(ug,ug) : ||x[|> = 1} (isto é sempre possivel...).

Procedendo sucessivamente desta forma, conseguimos n vectores ug, ..., U, que sao eviden-
temente ortonormais. Resta provar que eles sdo vectores préprios de S. Como por construgao,
@ tem um maximo condicionado em u;, quando restrita a esfera S, existe um multiplicador de
Lagrange A1, tal que:

VQ(ul) = >\1Vg(u1) (5.3.10)

onde g(x) = ||x||? — 1. Mas o gradiente de Q é dado por VQ(x) = 2S(x), e em particular
Vg(x) = 2x. Portanto a condigao (5.3.10) é equivalente a:

S(ul) = /\1u1

o que significa exactamente que u; é vector préprio associado ao valor proprio A;. O mesmo
argumento pode ser utilizado sucessivamente, para concluir que uy é vector préprio de S.

A forma quadratica associada a S pode entao ser escrita na forma diagonal:

Qx) =Qy", .. y") = My + X + ... + A(y")? (5.3.11)

e éclaro que A1 > Ao > ... > A\,

5.4 Diagonalizacao simultanea de duas formas quadraticas reais

» 5.20 Coordenadas normais e modos normais de vibragao ... Suponhamos que a en-
ergia cinética de um sistema mecanico com n graus de liberdade, é dada pela forma quadratica
real definida-positiva:

1 n n
T o= 5> i

i=1 j=1
1 oG g - . .
5 93 T4, usando a notacao de Einstein
1
— §<X|GX>, usando notacao vectorial
1
= ixth, usando notacao matricial (5.4.1)

onde " representa derivada em ordem ao tempo ¢, enquanto que a energia potencial é dada
pela forma quadratica real:

VvV = ;Zn:zn: bijIL’i:L'j

i=1 j=1
1 Z ‘] ~ . .
= 5 (g 555 usando a notacao de Einstein
1 - .
= §<X|BX>, usando notagao vectorial
1

= §XtBX’ usando notagao matricial (5.4.2)



5.4. Diagonalizacao simultanea de duas formas quadraticas reais 74

Vamos mostrar que é possivel introduzir novas coordenadas y', - - - , 5" relativamente as quais
as novas expressoes de T e V sao:

2T = G2+ @)+ + ")’
2V = M)+ X))+ ) (5.4.3)

Estas novas coordenadas dizem-se coordenadas normais e os nameros Aq, - - - , A, dizem-se
os modos normais (de vibragao).

» 5.21 Teorema ... Seja V um espaco vectorial real de dimensdo n, e g e B duas formas
bilineares simétricas em V. Suponhamos além disso que g € nao degenerada definida positiva (e
portanto define um produto interno em V).

Entao existe uma base B = {uy,...,u,}, em V, relativamente & qual a matriz de Gram de

g € a matriz identidade e a matriz de Gram de 8 € uma matriz diagonal real:

g(u,u;) = 6y, B(us,uj) = diag{A, X2,--- , A} M eER (5.4.4)

Dem.: Por hipétese, g é nao degenerada definida positiva e portanto define um produto
interno em V), que representamos por (|) = g, como habitualmente.

Como vimos anteriormente, num espaco vectorial real com produto interno Euclideano
(V,(|)), a cada forma bilinear simétrica 3, podemos associar um operador simétrico Sg: V — V,
tal que:

B(u,v) = (Sg(u)|v), Yu,v eV (5.4.5)

Associemos entao a  um operador auto-adjunto Sg, de acordo com a férmula (5.4.5):
B(u,v) = (Sg(u)[v) = g(Sg(u),v), VuveV

Basta calcular a base g-ortonormada que diagonaliza o operador Sg. E essa a base pretendida.

» 5.22 Portanto, se u = y'u; € V e se Qg e Qp sao as formas quadraticas, associadas respec-
tivamente a g e a (3, entao:

Qe(w) =) ()7, Qs(w)=>_N()? NeER (5.4.6)

» 5.23 Na pratica as formas bilineares simétricas g e 3, em V, sdo dadas pelas suas matrizes
de Gram, relativamente a uma certa base ¢ = {ey,--- ,e,} de V, digamos:

G = [gle = lgi] = 9(es, €;)], e B = [Bl¢ = [bi;] = [B(ei, )] (5.4.7)

de tal forma que:

Qy(v) = VIl lVle =) giya'a?, e Qs(v) = Vg [Blelvle = ) | biyz'a?

se [V]g = [2'].
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Se # = {uy,--- ,u,} é a base g-ortonormada referida no teorema, e se ¥ P = %A, sabemos
que as matrizes de Gram de g e (3, na nova base £ = ¥ P sao dadas por:

€ —€P=% = 1d=[g)%=lgl¢r = P'[g]¢P = P'GP (5.4.8)
e analogamente:
¢ —>¢P=R = diag{\, -, \} =82 =[Bl¢pr = P'|fl¢P = P'BP  (5.4.9)
Os modos normais sao pois os valores préprios da matriz D = diag{\;,- -, \,}, isto é, as
raizes (reais) do polinémio p(\) = det (D — A1d). Mas:

det (D — AId) = det (P'BP — A P'GP)
= det (P"(B—AG)P)
= det (P")det (B — AG)det P

Vemos que:

det (D —tId) =0 se e s se det (B—tG) =0 (5.4.10)

uma vez que det P # 0. Portanto os modos normais podem ser calculados como as solugoes da
equacao:
det(B—tG) =0 (5.4.11)

o que simplifica drasticamente os calculos.

» 5.24 Concluindo: Se as formas bilineares simétricas g e 3, em V, sao dadas pelas suas
matrizes de Gram, relativamente a uma certa base ¢ = {e1,--- ,e,} de V, digamos:

G = [gle = [9(ei, e))], e B = [Bl¢ = [B(es, e;)] (5.4.12)

entao para diagonalizar simultdneamente g e [3:
e calculamos os modos normais Ay, -+, A,, resolvendo a equagao em A:

det (B—AG) =0 (5.4.13)

e para cada modo normal )y, calculamos as solucoes x = (z%) da equacao:

[B- X\ G]x=0 (5.4.14)
A base que diagonaliza gimultaneamente as duas formas bilineares é constituida pelos
vectores da forma u = i 1;5’” ,onde || |4 é a g-norma.
i tilg

» 5.25 Exemplo ... Facamos a diagonalizacao simultanea das formas quadréticas seguintes:

g(z,y) =% —2zy + 4> e PB(a,y) = —day

E facil ver que g é ndo degenerada definida positiva. As matrizes de g e 3, relativamente & base
canénica de IR?, sdo, respectivamente:

il ERN I )
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Os modos normais sao as solugoes da equagao:

0 —2 1 -1
a0 = ([ 9 2] [ 1)
_ A =242
= det[—Q—l—A —4)\}
= 3\2—4)\+4 (5.4.15)
cujas solugoes sao \; = —2 e Ay = 2/3.

Vamos agora calcular as solugoes x = [ ; } € IR? da equacao:

(B-AG)(x) =0

onde A é modo normal.

Se A1 = —2 vem que:

(2] = e e [

Como:
) [ 1 -1 2
||X1||g:g(X1’X1): [ 2 1 :| i _1 4 1 :4
tomamos:
e 2 o[ 8]
= -
Ixillg L 1/2

Se Ay = 2/3 vem que:

B HEOEE R )

—4/3  8/3 0 1
Como:
1 —1 2
a2 = g(x2,%2) = [ 2 _1][_1 4“_1]:12
tomamos:
u _Xz_[ 1/V3 ]
27 Ixally | -1/2v3

Portanto, na base {uy, us}, se u = 2’u; + y'uy, entao:

Q) ¥ Qy) = @2+ )
Q) L Qi y) = —2@)+ ()’

e 0os modos normais sao —2 e %
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5.5 Exercicios

> Exercicio 5.1 ... Em cada uma das alineas que se seguem, determine:
I) Uma matriz simétrica A que represente a forma quadrética que se segue;
IT) Os valores préprios de A;
IIT) Uma base ortonormal de vectores préprios;
IV) Uma matriz ortogonal diagonalizante C/

V) Diagonalize a forma quadrética.

a) q(z1,x2) = 423 + 4x170 + T3;

b) q(x1,z2) = 21795

c) q(z1,x2) = 23 + 2z172 — 73;

d) q(z1,x2) = 34z? — 24z 79 + 4122,

e) ¢(z1,T2,T3) = T3 + T1T2 + TaT3 + T1T3;
f) q(x1, 22, 73) = 223 + 235 — 23 + 4dx123;

g) q(x1, 2, 3) = 3x% + 4z120 + 42073 + 8T1T3 + 3x§.

> Exercicio 5.2 ... Em cada uma das alineas que se seguem, faca a diagonalizacao si-
multanea das formas quadraticas seguintes:

a) p(r1,x2) = 2% — 2x172 + 422 e B(x1,T2) = —4T17T2;
b) (x1,T2) = 22 + 162172 + 5673 e B(z1,72) = 23 + 107122 + 2623;

1.2 2 2 2
c) p(x1, T2, T3, T4) = g7 + 2T2T4 + x5 + 25 + T e fB(x1,22,x3,24) = 122 + 22974 —
2xox3 + T123 + 21‘3.



Capitulo 6

Conicas e quadricas afins

6.1 Parabola, Elipse e Hipérbole

Circulo Elipse Parabola Hipérbole

» 6.1 Parabola

y Uma parabola é uma curva em E?
Dire¢triz cuja equacao, em coordenadas cartesianas
x=-p/ (z,y) usuais, é:

y* = 2px, p>0 (6.1.1)

Os seus elementos principais sao:

= e O parametro p > 0
e A distancia focal p/2
e O foco F' = (p/2,0)

e A directriz - a recta de equacgao:

Paribola: y==2px T =—p/2

78
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» 6.2 Propriedade focal ... A pardbola é o lugar geométrico dos pontos P(z,y) equidistantes
do foco F(p/2,0) e da directrix = —p/2:

d(P, F) = d(P,d)

Com efeito:
= (z-p/2)*+y°
= (z—p/2)* +2pz = (z +p/2)?
= d(P,d)?
» 6.3 Elipse ... Uma elipse é uma curva em IE? cuja equacdo, em coordenadas cartesianas
(z,y) usuais, é:
2 x?

Os seus elementos principais sao:

e O semi-eixo maior a > 0

e O semi-eixo menor b > 0

e A distancia focal 2c = 2v/a2 — b2

A excentricidade ¢ = c¢/a =

1 (b/a)?

e O parametro p = b%/a

Os focos (*c,0)

Os vértices (£a,0) e (0,+b)

e As directrizes - as rectas de
equacao:
x = *a/e
» 6.4 Propriedade focal I ... A elipse é o lugar geométrico dos pontos P(x,y) cuja soma

das distancias aos focos é constante e igual a 2a:

d(P,F\) 4+ d(P,F») = 2a

» 6.5 Propriedade focal II ... A elipse é o lugar geométrico dos pontos P(x,y) cuja razao
das distancias a um dos focos e a directriz correspondente é constante e igual a e:

d(P, Fy) d(P, Fy)

—2 == =24

d(P,d) d(P,ds)

Esta propriedade é andloga a propriedade correspondente para a parabola, se considerarmos
a parabola como uma elipse de excentricidade e = 1.
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» 6.6 Hipérbole ... Uma hipérbole é uma curva em IE? cuja equacio, em coordenadas carte-
sianas (z,y) usuais, é:

— =1, a>, b>0 (6.1.3)

Quando a = b a hipérbole diz-se equilétera.

Os seus elementos principais sao:
e O semi-eixo real a > 0
e O semi-eixo imaginario b > 0

e A distancia focal 2¢ = 2v/a? + b2

A excentricidade ¢ = c¢/a =

V14 (b/a)?. Claro que 1 < e < .

e O parametro p = b?/a

Os focos (*c,0)

Os vértices (+a,0)

e As directrizes - as rectas de
equagao:
x = ta/e
e As assimptotas - as rectas de
equagao:
x=+b/a
» 6.7 Propriedade focal I ... A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P(z,y) cuja

diferenca das distancias aos focos é, em valor absoluto, constante e igual a 2a:

|d(P, F1) — d(P, F)| = 2a

» 6.8 Propriedade focal II ... A hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P(x,y) cuja razao
das distancias a um dos focos e a directriz correspondente é constante e igual a e:

6.2 Quadricas

» 6.9 Elipsodides ...
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Sdo superficies em IE® definidas por uma
equacao do tipo:

r LY L2, a>b>c>0 (6.2.1)

Sdo superficies em IE® definidas por uma
equacao do tipo:

r LY 2 g a>b>0, ¢>0
(6.2.2)

Sdo superficies em IE? definidas por uma
equacao do tipo:

2 2 2
T4 Y 2 1, a>b>0, ¢>0 (6.2.3)
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» 6.12 Cones ...

» 6.15 Cilindro eliptico

Sdo superficies em IE® definidas por uma
equacao do tipo:

22 2 22
2R &

com 1/a? 4+ 1/b?> +1/c? = 1.

=0, a>b>0, ¢>0 (6.24)

Sdo superficies em IE® definidas por uma
equacao do tipo:

x__|__=2,z7 a>b>0 (6.2.5)

Sdo superficies em IE? definidas por uma
equacao do tipo:

LY 29, a>0, b>0 (6.26)
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equacao do tipo:

equacao do tipo:

equacao do tipo:

6.3 Conicas e quadricas afins

y? = 2px,

Sdo superficies em IE® definidas por uma

Sdo superficies em IE? definidas por uma

a>0, b>0  (6.2.8)

Sdo superficies em IE® definidas por uma

p>0 (6.2.9)

» 6.18 Coénica afim ... Consideremos o plano IE? com a sua estrutura afim e Euclideana

usuais. Fixemos um referencial afim ortonormado #Z = {O; e, es2}.
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—
Um ponto P em IE? serd identificado com o seu vector de posicio x = OP € IR?. Uma
cénica afim em IE? é o conjunto dos pontos P cujas coordenadas, = e y, relativas ao referencial
7%
—
OP = ze; + yes

satisfazem a equagao:
Q(z,y) = ax® + by* + 2cay + 2dx + 2ey + f =0 (6.3.1)

onde a,b,c,d, e, f € IR com a, b, c ndao simultaneamente nulos.

» 6.19 Quadrica afim ... Consideremos o espaco IE® com a sua estrutura afim e Euclideana
usuais. Fixemos um referencial afim ortonormado Z = {O; ey, e3,€e3}.

—
Um ponto P em IE? serd identificado com o seu vector de posicio x = OP € IR®. Uma
quadrica afim em IE? é o conjunto dos pontos P cujas coordenadas, z,y e z, relativas ao refe-

rencial %
—

x = O0OP = zxe; + yes + ze3

satisfazem a equagao:
Q(z,y, 2) = ax® + by® + c2* + 2day + 2exz + 2fyz + 2g9x + 2hy +2kz +1 =0 (6.3.2)

onde a,b,c,d,... € IR com a,b,c,d, e, f nao simultdneamente nulos.

» 6.20 Expressoes matriciais. Cénicas afins ... Podemos escrever a férmula (6.3.1) em
forma matricial:

awn = (o[ ][z] e 1]

= x'Ax+2x'b+ f (6.3.3)

ou ainda na forma:

_ [X1FB{X} (6.3.4)

» 6.21 Expressoes matriciais. Quadricas ... Analogamente podemos escrever a férmula
(6.3.2) em forma matricial:

a d e x T
Qz,y,z) = [a: y z] d b f Y +2[g h k] y | +1
e f c z z

= x'Ax+2x'b+ f (6.3.5)
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ou ainda na forma:

x
_ Yy
Q(:anaz) - [.’E y = 1] z
1
t| Al|b
— (=114
t X
= [x]|1] B[l (6.3.6)
» 6.22 Efeito de uma translacgao ... Estudemos como muda a expressao (6.3.1) quando
optamos por um outro referencial %’ = {O’;e1, ez}, com uma nova origem O’. Como:
SN —_ —
OP =00"+0'P (6.3.7)
Pondo:
—
OP = zej+ yey
—
OOI = Xp€1 + Yo€2
—_—
O'P = x/el + y'eg (638)
vem que:
{x = z,+a (6.3.9)
y = Yoty -
e substituindo em (6.3.1), obtemos:
Qey) = Qz=1,+2",y=yo+Y)

= a(zo+ )2+ (Yo + )+ 2c(z0 + ') (Yo + ¥) + 2d(zo + ) + 2e(yo + y) + f
= a(@)?+b(y)? + 2ca’y + 2(azo + cyo + d)7’ + 2(byo + cxo + €)Y + Q(T0,10)

(6.3.10)
Quando escrevemos ) na forma (6.3.1), mas agora nas coordenadas 2/, y':
Q') = dz" +by? + 2"y +2d' 2’ + 2y + f =0 (6.3.11)
e comparamos com a expressao (6.3.10), obtemos:
d = a
vV = b
d = ¢
d = d+azx,+ cy,
¢ = e+by,+cx,
f = Qo) (6.3.12)

isto é, os termos quadraticos mantém-se inalterados, mas os lineares alteram-se como é natural.
Em particular, o determinante:

0= =ab—¢? (6.3.13)

a
C

c
b

mantem-se inalterado.
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» 6.23 Efeito de uma translaccao. Escrita matricial ... Os cdlculos do ntimero anterior
podem ser feitos em forma matricial o que permite uma generalizacdo imediata para o caso das
quadricas afins. De facto, pondo:

X = X, + x
— — —
onde x = OP,x, = 00" e x = O'P, e substituindo em (6.3.3) ou (6.3.5), vem que:
QX)) =Q(xo+x) = (x0+x)AX,+x%)+2(x, +%)'b+C
= x'Ax' +xLAX +x"Ax, + x,Ax, + 2x b + 2x"'b + C
= x"AX + (x,AX) + x"Ax, + xLAx, + 2x b + 2x"b 4 C

= x"Ax+2x"(Ax, +b) +x.Ax, +2x.b + C (6.3.14)
Escrevendo Q(x/) def Q(x) = Q(x, + x') na forma (6.3.5):
QX)) =x"A'x +2x"b' + ' (6.3.15)

e comparando com (6.3.14), vem que:

A = A
b = Ax,+b
C' = Q(x,) (6.3.16)

» 6.24 Mas podemos ainda escrever a translaccdo x = X, + X’ na seguinte forma matricial:

- e

- P { 5 ] (6.3.17)

1

Substituindo directamente em (6.3.4) ou (6.3.6) vem que:
X/
QxX)=[x'|1]P'BP [1} (6.3.18)

I1d | x,
0|1

A b Id|o Alb Id | %, A Ax,+b
- [ roe- (2] o2 (345 - et

o

onde P = [ ] De facto:

donde se deduz mais uma vez que:

Al = A
b = Ax,+b
C' = Qx,) (6.3.19)

Note que det P = 1. Estas férmulas permitem pois concluir que:

» 6.25 Teorema ... A matriz A dos termos quadrdticos, o determinante e o rank da matriz
B permanecem invariantes quando transladamos a origem das coordenadas:

A'=A, detB'=detB, rankB’=rankB (6.3.20)
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» 6.26 Centro ... Uma cénica (ou uma quédrica) diz-se central se det A # 0. Neste caso,
existe um tinico ponto X,, chamado o centro da quadrica, tal que:

b'=Ax,+b=0

De facto, basta por x, = —A~'b e, com esta escolha para a origem do novo referencial acima
referido, a equagao (6.3.15) fica na forma:

Qx)=x"A'X' +C (6.3.21)

» 6.27 Centro de uma cénica ... Um ponto O’ = (z,,y,) diz-se um centro da cénica (6.3.1),
se:

b =Ax,+b=0 (6.3.22)
isto é:

0
0 (6.3.23)

axre,+cyo+d =
byo + cxo +e =

Um centro é pois uma interseccao das rectas dadas pelas equagoes:

(6.3.24)

ar+cy+d = 0
by+cr+e = 0

e portanto podem ocorrer 3 hipéteses:

e As rectas intersectam-se num tinico ponto. A cénica tem pois um tinico centro
e diz-se entao uma cénica central. Isto acontece quando:

5= 40 (6.3.25)

a
C

c

b

e As rectas sdo paralelas e ndo se intersectam. Neste caso a cénica nao tem
centro. Isto acontece quando:

5= =0 e A= £0 (6.3.26)

a
Cc

c
b

QU O
o o0
~ 0

e As rectas coincidem. Neste caso a cénica tem uma recta de centros. Isto
acontece quando:

5= Z =0 e A= =0 (6.3.27)

c
b

0

QU O
xS0

» 6.28 Quando a cénica é central, devemos escolher a nova origem O’ do referencial %',
coincidente com esse centro. Neste caso os termos lineares anulam-se e a equacao da cénica, nas
novas coordenadas ',y é:

Q(',y) = az”™ + by + 2cz’y’ + Q(z0,y0) = 0 (6:3.28)
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» 6.29 Efeito da mudanga de base ortonormada ... Escolhamos agora uma nova base
ortonormada % = {u;}. Nesta nova base, a matriz de Gram A, que representa a parte quadratica
x!Ax, transforma-se, como sabemos, da seguinte forma:

¢ —¢P=% = A— P'AP
enquanto que b transforma-se como um vector:
¢ —¢P=% = b—Pb

(recorde que P é uma matriz ortogonal: P~! = P?).

Portanto a funcao quadrdtica, que nas z-coordenadas (relativamente a base {O;e;}) foi
escrita na forma:

Q(x) =x'Ax +2x'b + C

escreve-se agora, nas x’-coordenadas, relativamente & base {O;u;}, na forma:

Q(X/) = Xlt(PtAP)X/+2X/t(Ptb)+C (6329)
isto é:
A’ = P!AP
b = Pb
¢ = cC (6.3.30)

» 6.30 Mas mais uma vez podemos usar a escrita matricial. Vem entao que:

gRGHIc

Substituindo directamente em (6.3.4) ou (6.3.6) vem que:

QRx) = [xl}B[T]
Plo][A|b][P|O][X
_ !
= (<1571 e [o7e ] [
P'AP | Pb x/
= [X’l][btchl} (6.3.32)
Destas formulas deduzimos o seguinte:
» 6.31 Teorema ... O determinante e o rank das matrizes A e B sao invariantes sob mu-

dancas de origem e de base ortonormada.

6.4 Reducao a forma candénica da equagao geral de uma cénica

» 6.32 Consideremos de novo um referencial afim ortonormado Z = {O; e, e3} e uma cénica
afim em IE? de equacéo:

Q(z,y) = ax® + by* + 2cay + 2dz + 2ey + f =0 (6.4.1)
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Designemos por 4 = {ej,ez}. Sem mudar a origem, escolhamos agora uma nova base
ortonormada B = {uj, us}, constituida por vectores préprios asociados aos valores préprios A, n
da matriz simétrica:

A= [ Z Z ] (6.4.2)

Nesta nova base, a parte quadratica az? + by? + 2cxy reduz-se & forma diagonal. Mais
detalhadamente, se:
Py / /
OP =ze; +yes =xu; +yup
entao:
Q' ,y) =Nz +ny)> +2d'2 + 2y + f=0 (6.4.3)

» 6.33 Distinguimos agora varias situagoes possiveis:

1. Ambos os valores préprios sao nao nulos: A # 0 e 7 # 0. Neste caso, completamos
quadrados em (6.4.3):

Q(m',y') _ )\(x')z+n(y')2+2d'x'+26'y’+f

d\? 22
() () -2y
n n

d 2 2 d2 2
)\<x'+)\) +n<y’+;> +<f—A—en) (6.4.4)

Transladamos entao a origem para a nova origem através das férmulas:

¥ = T- d
A
y = §-2° (6.4.5)
n
e a nova equacao, nas coordenadas 7,7 fica na seguinte forma canénica:
ME2 +ny? =C (6.4.6)

2. Um dos valores préprios é nulo. Por exemplo, A # 0 e n = 0.

. d
Neste caso decompomos o vector b = [ segundo a base ortonormada de vectores uj, us
e

associados aos valores proprios \ e 7, respectivamente:

b = fu; — puy (6.4.7)
A parte linear muda entdao como segue:
2dx +2ey = 2b-x
= 2(fu; —pug) - x
= 28z’ —2uy (6.4.8)

Nas coordenadas z’,4y’ a equacao da cénica fica entao na forma:
Q' y) = M +200" —2uy + f

2 2
A(m’—i—f) —%—2,uy'+f

2 2
= A <:1:’ + f) —2uy’ + (f — i) (6.4.9)
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e 2(i). Se p =0, a equagao fica:

isto é:
(6.4.10)

e 2(ii). Se p # 0, a equacdo fica:

2 2
)\<$/+§> —2uy’—|—<f—ﬁ/\>:AEQ—Z/L(@/—C):O
—_——— —_—— #

2 C e

isto é:
T2 — 2uy = 0 (6.4.11)

» 6.34 Resumindo ... temos as 3 formas candnicas seguintes (omitindo os tildes):

@M. A +ny*=C, An#0
(II). Ax? — 2uy =0, A p#0
(III). M2 =C, A#£0

Conforme os valores de A\, 7, u e C' temos as seguintes possibilidades (no campo real):

ﬁé—i—g—j:l a>b>0 elipse z—ﬁﬁj—i:o a>b>0 ponto
2 2
2—2—3;—2:1 a>0,b>0 hipérbole 2—;—3{;’—2:0 a>0,b>0 duas rectas
y?> =2px p >0 pardbola y> —b> =0 b>0 duas rectas paralelas distintas
y? = 0 duas rectas paralelas iguais
» 6.35 Exemplo ... Reduzir a forma canénica a cénica:

q(w,y)::v2+3:y+y2—3x+4y—5:0

Escrevendo na forma matricial, vem que:

gx) = x'Ax+2x'b+c¢=0
= [= y}L}Q 1{2Hﬂ+2[x y][-3/2 2]'-5  (64.12)

Como 6§ = det A = det [ 1}2 1{2 ] = 3/4 # 0, a cénica é central de centro:

wm-an—-[ 8 R[] [ ]
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Escolhendo o centro para nova origem, e relativamente

x"—\ J as coordenadas 2’ = x — 10/3,y’ = y + 11/3, a cénica

tem por equacao:

Ql'y) = x'Ax'+Q(xo)
;o 1 1/2 al
P IR
1172)\ 1112)\ ] = (1-X?-1/4 =0,

concluimos que os valores préprios de A sdao A = 1/2,
eX=3/2.

/] Como det [

_ [ v2/2 _[v22] .

A base u; = [ _v2/2 ,Ug = V3/2 é uma base de vectores proprios de A. Como

Vv2/2  V2/2 o _

P = [ 2 /2 /3 /2 | se representarmos as coordenadas relativas a base ujp, ug, por z,y,
entao:

BRI
y V2/2  V2/2 y

isto é:

T=2/20 —V2/2 =V2/2(x —10/3) — V2/2(y + 11/3)
7 =2/20' +v2/2 =V2/2(z —10/3) + V2/2(y + 11/3)

e nas coordenadas T,y a cénica tem por equacdo candnica:

1o, 3,

— — — 2 =

2x —I—2y 52/3=0
ou ainda:

72 72

WIS + Wit 1 (6.4.13)

que é uma elipse de centro (—10/3,11/3) e semi-eixos 1/104/3 e 1/104/9.

» 6.36 Exemplo ... Reduzir a forma canénica a cénica:
q(z,y) = 42? —day +y*> — 2z — 14y +7=0

A matriz de Gram da parte quadritica 4a? — 4oy + 32 é:

(=)

cujos valores proprios sao A = 5,7 = 0. Note que esta cénica nao é central uma vez que
det A = 0. O vector u; = %(1,2) é um vector préprio associado ao valor préprio n = 0,
enquanto que o vector ug = §(2, —1) é um vector préprio associado ao valor préprio A = 5.
% = {uy,uz} é uma base ortonormada na qual a parte quadratica se reduz a forma diagonal

5(y)?.
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Decompomos agora o vector b = (—2, —14) segundo a base %:

b = (b-ul)ul—i-(b-uQ)uz
= ((—2, —14)- \/55(1,2)> w + ((—2,—14) :

= —6v5u; 4 2v/5uy (6.4.14)

S

5 (2, —1)) u9

A parte linear —2x — 14y muda entdo de acordo com:

—2x— 14y = (-2,-14)-x, ondex = (z,y)
= (—=6vBu; +2v5up) - x
= —6V5z' +2v5y (6.4.15)

onde pusemos x = (x - uj)u; + (x - ug)ug = 2’'u; + y'us.

Resumindo - relativamente as coordenadas (z',y’) relativas & base ortonormada % =
{u1,us}, q escreve-se na forma:

q(',y') = 5(y')* — 6vV52 +2v5y +7=0

ou ainda:

5 5, 7
q(z',y) = () - 6\5[:1:’ L 2‘5fy’ +==0 (6.4.16)

Completando quadrados vem entao que:

(r45) 3o
Y+ T

(9) e
Y —TUC

82 e

que é da forma y?> = 2px, e é por-
tanto uma parabola de parametro p =
3?‘/5, com vértice no ponto de coordenadas
(Zo,Yo) = (0,0), isto é, no ponto (z),y)) =

%7 —%), ou ainda no ponto:

ot = (5.3

» 6.37 Exemplo ... Considere a cénica afim Euclideana ¢ em [E?, definida por:

722+ Ty’ + 22y + 42 — 20y —4 =0

=0 (6.4.17)



6.4. Reducao a forma candnica da equacao geral de uma cénica 93

a.) Verifique se € é central e, em caso afirmativo, calcule o seu centro.
b.) Reduza ¢ a forma candnica e identifique a cénica %
c.) Calcule as coordenadas do(s) foco(s) de € relativamente ao referencial original {O; z, y}
Resolucao ...
a.) Escrevendo na forma matricial, vem que:
qx) = x'Ax+2x'b+c=0

= [;cy][IH[ﬂJrz[xy][_QlO]—zlzo (6.4.18)

71
1 7

e B[R

b.) Valores préprios da matriz A = [ I i ]: A=6, 8.

Como 0 = det A = det [ ] = 48 # 0, a conica € central de centro:

Base ortonormada de vectores préprios: % = {111 = 7(1\’/_51) Uz = %}

[\

A matriz de passagem da base candnica € para a base 4 é matriz ortogonal P = % ( 1 > .

O vector x muda de acordo com:

- T 1 1 -1 T
G B-%P = xpge%=|Z%)=DPlxy= L
- e (y> e 2<1 1)(9)

e analogamente para o vector b:

~ 1 /1 -1 2 12/v/2
— — b= pt - =
3ot o bamBerben (1) (2)) (1)
Na nova base % a equacao da cénica é:
¢(X) = X'diag(6,8)X+2%'b+c=0
-~ ~1[6 0][= L 12/v2
- o5 ][]t (B )
= 6%+ 877 +12V27 —8V2j —4=0 (6.4.19)

Completando quadrados vem que:

6(Z +v2)2+8(7 — v2/2)% = 20

ou:
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onde pusemos X =7 ++/2, Y =7 —1/2/2. A cénica é pois uma elipse com semieixos iguais a

azw/%oeb:\/%. Como:

z = = X = T+V2
TR L

vell que:
X = r—y
- ZTYy
Y = 7 \/5/2

A nova origem do referencial {6, X, Y} estd situada no ponto cujas coordenadas x,y obtém-

se através de: oy
V2
Resolvendo vem:
x=-1/2, y=3/2
que sao exactamente as coordenadas x,y do centro da cénica.

Os focos da elipse estao situados nos pontos de coordenadas X, Y iguais, respectivamente,
(£+4/5/6,0), uma vez que a distancia semi-focal é dada por ¢ = va? — b = /5/6. As corre-
spondentes coordenadas x,y obtém-se resolvendo, em ordem a x e y, o sistema:

z—y =
{er\z//i—i—\/i = +./5/6
V22 = 0



Capitulo 7

Quaternioes e Rotacoes

» 7.1 Quaternioes ... Um quaterniao é uma matriz 2 x 2 da forma:
a+1tb c+id
(—c—i—z’d a—z’b)’ a,b,c,d € R (7.0.1)

Podemos ainda escrevé-lo na forma:
q=al+bi+cj+dk (7.0.2)

usando as matrizes:

10 . (1 0 . 0 1 (0 4
1_(0 1)’ ‘_(0 —i)’ ‘]_<—1 o)’ k_<z’0> (7.03)
Um quaterniao da formas:
p=0bi+cj+dk
diz-se puro.

» 7.2 Matrizes de Pauli ... Note que as matrizes i,j e k relacionam-se com as chamadas
matrizes de Pauli, 01,09, 03, definidas por:

01:<(1)_(1]>, 02:<2_é), 03:<(1)(1)) (7.0.4)

através das formulas:

i=i01, j=io2, k=ios3 (7.0.5)

» 7.3 Corpo H dos quaternioes ... E ficil mostrar que estas matrizes satisfazem as relacoes
seguintes:

iZ=j2=Kk>=-1 (7.0.6)

com as quais é extremamente simples multiplicar dois quaternices escritos na forma (7.0.2).

Com esta multiplicacdo o conjunto dos quaternites fica munido de estrutura de corpo nao
comutativo, notado por H, designado por corpo dos quaternioes de Hamilton.

95
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E claro que, como espaco vectorial, H é isomorfo a IR*.

» 7.4 Conjugacao. Norma ... O conjugado de um quaterniao ¢ = al+bi+cj+dk define-se
por:

g=al —bi—cj—dk (7.0.7)

A norma de um quaterniao ¢ € H, escrito na forma (7.0.1) ou (7.0.2), nota-se por |g|
e coincide, por definicdo, com a norma de ¢ visto como um vector de IR* com a sua estrutura
Euclideana usual:

(7.0.8)

2 2,32, 2, 2 _ _ a+ib c+id
lg|” = a® +b* 4+ ¢ + d* = det g = det < etid a—ib)

A distancia entre dois quaternides g1, g2 € H define-se como habitualmente a custa da norma,
através de:

d(q1,q2) = |q1 — g2 (7.0.9)

» 7.5 Propriedades ... As propriedades seguintes sao faceis de verificar (fazer como exercicio
e notar a analogia com propriedades analogas familiares para nimeros complexos):

(1). pg=7p

(2)- q7=1qq =g

(3)- ¢! =, se g #0

(4). |pg| = (det (pg))"/* = (det p)!/*(det g)'/* = |p||q]
(5)- lg ! =1lgl"

(6). Um quaterniao p é puro sse p = —p. Designaremos por & o subespaco dos quaternioes
puros:
P={p=cityj+zk: z,y,2cR}}=R3

que é pois isomorfo a IR3. Um quaternido puro p serd sempre identificado com o vector
correspondente de IR3.

(7). O produto de dois quaternides puros nao é, em geral, puro. De facto, é vélida a seguinte
férmula:

pa=—(p-q)l+pAq (7.0.10)

onde p - q e p A q representam, respectivamente, o produto interno e o produto vectorial
usuais em 2 =~ IR5.

. De € sao dois quaternioes puros, entao o seu anti-comutador ¢ dado por:
(8). Se p,q € & sdo dois q ides puros, enta i dor {p,q}, é dado p
def
{p.a} = pa+ap=-2(p-q) (7.0.11)
(9). Se p,q € & sao dois quaternides puros, entao o seu comutador [p, q], é dado por:

def
p,dl = pa-ap=2(pAq) (7.0.12)

Em particular o comutador de dois quaternioes puros é um quaterniao puro.
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(10). Para cada ¢ € H, a aplicagao:
L,:H — H, T+ Lg(r) = qr

multiplica todas as distancias por |¢|. De facto:

d(Lq(r1), Lq(r2)) = |gr1 — qro]
= |q(r1 —r2)|
= |ql|r1 — 72
= |q|d(r1,7r2) (7.0.13)

Em particular, se |g| = 1, a aplicacdo L, é uma isometria de H = R*.

» 7.6 Rotacgoes no espaco dos quaternioes puros ... Como ja vimos, o subespaco & de

H constituido pelos quaternides puros, é isomorfo a IR3:

P={p=zityj+zk: 2,9,z R®} 2R?

O quaterniao puro p = zi + yj + zk serd pois identicado ao vector p = (z,y,2) € R?. Em
particular, os quaternides puros i,j e k sdo identificados aos vectores da base canénica de IR?,
designados pelas mesmas letras.

Se g € H é um quaterniao arbitrario, tem-se que:

gpg ' € P  sempre que pe P (7.0.14)
De facto:
-1 I — L =1l
qpg~! = —5qp7 = —59Pq = —qpPq
lq] lq|
(recorde que um quaterniao p é puro sse p = —p).

» 7.7 Teorema ... Se g € H a aplicagao:

. ~ 3 ~ 3
Py ‘@;R — iq_I]R (7.0.15)

é uma isometria de 2 = R3.

Dem.: Como ji vimos em (7.0.14), Z,(2) C 2. E facil ver que %, é linear. Por tltimo,
tem-se que:

1%2,P)|| = lapg~'| = ldllpllal " = |lpll, Vpe Z=RR?

e portanto %, é uma isometria de IR3.

> 7.8 Representagcao quaterniénica de uma simetria S; ... Consideremos agora uma
T

simetria Sy : IR® — IR?, relativamente ao plano 7 = n*, onde n é um vector niao nulo em

R? 2~ 2. Como sabemos:

Sr(p) :p_2p-n pcR}*= % (7.0.16)

—5 1
2™



98

Mas, em H, esta férmula escreve-se na forma:

S:p) = p-227n

= p—(pn+np)n!
— _npn-! (7.0.17)

onde usamos os factos seguintes: pn+np = —2(p-n), p,n € & (ver (7.0.11)), n"! =n/|n|? e
n = —n para um quaterniao puro.

Concluindo: a simetria S; : IR? — IR? relativamente ao plano m = n, pode ser escrita na
formas:

S,(p) = —npn~! (7.0.18)

» 7.9 Teorema ...

(1). Qualquer rotacdo de IR® = & pode ser representada na forma:
Rq:pr— Zg(p)=qpq~', peEP=R’ (7.0.19)
onde ¢ € H € um quaternidao nao nulo.

(2)-
Ryg=Ry seesése q=A, AeR-{0} (7.0.20)

(3).

| Zyo Ry = Rg | (7.0.21)

Dem.: Comecemos com (7.0.21):

RqyoRZy(P) =q(d'pd g ' = (¢d)p(aqd) ' = %4y (), YPE P

Quanto a (7.0.20):

1

#,p)=%y(pP), VPE P < qpqg '=¢pd " & (¢!

/—1

Qp=p(q q)

o que significa que ¢"~'¢ comuta com todo o quaternido puro. Como ¢'~!¢ também comuta com
IR1, tem-se que ¢'~'q = A, para algum escalar \ # 0. Portanto ¢ = A¢'.

Finalmente, para demonstrar a parte (1.), basta atender ao facto de que uma rotagdo de
IR? é um produto de duas simetrias relativamente a planos de IR?. De facto, por (7.0.18), tem-se
que:

Sp0Sy = S;(—mpn'!)

—n(—npnHn
1

=il

= nn'p(nn’)”
= Z4(p), onde ¢ = nn’ (7.0.22)

» 7.10 Exercicio ... Calcular, usando quaternioes, o simétrico do vector p = (—1,0, 2) relati-
vamnte ao plano 7: x —y — 3z = 0 de IR?
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» 7.11 Teorema ... Seja ¢ = q, + q um quaterniao nao nulo, onde ¢, € IR e q € &. Entao:

(1). o eizo da rotagao %y, definida por (7.0.19), € a recta gerada por q.
(2). o dngulo de rotagao € w/2 se g, =0 e, quando q, # 0, é o angulo 6 > 0 tal que:

tang _ ldl (7.0.23)

2
Dem.: Para demostrar (1.), basta verificar que q fica invariante sob %,. De facto:

Zy(q) = qaq " = (@1 +qQ)q(gol +q) ' = =q
(Veriﬁcar Ccomo exercicio).

Vejamos agora a parte (2.). Dados dois quaternides puros p,p’ € &, com a mesma norma,
existe sempre um quaternido u tal que p’ = upu~! (porqué?). Aplicando esta observacio aos
quaternioes puros ¢ e pi, onde escolhemos p > 0 de tal forma a que |q| = |pi|, calculamos um
quaternido u tal que uqu~' = pi. Como Rugu— = BuR ey, L podemos limitarmo-nos ao caso
em que q = pi, isto é, a uma rotagdo em torno do eixo gerado por i (o eixo dos z's).

Suponhamos entdo que ¢ = ¢, + pi. Como ¢~ = 35;‘)’;, vem que:
2 2
. " - w_ D= P . 20p
%q(3) = (¢ + pi) j (40 — pi) = -3 k
g+ ’ @+ @G+ p
donde se deduz que o angulo de rotagao 6 satisfaz:
2 2
= 2
cos@zqg '02, sinf = 2qop2
45 +p 45 +p

Para obter (7.0.23) basta atender & identidade trigonométrica:

24¢op

tang _sin® @Zhr @
= = = =
2 1l+cos 14 Z§+Z2 Qo

» 7.12 Nota ... Podemos representar qualquer quaterniao g € H na forma polar seguinte:

0 0
g =cos— +sin-n (7.0.24)
2 2
onde n é um quaternido puro de norma 1: |n| = 1.
Note que n satisfaz n? = —1 (porqué?). O quaternido ¢ = cos g +sin gn representa a rotagao
X (n;0) de eixo gerado por n e angulo ¢ (no sentido directo).

» 7.13 Exemplos ... Por exemplo, temos que:
0 0 [1 0 0
g =cos 1+ sin 3 i — %y= |0 cosf —sind (7.0.25)

| 0 sinf cosf

0 p cosf 0 sinf |
g =cosy 1+ sin §j — Dy = 0 1 0 (7.0.26)
—sinf 0 cosf |

0 0 cosf —sinf 0 ]
g=cosy 1+ sin 3 k — Z#,=| sinf cosf 0 (7.0.27)
0 0 1|
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» 7.14 Exemplo ... Considere as duas rotagoes seguintes:

- rotacdo #; de angulo 7/3 em torno do eixo (orientado) gerado por u = (—1,1,0), no
sentido directo.

- rotagdo o de angulo 7/2 em torno do eixo (orientado) gerado por v = (1,0,—1), no
sentido directo.

Calcular %1 o %> € %y 0 K.

Res... A rotacdo %, pode ser representada pelo quaternido ¢ = ¢, + q com parte pura
q=u=(—-1,1,0) = —i+j e parte real:

0 3 6
Qo = |q|tan§ :|—i+j|tan% :\/5\3[ :\3[
Portanto: \f
6
1 = Ry, com q:?—i—i-j

Analogamente a segunda rotacdo %2 pode ser representada pelo quaternido ¢’ = ¢, + ' com
parte pura ' = v = (1,0, —1) =i — k e parte real:
60’ 2
q, = |q’|tan§ = |i—k\tan% = \/5\2[ =1

Portanto:
Ko =Ry, com ¢=1+i-k

Calculemos agora os produtos ¢q’ e ¢q:

qq = (?—iﬂ) (1+i-k)

() (S (20
dq = (1+i-k) (?—i—l—j)

= e (7.0.28)

Como:

«%1 0%2 = .%q O%q/ = ,%qq/

vemos que a rotacao %1 o %5 é representada pelo quaternido:

qq’—<?+1>+<\f—2> i—<?+1> k

Logo trata-se de uma rotagdo em torno do eixo gerado por:

(‘/6—2,0,—‘/6—1>
3 3

e de angulo 6 que satisfaz:
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» 7.15 O teorema 7.9 diz-nos que podemos sempre escrever uma rotacao de IR?, na forma R, :
p — sps_ !, onde s é um quaternifio de norma 1, multiplicando por um escalar se necessario.

Representemos por:

S ={scH: |s|=1} =8> cR? (7.0.29)

o conjunto dos quaternides de norma 1. Como o produto de dois quaternioes de norma 1 é ainda
um quaternido de norma 1, vemos que . é um grupo (nao comutativo).

Os teoremas anteriores mostram que temos um homorfismo sobrejectivo deste grupo sobre
o grupo SO(3) das rotagdes de IR3:
S — S0(3)

cujo nucleo é o subgrupo de ordem 2 em .: Zy = {£1}. Isto significa que a cada rotagao
¢ € SO(3) correspondem dois quaternides opostos +s € ., de norma 1, tais que:

Ris:¢

FIM



