Exame de Algebra Linear e Geometria Analitica
Licenciaturas em Matematica
22 de Junho de 2006 Duragao... 3h00m (sem tolerancia)
O exame ¢é constituido por 5 folhas. Deve ser resolvido nessas folhas, podendo utilizar
o seu verso. Exige-se boa apresentacao da prova e justificacao clara dos calculos efectuados.
Nao é permitido o uso de maquinas de calcular.

Exercicio 1 ... Considere a aplicacéo linear A : IR* — IR? definida por:
A(‘an) - (1’+y,$ *y,.’ﬂ)

a.) Calcule o ortogonal da imagem de A em IR?, com a estrutura Euclideana usual.

b.) Calcule a “solugdo” dos minimos quadrados do sistema:

r+y = 1
z—y = 1
x =0

Calcule o erro associado a essa solugdo e explique qual o seu significado geométrico (da solucdo e do seu
erro).

Resolugao ...
a.) A imagem de A é constituida por todos os vectores (XY, Z) € IR? tais que:

(X7YaZ) :A(l'vy) = (x+y,x—y,x)

para algum vector (z,y) € IR2. A questdo é pois: quais os vectores (X,Y,7) € IR? para os quais existe (x,y)
tal que:

z+y = X
xr—y = Y ?
x = Z

Resolvendo o sistema em ordem a z,y (com X,Y, Z como parametros), vem que:

r = Z
y = X—-Z2
0 = X+Y-2Z

Portanto a imagem de A é o plano X +Y —2Z =0 em IR®. O seu ortogonal é a recta gerada pelo vector
n=(1,1,-2).
b.) Por definigdo (e pelo teorema da aproximagdo éptima), a “solugdo” dos minimos quadrados é a
solugao do sistema:
Ax = leA(b)

onde P; ;) 4 (b) é a projecgao ortogonal do vector b = (1,1,0) sobre o plano imagem de A: X +Y —2Z = 0.

Essa projecgao pode ser calculada pela seguinte férmula:
(1,1,0) - (1,1, -2)
1(1,1, =2)[]2

2

leA(l’LO) = (171’0)_ (1117_2) (17111)

w

Logo a solugao procurada é a solugao do sistema:

z+y = 2/3
T —y 2/3
x 2/3



que é:
x=2/3, y=0

O erro associado é, por definigao, igual a distancia entre o ponto (1,1,0) e a Pj, 5 (b):

e=(1,1,0) %(1,1,1)” — V6/3

O significado geométrico foi explicado no curso (sec¢ao 1.9 dos apontamentos).
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Exercicio 2 ... Considere a aplicacao linear A : IR> — IR? definida por:

A(z,y) = (6 — 2y, —2x + 9y)

a.) Mostrar que A é diagonalizdvel e calcular uma base ortonormada para R? (com a estrutura Eu-
clideana usual) constituida por vectores préprios de A.

b.) Considere as sucessoes () € (yn), definidas pelas férmulas de recorréncia seguintes:

Tny1 = 6x, — 2yn g = 1
n>0 e
{ Ynt1 = —22,+%yn ’ o { yo = 1

Calcule z,, e y, como fungoes de n.

Resolugao ...
a.) A matriz de A relativamente & base canénica de IR® é a matriz simétrica:

(=)

>:(6—)\)(9—)\)—4:0 = M-15A+50=0 = AX=35 10

Os valores préprios calculam-se por:

6—A -2

det (A — AId) = det < 9 9_

Como existem dois (= dim IR?) valores préprios distintos, A é diagonalizavel. Os espagos préprios calculam-

se da forma habitual e sao:
2 1
é”(5)=IR(1) e 5(10):IR(_2>

Estes espacos sao ortogonais (tinham que o ser, pelo teorema espectral!). Um base ortonormada para R?
constituida por vectores préprios de A é:

x . N .
a.) Pondo x,, = ( y" ), as formulas de recorréncia dadas escrevem-se na forma vectorial:
n

Xn+1 = AXTU X0 = (17 1)

onde A = _g _3 > Os célculos devem ser feitos na base # que diagonaliza o operador A. Escrevendo

o vector x, na base %4, vem que:

Xn, = (xp-up)ug + (X, - uz)ug
1 1
= % (22 + yn)ur + % (Zy, — 2yp) U2 (0.1)
isto é, as componentes de x,, na base % sao I, = QT‘%, Un = %

Na base & as féormulas de recorréncia escrevem-se na formas:

Tns1 \ _ (5 O Tn \ _ [ 5Zn
Unt1 /L O 10 Un )\ 107,



Portanto:

T\ _ [ 5% To\ _ [ 571\ _ 5%) (5;”
v ) \ 10y )’ Yo 1091 102y )’ Un

~ ~ 92 _

Mas o = M’% = %,yo = L\/gyo = 7% Portanto:
~ _ 2zntyn
T, = \/gy
7 = Tn2Yn
y’ﬂ - \/5

e resolvendo em ordem a z, e y, obtemos:

T, =2x 5" (3 -2,

|
_
S
3
L

Yn =5""1(3+4 x 2" h)
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Exercicio 3 ... Considere a cénica afim Euclideana 4 em E?, definida por:
72?4+ Ty + 22y + 4z — 20y —4 =0
a.) Verifique se € é central e, em caso afirmativo, calcule o seu centro.

b.) Reduza € & forma candnica e identifique a cénica €.

c.) Calcule as coordenadas do(s) foco(s) de € relativamente ao referencial original {O;x,y}

Resolugao ...
a.) Escrevendo na forma matricial, vem que:

g(x) = x'Ax+2x'b+c=0
EH IR Sy R

Como § = det A = det [ I ; ] = 48 # 0, a coénica é central de centro:
_ 1] 7 -1 2 ~1/2
= — 1 = —— =
Xo=-AD 48{—1 7“-10} [ 3/2}

b.) Valores préprios da matriz A = { I ; }: A=6, 8.

A e _ _ (1,-1) _ (11
Base ortonormada de vectores proprios: % = {ul =g u =g }
. P . . 1
A matriz de passagem da base candnica ¥ para a base % é matriz ortogonal P = % .

O vector x muda de acordo com:

C—>B=¢CP = x%;((

)
SN—
|
3
"
SN
\
Sl
7N
— =
|
—_ =
S—
7N
< 8
SN—

e analogamente para o vector b:
€ B—CP = by—b=Pbe—— (1
- S ;R U T |

Na nova base Z a equacao da cénica é:
¢(X) = %' diag(6,8)x+2x'b+c=0
- ~.]60 z - 12/V2
= = 2 —4
= 710 8 ][5 ]ere 1 50a)
= 672 +8P° +12V2T —8V25—4=0
Completando quadrados vem que:

6(F 4+ v2)2 4+ 8(5 — v2/2)? = 20

ou:




onde pusemos X =T ++2, YV =7 — \/5/2 A cénica é pois uma elipse com semieixos iguais a a = 26—0

b= \/%. Como:

e

~ Ty ~
ﬂj E 7 o {X = ~x+\/§
Y Tgy Y = §-v2/2

vem que:

{X = %—I—\/ﬁ
_ Ty
Y o= V2

A nova origem do referencial {6, X,Y} estd situada no ponto cujas coordenadas x,y obtém-se através

de:
r—y
{ J;/§+\/§ =0
xTy —
72 \/5/2 =0

Resolvendo vem:
x=-1/2, y=3/2

que sao exactamente as coordenadas x,y do centro da cénica.
Os focos da elipse estdo situados nos pontos de coordenadas X,Y iguais, respectivamente, (+4/5/6,0),

uma vez que a distancia semi-focal é dada por ¢ = va? — b% = 1/5/6. As correspondentes coordenadas x,y
obtém-se resolvendo, em ordem a x e y, o sistema:

{ Y12 = +,/5/6

:E-&-\z//5
W*ﬂ/2 = 0
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Exercicio 4 ... Considere a simetria S : IR* — IR? relativamente ao plano m: © —y 4+ z = 0.

a.) Calcule, em forma vectorial, uma férmula para o simétrico de um ponto P = (x,y, z) € R3. Calcule
o simétrico do ponto (1,0, —1).

b.) Calcule, em forma quaterniénica, uma férmula para o simétrico de um ponto P = (z,y,z) € R
Calcule o simétrico do ponto (1,0, —1).

Resolugao ...
a.) Como se viu no curso:

X-n
S(x) = x—2—=n
[n]|?
((E,y72) i (17_]—71)
= —2 1,—-1,1
(x7y7z) H(l’ _171)”2 ( ) bl )
= (@) -2 )
1
= - (r4+2y—222x+y+22,—20+2y+2) (0.4)

3

b.) Identificamos R?® > 2, isto é, um vector x = (z,y,2) € IR? ¢ identificado com o quaternido puro
x =i+ yj+ zk

Como se viu no curso, a simetria Sy : IR®> — IR? relativamente ao plano © = nt, pode ser escrita na
forma:

Sy(x) = —nxn*

Portanto:

S(x) = —nxn!

n
~ P

1
= (iR 4y k) (i - k)

Em particular:

S(1,0,—1) = S(i — k) = —é(i AR =K (i — k) =
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Exercicio 6 ... Seja M,,(IR) o espago vectorial real das matrizes quadradas n X n, com entradas reais.

a.) Mostre que (A|B) = tr (AB") define um produto interno Euclideano em M, (IR).

b.) Calcule o nicleo da forma linear tr : M, (IR) — IR. Calcule ainda dim (ker tr ), uma base para ker tr
e o seu ortogonal relativamente ao produto interno referido na alinea anterior.

Resolugao ...

a.)

A bilinearidade é ébvia:
((A+ B)|C) = tr ((A+ B)C") = tr (AC" + BC") = tr (AC") + tr (BC") = (A|C) + (B|C)

(M|B) = tr (\AB) = Atr (AB) = (A|B)

A simetria:
(A|B) = tr (AB") = tr ((AB")") = tr (BA") = (B|A)

Definido positivo e nao degenerado:

(A|A) = tr (AA") = tr (Z(A;Af) = Z(A;)2 >0, e =0,seesése Al =0,Vi,j, isto é sse A =0

J 4,J

b.) Célculos............



