Exame de Algebra Linear e Geometria Analitica II
Licenciaturas em Matematica
21 de Junho de 2007 Duragao... 3h00m (sem tolerancia)
O exame ¢ constituido por 5 folhas. Deve ser resolvido nessas folhas, podendo utilizar
o seu verso. Exige-se boa apresentacao da prova e justificacao clara dos calculos efectuados.
Nao é permitido o uso de maquinas de calcular.

Cotagao:

L(a) | 1(b) || 2(a) | 2(b) | 2(c) || 3(a) | 3(b) | 3(c) || 4(a) | 4(b) || 5(a) | 5(b)
25 | 15 || 1.0 | 25 | 15 | 1.5 | 1.5 | 1.5 | 1 | 25 | 1.5 | 1.5

Nome ... Total ...

Numero mecanogréfico ...

Curso ...

Exercicio 1 ... Considere o operador linear A : IR* — IR? definido por:

A(myyvz) = (_y+2Z7_ya -z +y - 3Z)7 (xaya Z) € IR3

a.) Calcule os valores préprios de A e, se possivel, uma base de IR? constituida por vectores préprios de
A. A é diagonalizdvel? Justifique.

b.) Considere o produto escalar Euclideano usual em IR®. Calcule o adjunto de A.

Resolugao ...

a.) A matriz de A, relativamente & base canénica ¢ = {i, j, k} é:

0o -1 2
0 -1 0
-1 1 =3

Os valores préprios calculam-se pela equagao caracteristica:

- -1 2
det | 0 —1-X 0 = (1 =N[(=3-N(=N+2=(-1-NBX+A+2)=0
-1 1 -3-A
cujas raizes sdo A = —1 (com multiplicidade 2) e A = —2.
Célculo dos vectores préprios associados a A = —1:
1 -1 2 T 0 r = s—2r
0 0 0 Y = 0 oo x—y+22=0 . y = s
-1 1 =2 z 0 z = T

Portanto:

& 1(A) ={(s—2r,s,7): s,r € R} ={s(1,1,0) + r(—=2,0,1) : s,7 € R} =R((1,1,0),(—2,0,1))



Célculo dos vectores préprios associados a A = —2:

2 -1 2 T 0 r = -t
0 1 0 Y =( 0 oo x+z=0e y=0 . y =
-1 1 -1 z 0 z =

Portanto:
E_o(A) ={(-t,0,t): te R} = {¢(-1,0,1): t €e R} = R((-1,0,1))
Conclusao: A é diagonalizavel e uma base de vectores préprios é 4 = {(1,1,0),(-2,0,1),(—=1,0,1)}.
Nesta base [A]g = diag(—1,—-1,—2).
b.) O adjunto de A define-se através da equagio (A*x|y) = (x|Ay), Vx,y € RR® como se viu nas

aulas. A matriz de A*, relativamente a uma base ortonormada %, é a transposta da matriz [A]¢. Portanto,
tomando como % a base candnica:

t

0 -1 2 0 0 -1
A =4, =] 0 -1 0 = -1 -1 1
1 1 -3 2 0 -3

A*(m,y,z) = (_Zv —T —y—l—Z,QZ’— 32)

Exercicio 2 ... Considere a cénica afim Euclideana ¢ em E2, definida por:

q(z,y) =322+ 39> — 102y + 142 -2y +3=0

a.) Verifique se € é central e, em caso afirmativo, calcule o seu centro.
b.) Reduza ¢ & forma canénica e identifique a cénica €.

c.) Calcule as coordenadas do(s) foco(s) e do(s) vértice(s) de € relativamente ao referencial original

{O; 2, y}

Resolugao ...

a.) Escrevemos ¢ em forma matricial:

q(z,y) = (= y)<_35 _35)<§>+2(7 —1)(§)+30

3

A parte quadratica é representada pela matriz A = < 5 _3 ) cujo determinante é diferente de zero e

portanto a cénica é central. O centro calcula-se resolvendo Ax + b = 0, em ordem a x, onde b = ( 7 ):

() ()-() _

Resolvendo obtemos que as coordenadas do centro sao (1,2).

b.) Os valores préprios de A calculam-se por:

3-x =5\ _ 2 or n B
( s 3_)\>_(3—/\)—25_0 A= -2,A=8



Um vector préprio unitdrio, associado ao valor préprio A = —2 é€; = (72, 72> e um vector préprio unitario,

associado ao valor préprio A = 8 é ey = <—§7 g)
B ) =[e1 e

A base € = {€1, €2} é ortonormada e positiva.
Pondo:

¢ —¢P=%¢ - | j]<

()-(% 3)

uma vez que P é uma matriz ortogonal: P~! = P*. Vem entdo que:

SN
STk,

Portanto:

7 N
< 8

SR

To= Lot Py . v o= -y
§ o= Lo+ Ly y = Lz L5

A equacdo da cénica nas coordenadas 7,7 ¢é pois:
e . . 2 2 2 2.
177 = -222+87°+14 ix_ iy _9 £x+ iy
2 2 2 2
= —272 4+ 8% +6V27 - 8V2j+3=0 (0.1)

ou ainda:
P24 -3V + 42— 3/2=0

Completando quadrados vem que:

ou ainda:

no

x
4

onde T =7 — 37\/5 ey=y— g A cénica é pois uma hipérbole com:

_?72:1

e semi-eixo real a = 2

e semi-eixo imaginario b =1

e distancia focal 2¢c = 2v/a2 + 2 = 2/5

e excentricidade ¢ = c/a = /5/2.

e O parametro p=b?/a=1/2

e Os focos (+/5,0) no referencial {O; 7, j}

e Os vértices (£2,0) no referencial {O; 7, 7}

e As directrizes - as rectas de equacio: x = +a/e = +4/5/5 no referencial {6, Z,y}
e As assimptotas - as rectas de equagdo: x = £b/a = +1/2 no referencial {6, z,y}

Para calcular estas caracteristicas no referencial original {O;z, y}, usamos as equagoes:



Exercicio 3 ... Considere o espaco vectorial IR?, munido do produto interno Euclideano usual, e a
aplicacdo linear A : IR?* — IR?, definida por:

Alz,y) = (z —y, 2 +y z,2 - 2y), (z,y) € R
a.) Defina S = imagem A C IR e 0 ortogonal ST através de equacdes cartesianas.

b.) Calcule uma base ortogonal para o subespago & = imagem A C R

c.) Calcule a solucdo dos minimos quadrados do sistema:

r—y = 1
z+y = 0

r = 1
r—2y = 0

Resolugao ...

a.) A imagem de A é o susbespaco de IR* gerado por A(1,0) = (1,1,1,1) e por A(0,1) = (—1,1,0, —2).
. - . 1 1 .
Estes dois vectores sao linearmente independentes porque, por exemplo, 11 # 0. Logo constituem

uma base de S que tem, por isso, dimensao 2. Como:

S={(X,Y,Z,W)eR*: (X,Y,Z,W) = r(1,1,1,1) + 5(~1,1,0,-2) : 7,5 € R}

ou:
r—s = X r = Z
r+s =Y s = —X+Z
r = Z 0 = X+Y-27
r—2s = W 0 = 2X+7Z4+W

S escreve-se na seguinte forma cartesiana:
S={X,Y,ZW)eR": X+Y-2Z=0=2X-2Z-W}
O ortogonal S+ define-se por:
St = {(X,Y,ZW)eR": (X,Y,Z,W)-(1,1,1,1) =0= (X,Y, Z,W) - (-1,1,0,-2)}

= {X,Y,ZW)eR" X+Y+Z+W=0=-X+Y —2W} (0.2)

b.) Como primeiro vector dessa base tomamos, por exemplo, u; = (1,1,1,1). Um segundo vector us
tem que estar em S e tem que ser perpendicular a u;. Se ug = (X,Y, Z, W) entéo:

X+Y-2Z = 0 X+Y-2Z = 0 S
oOX—Z-W = 0 - Y 43Z-W = 0 L
X+Y+Z+W = 0 374+W = 0 oo

Escolhendo ¢ = 1, por exemplo, vem uy = (—1, 3,1, —3). Uma base ortogonal para S é pois:

B = {111 = (17 1,1, 1),112 = (_1737 1, _3)}



c.) A projecgao ortogonal do vector (1,0, —1,0) sobre S é dada por:

(1,0,1,0) - uy (1,0,1,0) - us
PI'S(l,O,—l,O) = uy U2
[ |2 [[uz]]?
(13()’170)'(17131’1) (17031a0)'(717331373)
= (17171’1)+ (71a371773)
1(1,1,1,1)]? [(=1,3,1,-3)]]2
1
= g(l,l,l,l) (0.3)
Resta resolver o sistema
r—y = 1/8
z+y = 1/8
r = 1/8
x—2y = 1/8

cuja solucao é x =1/8 e y = 0. E esta a solugao dos minimos quadrados do sistema dado.

Exercicio 4 ... Considere a féormula de recorréncia:

9
Thto = 4Tpq1 + 1%k

para uma sucessao ((Ek)kzo de nimeros reais, cujos dois primeiros termos sao rg =1 e x1 = 0.
a.) Calcule os 3 primeiros termos da sucessao zj

b.) Calcule o termo geral da sucessao xj como fungao de k.

Resolugao ...
a.) célculo
b.) Em primeiro lugar escrevemos a férmula de recorréncia na forma de um sistema dindmico discreto

C e T T 0
Xg+1 = Axy com condicao inicial xy. Pondo x; = < ;Zl ) vem que Xg = ( 1 ) = < > e:

o 1
x _ Th+2 _ 4 9/4 Th+1
k+1 Th+1 1 0 Tk

Portanto A = ( 411 9(/)4 ) Calculamos agora os valores préprios de A:
det < A 091‘& ) S0 (A=A (A —9/4=0 - A=—-1/2,9/2

Calculamos agora uma base ortonormada de vectores proprios:

e para A = —1/2:

(9{2 ?;3>(z>=<8> o %wty=0 - 111:(%,—%)
e para A =9/2:
(11/2 94;2)(;):(8) 2 —9y=0 - ugz(%}\g’))



Na base Z = {u;,us} a matriz A diagonaliza-se:
(Als = ding(~1/2,9/2)

O vector inicial xg escreve-se na forma:

2v/5 2v/85

X0 = (X0 - W) ug + (Xp - uz) Uz = — 5 W g
isto é:
_2V5
(xolz = | /8
85 B

Sabemos que X1 = AX, = X = A*x,. Na base Z isto escreve-se na forma:

_2V8 —(— k. 2v5
x)s = [A)s[xo) s = diag<—1/2,9/2>’“< s ) :< (1727 5 )
85 B (9/2) T 785 B
e portanto:
= 1 2 (2 ) qog 2V (o o ) 0.4
isto é:

me= £ (-1/24 4 2(9/2)¢

Exercicio 5 ... Seja (V, (|)) um espaco vectorial e T' : VV — V um operador linear. Suponha que u, vew
sao trés vectores proprios de T', associados respectivamente aos valores préprios A , 7 e 7y distintos dois a dois.

a.) Mostrar que u, v e w sdo linearmente independentes.

b.) Mostrar que, se au + bv é vector préprio de T', entdo a =0 ou b = 0.

Resolugao ...

a.) Para dois vectores foi resolvido no curso.Suponhamos entao que, por exemplo, u = av + Sw, com
a # 0 # (. Entéo viria que:

Mav+pw) = u=T(u)=T(av + w) = aT(v) + T (W) = anv + fyw
isto é:
aA=nv+BA—y)w=0
e como v e w sao dois vectores linearmente independentes e a # 0 # 3, viria que A = = 7 0 que contraria
a hipétese.

b.) Sabemos, por hipétese, que T'(u) = Au, T(v) = nv e ainda que A # 1. Suponhamos que T'(au+bv) =
~v(au 4 bv) para um certo escalar . Para ji sabemos que au + bv # 0 porque um vector préprio nao pode
ser nulo. Vem entao que:

y(au+bv) = ~au+ ybv
T(au + bv)
= aT(u)+bT(v)
au + bnv (0.5)



o que implica (uma vez que u e v sao linearmente independentes, pela alinea a).) que:
ya=aX e ~b=bn

isto é:
(a=0oul=7) e (b=0oun=r)

Um jogo l6gico mostra que a = 0 ou b = 0, atendendo a que A # 1.



