Resolucao de alguns exercicios de ALGA

Exercicio ... Considere o espago vectorial IR3[t] das fungdes polinomiais p(t), de grau < 3, de coeficientes
reais, munido do produto interno:

+1
(p(®)la(t) = / p(t)q(t) dt

a.) Mostre que:
S ={p(t) e Rs[t]: p(t) =p(—t)}

é um subespago vectorial. Calcule dim .S e determine uma base ortonormada para S.
b.) Calcule o polinémio de S que estd mais préximo do polinémio p(t) = t.
c.) Calcule o ortogonal de 7 = span{1} em IRs[t].
d.) Calcule o nicleo e a imagem da aplicacao linear:

T: Rslt] — Raff
p(t)  +— Tp(t)]=p"(t) —2tp'(t)

Resolugao ...
a.) Se p,q € S entdo (p+ q)(t) = p(t) + q(t) = p(—t) + ¢(—t) = (p + ¢)(—t) e portanto p + ¢ € S. Se
p € SeXelR entao (Ap)(t) = Ap(t) = Ap(—t) = Ap(—t) e portanto Ap € S.
Se p(t) = a+ bt + ct? + dt® € S entdo a + bt + ct? + dt3 = p(t) = p(—t) = a — bt + ct? — dt3, isto é,
20t + 2dt3 = 0 e portanto b = d = 0. Logo:

S = {p(t)=a+bt+ct’+dt’ €Rsft]: b=d=0}
= {p(t)=a+ct? €R3ft]: a,ceR}
= span{l,t?}

e dim S = 2. Os polinémios p(t) = 1 e q(t) = t? constituem uma base para S.

Uma base ortonormada obtem-se pelo processo de Gram-Schmidt. ||1]|? = fol ldt =1et?— % 1=

2 — fol t?dt = t* —1/3. Além disso ||t* — 1/3”2 = fol (t> —1/3)%dt = 4/45. Logo os polinémios 1 e
(3v/5/2)(t% — 1/3) constituem uma base ortonormada para S.
b.) Pelo teorema da aproximacdo éptima esse polinémio é dado pela projeccio ortogonal de t sobre S:

(t11) 1+ (t(3v5/2)(t* — 1/3)) (3V5/2)(t* — 1/3)

/1 tdt + (45/4) (/1 t(t* —1/3) dt) (t* —1/3)
= 1/2+ (45/48)(t* — 1/3)

Ps(t)

c.) Um polinémio p(t) = a + bt + ct? + dt> € Ra[t] estard em T+ sse ((a + bt + ct? + dt3)|1) = 0 isto é,
sse a +b/2+ ¢/3 + d/4 = 0. Portanto:

TH={pt)=a+bt+ct> +dt* cR3[t]: a+b/2+c¢/3+d/4=0}

que é um hiperplano em R3][t].
d.) Um polinémio p(t) = a + bt + ct* + dt> € R3[t] estard em ker T sse:

0 = Tp®)] =p"(t) —2t0'(¢)

= (a+bt+ct?> +dt*?) —2t(a + bt + ct* 4 dt®)
(2¢ + 6dt) — 2t(b + 2ct + 3dt?)
= 2c+ (6d — 2b)t — 4ct? — 6dt?



donde 2¢ = 0,6d — 2b = 0,4c = 0,6d = 0, isto é, b = ¢ = d = 0. Portanto o ker T é constituidio pelos
polinémios p(t) = a + bt + ct? + dt3 € R3[t] tais que b=c=d =0, isto é, ker T = {a : a € R} = span{1}.
im T é constitufdia pelos polinémios P(t) = A + Bt + Ct?> + Dt® € Rg3][t] tais que:

T(a+ bt + ct> + dt®) = A+ Bt + Ct*> + Dt*3
para algum polinémio p(t) = a + bt + ct? + dt® € R3|t]. Como T[p(t)] = 2¢ + (6d — 2b)t — 4ct? — 6dt>, vem

que:
2¢ + (6d — 2b)t — 4ct® — 6dt® = A+ Bt + Ct* + Dt?

isto é:
2c = A — 2b + 6d = B
— 2b + 6d = B N 2c = A N
— 4c = C — 6d = D
— 6d = D 0 = 24+C

e portanto im T = {P(t) = A+ Bt + Ct* + Dt3 € Rs[t]: 2A+ C = 0}.

Exercicio ... Considere a aplicagao linear:

T: R? — R?
(r,y,2) +— T(x,y,2) = (42,2 + 2y + 2,22 + 4y — 22)

a.) Calcular a matriz de T relativamente & base canénica de IR*. Calcular o niicleo e a imagem de T.

b.) Calcular os valores préprios de T e, se possivel, uma base de IR? constituida por vectores préprios
de T. Calcule a matriz de T relativamente a esta nova base.

c.) Usando os resultados das alineas anteriores, calcule T?(0,0,—4), onde T?> = ToTo T.

Resolugao ...

0 0 4
a.) Amatrizé T=| 1 2 1 |. ker T ={(z,y,2) € R®: T(x,y,2) = (4dz,2+2y+2,2x+4y —22) =
2 4 =2
(0,0,0)} o que implica que:
4z = 0 z = 0 - 0 r = =2t
z4+2y+z = 0 = z+2y = 0 :>{ N =<y = t telR
% +4y—2: = 0 2% +4y = 0 vty =0 = 0

isto é ker T = {t(=2,1,0) : t € R*} = span{(—2,1,0)} que é a recta de IR* gerada por (—2,1,0) e de
equagoes cartesianas x +2y =0e z = 0.
A imagem de T é gerada por T(e;) = (0,1,2), T(e2) = (0,2,4) e T(e3) = (4,1, —2), isto é:

imT = Spa‘n{(oa la 2)7 (07 2a 4)7 (47 1a _2)}
= {(z,9,2) €R*: (2,9,2) = a(0,1,2) + b(0,2,4) + ¢(4,1,-2), a,b,c € R}
Portanto:
dc = =w a+2b+c = y
a+2b+c = y = ... = dc = 2y—=z
2a+4b—2c = =z 0 = z—-2y+=z

isto ¢, imT é o plano z — 2y + z = 0 em IR?.

- 0 4
b.) A equagdo caracteristica é det (T' — AId) = det 1 2—-A 1 | = =A%+ 16\ = 0, cujas
2 4 —2—-A

raizes sao A = —4,0, +4.



E(T;-4) = span{(1,0,-1)}
E(T;0) = span{(—2,1,0)}
E(T;—-4) = span{(1,1,1)}
e os vectores {e; = (1,0,—1),es = (—=2,1,0),e3 = (1,1,1)} constituem uma base de vectores préprios de T
que é, por isso, diagonalizdvel. Nesta base a matriz de T é diag(—4,0,4).
c.) Calculando as componentes do vector (0,0, —4) na base de vectores préprios de T, calculada anteri-
ormente, vem que:

(0,0,—4) =a(1,0,—1) + b(—2,1,0) + ¢(1,1,1) = (a —2b+¢,b+¢,—a+¢)

donde se deduz que a = —1,b = 1,¢c = —1. Portanto:

T3(0,0,—4) = —T3(1,0,—1)+T3(-2,1,0) — T3(1,1,1)
= —(—=4)*(1,0,-1) +0%(—2,1,0) — 4%(1,1,1)
= (0,—64,—128)
Exercicio ... Considere o espaco vectorial IR*, munido do produto interno Euclideano usual.

a.) Calcule a férmula, em coordenadas relativas & base canénica de IR?, para a simetria (ou reflexdo)
ortogonal S, relativa ao plano © = {(z,y,2) € R?: 20 —y—2z= 0}. Calcule os valores préprios de S e
indique uma base que diagonalize S.

b.) Calcule o simétrico do vector v = (—2,5,0) relativo ao plano .

c.) Calcule o nicleo e a imagem de S.

d.) Calcule a distancia entre o ponto A = (—2,—1,4) e o plano 7.

Resolugao ...
a.) Como se deduziu nas aulas, S(x) = x —2P,(x) =x — 2 % n, onde n = (2,—-1,—2) é um vector

perpendicular ao plano 7. Portanto:

<(.Z‘, Y, Z)|(27 _la _2)> (

S(x7yvz) = (l‘,y,Z)—Q 9 27_17_2)
20 —y — 2
= (z,y,2) —2 % (2,-1,-2) = .....
b.) Substituir (z,y,z) = (—2,5,0) na férmula anterior e fazer os cdlculos para obter S(—2,5,0) =
(2,3,-4).
c.) kerS = {0} e imS = R®.
d.) aplicar a férmula dada nas aulas :
(x|m) | (x[m)|
(A7) = [Pae)] = | -
I [
onde x = OA. Portanto: 5 142 1 o
d(A,?T) _ ‘<(_ )y T Ly )zL( ) T Ly T )>| _ 11/3
Exercicio ... Reduzir a forma canénica a equacao da cdnica:

522 +6xy +5y° —dx+4y —4=0

Identificar e fazer um esbogo dessa cénica. Calcular o seu centro (se existir) e indicar as suas caracteristicas
geométricas principais (eixos, directriz, foco(s) e excentricidade).



Resolugao ... a conica é central com centro em O = (1,—1). Os valores préprios da parte
quadrética sdo 2 e 8. No referencial {O; Ey, E2}, onde E; e Es formam uma base ortonormada de vectores
préprios da matriz simétrica associada a parte quadratica, e designando por X,Y as coordenadas relativas
a esse referencial, a equagao da coénica reduz-se a forma candnica:

272+Y2:1

que é uma elipse.
As caracteristicas geométricas calculam-se da forma habitual.

Exercicio ... Considere um espago vectorial V, de dimensao finita sobre um corpo k (= IR ou C), e
um operador linear P:V — V, tal que P2 = P e P # Id.

a.) Mostre que V = ker P @ im P.

b.) Mostre que para o operador L : R? — IR?, definido por L(z,y) = (x — y,y — ) é verdade que
IR? = ker L @ im L, embora L? # L.

Resolugao ...

a.) Sev € V, entdo P?>v = Pv o que implica que P(v—Pv) = 0, isto é, (v—Pv) € ker P. Por outro lado,
como v = (v — Pv) + Pv e Pv € imP, concluimos que V = ker P 4+ im P. Mas a soma é directa porque, se
w € ker PNim P, entdo Pw = 0 e w = Pu, para algum u € V. Viria entdo que w = Pu = P?u = §w = 0,
como se pretendia.

b.) ker L = span{(1,1)} e imL = span{(1, —1)}, donde IR? = ker L @ im L. Como:

L(z,y)=Lz—yy—z)=(@-y—y+z,y—z—z+y) =2(x—y,y—z) =2L(z,y)

L2+ L.

Exercicio ... a.) Calcule a intersecgao dos planos a e 3, em IR?, onde « é o plano perpendicular a
n = (1,-2,3) e que passa no ponto A = (—1,2,1), e § é o plano gerado pelos vectores u = (0,1,—-1) e
v =(—1,0,1), e que passa no ponto B = (2,—1,0).

b.) Calcule as equagbes paramétricas da recta ¢ que passa no ponto P = (2,—1,—1) e é perpendicular
ao plano a da alinea anterior.

c.) Calcule o ponto de intersecgao da recta £ com o plano « da alinea anterior., e ainda a distancia de P
a .

Resolugao ...
a). Se x = (z,y,2) € a, entdo (x — OA) -n = 0, isto &

(x,y,2) — (-1,2,1)) - (1,-2,3) =0, = (z+1)—-2@y—2)+3(z—1)=0 = z—-2y+3z=-2

Se x = (z,y,2) € (3, entdo x — OB = au+ bv, para certos escalares a,b € R. Portanto (x —2,y+1,z) =
a(0,1,-1) +b(—1,0,1) e dai que:

b = -2 a = y+1
a = y+1 = b = T — 2
—-a + b = z 0 = z+y+z-1



isto é, t+y+ 2z = 1 é a equagao cartesiana de . A interseccao de « com 3 é constituida pelos x = (z,y, 2) €
IR? tais que:

x = -—5t/3
r — 2y + 3z = =2 .
{x—I— y + z = 1 7 Z:ft/3+1

que é a equagdo paramétrica da recta gerada por (—5/3,2/3,1) e que passa no ponto C = (0,1,0).

b). Se x = (z,y, 2) € ¢, entdo (x — O—I—s) = tn, isto é:

r = t+2
((z,y,2) —(2,-1,-1)) =t(1,-2,3), = y = —2t—-1, teR
z = 3t—-1

c¢). O ponto de interseccdo de £ com «, por ser de ¢ serd da forma (¢ 4+ 2,—2t — 1,3t — 1) e por ser de «
terd de verificar a equacao de «, x — 2y + 3z = —2. Portanto:

t+2)—2(-2t—1)+33Bt—-1)=-2 = t=-3/14

O ponto de intersecgao tem coordenadas 1/14 (25, —8, —23).
A distancia de P a « é dada por ||(2,—1,—1) — 1/14 (25, —8, —23) ||.

Exercicio ... Considere no espago V = C([0,1],IR) das fungbes reais continuas definidas no intervalo
0, 1], o seguinte produto interno:
g

1
(o) = [ f@)g(a)da
0
a.) Calcule uma base e a dimensao do subespago:
S = span{l + 2,2 + x + 2%, 2% — z}

b.) Aplique o método de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt para obter uma base ortonormada para S.
c.) Calcule o elemento de S que estd mais préximo de x3.

Resolugao ...
a). As fungoes que geram S sio linearmente dependentes, ja que:

al+z)+b2+z+a2)+c(@x®*—2)=0 = (a+2b)+(a+b—c)z+(b+c)z?>=0

donde:
a + 2b =0 a = 2t
a + b — ¢ =0 = b = —t
b + ¢ =0 c = t

Por exemplo, para t = 1, obtemos 2% —x = —=2(1 + z) + (2 + z + 2?). Portanto S = span{l + z,2 + = + 2}
e como estas duas fungoes sao ja linearmente independentes, elas constituem uma base para S. Portanto
dim S = 2.

b).
1+

1) = ey

1/2
onde [|1+z| = (fol(l +x)2daz)

(24 +22)|(1 +2))

Fler) = @) =

(1+x)



_ fa(w)
) = L@

c). Esse elemento é a projecgio ortogonal de 23 sobre S e é dado por:

(@*ler(w))er(x) + (2°[ea(x))ea ()

Exercicio ... Considere a aplicacéo linear F : IR* — IR® definida por F(z,y,2z) = (x+2y,y—z,2+22).

a.) Calcule o nicleo ker F' e a imagem im F', definido-os por equages cartesianas e identificando-os
geometricamente.

b.) Calcule bases para o niicleo ker F' e para a imagem im F', respectivamente.

c.) Calcule a matriz A, que representa F' relativamente & base B = {(1,0,1), (0,1, -2),(2,-1,-1)}.

d.) Calcule a imagem F(v), onde v = (1,—1,2), usando a matriz A, calculada na alinea anterior

Resolugao ...
a).
Tz + 2y = 0 r = =2t
ker FF = ¢ (x,y,2) : y — 2z =0 = y = t
T + 2z =0 z = t

que é a recta gerada por (—2,1,1).

imF = span{F(1,0,0),F(0,1,0),F(0,0,1)}
= span{(l,o,1),(2,170),(0,—1,2)}
= {(=,y,2): (2,9,2) =a(1,0,1) +b(2,1,0) + ¢(0, -1,2)}
Dai que:
a + 2b = z a + 2b = T
b — ¢ =y = b — ¢ = Y
a 4+ 2¢c = =z 0 = —x4+2y+=z

e portanto im F' é o plano de equacao cartesiana —x + 2y + z = 0.

b). Uma base para ker F' é, por exemplo, constituida pelo vector (—2,1,1).
Uma base para im F' é, por exemplo, constituida pelos vectores (0,1, —2) e (1,0,1).

c).

F(1,0,1) = (1,-1,3) = a(1,0,1) +b(0,1,-2) + ¢(2,—1,—1)
F(0,1,-2) = (2,3,—-4) = d(1,0,1)+¢(0,1,-2) + f(2,—-1,-1)
F(2,-1,-1) = (0,0,4) = g(1,0,1)+h(0,1,-2) + k(2,—-1,—1)

donde:

d). v=1,-1,2) = «(1,0,1) + 5(0,1,—2) + v(2, -1, —1), donde:
F(v)p = Mp(F)[v]s

isto é:

~ 0o
> TQ
=2 X R

Falta fazer os calculos, que sao imediatos....



Exercicio ... Considere a aplicacio linear F : IR® — IR® definida por:
F(z,y,2) = (v —y,22 + 3y + 22,2 + y + 22)

a.) Calcule os valores préprios de F.
b.) Calcule bases para cada um dos espagos préprios de F.
c.) Diga, justificando, se F' é ou nao diagonalizével.

Resolugao ...

a).

11— -1 0
det (A—AId) = det 2 3- )\ 2 | = (1-N)[B=N)(2-N)—2+[2(2-2)—2] = (1-A)(2=A\)(3-A) = 0
1 1 - A

2
e os valores préprios de F sao A=1,A=2¢ A = 3.
b). Calculos de rotina

c). F é diagonalizével por ter 3 valores préprios distintos e estar derinida em IR?, que tem dimenséo 3...




