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Dep. Matemática Pura

CURSO de GEOMETRIA DIFERENCIAL

RESUMO das Aulas Teóricas e Práticas
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Introdução

Estas notas devem ser encaradas como um mero “guião” para as aulas, e portanto não são
um substituto da bibliografia indicada e muito menos das aulas. Pretendem porém ser um
incentivo ou um guia para a consulta da bibliografia indicada.

Incluem com detalhe os principais conceitos e resultados do curso, e ainda os enunciados dos
exerćıcios propostos para as aulas práticas. Espera-se que sejam um auxiliar valioso para o curso,
que em particular permita uma maior liberdade na explicação teórica dos assuntos, substituindo
uma exposição com grande detalhe formal por uma que realce os aspectos geométricos e intuitivos
desses mesmos conceitos e respectivas inter-relações, e que por outro lado sejam um est́ımulo à
atenção e participação activa dos alunos. Finalmente pretende-se com este texto garantir uma
maior uniformidade nas notações usadas e nos enunciados de definições e teoremas (aliás um
dos problemas desta disciplina é exactamente o peso excessivo das notações, pelo que se impõe
uma escolha criteriosa e um uso uniforme de uma “boa” notação!).

O programa está estruturado assumindo alguns preliminares dos quais destaco:

• conhecimentos gerais de Álgebra Linear.

• um conhecimento detalhado de Cálculo Diferencial em IRn, nomeadamente, a noção de diferencial,
regra da cadeia, os teoremas da função inversa e da função impĺıcita e o da mudança de variáveis
em integrais múltiplos.

• o teorema da existência, unicidade e dependência diferenciável das condições iniciais, para soluções
de equações diferenciais ordinárias.

• noções básicas de topologia.

• a tradicional “maturidade matemática” que se espera dos alunos do terceiro ano da licenciatura
em Matemática.

É no entanto previśıvel que alguns dos tópicos acima referidos exijam exposições prévias, o
que evidentemente será feito sempre que necessário.

BOA SORTE!
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1.5.2 Exemplos e Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.5.3 Mais exemplos. Envolventes, superf́ıcies regradas e desenvolv́ıveis . . . . . 51
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Caṕıtulo 1

Variedades em Rn

1.1 Revisão e Complementos de Cálculo Diferencial

1.1.1 Derivadas direccionais e derivadas parciais

Comecemos com um exemplo para motivar as definições que daremos em breve. Consideremos
uma função f : IR2 → IR. Como sabemos, o respectivo gráfico gr f é o subconjunto de IR3:

S ≡ gr f = {(x, y, z) ∈ IR3 : z = f(x, y)}

que representa uma “superf́ıcie” em IR3, situada “sobre” o plano (x, y) (ver a figura 1.1).

Figure 1.1: A “superf́ıcie” S ≡ gr f = {(x, y, z) ∈ R3 : z = f(x, y)}
.

Consideremos um vector não nulo v 6= 0 no plano IR2, das coordenadas (x, y), e um ponto
qualquer p também nesse plano (e no domı́nio de f).

A recta que passa em p e é paralela a v, consiste dos pontos de IR2, da forma:

{p + tv : t ∈ IR}

e a intersecção do plano vertical (paralelo ao eixo dos zz), que contém esta recta, com S = gr f ,
é uma curva análoga ao gráfico da função φ, real de variável real, definida por (ver a figura 1.1):

φ(t) ≡ f(p + tv) t ∈ IR (1.1.1)

6



1.1. Revisão e Complementos de Cálculo Diferencial 7

Esta curva está contida na “superf́ıcie” S ≡ gr f . Por isso uma medida da “suavidade” dessa
“superf́ıcie”, no ponto (p, f(p)), e na direcção do vector v, é dada pela existência da derivada
φ′(0). Se esta derivada existe, ela representa a variação instantânea da restrição da função f , à
recta acima descrita. Isto motiva a seguinte definição:

♣ Definição 1.1 ... Seja f : U ⊆ IRn um campo escalar definido num subconjunto U de
IRn, p um ponto interior de U , e v 6= 0 um vector de IRn.

Define-se a derivada direccional de f , em p, na direcção de v, notada por Dvf(p),
através de:

Dvf(p) = limt→0
f(p+tv)−f(p)

t (1.1.2)

Portanto Dvf(p) = φ′(0), onde φ é definida por (1.1.1).

De especial interesse é o caso em que v = ei, onde ei, i = 1, ..., n, é a base canónica de IRn.
Neste caso, Deif(p) diz-se a i-derivada parcial de f em p, e nota-se por ∂if(p), ou por
∂f
∂xi (p):

∂f

∂xi
(p) = ∂if(p) = Deif(p)

Se x = (x1, x2, ..., xn), então:

∂f

∂xi
(x) = ∂if(x) = lim

t→0

f(x + tei)− f(x)
t

= lim
t→0

f(x1, ..., xi + t, ..., xn)− f(x1, x2, ..., xn)
t

(1.1.3)

o que significa que para calcular ∂f
∂xi (x), devemos derivar a função f , considerando-a apenas

como função de uma única variável real xi, mantendo as outras variáveis fixas.

A noção de derivada direccional é manifestamente insuficiente. De facto, pode acontecer que
uma função admita num ponto, uma derivada direccional na direcção de um qualquer vector,
sem que por isso seja necessàriamente cont́ınua nesse ponto.

♣ Exemplo 1.1 ... Consideremos o campo escalar definido por:

f(x, y) =

{
0 se (x, y) = (0, 0)

xy2

x2+y4 se (x, y) 6= (0, 0)

Seja v = (a, b) um qualquer vector de IR2. Temos então que, para t 6= 0:

f(0 + tv)− f(0)
t

=
f((0, 0) + t(a, b))− f((0, 0))

t

=
f(ta, tb)

t
=

ab2

a2 + t2b4

e portanto:

Dvf(0) = D(a,b)f((0, 0)) =
{

0 se a = 0
b2

a se a 6= 0

Isto é, Dvf(0) existe para todo o v ∈ IR2. Por outro lado, f toma o valor constante e igual a 1/2,
quando restrita à parábola x = y2 (excepto na origem), e por isso não é cont́ınua em 0, já que f(0) = 0,
¤.
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Se não se impõe qualquer hipótese de continuidade sobre as derivadas direccionais pode
acontecer que não haja qualquer ligação entre as derivadas direccionais num certo ponto, segundo
os diversos vectores. Note que no exemplo anterior a aplicação v → Dvf(p) não é cont́ınua.

Notemos que se Dvf(p) existe, também existe Dλvf(p), ∀λ ∈ IR, e:

Dλvf(p) = λDvf(p)

No entanto, não é verdade que, para p fixo, a aplicação:

v ∈ IRn 7→ Dvf(p)

seja linear, como mostra o exemplo anterior, com p = 0.

O defeito da derivada direccional Dvf(p), reside no facto de apenas considerar o comporta-
mento de f , ao longo das rectas que passam em p, enquanto que uma boa noção de derivada,
deve reflectir o comportamento global de f , em toda uma vizinhança de p.

Por todos estes motivos, somos conduzidos à noção de diferencial, que a seguir trataremos.

1.1.2 Diferencial. Gradiente

Consideremos de novo, uma função f : IR2 → IR. Como já vimos, o respectivo gráfico gr f é o
subconjunto de IR3:

S ≡ gr f = {(x, y, z) ∈ IR3 : z = f(x, y)}
que representa uma “superf́ıcie” em IR3, situada “sobre” o plano (x, y) (ver a figura 1.2).

Figure 1.2: A “superf́ıcie” S ≡ gr f , e o plano tangente

Uma medida da suavidade desta “superf́ıcie”, sobre uma vizinhança de um ponto p ∈ IR2, é
dada pela existência de um plano tangente, que passe no ponto (p, f(p)) ∈ S, e que seja uma
aproximação óptima de S, numa vizinhança de p.

Um tal plano, se existir, pode ser representado como o gráfico de uma forma afim T : IR2 →
IR, tal que T (p) = f(p). Se x ∈ IR2, está próximo de p, então a diferença:

f(x)− T (x)

representa o “desvio” entre o valor exacto f(x), avaliado em S = gr f , e o “valor aproximado”
T (x), avaliado no plano grT .

Quando este desvio converge mais ràpidamente para 0 do que h = ‖x − p‖, diz-se que f é
diferenciável em p. Mais formalmente:
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♣ Definição 1.2 ... Seja f : U → IR um campo escalar, definido num subconjunto aberto
U ⊆ IRn. Fixemos um qualquer ponto p ∈ U .

Diz-se que f é diferenciável (ou derivável) em p, se existe uma função afim Tp : IRn → IR
(que depende de f e de p), tal que:

Tp(p) = f(p) (1.1.4)

e que satisfaz a condição:

lim
‖x−p‖→0

|f(x)− Tp(x)|
‖x− p‖ = 0 (1.1.5)

Neste caso, a função afim Tp diz-se a aproximação afim óptima de f em p, e o seu gráfico
grTp, diz-se o hiperplano tangente a S = gr f , no ponto (p, f(p)).

A parte linear de Tp, diz-se a diferencial de f em p, e nota-se por dfp. Portanto a diferencial
dfp, é uma forma linear:

dfp : h ∈ IRn 7→ dfp(h) ∈ IR

f diz-se diferenciável em U , se o é em todo o ponto p ∈ U , e neste caso diz-se que S = gr f é
uma hipersuperf́ıcie (ou uma variedade diferenciável de dimensão n) em IRn+1, de equação
z = f(x), x ∈ U .

É fácil ver que se existe uma função afim Tp, que satisfaz (1.1.5), então ela é única, e portanto
a diferencial dfp, está univocamente determinada.

Como dfp é a parte linear de Tp, Tp é da forma:

Tp(x) = dfp(x) + c

Pondo x = p + h, com h = ‖h‖ = ‖x− p‖, e atendendo a que Tp(p) = f(p), podemos escrever
que:

Tp(p + h) = dfp(h) + f(p) (1.1.6)

e o limite (1.1.5), pode então ser escrito na forma:

lim
h=‖h‖→0

|f(p + h)− f(p)− dfp(h)|
‖h‖ = 0 (1.1.7)

ou ainda na forma:
f(p + h) = f(p) + dfp(h) + o(‖h‖) (1.1.8)

onde lim‖h‖→0
o(‖h‖)
‖h‖ = 0. Esta última fórmula diz-se a fórmula de Taylor de primeira

ordem para f , em p.

Podemos portanto dar a seguinte definição alternativa de diferenciabilidade de um campo
escalar:

♣ Definição 1.3 ... Seja f : U → IR um campo escalar, definido num subconjunto aberto
U ⊆ IRn. Fixemos um qualquer ponto p ∈ U .

Diz-se que f é diferenciável (ou derivável) em p, se existe uma aplicação linear:

dfp : IRn → IR
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(que depende de f e de p), tal que:

lim‖h‖→0
|f(p+h)−f(p)−dfp(h)|

‖h‖ = 0 (1.1.9)

Esta aplicação linear dfp : IRn → IR (que é única), diz-se a diferencial de f em p.

f diz-se diferenciável em U , se o é em todo o ponto p ∈ U , e neste caso diz-se que S = gr f
é uma variedade diferenciável de dimensão n, em IRn+1, de equação z = f(x), x ∈ U .

♣ Exemplo 1.2 ... Se f = L : IRn → IR é uma aplicação linear, então L é diferenciável em todo o
ponto p ∈ IRn e:

dLp = L ∀p ∈ IRn (1.1.10)

Com efeito, o numerador em (1.1.7) é neste caso igual a (pondo dfp = dLp = L):

|f(p + h)− f(p)− dfp(h)| = |L(p + h)− L(p)− L(h)| = 0

uma vez que estamos a supôr que L é linear (e portanto, L(p + h) = L(p) + L(h)), ¤.

♣ Exemplo 1.3 ... Seja f(x) = S(x) · x, x ∈ IRn uma forma quadrática, onde S : IRn → IRn é
uma aplicação linear simétrica.

Então f é diferenciável em todo o ponto x ∈ IRn, e a diferencial dfx, é dada por:

dfx(h) = S(x) · h + S(h) · x (1.1.11)

Com efeito, substituindo (1.1.11) no numerador de (1.1.7), obtemos (com p = x):

|f(x + h)− f(x)− dfx(h)| = |S(x + h) · (x + h)− S(x) · x− Sx · h− Sh · x|
= |S(x) · x + S(x) · h + S(h) · x + S(h) · h−

S(x) · x− (h)− S(x) · h− S(h) · x|
= |S(h) · h|

Resta agora provar que:

lim
h→0

|S(h) · h|
‖h‖ = 0

Diagonalizando f numa base ortonormal de IRn, obtemos:

f(h) = λ1(h1)2 + λ2(h2)2 + · · ·+ λn(hn)2

onde h1, ..., hn são as coordenadas de h na base referida. Daqui se deduz que:

|f(h)| = |S(h) · h| = |λ1(h1)2 + λ2(h2)2 + · · ·+ λn(hn)2|
≤ ( max

1≤i≤n
|λi|)((h1)2 + · · ·+ (hn)2)

= M ‖h‖2

onde M = max1≤i≤n |λi|. Portanto (se h 6= 0):

|S(h) · h|
‖h‖ ≤ M ‖h‖2

‖h‖ = M ‖h‖

o que prova o que se pretendia, ¤.
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1.1.3 Diferencial. Matriz Jacobiana

A definição 1.3 pode ser generalizada para funções vectoriais de várias variáveis. Assim temos
a seguinte:

♣ Definição 1.4 ... Seja F : U ⊆ IRn → IRm uma aplicação definida num aberto U ⊆ IRn.
Fixemos um qualquer ponto p ∈ U .

Diz-se que F é diferenciável em p, se existe uma aplicação linear:

dFp : IRn → IRm

(que depende de F e de p), tal que:

lim‖h‖→0
‖F (p+h)−F (p)−dFp(h)‖

‖h‖ = 0 (1.1.12)

Esta aplicação linear dFp : IRn → IRm (que é única), diz-se a diferencial de F em p.

F diz-se diferenciável em U , se o é em todo o ponto p ∈ U .

A fórmula (1.1.12), pode ainda ser escrita na forma:

F (p + h) = F (p) + dFp(h) + o(‖h‖) onde lim‖h‖→0
o(‖h‖)
‖h‖ = 0 (1.1.13)

Esta última fórmula diz-se a fórmula de Taylor de primeira ordem para F , em p. Da
mesma forma, podemos generalizar o conceito de derivada direccional:

♣ Definição 1.5 ... Seja F : U ⊆ IRn → IRm uma aplicação definida num subconjunto U
de IRn, p um ponto interior de U , e v 6= 0 um vector de IRn.

Define-se a derivada direccional de F em p, na direcção de v, notada por DvF (p),
através de:

DvF (p) = limt→0
F (p+tv)−F (p)

t ∈ IRm (1.1.14)

De especial interesse é o caso em que v = ei, onde {ei}i=1,...,n, é a base canónica de IRn.
Neste caso, DeiF (p) diz-se a i-derivada parcial de F em p, e nota-se por ∂iF (p), ou por
∂F
∂xi (p):

∂F

∂xi
(p) = ∂iF (p) = DeiF (p) ∈ IRm

É fácil ver que se F é diferenciável em p, com diferencial dFp ∈ L(IRn, IRm), então a derivada
direccional DvF (p) existe, para todo o vector v ∈ IRn, e:

DvF (p) = dFp(v) ∈ IRm, ∀v ∈ IRn

No entanto o rećıproco é falso - podem existir todas as derivadas direccionais DvF (p), ∀v ∈ IRn,
mas F pode não ser diferenciável em p.
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Suponhamos agora que v =
∑n

j=1 vjej ∈ IRn, e que F = (F 1, · · · , Fm). Obtemos então que:

dFp(v) =
m∑

i=1

dF i
p(v) ei

=
m∑

i=1

(
dF i

p

( n∑

j=1

vj ej

))
ei

=
m∑

i=1

( n∑

j=1

vj dF i
p(ej)

)
ei

=
m∑

i=1

( n∑

j=1

vj ∂F i

∂xj
(p)

)
ei (1.1.15)

Em particular, se v = ej ∈ IRn, obtemos:

dFp(ej) =
m∑

i=1

∂F i

∂xj
(p) ei (1.1.16)

o que significa que a matriz da aplicação linear dFp ∈ L(IRn, IRm), relativamente às bases
canónicas de IRn e IRm, é a matriz (m× n):

JacF (p) =
[
∂F i

∂xj
(p)

]
=




∂F 1

∂x1 (p) ∂F 1

∂x2 (p) . . . ∂F 1

∂xn (p)
∂F 2

∂x1 (p) ∂F 2

∂x2 (p) . . . ∂F 2

∂xn (p)
...

... . . .
...

...
... . . .

...
∂F m

∂x1 (p) ∂F m

∂x2 (p) . . . ∂F m

∂xn (p)




(1.1.17)

Esta matriz diz-se a matriz Jacobiana de F em p. Note que as colunas desta matriz são
as componentes das derivadas parciais ∂F

∂xj (p) (j = 1, · · · , n), na base canónica de IRm.

Uma aplicação F : U ⊂ IRn → IRm (campo vectorial), definida no aberto U ⊆ IRn, diz-se de
classe Ck em U (k = 0, 1, 2, ...,∞), se todas as derivadas parciais até à ordem k (inclusivé), das
funções componentes de F , existem e são cont́ınuas em U .

Se F : U ⊂ IRn → IRm, é de classe C1 em U , então F é diferenciável em todo o ponto de U .
No entanto o rećıproco é falso.

♣ Proposição 1.1 “Regra da Cadeia” ... Seja G : U ⊆ IRn → IRm, uma aplicação
definida num aberto U ⊆ IRn, e F : V ⊆ IRm → IRk uma outra aplicação, definida num aberto
V ⊆ IRm, tal que G(U) ⊂ V .

Se G é diferenciável em p ∈ U , e se F é diferenciável em G(p) ∈ V , então F ◦G : U → IRk

é diferenciável em p, e:

d(F ◦G)p = dFG(p) ◦ dGp ∈ L(IRn, IRk) (1.1.18)

Neste caso, a matriz Jacobiana de F ◦G, em p, é igual ao produto das matrizes Jacobianas:

Jac (F ◦G)(p) = JacF (G(p)) · JacG(p) (1.1.19)
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A regra da cadeia (1.1.18), pode ser aplicada para calcular a diferencial de uma aplicação
diferenciável, da seguinte forma. Se F : V ⊆ IRm → IRk é uma aplicação diferenciável, definida
num aberto V ⊆ IRm, para calcular a diferencial dFp : IRm → IRk de F num ponto p ∈ V ,
consideramos uma curva diferenciável α : I → V , definida num intervalo aberto I ⊆ IR que
contem 0, e tal que α(0) = p e ainda α′(0) = v ∈ IRm (por exemplo α(t) = p + tv, t ∈ I). Pela
regra da cadeia F ◦ α : I → IRk é diferenciável e:

dFp(v) = (F ◦ α)′(0) = d
dt

∣∣
t=0

(F ◦ α)(t) ∈ IRk (1.1.20)

expressão que é bastante útil para o cálculo de dFp e que será utilizada várias vezes no nosso
curso.

♣ Exemplo 1.4 ... Seja f(x) = Sx · x uma forma quadrática. Para calcular dfx, podemos utilizar
(1.1.20) (supondo já sabido que f é de facto diferenciável). Assim, consideremos uma curva α : I → IRn,
derivável tal que α(0) = x e α′(0) = v. Então, por (1.1.20), temos que:

dfx(v) = (f ◦ α)′(0)

=
d

dt
|t=0 Sα(t) · α(t)

= Sα′(0) · α(0) + Sα(0) · α′(0)
= Sx · v + Sv · x
= Sx · v + v · Sx já que S é simétrica
= 2Sx · v (1.1.21)

Em particular, deduzimos que ∇f(x) = 2Sx, ¤.

♣ Exemplo 1.5 ... Seja f(x) = [x,a,b] = x · a× b um campo escalar definido em IR3 (onde a,b
são vectores fixos em IR3).

Uma vez mais (supondo já sabido que f é de facto diferenciável), consideremos uma curva α : I → IRn,
derivável tal que α(0) = x e α′(0) = v. Então, por (1.1.20), temos que:

dfx(v) = (f ◦ α)′(0)

=
d

dt
|t=0 α(t) · a× b

= v · a× b

= [v,a,b]

Em particular, deduzimos que ∇f(p) ≡ a× b, ¤.

♣ Exemplo 1.6 ... Seja f(x) = ‖x‖2−n, x ∈ IRn − {Ø}, onde n ≥ 3.

Então, f é diferenciável em IRn − {Ø}, e se α : I → IRn − {Ø} é uma curva , derivável tal que
α(0) = x e α′(0) = v, temos que:

dfx(v) = (f ◦ α)′(0)

=
d

dt
|t=0 ‖α(t)‖2−n

=
d

dt
|t=0 [α(t) · α(t)]

2−n
2

=
2− n

2
[α(0) · α(0)]

−n
2 2(α(0) · α′(0))

= (2− n)‖x‖−nx · v
Em particular vemos que ∇f(x) = (2− n)‖x‖−nx, ¤.
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1.1.4 Teorema da Inversão Local

Comecemos por recordar o que acontece para funções reais de variável real. Assim, suponhamos
que f : U ⊆ IR → IR é uma função de classe C1, no aberto U ⊆ IR, e seja p ∈ U um ponto onde
f ′(p) 6= 0. Se por exemplo f ′(p) > 0, então f ′(x) > 0, ∀x em algum intervalo aberto I ⊆ U , que
contem p. Portanto f é estritamente crescente em I, e existe uma inversa local g, definida em
algum intervalo aberto J , que contem f(p), isto é g : J → I é uma função tal que:

g(f(x)) = x, ∀x ∈ I e f(g(y)) = y, ∀y ∈ J

Além disso, g é de classe C1 em J e:

g′(y) =
1

f ′(g(y))
∀y ∈ J

Uma situação análoga ocorre para funções de várias variáveis, embora a demonstração seja
bastante mais elaborada. Mais precisamente é válido o seguinte teorema:

♣ Proposição 1.2 “Teorema da Inversão Local” ... Suponhamos que F : U ⊆ IRn →
IRn é uma aplicação de classe Ck (k ≥ 1), no aberto U ⊆ IRn, e seja p ∈ U um ponto onde:

detJacF (p) 6= 0 (1.1.22)

isto é, onde a diferencial dFp : IRn → IRn é uma aplicação linear inverśıvel (ou um isomorfismo
linear).

Então F é localmente inverśıvel em p, isto é, existe um aberto V ⊆ U , que contem p, um
aberto W que contem F (p), e uma aplicação G : W → V , de classe Ck, tal que:

G(F (x)) = x, ∀x ∈ V e F (G(y)) = y, ∀y ∈ W

Além disso:
dGy = [dF (G(y))]−1 ∀y ∈ W (1.1.23)

ou em termos das matrizes Jacobianas:

JacG(y) = [JacF (G(y))]−1 ∀y ∈ W (1.1.24)

1.1.5 Imersões e Submersões. Exemplos

No nosso curso vamos essencialmente restringir a nossa atenção a aplicações de classe C∞, pelo
que de aqui em diante:

Diferenciabilidade refere-se sempre à classe C∞

Vamos para já introduzir algumas definições básicas.

♣ Definição 1.6 ... Seja F : U ⊆ IRn → IRm uma aplicação diferenciável C∞, definida
num aberto U ⊆ IRn, e para cada p ∈ U seja dFp : IRn → IRm a respectiva diferencial em p.
Então:
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• F diz-se uma “imersão em p”, se dFp é injectiva. F diz-se uma “imersão” se dFp é
injectiva ∀p ∈ U . Note que neste caso deveremos ter n ≤ m.

• F diz-se uma “submersão em p”, se dFp é sobrejectiva. F diz-se uma “submersão”
se dFp é sobrejectiva ∀p ∈ U . Note que neste caso deveremos ter n ≥ m.

• F diz-se um “mergulho” se F é uma imersão injectiva que é também um homeomor-
fismo sobre a imagem F (U) ⊂ IRm, quando nesta se considera a topologia induzida pela
topologia de IRm.

• Um ponto p ∈ N diz-se um “ponto cŕıtico” de F se dFp tem caracteŕıstica < m. Um
“valor cŕıtico” de F é imagem de um ponto cŕıtico de F .

• Um ponto y ∈ IRm diz-se um “valor regular” de F se y 6∈ F (U) ou se y ∈ F (U) e a
diferencial dFx é sobrejectiva em todos os pontos x ∈ F−1({y}).

♣ Exemplo 1.7 ... Uma curva diferenciável α : I ⊆ IR → IRm, definida num aberto I ⊆ IR será
uma imersão quando o seu vector velocidade α′(t) 6= 0, ∀t ∈ I. Isto significa que a imagem admite em
cada ponto α(t) uma recta tangente α : λ ∈ IR 7→ α(t) + λα′(t).

♣ Exemplo 1.8 ... α(t) = (cos 2πt, sin 2πt, t) ∈ IR3, com t ∈ IR. A imagem é uma hélice sobre um
cilindro de eixo zz (ver a figura 1.3a).

♣ Exemplo 1.9 ... α(t) = ( 1
t cos 2πt, 1

t sin 2πt), t ∈]1, +∞[. A imagem é uma espiral que converge
para (0, 0) quando t → +∞, e para (1, 0) quando t → 1− (ver a figura 1.3b).

♣ Exemplo 1.10 ... α(t) = ( t+1
2t cos 2πt, t+1

2t sin 2πt), t ∈]1, +∞[. A imagem é uma espiral que se
“acumula” sobre a circunferência de centro (0, 0) e raio 1/2, quando t → +∞, e que converge para (1, 0)
quando t → 1− (ver a figura 1.3c).

(a) (b) (c)

Figure 1.3: Exemplos 2, 3 e 4

♣ Exemplo 1.11 ... α(t) =
(
2 cos(t−π

2 ), sin 2(t−π
2 )

)
, t ∈ IR. A imagem é a figura “oito”, percorrida

no sentido indicado. O ponto móvel α(t) percorre um circuito completo, começando na origem, quando t
varia de 0 a 2π (ver a figura 1.4a).
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♣ Exemplo 1.12 ... β : IR → IR2 tem imagem igual à do exemplo anterior, mas com uma diferença
essencial: passamos uma única vez em (0, 0), quando t = 0 e para t → ±∞, β(t) converge para (0, 0)
da maneira indicada na figura 1.4b. A imersão correspondente é obtida reparametrizando a do exemplo
anterior. Para isso consideramos uma função g(t) estritamente crescente com g(0) = π, limt→−∞ g(t) = 0
e limt→+∞ g(t) = 2π. Por exemplo g(t) = π + arctan t, e pômos β = α ◦ g:

β(t) =
(
2 cos(g(t)− π

2
), sin 2(g(t)− π

2
)
)
, t ∈ IR

♣ Exemplo 1.13 ...

α(t) =
{

( 1
t , sin πt) 1 ≤ t < ∞

(0, t + 2) −∞ < t ≤ −1

A imagem de α é uma curva com uma lacuna como na figura 1.4c. Para −1 ≤ t ≤ 1 ligamos os dois
bocados por uma curva a tracejado de forma a obter uma curva diferenciável como na figura 1.4c.

(a) (b) (c)

Figure 1.4: Exemplos 5,6 e 7

¤
Os exemplos anteriores mostram que uma imersão não é necessàriamente injectiva, embora

seja localmente injectiva como veremos. Por outro lado, mesmo que uma imersão seja injectiva
ela não é necessàriamente um homeomorfismo sobre a imagem, quando nesta se considera a
topologia induzida. Os exemplos 5 e 6 assim o demonstram. No exemplo 6 a imagem α(IR) ⊂
IR2 como subespaço de IR2 não é localmente conexo em todo o ponto: por exemplo o ponto
(0, 1/2) não contem vizinhanças conexas por mais pequenas que sejam. Por isso α não é um
homeomorfismo de IR sobre a sua imagem α(IR) ⊂ IR2, isto é α não é um mergulho.

Se U e V , são abertos em IRn, uma aplicação ϕ : U → V diz-se um difeomorfismo de classe
C∞, se ϕ é uma aplicação de classe C∞, que admite uma inversa ϕ−1 : V → U , também de
classe C∞.

O nosso objectivo agora é analisar a forma local das imersões e submersões.

♣ Teorema 1.1 “Forma local das imersões” ... Seja F : O ⊆ IRn → IRm (n ≤ m),
uma aplicação diferenciável C∞, definida num aberto O ⊆ IRn, e suponhamos que dFp é injectiva
em p (e portanto injectiva numa certa vizinhança de p, isto é, F é uma imersão numa certa
vizinhança de p).
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Então existem difeomorfismos locais ϕ : U → ϕ(U) ⊆ IRn, e ψ : V → ψ(V ) ⊆ IRm, com
p ∈ U ⊆ O, F (p) ∈ V , tais que o diagrama seguinte é comutativo:

U ⊂ O F−→ V ⊂ IRm

ϕ ↓ ↓ ψ

ϕ(U) ⊆ IRn ι−→ ψ(V ) ⊆ IRm

onde ι : IRn ↪→ IRm é a inclusão natural (ver a figura 1.5):

ι : (x1, · · · , xn

︸ ︷︷ ︸
x

) 7→ (x1, · · · , xn

︸ ︷︷ ︸
x

, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
0

)

Figure 1.5: Forma local das imersões

• Dem.: Podemos sempre supôr (se necessário compondo com translacções apropriadas) que p =
0 ∈ IRn e F (p) = 0 ∈ IRm. Podemos ainda supôr (mudando coordenadas se necessário em IRm)
que a imagem dF0(IRn) ⊂ IRm é o primeiro factor em IRn × IRm−n ∼= IRm. Portanto, durante a
prova IRm será considerado como IRm = IRn× IRm−n e a inclusão ι será ι(x) = (x, 0), com x ∈ IRn.

Consideremos agora a aplicação, definida numa certa vizinhança de (0, 0) ∈ IRn × IRm−n, através
de:

G(x, y) def= F (x) + (0, y) (x, y) ∈ IRn × IRm−n

Então G(x, 0) = F (x). Por outro lado, usando (1.1.20) é fácil provar que dG0 : IRm → IRm é a
identidade, o que implica pelo teorema da inversão local, que G é um difeomorfismo local numa
certa vizinhança de 0 ∈ IRm. Seja ψ = G−1, o difeomorfismo inverso. Então, numa certa vizinhança
de 0 ∈ IRm temos que:

ψF (x) = ψG(x, 0) = (x, 0)

.
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O corolário seguinte, cuja demonstração decorre da demonstração do teorema anterior,
mostra que uma imersão é sempre localmente um mergulho sobre a sua imagem:

♣ Corolário 1.1 ... Seja F : O ⊆ IRn → IRm (n ≤ m), uma aplicação diferenciável C∞,
definida num aberto O ⊆ IRn, e suponhamos que dFp é injectiva em p.

Então existe uma vizinhança U de p em IRn, tal que F : U → F (U) é um homeomorfismo e
o inverso F−1 : F (U) → U é a restrição de uma aplicação C∞, Ψ : W ⊂ IRm → U , onde W é
uma vizinhança de F (p) em IRm.

♣ Teorema 1.2 “Forma local das submersões” ... Seja F : O ⊆ IRn → IRm (n ≥ m),
uma aplicação diferenciável C∞, definida num aberto O ⊆ IRn, e suponhamos que dFp : IRn −→
IRn é sobrejectiva em p (e portanto sobrejectiva numa certa vizinhança de p, isto é, F é uma
submersão numa certa vizinhança de p).

Então existem difeomorfismos locais ϕ : U → ϕ(U) ⊆ IRn, e ψ : V → ψ(V ) ⊆ IRm, com
p ∈ U ⊆ O, F (p) ∈ V , tais que o diagrama seguinte é comutativo:

U ⊂ O F−→ V ⊂ IRm

ϕ ↓ ↓ ψ

ϕ(U) ⊆ IRn π−→ ψ(V ) ⊆ IRm

onde π : IRn → IRm é a projecção nas últimas m coordenadas (ver a figura 1.6):

π : (x1, · · · , xn−m

︸ ︷︷ ︸
x

, xn−m+1, · · · , xn

︸ ︷︷ ︸
y

) 7→ (xn−m+1, · · · , xn

︸ ︷︷ ︸
y

)

Figure 1.6: Forma local das submersões
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• Dem.: Tal como no teorema anterior, podemos sempre supôr (se necessário compondo com
translacções apropriadas) que p = 0 ∈ IRn e F (p) = 0 ∈ IRm. Podemos ainda supôr (mudando coor-
denadas se necessário em IRn) que o núcleo ker dF0 ⊂ IRn é o primeiro factor em IRn−m×IRm ∼= IRn.
Portanto, durante a prova IRn será considerado como IRn = IRn−m × IRm e a projecção π será a
projecção no segundo factor π(x, y) = y.
Consideremos agora a “aplicação de rectificação” (ver a figura 1.6), definida numa certa vizin-
hança de (0, 0) ∈ IRn−m × IRm e com valores em IRn, através de:

ϕ(x, y) def= (x, F (x, y)) (x, y) ∈ IRn−m × IRm

Então ϕ(0, 0) = 0 e dϕ0 : IRn → IRn é sobrejectiva e portanto é um isomorfismo. Pelo teorema
da inversão local, ϕ é um difeomorfismo local numa certa vizinhança de 0 ∈ IRn. Seja ϕ−1,
o difeomorfismo inverso. Como ϕ fixa a primeira coordenada x, a sua inversa tem a mesma
propriedade: ϕ−1(x, y) = (x,K(x, y)), e portanto, numa certa vizinhança de 0 ∈ IRn temos que:

(x, y) = (ϕ ◦ ϕ−1)(x, y) = ϕ
(
x,K(x, y)

)

=
(
x, F (x,K(x, y))

)

=
(
x, (F ◦ ϕ−1)(x, y)

)
=⇒ (F ◦ ϕ−1)(x, y) = y

.

♣ Corolário 1.2 ... Toda a submersão é uma aplicação aberta.

Geomètricamente, o que o teorema anterior afirma é que, perto de um ponto p onde a
diferencial dFp é uma aplicação linear sobrejectiva, e a menos de uma “mudança de coordenadas”
(o que por definição, é um difeomorfismo ϕ : U → ϕ(U)), a função F pode ser “rectificada”,
isto é, os conjuntos de ńıvel de F são, perto de p, planos de dimensão k = n − m (ver a
figura 1.6). De facto, note que a aplicação de rectificação ϕ transforma cada conjunto de ńıvel
F−1(c), c ∈ IRm no conjunto “horizontal” {(x, c) : x ∈ IRn−m} (que é um conjunto de ńıvel da
aplicação π = F ◦ ϕ−1).

1.2 Variedades em Rn

1.2.1 Definição. Exemplos

♣ Definição 1.7 ... Um subconjunto M ⊂ IRn diz-se uma variedade de dimensão k em
IRn (k inteiro: 0 ≤ k ≤ n), se para cada ponto p ∈ M , existe um aberto O ⊂ IRn, que contem p,
um aberto V ⊂ IRn, e um difeomorfismo (de classe C∞), ϕ : O → V tal que (ver a figura 1.7):

ϕ(O ∩M) = V ∩ (IRk × {0})
= {x = (x1, · · · , xn) ∈ V : xk+1 = · · · = xn = 0} (1.2.1)

Intuitivamente, uma variedade de dimensão k, em IRn, é um subconjunto de IRn, que é
localmente como um aberto de IRk, deformado de “maneira regular”.

Como casos particulares extremos da definição anterior, temos: (i)... um conjunto discreto
de pontos em IRn, que é uma variedade em IRn, de dimensão 0, e (ii)... um aberto de IRn, que
é uma variedade em IRn, de dimensão n.

Exemplos mais interessantes podem ser obtidas aplicando a importante proposição seguinte:
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Figure 1.7: Variedades em Rn

♣ Teorema 1.3 ... Seja F : O ⊆ IRn → IRm uma aplicação C∞, e c ∈ IRm um valor
regular de F (isto é, a diferencial dFp é sobrejectiva em todos os pontos p ∈ F−1({c})).

Então M = F−1({c}) é uma variedade de codimensão m em IRn (e portanto de dimensão
k = n−m em IRn).

• Dem.: Seja p ∈ M = F−1({c}). Então dFp é sobrejectiva, e pela forma local das submersões,
existem difeomorfismos locais ϕ : U → ϕ(U) ⊆ IRn, e ψ : V → ψ(V ) ⊆ IRm em M , com p ∈ U ⊆ O,
F (p) = c ∈ V , tais que o diagrama seguinte é comutativo:

U ⊂ O F−→ V ⊂ IRm

ϕ ↓ ↓ ψ

ϕ(U) ⊆ IRn π−→ ψ(V ) ⊆ IRm

onde π : IRn → IRm é a projecção nas últimas m coordenadas:

π : (x1, · · · , xn−m

︸ ︷︷ ︸
x

, xn−m+1, · · · , xn

︸ ︷︷ ︸
y

) 7→ (xn−m+1, · · · , xn

︸ ︷︷ ︸
y

)

Podemos ainda supôr que ϕ(p) = 0 ∈ IRn e que ψ(c) = 0 ∈ IRm. Portanto:

π = ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : (x, y) 7→ y ∈ IRm (x, y) ∈ IRn−m × IRm

Conclúımos então que ϕ(U ∩ M) = ϕ(U) ∩ (
IRn−m × {0}), o que mostra que M é variedade de

dimensão k = n−m em IRn.
.

Notemos que se F = (F 1, · · · , Fm), então c é valor regular de F se e só se, em cada ponto
p ∈ M ≡ F−1(c), os vectores gradiente ∇F 1(p),...,∇Fm(p) são linearmente independentes.
Quando m = 1 esta condição significa que ∇F (p) 6= 0, ∀p : F (p) = c.

1.2.2 Exemplos e Exerćıcios. Alguns Grupos de Lie clássicos

♣ Exerćıcio 1.1 “Esferas Sn” ... Mostrar que a esfera:

Sn def
= {x ∈ IRn+1 : ‖x‖ = 1} ⊂ IRn+1

é uma variedade de codimensão 1 em IRn+1.
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• Resolução ... De facto, se f : IRn+1 → IR é dada por f(x) = ‖x‖2, então Sn = f−1({1}), e 1
é valor regular de f . Com efeito, ∀x ∈ IRn+1,∀v ∈ IRn+1, temos que dfx(v) = 2(x · v) que é uma
aplicação linear sobrejectiva sempre que x 6= 0. Note que ∇f(x) = 2x, ∀x ∈ IRn+1.

♣ Exerćıcio 1.2 “O grupo ortogonal O(n)” ... Uma matriz quadrada (n × n) de entradas reais
A ∈ Mn(IR), diz-se “ortogonal” se AAt = 1n (ou de forma equivalente, se At = A−1). O conjunto
constitúıdo por essas matrizes:

O(n)
def
= {A ∈Mn(IR) : AtA = 1}

tem estrutura de grupo a que chamamos o “grupo ortogonal” real em dimensão n.

Mostrar que O(n) é uma variedade de dimensão 1
2n(n− 1) em IRn2

.

• Resolução ... Como AtA é uma matriz simétrica, e como o conjunto Sn(IR) das matrizes
simétricas reais (n× n) pode ser identificado com IR

1
2 n(n+1), é natural considerar a aplicação:

F : Mn(IR) ∼= IRn2 −→ Sn(IR) ∼= IR
1
2 n(n+1)

definida por:
F (A) = AtA

A respectiva diferencial num ponto A ∈Mn(IR) ∼= IRn2
é dada por:

dFA(ξ) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

F (A + sξ) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(A + sξ)t(A + sξ) = Atξ + ξtA

onde ξ ∈ Mn(IR) ∼= IRn2
, e é sobrejectiva ∀A ∈ F−1(1n) (i.e., 1n é valor regular de F ). Com

efeito, se C ∈ Sn(IR) então pondo ξ = 1
2AC, vem que:

dFA(ξ) = dFA(
1
2
AC) = At 1

2
AC + (

1
2
AC)tA = C

já que AtA = 1n.
Note que se A ∈ O(n) então AAt = 1 e portanto det (AAt) = 1, isto é (det A)2 = 1 ⇒ detA = ±1.
A componente conexa de O(n) que contem a matriz identidade 1, é um subgrupo de O(n), e é
também uma variedade de dimensão 1

2n(n−1) em IRn2
, que se diz o “grupo ortogonal especial”

em dimensão n. Nota-se por SO(n):

SO(n) def= {A ∈M2(IR) : AAt = 1 e detA = 1}

♣ Exerćıcio 1.3 “O grupo especial complexo SL(2, C)” ... Por definição este grupo é con-
stitúıdo pelas matrizes (2× 2) de entradas complexas cujo determinante é igual a 1:

SL(2,C)
def
=

{
A =

[
α β
γ δ

]
: detA = αδ − βγ = 1

}
(1.2.2)

Mostrar que SL(2, C) é uma variedade de dimensão 8− 2 = 6 em IR8.

• Resolução ... Seja M2(C) o espaço vectorial constitúıdo por todas as matrizes (2 × 2) de
entradas complexas, que identificamos com IR8, e consideremos a aplicação:

det : M2(C) ∼= IR8 −→ C ∼= IR2, A 7→ detA

Temos então que:
SL(2,C) = det−1({1})
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Calculemos a diferencial d(det )A. Se ξ ∈M2(C) ∼= IR8 e A ∈ SL(2,C), temos que:

d(det )A(ξ) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det (A + tξ)

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

det
[
(1 + tξA−1)A

]

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[
det (1 + tξA−1).detA

]

= (det A)
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(1 + t tr(ξA−1) + o(t2)) (1.2.3)

= (det A) tr(ξA−1)
= tr(ξA−1) porque det A = 1

onde em (1.2.3), utilizamos o facto de que det (1 + tC) = 1 + t tr(C) + · · ·+ tndet (C).

Portanto d(det )A é uma aplicação linear sobrejectiva ∀A ∈ SL(2,C), o que mostra que SL(2, C) é
uma variedade de dimensão 8− 2 = 6 em IR8.

♣ Exerćıcio 1.4 “O grupo especial unitário SU(2)” ... Por definição este grupo é constitúıdo

pelas matrizes A ∈ M2(C) tais que AA† = 1 e detA = 1, onde A† = A
t

é a conjugada transposta da
matriz A.

Mostar que SU(2) é a esfera S3 em IR4 e portanto é uma variedade de dimensão 3 em IR4.

• Resolução ... Um cálculo fastidioso mostra que SU(2) é dado por:

SU(2) def=
{

A =
[

α −β
β α

]
: α, β ∈ C e det A = |α|2 + |β|2 = 1

}
(1.2.4)

Pondo α = x + iy e β = z + iw e se identificarmos cada matriz A do tipo
[

α −β
β α

]
=

[
x + iy −z + iw
z + iw x− iy

]
com o vector de (x, y, z, w) ∈ IR4, vemos que A ∈ SU(2) se e só se o corre-

spondente vector de IR4 satisfaz a condição x2 + y2 + z2 + w2 = 1. Portanto SU(2) é exactamente
a esfera S3 em IR4 e portanto é uma variedade de dimensão 3 em IR4.

♣ Exerćıcio 1.5 ... Seja A uma matriz real simétrica (n× n) e 0 6= c ∈ IR. Mostre que a quádrica
M = {x ∈ IRn : xtAx ≡ c} é uma hipersuperf́ıcie em IRn (uma subvariedade de codimensão 1).

♣ Exerćıcio 1.6 ... Seja F : U ⊆ IRn → IRm uma aplicação de classe C∞. Mostrar que o gráfico
de F :

grF
def
= {(x,y) ∈ IRn+m : y = F (x)}

é uma variedade de dimensão n em IRn+m.

♣ Exerćıcio 1.7 ... Mostre que o “n-Toro”:

Tn def
= {x = (x1, y1, x2, y2, · · · , xn, yn) ∈ IR2n :

(x1)2 + (y1)2 = 1, (x2)2 + (y2)2 = 1, · · · , (xn)2 + (yn)2 = 1}

é uma subvariedade de dimensão n em IR2n.
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♣ Exerćıcio 1.8 ... Mostre que o “grupo unitário”:

U(n)
def
= {A ∈Mn(C) : AA† = 1}

é uma subvariedade de dimensão n2 em IR2n2
.

♣ Exerćıcio 1.9 *... Mostre que o conjunto M
def
= M

(r)
k,d(IR) das matrizes (k×d) (com 1 ≤ k ≤ d)

que têm caracteŕıstica constante e igual a r (onde 1 ≤ r ≤ k) é uma subvariedade de codimensão
(k − r)(d− r) em Mk,d(IR) ∼= IRkd, e portanto de dimensão dimensãoM = r(d + k − r).

• Resolução ... Com efeito, seja m ∈ M . m representa uma aplicação linear m : IRd → IRk, e
escolhendo bases apropriadas para IRd e IRk, podemos supôr que m tem a forma:

m =
[

a b
c d

]

onde a ∈ G`(r, IR) é uma matriz r × r inverśıvel. O conjunto:

U
def=

{[
x y
z w

]
: x matriz r × r inverśıvel

}

é um aberto em Mk,d(IR) ∼= IRkd que contem m. Por outro lado:

A matriz
[

x y
z w

]
∈ U tem caracteŕıstica r, se e só se w − zx−1y = 0

Com efeito, a matriz k × k,
[

1r 0
−zx−1 1k−r

]
é inverśıvel e:

[
1r 0

−zx−1 1k−r

] [
x y
z w

]
=

[
x y
0 w − zx−1y

]

donde:

caracteŕıstica
[

x y
z w

]
= caracteŕıstica

[
x y
0 w − zx−1y

]
= r

se e só se w − zx−1y = 0, como se pretendia.

Consideremos agora a aplicação f : U →M(k−r)(d−r)(IR) ∼= IR(k−r)(d−r), definida por:

f
( [

x y
z w

])
= w − zx−1y

Se 0 fôr valor regular de f , fica provado que U∩M é uma subvariedade de codimensão (k−r)(d−r)
em IRkd, isto é, M é localmente uma subvariedade de codimensão (k−r)(d−r) em IRkd (e portanto
globalmente). Resta apenas notar que para x,y e z fixos, a aplicação w 7→ w − zx−1y é um
difeomorfismo de M(k−r)(d−r)(IR) ∼= IR(k−r)(d−r) e portanto f é uma submersão.

♣ Exerćıcio 1.10 ... Mostre que o “grupo simplético”:

Sp(2n, IR)
def
= {A ∈M2n(IR) : AtJA = J}

onde J =
[

0 1n

−1n 0

]
, é uma subvariedade em IR4n2

, e calcule a sua dimensão.
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♣ Exerćıcio 1.11 ... Mostre que o “grupo especial unitário”:

SU(n)
def
= {A ∈Mn(C) : AA† = 1 e detA = 1}

é uma subvariedade em IR2n2
, e calcule a sua dimensão.

♣ Exerćıcio 1.12 * ... Considere a “variedade de Stiefel” Stk(IRn), 1 ≤ k ≤ n, constitúıda por
todos os k-referenciais ortonormados em IRn (relativamente à estrutura Euclideana usual em IRn).

Mostre que Stk(IRn) é uma variedade compacta de dimensão nk − k(k+1)
2 , em IRnk.

1.2.3 Parametrizações locais

Seja M uma variedade de dimensão k em IRn. Cada ponto p ∈ M necessita de k números para
que a sua posição seja uǹıvocamente determinada em M . Analisemos esta ideia com mais rigor,
dando a seguinte caracterização alternativa de variedades em IRn:

♣ Teorema 1.4 ... Um subconjunto M ⊂ IRn é uma variedade de dimensão k em IRn, se
e só se para cada ponto p ∈ M , existe um aberto O ⊂ IRn, que contem p, um aberto U ⊆ IRk, e
uma aplicação Φ : U ⊆ IRk → IRn, tal que (ver a figura 1.8):

• Φ é injectiva.

• Φ(U) = M ∩ O, (isto é, Φ(U) é aberto em M , quando em M se considera a topologia
induzida pela topologia usual de IRn).

• dΦu tem caracteŕıstica k, ∀u ∈ U ⊂ IRk.

Uma tal aplicação Φ diz-se uma “parametrização local” (regular), ou uma “carta local”
da variedade M em torno de p.

As coordenadas (u1, · · · , uk) de cada ponto u = Φ−1(q) ∈ U ⊂ IRk, onde q ∈ M∩O, dizem-se
as “coordenadas locais” (intŕınsicas) de q, associadas à parametrização local Φ.

• Dem.:
Seja M uma variedade de dimensão k em IRn, de acordo com a definição 1.2.1.
Então, para cada ponto p ∈ M existe um aberto O ⊂ IRn, que contem p, um aberto V ⊂ IRn, e
um difeomorfismo ϕ : O → V tal que:

ϕ(O ∩M) = V ∩ (IRk × {0})

Façamos então U = {u ∈ IRk : (u, 0) ∈ V}, e definamos Φ : U → IRn, através de:

Φ(u) = ϕ−1(u, 0)

Resta provar que dΦu tem caracteŕıstica k, ∀u ∈ U ⊂ IRk (i.e., é injectiva). Para isso, seja
Ψ = π ◦ ϕ : O → IRk, onde π : IRn → IRk é a projeção nas primeiras k coordenadas. Temos então
que Ψ(Φ(u)) = u, ∀u ∈ U , e portanto dΨΦ(u) ◦ dΦu = Id, donde se deduz que dΦu tem que ter
caracteŕıstica k.

O rećıproco é consequência directa do teorema 1.1 sobre a forma local das imersões.
.
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Figure 1.8: Parametrizações locais

1.2.4 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exemplo 1.14 ... Como já referimos, um aberto de IRn é uma variedade de IRn de dimensão n.
Em particular, é usual utilizar as seguintes coordenadas locais:

• “Coordenadas polares em IR2” ... Neste caso podemos por exemplo tomar U ⊂ IR2
(r,θ), V ⊂

IR2
(x,y), definidos por:

U = {(r, θ) : r > 0 e 0 < θ < 2π}
V = IR2 − {(x, 0) : x ≥ 0}

e a parametrização Φ : U → V , definida por:

Φ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) (1.2.5)

(r, θ) dizem-se as coordenadas polares de (x, y) = Φ(r, θ).

• “Coordenadas esféricas em IR3” ... Neste caso podemos por exemplo tomar U ⊂ IR3
(r,θ,ϕ),

V ⊂ IR3
(x,y,z), definidos por:

U = {(r, θ, ϕ) : r > 0, 0 < θ < π e 0 < ϕ < 2π}

V = IR3 − {(x, 0, z) : x ≥ 0}
e a parametrização Φ : U → V , definida por:

Φ(r, θ, ϕ) = (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ) (1.2.6)

(r, θ, ϕ) dizem-se as coordenadas esféricas de (x, y, z) = Φ(r, θ, ϕ)

• “Coordenadas ciĺındricas em IR3” ... Neste caso podemos por exemplo tomar U ⊂ IR3
(r,θ,z),

V ⊂ IR3
(x,y,z), definidos por:

U = {(r, θ, z) : r > 0, 0 < θ < 2π}

V = IR3 − {(x, 0, z) : x ≥ 0}
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e a parametrização Φ : U → V , definida por:

Φ(r, θ, z) = (r cos θ, r sin θ, z) (1.2.7)

(r, θ, z) dizem-se as coordenadas ciĺındricas de (x, y, z) = Φ(r, θ, z)

♣ Exerćıcio 1.13 ... Mostre que:

Φ(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) (1.2.8)

definida no aberto:
U = {(θ, ϕ) : 0 < θ < π 0 < ϕ < 2π} ⊂ IR2

(θ,ϕ)

é uma parametrização local da esfera:

S2 = {x ∈ IR3 : ‖x‖2 = 1}

As coordenadas (θ, ϕ) dizem-se “coordenadas geográficas”: θ diz-se a “colatitude” e ϕ a “longi-
tude” do ponto Φ(θ, ϕ) ∈ S2 (ver a figura 1.9).

Figure 1.9: Coordenadas geográficas

• Resolução ... Φ é uma bijecção de U sobre o aberto:

Φ(U) = S2 − {(x, y, z) ∈ IR3 : y = 0 x ≥ 0} ⊂ S2

A matriz Jacobiana de Φ em (θ, ϕ) ∈ U , é igual a:

JacΦ(θ, ϕ) =




cos θ cosϕ − sin θ sin ϕ
cos θ sin ϕ − sin θ cos ϕ
− sin θ 0


 (1.2.9)

e tem caracteŕıstica 2, em todo o ponto (θ, ϕ) ∈ U . Com efeito, a caracteŕıstica de JacΦ(θ, ϕ) é 2,
sse pelo menos um dos seus menores de ordem 2 fôr 6= 0. Os menores de ordem 2, são:

cos θ sin θ, sin2 θ cos ϕ e sin2 θ sin ϕ

Se eles se anulassem simultâneamente, então viria que:

cos2 θ sin2 θ + sin4 θ cos2 ϕ + sin4 θ sin2 ϕ = sin2 θ = 0

o que é imposśıvel em U , onde 0 < θ < π. É fácil verificar que as restantes condições para que Φ
seja uma parametrização local de S2 são satisfeiras.
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♣ Exerćıcio 1.14 ... Consideremos um ćırculo no plano yz, com centro em (0, a, 0) (a > 0), e raio
r com 0 < r < a. Este ćırculo é dado pelas equações:

(y − a)2 + z2 = r2 e x = 0

(i). Mostre que os pontos da superf́ıcie T2 em IR3, obtida rodando este ćırculo em torno do eixo dos
zz, satisfazem a equação:

z2 = r2 − (
√

x2 + y2 − a)2

(ii). Mostre que se consideramos a função, definida em IR3, através de:

f(x, y, z) = r2 − (
√

x2 + y2 − a)2 − z2

então 0 é valor regular de f , e que portanto T2 ≡ f−1(0), é uma variedade de dimensão 2 em IR3,
chamada um “Toro” bidimensional.

(iii). Mostre que uma parametrização local para T2, é por exemplo dada por (ver a figura 1.10):

Φ(u, v) =
(
(a + r cos u) cos v, (a + r cosu) sin v, r sin u

)
(1.2.10)

definida no aberto U ⊂ IR2
(u,v):

U = {(u, v) ∈ IR2 : 0 < u < 2π 0 < v < 2π}

Figure 1.10: Parametrização local para um toro bidimensional

♣ Exerćıcio 1.15 ... Seja F : U ⊆ IRn → IRm, uma função de classe C∞, definida num aberto
V ⊆ IRn, e considere o gráfico de F :

M = grF = {(x,y) ∈ IRn × IRm : y = F (x) x ∈ U}

Mostre que M pode ser parametrizada (globalmente) por:

Φ : x → (x, F (x)) x ∈ U ⊆ IRn

♣ Exerćıcio 1.16 ... Uma “superf́ıcie de revolução” M , é obtida rodando uma curva plana
regular C, em torno de uma linha nesse plano, que não intersecte a curva C. Tomemos o referido plano,
como sendo o plano xz, e o eixo da rotação como sendo o eixo dos zz.
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Suponha que:
x = f(v) z = g(v) com a < v < b e f(v) > 0

é uma parametrização regular para a curva C, e representemos por ϕ o ângulo da rotação em torno do
eixo dos zz. Mostre que:

Φ(ϕ, v) = (f(v) cos ϕ, f(v) sin ϕ, g(v)) (1.2.11)

definida no aberto U ⊂ IR2
(ϕ,v):

U = {(ϕ, v) : 0 < ϕ < π e a < v < b}
é uma parametrização local de M (ver a figura 1.11):

Figure 1.11: Parametrização local de uma superf́ıcie de revolução

♣ Exerćıcio 1.17 ... Mostre que:

Φ(θ, φ) = (cos θ, sin θ, cosφ, sin φ), (θ, φ) ∈]0, 2π[2

é uma parametrização local do toro:

T2 = {x1, y1, x2, y2) ∈ IR4 : (x1)2 + (y1)2 = 1, (x2)2 + (y2)2 = 1}

♣ Exerćıcio 1.18 *... Considere o espaço de todas as matrizes n × n, reais anti-simétricas ξ ∈
Mn(IR):

o(n)
def
= {ξ ∈Mn(IR) : ξ = −ξt }

Note que o(n) ∼= IR
1
2 n(n−1). Para ξ ∈ o(n) define-se a transformada de Cayley de ξ através de:

Ψ(ξ) = (1− ξ)(1 + ξ)−1, ξ ∈ o(n)

(i). Mostre que Ψ está bem definida e é de classe C∞ numa vizinhançaU ⊂ o(n) ∼= IR
1
2 n(n−1)

suficientemente pequena de 0 ∈ o(n). Mostre ainda que: A = Ψ(ξ) ∈ O(n), ∀ξ ∈ U , isto é, que At = A−1.

(ii). Calcule uma fórmula para ξ em função de A = Ψ(ξ), e mostre que Ψ−1 está bem definida em
V ∩ SO(n), onde V é uma vizinhança de 1 ∈ SO(n) em Mn(IR) ∼= IRn2

. Portanto, se U = Ψ−1(V ∩
SO(n)), Ψ : U → V ∩ SO(n) é uma bijecção.

(iii). Calcule dΨ0 e mostre que Ψ é uma imersão em 0.

(iv). Mostre que a aplicação Ψ : U ⊂ IR3 → IR9, dada por:

Ψ : (x, y, z) 7→



1 x y
−x 1 z
−y −z 1







1 x y
−x 1 z
−y −z 1



−1

é uma parametrização de SO(3) numa vizinhança da identidade 1 ∈ SO(3).
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1.3 Funções e aplicações diferenciáveis

1.3.1 Mudança de coordenadas locais

Consideremos uma variedade M de dimensão k em IRn, e uma função f : M → IR definida em
M .

Se Φ : U ⊆ IRk
u → M é uma parametrização local de M , podemos definir uma função no

aberto U ⊆ IRk
u através de:

f ◦ Φ : U ⊆ IRk
u −→ IR

u = (u1, · · · , uk) 7−→ (f ◦ Φ)(u1, · · · , uk)
(1.3.1)

Esta função diz-se a “representação local” de f no sistema de coordenadas locais ui, associ-
adas à parametrização local Φ.

Mas suponhamos agora que temos uma outra parametrização local Ψ : V ⊆ IRk
v → M , com

U ∩ V 6= ∅.
A cada ponto p ∈ U∩V ficam associadas dois sistemas de coordenadas locais: as coordenadas

ui de Φ−1(p) ∈ U ⊆ IRk
u e as coordenadas vi de Ψ−1(p) ∈ V ⊆ IRk

v . Como se relacionam essas
coordenadas entre si? A figura 1.12 é completamente esclarecedora. As aplicações Φ−1 ◦ Ψ,
definida no aberto Ψ−1(U ∩V ) ⊂ IRk

v , e Ψ−1 ◦Φ definida no aberto Φ−1(U ∩V ) ⊂ IRk
u, dizem-se

por isso as “aplicações de mudança de coordenadas locais” (ver a figura 1.12).

Figure 1.12: Mudança de coordenadas

Claramente que Ψ−1 ◦Φ é um homeomorfismo de Φ−1(U ∩V ) sobre Ψ−1(U ∩V ), com inversa
igual a Φ−1 ◦Ψ. Mais ainda:

♣ Teorema 1.5 ... As aplicações de mudança de coordenadas Ψ−1 ◦ Φ e Φ−1 ◦ Ψ, são
difeomorfismos de classe C∞.



1.3. Funções e aplicações diferenciáveis 30

• Dem.: Consequência (da demonstração) do teorema 1.4.

.

1.3.2 Funções diferenciáveis

♣ Definição 1.8 ... Seja M uma variedade de IRn, e f : M → IR uma função definida
em M . f diz-se “diferenciável” (de classe C∞) se para todo o ponto ∈ M existe uma
parametrização local Φ : U ⊆ IRk

u → M , com p ∈ Φ(U), tal que a representação local de
f :

f ◦ Φ : U ⊆ IRk
u −→ IR

u = (u1, · · · , uk) 7−→ (f ◦ Φ)(u1, · · · , uk)

é diferenciável de classe C∞ no aberto U ⊆ IRk.

É importante notar que esta definição não depende da parametrização local Φ. De facto, se
Ψ : V ⊆ IRk

v → M é uma outra parametrização local de M , e se p ∈ Φ(U) ∩Ψ(V ), então:

f ◦ Φ = (f ◦Ψ) ◦ (Ψ−1 ◦ Φ)

e:

f ◦Ψ = (f ◦ Φ) ◦ (Φ−1 ◦Ψ)

e conclúımos, usando a regra da cadeia e o facto de que as aplicações de mudança de coordenadas
são de classe C∞, que f ◦ Φ é diferenciável sse f ◦Ψ o é.

A proposição seguinte, cuja demonstração é imediata, fornece vários exemplos de funções
diferenciáveis numa variedade M de IRn:

♣ Proposição 1.3 ... Seja M uma variedade de IRn e O um aberto de IRn que contem M .

Se f : O → IR é uma função diferenciável em O, então a restrição de f a M , f |M é uma
função diferenciável em M .

O conceito de diferenciabilidade pode ser generalizado para aplicações entre duas variedades:

♣ Definição 1.9 ... (i). Sejam M ⊂ IRn e N ⊂ IRm duas variedades, e F : M → N uma
aplicação definida e cont́ınua em M . f diz-se diferenciável em M se para todo o ponto p ∈ M
existem parametrizações locais Φ : U → M e Ψ : V → N com p ∈ Φ(U) e F (p) ∈ Ψ(V ), tais
que a representação local:

Ψ−1 ◦ F ◦ Φ

é diferenciável.

(ii). Duas variedades M e N (da mesma dimensão) dizem-se “difeomorfas” se existe
um difeomorfismo F : M → N , i.e., uma aplicação F : M → N diferenciável com inversa
F−1 : N → M também diferenciável.



1.3. Funções e aplicações diferenciáveis 31

1.3.3 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exemplo 1.15 ... Seja M uma superf́ıcie em IR3 e v um vector fixo não nulo em IR3. A função
altura relativa ao plano vectorial perpendicular a v, é a função:

h : M → IR, h(p) = p · v
onde · representa o produto interno usual em IR3. É diferenciável em M , pela proposição anterior.

♣ Exemplo 1.16 ... Seja M uma variedade em IRn e p0 um ponto fixo em IRn. A função f(p) =
‖p− p0‖2, p ∈ M é diferenciável em M , pela proposição anterior.

♣ Exerćıcio 1.19 ... Mostrar que é posśıvel cobrir a esfera S2 ⊂ IR3 com as imagens de duas para-
metrizações locais, dadas como as inversas de duas projecções estereográficas a partir dos pólos norte e
sul, respectivamente. Calcular as aplicações de mudança de coordenadas.

Generalizar para as esferas Sn ⊂ IRn+1.

• Resolução ... Definamos ΦN : IR2 − {0} → S2 − {N} e ΦS : IR2 − {0} → S2 − {S}, onde
N = (0, 0, 1) e S = (0, 0,−1) são os pólos norte e sul da esfera, respectivamente, e ΦN = Π−1

N e
ΦS = Π−1

S , onde:
ΠN : S2 − {N} → IR2

(u,v) − {0}
e:

ΠS : S2 − {S} → IR2
(r,s) − {0}

são as projecções estereográficas a partir do pólo norte e sul, respectivamente (ver a figura 1.13).

Figure 1.13: Projecções estereográficas

Um pouco de geometria anaĺıtica no espaço permite deduzir as fórmulas seguintes:

ΠN : (x, y, z) ∈ S2 − {N} 7−→
(
u =

x

1− z
, v =

y

1− z

)
∈ IR2

(u,v) − {0}

ΠS : (x, y, z) ∈ S2 − {N} 7−→
(
r =

x

1 + z
, s =

y

1 + z

)
∈ IR2

(r,s) − {0}

ΦN : (u, v) ∈ IR2
(u,v) − {0} 7−→ (x =

2u

1 + u2 + v2
, y =

2v

1 + u2 + v2
, z =

u2 + v2 − 1
1 + u2 + v2

) ∈ S2 − {N}

ΦS : (r, s) ∈ IR2
(r,s) − {0} 7−→ (x =

2r

1 + r2 + s2
, y =

2s

1 + r2 + s2
, z =

1− r2 − s2

1 + r2 + s2
) ∈ S2 − {S}

donde se deduzem as aplicações de mudança de coordenadas seguintes:

Φ−1
N ◦ ΦS : (r, s) ∈ IR2

(r,s) − {0} 7−→
(
u =

r

r2 + s2
, v =

s

r2 + s2

)
∈ IR2

(u,v) − {0}
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e:
Φ−1

S ◦ ΦN : (u, v) ∈ IR2
(u,v) − {0} 7−→

(
r =

u

u2 + v2
, s =

v

u2 + v2

)
∈ IR2

(r,s) − {0}
que são evidentemente difeomorfismos de classe C∞.

1.4 O Espaço Tangente

1.4.1 Definição

♣ Definição 1.10 ... Seja M uma variedade de dimensão k em IRn. O espaço tangente
a M num ponto p ∈ M , é o subespaço vectorial de IRn, notado por TpM , e que pode ser descrito
das seguintes duas formas equivalentes:

• (A). Consideramos uma parametrização local de M em torno de p:

Φ : U ⊂ IRk → IRn

Se Φ(u) = p, pômos então:

TpM
def
= dΦu(IRk) (1.4.1)

• (B). Consideramos todos as curvas de classe C∞, α : I ⊂ IR → IRn, tais que:

α(t) ∈ M, ∀t ∈ I e α(0) = p

Pômos então:

TpM
def
= {Vp = α′(0) : α nas condições indicadas} (1.4.2)

Vejamos a equivalência das duas definições anteriores. A definição (A), apresenta TpM
como um subespaço vectorial de dimensão k, em IRn, (uma vez que dΦu é injectiva), mas tem
o inconveniente de depender da parametrização Φ escolhida em (1.4.1). Não está claro que se
tomarmos uma outra parametrização Ψ, com Ψ(r) = p, se tem:

dΦu(IRk) = dΨr(IRk) (1.4.3)

Por outro lado, a definição (B), embora não dependa da parametrização, não torna claro
que TpM seja de facto um subespaço vectorial de dimensão k, em IRn. Ambos os inconvenientes
ficam resolvidos, provando que (A) e (B), conduzem ao mesmo conjunto.

Com efeito, seja Vp ∈ dΦu(IRk) ⊂ IRn. Temos então que Vp = dΦu(v) para algum vector
v ∈ IRk, e é evidente que Vp = α′(0), onde α é a curva:

α(t) = Φ(u + tv) t ∈ I

que satisfaz as condições referidas em (B).

Rec̀ıprocamente, seja α : I → IRn uma curva de classe C∞, tal que α(t) ∈ M, ∀t ∈ I,
α(0) = p ∈ M e α′(0) = Vp. Podemos supôr que I é suficientemente pequeno, para que
α(I) ⊂ Φ(U) = O ∩M (ver a definição de parametrização local). Temos então que a curva:

β = Φ−1 ◦ α : I → IRk
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é de classe C∞, e como Φ ◦ β = α, a regra da cadeia dá que:

α′(0) = dΦβ(0)(β
′(0)) = dΦu(β′(0))

isto é, Vp
def= α′(0) = dΦu(β′(0)) ∈ dΦu(IRk), como se pretendia provar.

Habitualmente visualiza-se o espaço tangente TpM , como sendo o subespaço afim paralelo a
TpM , passando por p, como na figura 1.14. Mas não esqueçamos que TpM , tal como o definimos,
é um subespaço vectorial de IRn (passando sempre na origem) (ver a figura 1.14).

Figure 1.14: Espaço tangente TpM

Dada uma parametrização local:

Φ : U ⊂ IRk
u → IRn

x

com Φ(u) = p ∈ M , recordemos que a matriz da aplicação linear dΦu ∈ L(IRk, IRn), relativa-
mente às bases canónicas de IRk e IRn, é a matriz Jacobiana (n× k):

JacΦ(u) =
[
∂Φi

∂uj
(u)

]
=




∂Φ1

∂u1 (u) ∂Φ1

∂u2 (u) . . . ∂Φ1

∂uk (u)
∂Φ2

∂u1 (u) ∂Φ2

∂u2 (u) . . . ∂Φ2

∂uk (u)
...

... . . .
...

...
... . . .

...
∂Φn

∂u1 (u) ∂Φn

∂u2 (u) . . . ∂Φn

∂uk (u)




(1.4.4)

cujas colunas são as componentes das derivadas parciais vectoriais ∂Φ
∂ui (u) (i = 1, · · · , k), na base

canónica de IRn.

Como dΦu tem caracteŕıstica k, ∀u ∈ U , as colunas dessa matriz são vectores linearmente
independentes, em IRn e podemos por isso definir a base para o espaço tangente TpM , constitúıda
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pelos k vectores seguintes de IRn:




∂
∂u1

∣∣
p

def= ∂Φ
∂u1 (u)

∂
∂u2

∣∣
p

def= ∂Φ
∂u2 (u)

...
∂

∂uk

∣∣
p

def= ∂Φ
∂uk (u)

(1.4.5)

onde IRk
u está munido das coordenadas cartesianas u1, · · · , uk.

As coordenadas de um vector Vp ∈ TpM , na base (1.4.5), ditas coordenadas intŕınsicas
de Vp, são determinadas da seguinte forma: como vimos, Vp é da forma Vp = α′(0) para alguma
curva de classe C∞ da forma α(t) = Φ(β(t)), t ∈ I, com β(0) = u = Φ−1(p) e onde:

β(t) = (u1(t), · · · , uk(t))

é a chamada “expressão local nas coordenadas locais ui, da curva α” (ver a figura 1.15).

Figure 1.15: Coordenadas intŕınsicas de um vector tangente

Usando a regra da cadeia, temos então que:

Vp = α′(0)

=
d

dt
|t=0 (Φ ◦ β)

=
d

dt
|t=0 Φ(u1(t), · · · , uk(t))

= (u1)′(0)
∂Φ
∂u1

(u) + · · ·+ (uk)′(0)
∂Φ
∂uk

(u)

= (u1)′(0)
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

+ · · ·+ (uk)′(0)
∂

∂uk

∣∣∣∣
p

(1.4.6)

Portanto na base { ∂
∂ui

∣∣
p
}i=1,··· ,k para TpM , associada à parametrização local Φ, as coordenadas

intŕınsicas de um vector Vp ∈ TpM , são (u1)′(0), · · · , (uk)′(0)), onde (u1(t), · · · , uk(t)), é a
expressão local nas coordenadas locais ui, de uma curva α nas condições indicadas.

Vejamos agora como mudam as coordenadas intŕınsicas de um vector Vp ∈ TpM , quando
escolhemos um outro sistema de coordenadas locais para p ∈ M .



1.4. O Espaço Tangente 35

Assim suponhamos que temos duas parametrizações locais de M , Φ : U ⊂ IRk
u → M e

Ψ : V ⊂ IRk
v → M , com p ∈ Φ(U) ∩ Ψ(V ) 6= ∅. Em TpM temos então duas bases associadas

respectivamente a Φ e a Ψ:

{
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

, · · · ,
∂

∂uk

∣∣∣∣
p

}
onde

∂

∂ui

∣∣∣∣
p

=
∂Φ
∂ui

(u), i = 1, · · · , k

{
∂

∂v1

∣∣∣∣
p

, · · · ,
∂

∂vk

∣∣∣∣
p

}
onde

∂

∂vi

∣∣∣∣
p

=
∂Ψ
∂vi

(v), i = 1, · · · , k (1.4.7)

É claro que deveremos ter uma relação do tipo:

∂

∂uj

∣∣∣∣
p

=
k∑

i=1

Ai
j(p)

∂

∂vi

∣∣∣∣
p

(1.4.8)

Para calcular os coeficientes Ai
j(p), basta observar que Φ = Ψ ◦ (Ψ−1 ◦ Φ) e aplicar a regra da

cadeia para obter:

∂Φ
∂uj

(u) =
k∑

i=1

∂Ψ
∂vi

(v)
∂(Ψ−1 ◦ Φ)i

∂uj
(u), onde v = Ψ−1 ◦ Φ(u)

isto é:
∂

∂uj

∣∣
p

=
∑k

i=1
∂vi

∂uj (p)
∂

∂vi

∣∣
p

(1.4.9)

onde usamos a notação:

∂vi

∂uj (p)
def
= ∂(Ψ−1◦Φ)i

∂uj (u) (1.4.10)

para a matriz Jacobiana da aplicação de mudança de coordenadas Ψ−1 ◦ Φ, das u-coordenadas
para as v-coordenadas.

De (1.4.9) deduzimos ainda que:

∂
∂vj |p =

∑k
i=1

∂ui

∂vj (p)
∂

∂ui |p (1.4.11)

onde:

∂ui

∂vj (p) =
[

∂vi

∂uj (p)

]−1

(1.4.12)

é a matriz Jacobiana da aplicação de mudança das v-coordenadas para as u-coordenadas (que é a
inversa da matriz Jacobiana da aplicação de mudança das u-coordenadas para as v-coordenadas,
como é evidente!).

Se agora Vp ∈ TpM , então:

Vp =
k∑

i=1

V i ∂

∂vi

∣∣∣∣
p

(1.4.13)
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enquanto que, por outro lado:

Vp =
k∑

j=1

U j ∂

∂uj

∣∣∣∣
p

=
k∑

j=1

U j
k∑

i=1

∂vi

∂uj
(p)

∂

∂vi

∣∣∣∣
p

por (1.4.9)

=
k∑

i=1




k∑

j=1

U j ∂vi

∂uj
(p)


 ∂

∂vi

∣∣∣∣
p

Comparando com (1.4.13), deduzimos finalmente que:

V i =
∑k

j=1
∂vi

∂uj (p) U j (1.4.14)

Quando a variedade M é dada como imagem inversa de um valor regular, o espaço tangente
pode ser calculado através do seguinte teorema:

♣ Teorema 1.6 ... Seja F : O ⊆ IRn → IRm, uma aplicação de classe C∞, definida num
aberto O ⊆ IRn, com n ≥ m.

Suponhamos que c ∈ IRm é valor regular de F , (isto é, dFx é sobrejectiva ∀x ∈ M
def
=

F−1(c)), de tal forma que M é uma variedade em IRn, de dimensão k = n−m. Então ∀p ∈ M :

TpM = ker dFp (1.4.15)

• Dem.: Seja Vp ∈ TpM . Então Vp = α′(0) para alguma curva α : I → IRn tal que α(t) ∈ M, ∀t ∈ I
e α(0) = p.

Portanto, atendendo a que F ◦ α ≡ c (constante), obtemos, aplicando a regra da cadeia, que:

dFα(0)(α′(0)) = dFp(Vp) = O

o que significa que Vp ∈ ker dFp, ∀Vp ∈ TpM . Finalmente, atendendo a que as dimensões de TpM
e ker dFp são ambas iguais a k = n−m, obtemos (1.4.15).

.

Recordemos que se F = (F 1, · · · , Fm), então c é valor regular de F se e só se, em cada
ponto p ∈ M = F−1(c), os vectores gradiente ∇F 1(p),...,∇Fm(p) são linearmente indepen-
dentes. A demonstração anterior mostra que estes vectores são ortogonais ao espaço tangente
a M em p ∈ M . Portanto, TpM é o suplementar ortogonal em IRn do subespaço gerado por
∇F 1(p), · · · ,∇Fm(p):

TpM =< ∇F 1(p), · · · ,∇Fm(p) >⊥ (1.4.16)
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1.4.2 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exemplo 1.17 ... A base para o espaço tangente TpIR2, num ponto p = Φ(r, θ) ∈ IR2, associada
à parametrização local em coordenadas polares (ver (1.2.5)), é constitúıda pelos dois vectores seguintes:

∂

∂r

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂r

(r, θ)

= (cos θ, sin θ)

= cos θ
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ sin θ
∂

∂y

∣∣∣∣
p

(1.4.17)

e:
∂

∂θ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂θ

(r, θ)

= (−r sin θ, r cos θ)

= −r sin θ
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ r cos θ
∂

∂y

∣∣∣∣
p

(1.4.18)

♣ Exemplo 1.18 ... A base para o espaço tangente TpIR3, num ponto p = Φ(r, θ, ϕ) ∈ IR3, associada
à parametrização local em coordenadas esféricas (ver (1.2.6)), é constitúıda pelos três vectores seguintes:

∂

∂r

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂r

(r, θ, ϕ) = (sin θ cos ϕ, sin θ sin ϕ, cos θ)

= (sin θ cos ϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (sin θ sinϕ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

+ (cos θ)
∂

∂z

∣∣∣∣
p

∂

∂θ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂θ

(r, θ, ϕ) = (r cos θ cosϕ, r cos θ sin ϕ,−r cos θ)

= (r cos θ cosϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (r cos θ sin ϕ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

− (r cos θ)
∂

∂z

∣∣∣∣
p

∂

∂ϕ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂ϕ

(r, θ, ϕ) = (−r sin θ sin ϕ, r sin θ cosϕ, 0)

= (−r sin θ sin ϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (r sin θ cosϕ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

(1.4.19)

♣ Exemplo 1.19 ... A base para o espaço tangente TpIR3, num ponto p = Φ(r, θ, z) ∈ IR3, associada
à parametrização local em coordenadas cilindricas (ver (1.2.7)), é constitúıda pelos três vectores seguintes:

∂

∂r

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂r

(r, θ, z) = (cos θ, sin θ, 0)

= cos θ
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ sin θ
∂

∂y

∣∣∣∣
p

∂

∂θ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂θ

(r, θ, z) = (−r sin θ, r cos θ, 0)

= (−r sin θ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (r cos θ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

∂

∂z

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂z

(r, θ, z) = (0, 0, 1)

=
∂

∂z

∣∣∣∣
p

(1.4.20)
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♣ Exemplo 1.20 ... A base para o espaço tangente TpS2, num ponto p = Φ(θ, ϕ) ∈ S2, associada
à parametrização local Φ, em coordenadas geográficas (ver (1.2.8)), é constitúıda pelos dois vectores
seguintes (ver a figura 1.16):

∂

∂θ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂θ

(θ, ϕ) = (cos θ cos ϕ, cos θ sin ϕ,− sin θ)

= (cos θ cosϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (cos θ sin ϕ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

− (sin θ)
∂

∂z

∣∣∣∣
p

∂

∂ϕ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂ϕ

(θ, ϕ) = (− cos θ sin ϕ, sin θ cos ϕ, 0)

= (− cos θ sin ϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (sin θ cos ϕ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

(1.4.21)

Figure 1.16: Espaço tangente a uma esfera

♣ Exemplo 1.21 ... A base para o espaço tangente TpT
2, num ponto p = Φ(u, v) ∈ T2, associada à

parametrização local Φ dada por (1.2.10), é constitúıda pelos dois vectores seguintes:

∂

∂u

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂u

(u, v) = (−r sin u cos v,−r sinu sin v, r cosu)

= (−r sin u cos v)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (−r sin u sin v)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

+ (r cos u)
∂

∂z

∣∣∣∣
p

∂

∂v

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂v

(u, v) = (−(a + r cos u) sin v, (a + r cos u) cos v, 0)

= (−(a + r cosu) sin v)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ ((a + r cosu) cos v)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

(1.4.22)

♣ Exemplo 1.22 ... A base para o espaço tangente TpM , num ponto p = Φ(ϕ, v) ∈ M , associada
à parametrização local Φ de uma superf́ıcie de revolução M , dada por (1.2.11), é constitúıda pelos dois
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vectores seguintes:

∂

∂ϕ

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂ϕ

(ϕ, v) = (−f(v) sin ϕ, f(v) cos ϕ, 0)

= (−f(v) sin ϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (f(v) cos v)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

∂

∂v

∣∣∣∣
p

def
=

∂Φ
∂v

(ϕ, v) = (f ′(v) cos ϕ, f ′(v) sin ϕ, g′(v))

= (f ′(v) cos ϕ)
∂

∂x

∣∣∣∣
p

+ (f ′(v) sin ϕ)
∂

∂y

∣∣∣∣
p

+ g′(v)
∂

∂z

∣∣∣∣
p

(1.4.23)

♣ Exerćıcio 1.20 ... Como já vimos no exerćıcio 1.2, o grupo ortogonal O(n) real em dimensão n

é uma variedade de dimensão 1
2n(n− 1) em IRn2

.

Mostre que o espaço tangente a O(n) na unidade 1 ∈ O(n), é constitúıdo por todas as matrizes
ξ ∈Mn(IR) que são anti-simétricas:

o(n)
def
= T1O(n) = {ξ ∈Mn(IR) : ξ = −ξt} (1.4.24)

• Resolução ... De facto O(n) = F−1(1) onde:

F : Mn(IR) ∼= IRn2 −→ Sn(IR) ∼= IR
1
2 n(n+1), A 7→ F (A) = AAt

A diferencial de F num ponto A ∈Mn(IR) ∼= IRn2
é dada por:

dFA(ξ) = Atξ + ξtA

onde ξ ∈ Mn(IR) ∼= IRn2
. Portanto T1O(n) = ker dF1 = {ξ : ξ + ξt = 0}, e o espaço tangente na

unidade 1 ∈ O(n) é dado por (1.4.24).

O espaço vectorial real (de dimensão 1
2n(n−1)), o(n) = T1O(n) quando munido do parêntisis

de Lie de comutação de matrizes:

[ξ, η] def= ξη − ηξ, ξ, η ∈ o(n) (1.4.25)

diz-se a “álgebra de Lie” do grupo de Lie O(n). É fácil ver que este parêntisis de Lie verifica
as propriedades seguintes:

[ξ1 + ξ2, η] = [ξ1, η] + [ξ2, η]
[aξ, η] = a[ξ, η], a ∈ IR
[ξ, η] = −[η, ξ]
[ξ, [η, χ]] = [[ξ, η], χ] + [η, [ξ, χ]] (Identidade de Jacobi) (1.4.26)

De forma análoga:

so(n) def= T1SO(n) = {ξ ∈Mn(IR) : ξ = −ξt} (1.4.27)
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quando munido do parêntisis de Lie de comutação de matrizes (1.4.25) diz-se a “álgebra de
Lie” do grupo de Lie SO(n). Por exemplo uma base para a álgebra de Lie do grupo de Lie
SO(3), cuja dimensão é 3, é constitúıda pelas “rotações infinitesimais”:

ξ1 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 ξ2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 ξ3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0




que verificam as relações de comutação seguintes:

[ξ1, ξ2] = ξ3, [ξ2, ξ3] = ξ1, [ξ3, ξ1] = ξ2

♣ Exerćıcio 1.21 ... Recorde que no exerćıcio 1.4 vimos que o grupo especial unitário SU(2) é cons-
titúıdo pelas matrizes A ∈M2(C) tais que AA† = 1 e detA = 1, onde A† = A

t
é a conjugada transposta

da matriz A:

SU(2)
def
=

{
A =

[
α −β
β α

]
: α, β ∈ C e detA = |α|2 + |β|2 = 1

}
(1.4.28)

Mostre que o espaço tangente a SU(2) na unidade 1 ∈ SU(2), é constitúıdo por todas as matrizes
ξ ∈M2(C) que são anti-hermitianas (i.e., ξ = −ξ†) e que têm traço nulo.

su(2)
def
= T1SU(2) = {ξ ∈M2(C) : ξ = −ξ† e trξ = 0} (1.4.29)

• Resolução ... Consideremos uma curva t 7→ α(t) de classe C∞ em SU(2) tal que α(0) = 1 e
α′(0) = ξ ∈M2(C). Como α(t) ∈ SU(2), ∀t:

α(t)α(t)† = 1 e det α(t) = 1

Derivando em ordem a t estas relações, temos que para t = 0:

α′(0)α(o)† + α(0)α′(0)† = 0 e trα′(0) = 0

e como α(0) = 1 e α′(0) = ξ:
ξ = −ξ† e trξ = 0

Quando munido do parêntisis de Lie de comutação de matrizes, o espaço vectorial real su(2)
de dimensão 3, definido por (1.4.29), diz-se a “álgebra de Lie” do grupo de Lie SU(2). Uma
base para su(2) é constitúıda pelas matrizes {iσ1, iσ2, iσ3} onde:

σ1 =
[

0 1
1 0

]
σ2 =

[
0 −i
i 0

]
σ3 =

[
1 0
0 −1

]
(1.4.30)

são as chamadas “matrizes de Pauli”. São válidas as relações de comutação seguintes:
[σ1, σ2] = 2iσ3 (+ permutações ćıclicas).

♣ Exerćıcio 1.22 ... Como vimos antes, no exerćıcio 1.3, o grupo especial complexo SL(2, C) é
constitúıdo pelas matrizes (2× 2) de entradas complexas cujo determinante é igual a 1.

Mostre que o espaço tangente a SL(2,C) na unidade 1 ∈ SL(2,C), é constitúıdo por todas as matrizes
ξ ∈M2(C) que têm traço nulo:

sl(2, C)
def
= T1SL(2, C) = {ξ ∈M2(C) : trξ = 0} (1.4.31)
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• Resolução ... De facto SL(2, C) = det−1(1), onde:

det : M2(C) ∼= IR8 −→ C ∼= IR2, A 7→ detA

A diferencial d(det )A é dada por:

d(det )A(ξ) = tr(ξA−1)

onde ξ ∈M2(C), e portanto o espaço tangente na unidade 1 ∈ SL(2, C) é dado por:

sl(2,C) def= T1SL(2, C) = ker(d(det )1) = {ξ ∈M2(C) : trξ = 0}

Quando munido do parêntisis de Lie de comutação de matrizes, (1.4.31) diz-se a “álgebra
de Lie” do grupo de Lie SL(2, C). Uma base para sl(2, C), cuja dimensão real é 6, é constitúıda
pelas matrizes {ρ1, ρ2, ρ3, β1, β2, β3}:

ρ1 = − i

2
σ1 ρ2 = − i

2
σ2 ρ3 = − i

2
σ3

β1 =
1
2
σ1 β2 =

1
2
σ2 β3 =

1
2
σ3

onde σi são as “matrizes de Pauli” (1.4.30). São válidas as seguintes relações de comutação:

[ρ1, ρ2] = ρ3 [ρ2, ρ3] = ρ1 [ρ3, ρ1] = ρ2

[β1, ρ2] = β3 [β2, ρ3] = β1 [β3, ρ1] = β2

[β1, β2] = −ρ3 [β2, β3] = −ρ1 [β3, β1] = −ρ2 (1.4.32)

♣ Exerćıcio 1.23 ... Considere a esfera S2 ⊂ IR3 e as duas parametrizações locais ΦN : IR2
(u,v) −

{0} → S2 − {N} e ΦS : IR2
r,s − {0} → S2 − {S}, dadas pelas inversas das projecções estereográficas a

partir dos pólos norte N = (0, 0, 1) e sul S = (0, 0,−1), respectivamente.

Seja Vp ∈ TpS2 um vector tangente que nas coordenadas locais (u, v), é representado por:

Vp = a
∂

∂u

∣∣∣∣
p

+ b
∂

∂v

∣∣∣∣
p

Qual a representação desse mesmo vector nas coordenadas locais (r, s) ? Faça o cálculo expĺıcito quando
p =

(
u =

√
3

2 , v = 1
2

)
e calcule ainda as coordenadas de Vp em IR3.

♣ Exerćıcio 1.24 ... Seja M = {x ∈ IRn : F (x) = 0 }, onde F : IRn → IRm, com (n > m), é uma
aplicação diferenciável e 0 ∈ IRm é valor regular de F . Mostre que:

TM
def
= {(x,v) ∈ IRn × IRn : F (x) = 0 e dFx(v) = 0 }

é uma subvariedade de IRn × IRn de dimensão 2(n−m).

Explicite a situação quando M = S2 ⊂ IR3.

♣ Exerćıcio 1.25 ... Considere o grupo de Lie SO(3) = {A ∈ G`(3, IR) : AAt = AtA = 1 e det A =
1} e a respectiva álgebra de lie so(3) = so(3, IR) = {ξ ∈ gl(3, IR) : ξ = −ξt}.

(i). Considere a base para so(3) constitúıda pelas matrizes:

ê1 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 ê2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 ê3 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0
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e a álgebra de Lie (IR3,×), onde × é o produto vectorial usual em IR3 (com a orientação usual), isto é:
(x× y) · z = det (x,y, z), ∀x,y, z ∈ IR3. Mostre que a aplicação:

̂: IR3 → so(3), x = (xi) 7→ x̂ = xiêi =




0 −x3 x2

x2 0 −x1

−x2 x1 0




é um isomorfismo de álgebras de Lie, isto é:

[x̂, ŷ] = x̂× y

(ii). Mostrar que sob a identificação anterior, o produto interno usual · em IR3, corresponde ao
produto interno em so(3), definido por:

ξ · η def
= −1

2
tr (ξη)

isto é:
x · y = −1

2
tr (x̂ŷ)

(iii). Mostre que todo o elemento A ∈ SO(3) é uma rotação em IR3 em torno de um eixo.

(iv). Mostrar que se ξ̂ ∈ so(3), com ξ ∈ IR3, então exp(tξ̂) é uma rotação em IR3 em torno do eixo
gerado por ξ ∈ IR3, e de ângulo t‖ξ‖.

(v). Demonstre a “fórmula de Rodrigues” seguinte:

exp(ξ̂) = 1 +
sin ‖ξ‖
‖ξ‖ ξ̂ +

1
2


 sin

(
‖ξ‖
2

)

‖ξ‖
2




2

ξ̂2

onde ξ ∈ IR3.

¤
Antes de enunciar o próximo exerćıcio, vamos recordar algumas noções sobre o corpo IH (não

comutativo) dos quaterniões.

Por definição IH é a álgebra real associativa gerada por:

1 i j k ≡ ij

submetida às relações:
i2 = j2 = k2 = −1

ij = −ji = k, jk = −kj = i, ki = −ik = j

Dado um quaternião:
h = a1 + bi + cj + dk ∈ IH (1.4.33)

definimos:

• a “parte real” Re(h) = a e a “parte imaginária” Im(h) = bi + cj + dk.

• o “conjugado” de h:

h
def= a1− bi− cj− dk
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• a “norma” de h:
N(h) = hh = a2 + b2 + c2 + d2

É fácil ver que:
N(hh′) = N(h)N(h′) ∀h, h′ ∈ IH (1.4.34)

e que (IH, N) é linearmente isométrico a (IR4, ‖ · ‖2), onde ‖ · ‖ é a norma euclideana usual em
IR4. Além disso, IH é um corpo não comutativo. Todo o h ∈ IH− {0} tem um inverso dado por
h−1 = h

N(h) .

♣ Exerćıcio 1.26 *... Considere o grupo de Lie Sp(1) constitúıdo pelos quaterniões de norma
unitária:

Sp(1) = {x = x01 + x1i + x2j + x3k ∈ IH : N(x) = xx = (x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 1}

(i). Mostre que a álgebra de Lie de Sp(1) é:

sp(1) = Im IH = IR3

e que com a identificação Im IH = IR3, dada por ξ = ξ1i + ξ2j + ξ3k ∈ Im IH 7→ ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ IR3, o
patêntisis de Lie é dado por [ξ, η] = 2ξ × η.

(ii). Considere o grupo de Lie SU(2) = SU(2,C) = {A ∈ G`(2,C) : AA† = 1 e det A = 1} e a
respectiva álgebra de Lie su(2) = {ξ ∈ gl(2, C) : ξ = −ξ† e tr ξ = 0}.

Mostre que a aplicação γ : IH →M2(C), dada por:

x ∈ IH 7→ γ(x) =
(

x0 + ix3 x2 + ix1

−x2 + ix1 x0 − ix3

)
. (1.4.35)

onde x = x01 + x1i + x2j + x3k ∈ IH, é um homomorfismo real de álgebras: γ é IR-linear, γ(1) = 1 e
γ(xy) = γ(x)γ(y). Mostre ainda que:

γ(x) = (γ(x))†

(iii). Considere as “matrizes de Pauli” seguintes:

σ1 =
[

0 1
1 0

]
σ2 =

[
0 −i
i 0

]
σ3 =

[
1 0
0 −1

]

Mostre que [σ1, σ2] = 2iσ3 (+ permutações ćıclicas). Mostre que γ(i) = iσ1, γ(j) = iσ2, γ(k) = iσ3, onde
γ é a aplicação (1.4.35), e que portanto {iσ1, iσ2, iσ3} formam uma base para su(2).

(iv). Mostre que (1.4.35) pode ser escrita na forma:

γ(x) = x01 + i
∑

k

xkσk

def
= x0 + ix · ~σ

onde x = x01 + x1i + x2j + x3k = x0 + x ∈ IH, com x ∈ Im IH = IR3, e ~σ = (σ1, σ2, σ3).

(v). Considere o conjunto Ho das matrizes hermitianas que têm traço nulo:

Ho =
{ [

c a− ib
a + ib −c

]
: a, b, c ∈ IR

}

Mostre que a aplicação ˜ : IR3 → Ho, definida por:

˜ : x = (xk) ∈ IR3 7→ x̃ =
3∑

k=1

xkσk =
[

x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

]
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é um isomorfismo linear (que permite identificar Ho com IR3). Mostre ainda que:

det x̃ = −‖x‖2, (x · y)1 =
1
2
(x̃ỹ + ỹx̃)

‖x‖21 = x̃2 x̃× y =
i

2
(x̃ỹ − ỹx̃) =

i

2
[x̃, ỹ]

e ainda:
x̃ỹ = (x · y)1 + i x̃× y

Esta última igualdade escreve-se habitualmente na forma:

(~x · ~σ)(~y · ~σ) = (~x · ~y) σo + i (~x× ~y) · ~σ

onde se pôs σo = 1 e ~σ = (σ1, σ2, σ3). Isto é, o produto de dois elementos x̃, ỹ ∈ Ho, é um elemento de
IR1 + iHo, cuja “parte real” é o produto interno, e a “parte imaginária” é o produto vectorial.

(vi). Mostre que os valores próprios de x̃ ∈ Ho são ±‖x‖, e deduza que cada x ∈ IR3 − {0} induz
uma decomposição de C2 em soma directa:

C2 = S+
x ⊕ S−x

Calcule essa decomposição quando x = (1, 1, 0). Mostre ainda que essa decomposição fica inalterada
quando substituimos x por ax, onde a > 0 é um número real positivo arbitrário, isto é, cada direcção
IR+{x} = {ax : a > 0} em IR3 (onde x 6= 0), determina (uǹıvocamente) uma decomposição de C2 da
forma referida (1).

(vii). Considere agora, para cada A ∈ SU(2), a aplicação:

ψA : Ho
∼= IR3 −→ IR3 ∼= Ho

definida por:
ψA(x̃) = Ax̃A† x̃ ∈ Ho

Mostre que ψA está bem definida, e que ψA é uma transformação ortogonal em IR3.

(viii). Deduza a “fórmula de Euler” seguinte:

ψA(x̃) =
(
(a0)2 − ‖a‖2)x̃ + 2(x · a)ã− 2a0 ˜(a× x)

ou em termos do isomorfismo IR3 ∼= H0:

y = ψA(x) =
(
(a0)2 − ‖a‖2)x + 2(x · a)a− 2a0 (a× x) (1.4.36)

onde A = γ(a) = a01+ i
∑

k akσk = a0 + ia ·~σ ∈ SU(2), e x̃ ∈ Ho = IR3. Deduzir que ψA é uma rotação
de IR3 de eixo gerado por a.

Nota... Como detA = (a0)2 + ‖a‖2 = 1, podemos escolher θ tal que: a0 = cos θ
2 e ‖a‖ = sin θ

2 .
Temos então duas posśıveis escolhas para a orientação do eixo da rotação, dadas respectivamente pelos
vectores unitários u = ± a

sin θ
2
. Uma vez escolhido o ângulo θ e o vector u, a fórmula de Euler toma a

forma:
y = ψA(x) = (cos θ)x + (1− cos θ) (u · x)u + (sin θ) (u× x) (1.4.37)

1A interpretação f́ısica deste facto, é a seguinte: C2 representa o espaço de estados internos de um sistema
quântico, uma part́ıcula de spin 1

2
, localizada perto da origem 0 ∈ IR3 (por exemplo, um electrão). A existência

de um campo magnético, determina uma direcção IR+{x} = {ax : a > 0} em IR3. Neste campo o sistema terá
dois estados estacionários, que são precisamente S+

x e S−x . Se por exemplo, a direcção IR+{x} corresponde à parte
positiva do eixo dos zz, então o estado S+

x diz-se o estado com “projecção de spin + 1
2
, ao longo do eixo dos zz”

(ou “spin up”), enquanto que S−x se diz o estado com “projecção de spin − 1
2
, ao longo do eixo dos zz” (ou “spin

down”).
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que representa uma rotação de eixo gerado por u, e ângulo θ no sentido directo.

(ix). Mostrar que ψ : SU(2) → SO(3), definida por A 7→ ψA, é um homomorfismo de grupos.
Mostrar que se R(u;ϕ) é a rotação de eixo gerado pelo vector unitário u ∈ IR3, e de ângulo ϕ, então
A = cos θ 1− i sin θ ũ ∈ SU(2) é tal que Ψ(±A) = R(u;ϕ), e em particular ψ é sobrejectivo.

Nota... Por exemplo, temos que:

cos
θ

2
1− i sin

θ

2
σ1 =

[
cos θ

2 −i sin θ
2

−i sin θ
2 cos θ

2

]
ψ−→




1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


 (1.4.38)

cos
θ

2
1− i sin

θ

2
σ2 =

[
cos θ

2 − sin θ
2

sin θ
2 cos θ

2

]
ψ−→




cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ


 (1.4.39)

cos
θ

2
1− i sin

θ

2
σ3 =

[
cos θ

2 − i sin θ
2 0

0 cos θ
2 + i sin θ

2

]
ψ−→




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1




(1.4.40)

(x). Mostrar que kerψ = {±1} = IZ2 e que SO(3) é isomorfo a SU(2)/IZ2.

(xi). Para cada A = γ(a) = a01 + i
∑

k akσk = a0 + ia · ~σ ∈ SU(2), definem-se os chama-
dos “parâmetros de Cayley-Klein” (também chamados parâmetros de Euler, ou ainda de Euler-
Rodrigues), através das notações mais usuais seguintes:

a0 = ρ a = (a1, a2, a3) = (α, β, γ)

Mostre utilizando a fórmula de Euler (1.4.36), que a matriz de ψA (notada por R(ρ, α, β, γ)), na
base canónica de IR3, é a matriz:

R(ρ, α, β, γ) =




ρ2 + α2 − β2 − γ2 2(αβ − γρ) 2(αγ + βρ)
2(αβ + γρ) ρ2 + β2 − α2 − γ2 2(βγ − αρ)
2(αγ − βρ) 2(βγ − αρ) ρ2 + γ2 − α2 − β2


 .

Nota... Desta forma obtemos uma parametrização das rotações de SO(3) através dos 4 parâmetros
de Cayley-Klein ρ, α, β, γ, que satisfazem a condição ρ2 + α2 + β2 + γ2 = 1.

♣ Exerćıcio 1.27 ... Seja IE3 = (IR3, · ) o espaço Euclideano de dimensão 3. O grupo Euclideano
especial SE(3) é o grupo constitúıdo pelos movimentos ŕıgidos que preservam a orientação usual de IE3.
Um tal movimento ŕıgido g ∈ SE(3) é a composta de uma translacção tr : x 7→ x + r, com uma rotação
R ∈ SO(3):

g(x) = (tr ◦R)x = Rx + r

(i). Mostre que o grupo IE(3) pode ser identificado com o subgrupo de SL(4, IR) constitúıdo pelas
matrizes da forma:

g =
[

R r
0 1

]
com R ∈ SO(3), r ∈ IR3 (1.4.41)

(ii). Mostre que a álgebra de Lie se(3) do grupo Euclideano SE(3) é a subálgebra de Lie de sl(3, IR)
constitúıda pelas matrizes da forma:

ξ =
[

x̂ y
0 0

]
∼= (x,y) com x,y ∈ IR3 (1.4.42)
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onde usamos o isomorfismo:

̂: IR3 → so(3), x 7→ x̂ = xiêi =




0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0




entre a álgebra de Lie (IR3,×) (onde × é o produto vectorial usual em IR3 com a orientação usual, isto é:
(x× y) · z = det (x,y, z), ∀x,y, z ∈ IR3), e a álgebra de lie de SO(3): so(3) = so(3, IR) = {ξ ∈ gl(3, IR) :
ξ = −ξt}, de tal forma que:

[x̂, ŷ] = x̂× y

(iii). Mostre que, usando as identificações anteriores, o parêntisis de Lie em se(3) é dado por:

[(x,y), (x′,y′)] = [x× x′,x× y′ − x′ × y]

1.5 Diferenciais e aplicações tangentes

1.5.1 Diferenciais

♣ Definição 1.11 ... Seja M uma variedade em IRn e f : M → IR uma função difer-
enciável. A “diferencial de f num ponto p ∈ M” é a aplicação linear:

dfp : TpM → IR (1.5.1)

que se define do seguinte modo: Consideremos uma parametrização local Φ : U → M de M em
torno de p. Dado um vector tangente Vp ∈ TpM , seja v ∈ IRk o único vector de IRk tal que
dΦu(v) = Vp, onde Φ(u) = p. Pômos então por definição:

dfp(Vp)
def
= d(f ◦ Φ)u(v)
= Dv(f ◦ Φ)(u) (1.5.2)

onde Dv representa a derivada direccional na direcção de v ∈ IRk.

Note que esta definição não depende da parametrização escolhida. Com efeito se Ψ : V → M
é uma outra parametrização local de M em torno de p, com Ψ(y) = p, seja w ∈ IRk o único
vector de IRk tal que dΨy(w) = Vp. Como sabemos as aplicações de mudança de coordenadas
locais são difeomorfismos locais. Portanto as respectivas diferenciais são isomorfismos, donde se
conclui que:

w = d(Ψ−1 ◦ Φ)u(v)
v = d(Φ−1 ◦Ψ)y(w)

Portanto:

dfp(Vp)
def= d(f ◦ Φ)u(v)
= d(f ◦Ψ ◦Ψ−1 ◦ Φ)u(v)
= d(f ◦Ψ)(Ψ−1◦Φ)(u) ◦ d(Ψ−1 ◦ Φ)u(v)
= d(f ◦Ψ)y(w)
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como se pretendia. Note que dfp é um funcional linear em TpM , isto é, dfp é um covector ou um
elemento do espaço dual T ∗p M .

A diferencial de f num ponto p ∈ M pode ainda ser calculada da seguinte forma útil na
prática: dado Vp ∈ TpM consideremos uma curva diferenciável α : I → M tal que α(0) = p e
α′(0) = Vp. Pômos então:

dfp(Vp) = (f ◦ α)′(0) (1.5.3)

É fácil verificar que esta definição não depende da curva α escolhida (satisfazendo as condições
indicadas).

Seja M uma variedade de dimensão k em IRn, e Φ : U ⊂ IRk
u → V ⊆ M uma parametrização

local de M . Suponhamos IRk
u munido das coordenadas usuais u1, · · · , uk, de tal forma que cada

ui é um funcional linear em IRk dado por:

ui(a1, · · · , ai, · · · , an) = ai

Cada uma das funções ui ◦ Φ−1 é diferenciável em V ⊆ M . A respectiva diferencial num ponto
p ∈ V tal que Φ(u) = p, é dada por:

d(ui ◦ Φ−1)p(Vp) = d(ui ◦ Φ−1 ◦ Φ)u(v)
= (dui)u(v)
= ui(v) (1.5.4)

onde v é o único vector de IRk tal que dΦu(v) = Vp. As diferenciais d(ui ◦ Φ−1)p ∈ T ∗p M, i =
1, · · · , k notam-se usualmente pelos śımbolos:

dui|p def= d(ui ◦ Φ−1)p ∈ T ∗p M, i = 1, · · · , k (1.5.5)

São elementos de T ∗p M e além disso {du1|p, du2|p, · · · , duk|p} é a base de T ∗p M dual à base
{ ∂

∂ui

∣∣
p
}i=1,··· ,k de TpM , isto é:

dui|p
(

∂

∂uj

∣∣∣∣
p

)
= δi

j =





1 se i = j

0 se i 6= j

Com efeito, usando (1.5.4), vem que:

dui|p
(

∂

∂uj

∣∣∣∣
p

)
= ui(ej) = δi

j

Se f : M → IR é uma função diferenciável e se p ∈ M então dfp ∈ T ∗p M e portanto existem
escalares únicos ai tais que:

dfp = a1du1|p + a2du2|p + · · ·+ akduk|p
De facto, se Φ(u) = p:

ai = dfp

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
p

)

= d(f ◦ Φ)u(ei)

=
∂(f ◦ Φ)

∂ui
(u) (1.5.6)
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É usual designar ∂(f◦Φ)
∂ui (u) pelo śımbolo abreviado ∂f

∂ui (p):

∂f
∂ui (p) def= ∂(f◦Φ)

∂ui (u) (1.5.7)

e com estas notações dfp tem a seguinte expressão:

dfp =
∂f

∂u1
(p)du1|p + · · ·+ ∂f

∂uk
(p)duk|p (1.5.8)

ou mais simplesmente:

df = ∂f
∂u1 du1 + · · ·+ ∂f

∂uk duk (1.5.9)

A definição 1.11 pode ser generalizada para aplicações diferenciáveis F : M → N , onde M e
N são variedades em IRn e IRm respectivamente:

♣ Definição 1.12 ... Seja F : M → N uma aplicação diferenciável entre variedades M ⊂
IRn e N ⊂ IRm. Define-se a “diferencial de F em p ∈ M” ou “aplicação linear tangente
a F em p”, como sendo a aplicação linear:

dFp = F∗p : TpM −→ TF (p)N

definida por:

F∗p(Vp)
def
= (F ◦ α)′(0) (1.5.10)

onde α : I → M é uma curva C∞ em M tal que α(0) = p e α′(0) = Vp ∈ TpM .

1.5.2 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exemplo 1.23 ... Seja M uma superf́ıcie em IR3 e v um vector fixo não nulo em IR3. Consider-
emos a função altura relativa ao plano vectorial perpendicular a v:

h : M → IR, h(p) = p · v

onde · representa o produto interno usual em IR3. Como já sabemos f é diferenciável. Para calcular
a respectiva diferencial dhp, consideremos uma curva diferenciável α : I → M tal que α(0) = p e
α′(0) = Vp ∈ TpM . Temos então que:

dhp(Vp) = (h ◦ α)′(0)

=
d

dt
|t=0 (α(t) · v)

= α′(0) · v = Vp · v

Portanto dhp : TpM → IR é a aplicação linear definida por dhp : Vp 7→ Vp · v. Note que dhp(Vp) = 0 ⇔
Vp ·v = 0. Portanto os pontos cŕıticos de h são exactamente os pontos p ∈ M onde TpM é perpendicular
a v.

♣ Exerćıcio 1.28 ... Mostre que a aplicação linear tangente dFp = F∗p : TpM −→ TF (p)N , dada
por (1.5.10), não depende da curva α e é de facto IR-linear.
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♣ Exerćıcio 1.29 ... Sejam M e N duas variedades e F : M → N uma aplicação diferenciável.
Suponhamos que Φ : U ⊆ IRk

u → M é uma parametrização local em torno de p ∈ M , que Ψ : V ⊆ IRk
v → N

é uma parametrização local em torno de F (p) ∈ M , e que nessas coordenadas locais a representação local
de F é dada por:

Ψ−1 ◦ F ◦ Φ : (u1, · · · , uk) 7−→ (v1(u1, · · · , uk), · · · , vk(u1, · · · , uk))

Mostre que:

F∗p

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
p

)
=

k∑

j=1

∂vj

∂ui

∂

∂vj

∣∣∣∣
F (p)

onde
[

∂vj

∂ui

]
é a chamada “a matriz Jacobiana” de F em p.

♣ Exerćıcio 1.30 Método dos multiplicadores de Lagrange I... Seja M = g−1(0) ⊂ IRn, uma
hipersuperf́ıcie regular, em IRn, onde:

g : O ⊆ IRn → IR

é uma função de classe C∞, tal que ∇g(p) 6= 0, ∀p ∈ M , e seja:

f : O ⊆ IRn → IR

uma função diferenciável em O.

Mostre que se a restrição de f à hipersuperf́ıcie M , f |M , tem um máximo ou um mı́nimo local num
ponto x0 ∈ M , então existe um número real λ (um multiplicador de Lagrange) tal que:

∇f(x0) = λ∇g(x0)

• Resolução ... Seja V ∈ Tx0M , um qualquer vector do espaço tangente a M em x0. Como
assinalamos antes, V é o vector velocidade de uma curva diferenciável α : I → IRn, tal que
α(I) ⊂ M e α(0) = x0: V = α′(0).
É claro que f ◦ α tem um extremo local em t = 0, e por isso:

0 = (f ◦ α)′(0) = ∇f(α(0)) · α′(0) = ∇f(x0) ·V
o que significa que ∇f(x0) é ortogonal a Tx0M (uma vez que V é arbitrário).
Mas, Tx0M é o subespaço de IRn ortogonal a ∇g(x0), e portanto existe λ ∈ IR tal que:

∇f(x0) = λ∇g(x0)

♣ Exerćıcio 1.31 Método dos multiplicadores de Lagrange II... Seja G : O ⊆ IRn → IRm,
uma aplicação de classe C∞, definida num aberto O ⊆ IRn, com n ≥ m. Suponhamos que c ∈ IRm é
valor regular de G, de tal forma que M = G−1(c) é uma variedade em IRn, de dimensão k = n−m.

Seja f : O ⊆ IRn → IR uma função diferenciável em O.

Mostre que se a restrição de f à variedade M , f |M , tem um máximo ou um mı́nimo local num ponto
x0 ∈ M , então existem um números reais λ1, · · · , λm (multiplicadores de Lagrange), tais que:

∇f(x0) = λ1∇G1(x0) + · · ·+ λm∇Gm(x0)

♣ Exerćıcio 1.32 ... Seja S : IRn → IRn um endomorfismo simétrico de IRn, e q : IRn → IR a forma
quadrática associada a S, definida por q(x) = x · S(x).

Mostre que existe um base ortonormada {u1,u2, · · · ,un}, de IRn, constitúıda por vectores próprios
de S, (isto é: S(uk) = λk uk, k = 1, ..., n), tal que, para cada k = 1, ..., n, λk = q(uk) é o valor máximo
de q, restrita à esfera unitária no subespaço de IRn, perpendicular aos vectores u1,u2, · · · ,uk−1.
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• Resolução ... Escolhamos u1 como sendo um máximo condicionado da restrição de q, à es-
fera S1 ≡ {x ∈ IRn : ‖x‖2 = 1} (isto é sempre posśıvel...). Consideremos o subespaço de IRn,
perpendicular a u1:

V (u1) = 〈u1〉⊥ = {x ∈ IRn : x · u1 = 0}
e escolhamos u2 como sendo um máximo condicionado da restrição de q, à esfera S2 ≡ {x ∈ V (u1) :
‖x‖2 = 1} (isto é sempre posśıvel...). Consideremos de seguida, o subespaço de IRn, perpendicular
a u1 e a u2:

V (u1,u2) = 〈u1,u2〉⊥ = {x ∈ IRn : x · u1 = 0 = x · u2}
e escolhamos u3 como sendo um máximo condicionado da restrição de q, à esfera S3 ≡ {x ∈
V (u1,u2) : ‖x‖2 = 1} (isto é sempre posśıvel...).
Procedendo sucessivamente desta forma, conseguimos n vectores u1, · · · ,un que são evidentemente
ortonormais. Resta provar que eles são vectores próprios de S.
Como por construção, q tem um máximo condicionado em u1, quando restrita à esfera S1, existe
um multiplicador de Lagrange λ1, tal que:

∇q(u1) = λ1∇g(u1) (1.5.11)

onde g(x) = ‖x‖2−1. Mas o gradiente de q é dado por∇q(x) = 2S(x), e em particular∇g(x) = 2x.
Portanto a condição (1.5.11) é equivalente a:

S(u1) = λ1u1

o que significa exactamente que u1 é vector próprio associado ao valor próprio λ1.
O mesmo argumento pode ser utilizado sucessivamente, para concluir que uk é vector próprio de
S.
A forma quadrática associada a S pode então ser escrita na forma diagonal:

q(x) = q(y1, ..., yn) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + ... + λny2

n (1.5.12)

e é claro que λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λn.

♣ Exerćıcio 1.33 ... Seja M ⊂ IRn uma variedade diferenciável de dimensão k em IRn. Considere
o conjunto:

TM
def
= {(x,v) ∈ IRn × IRn : x ∈ M, v ∈ TxM} (1.5.13)

(i). Mostre que TM é uma variedade diferenciável de dimensão 2k em IRn× IRn. TM diz-se o fibrado
tangente de M .

(ii). Se F : M → N é uma aplicação diferenciável, onde N é uma variedade diferenciável, defina
aplicação TF : TM → TN através de:

TF (x,v) = (F (x), dFx(v)), (x,v) ∈ TM

Mostre que F é diferenciável. Calcule TF em coordenadas locais.

(iii). Mostre que π : TM → M, (x,v) 7→ x, é uma submersão.

♣ Exerćıcio 1.34 ... Seja M ⊂ IRn uma variedade diferenciável de dimensão k em IRn. Considere
o conjunto:

TM⊥ def
= {(x,v) ∈ IRn × IRn : x ∈ M, v ∈ TxM⊥} (1.5.14)

(i). Mostre que TM⊥ é uma variedade diferenciável de dimensão n em IRn×IRn. TM⊥ diz-se o fibrado
normal de M .

(ii ). Mostre que π : TM⊥ → M, (x,v) 7→ x, é uma submersão.
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♣ Exerćıcio 1.35 ... Seja M ⊂ IRn uma variedade diferenciável de dimensão k em IRn. Considere
o conjunto:

T 1M
def
= {(x,v) ∈ IRn × IRn : x ∈ M, v ∈ TxM, ‖v‖ = 1} (1.5.15)

Mostre que T 1M é uma variedade diferenciável de dimensão 2k−1 em IRn× IRn. T 1M diz-se o fibrado
esférico de M . Mostre que π : T 1M → M, (x,v) 7→ x, é uma submersão.

♣ Exerćıcio 1.36 ... Seja F : M → N uma aplicação diferenciável entre variedades M ⊂ IRn e
N ⊂ IRm. F diz-se uma submersão se dFp = F∗p : TpM −→ TF (p)N é sobrejectiva ∀p ∈ M .

(i). Mostre que uma submersão é uma aplicação aberta.

(ii). Mostre que se F : M → N é uma submersão e se M é compacta e N conexa, então F é
sobrejectiva.

(iii). Mostre que não existe qualquer submersão F : M → IRm, onde M é varieadade compacta.

♣ Exerćıcio 1.37 ... Seja p um polinómio homogéneo de n variáveis:

p(tx1, tx2, · · · , txn) = tm p(x1, x2, · · · , xn), ∀t ∈ IR, ∀(x1, x2, · · · , xn) ∈ IRn

onde m é um inteiro ≥ 2. Mostre que se c 6= 0, Mc = p−1({c}) é uma hipersuperf́ıcie em IRn. Mostre que
todas as hipersuperf́ıcies {Mc}c>0 são difeomorfas entre si, bem como todas as hipersuperf́ıcies {Mc}c<0.

♣ Exerćıcio 1.38 *... Seja F : M → N uma aplicação diferenciável entre variedades M e N da
mesma dimensão, e suponha que c ∈ N é um valor regular de F e ainda que M é compacta.

Mostre que F−1({c}) é um conjunto finito {x1, · · · , xN} ⊂ M , e que existe uma vizinhança aberta V
de c em N , tal que F−1(V ) é reunião disjunta U1 ∪ · · · ∪ UN , onde cada Ui é uma vizinhança aberta de
xi que é transformada por F difeomòrficamente sobre V .

1.5.3 Mais exemplos. Envolventes, superf́ıcies regradas e desenvolv́ıveis

♣ Exemplo 1.24 Envolventes... Consideremos uma função de classe C∞:

F : IRn × IR −→ IR
(x, α) 7−→ F (x, α) (1.5.16)

e, para cada valor do “parâmetro” α ∈ IR, definamos a função parcial:

Fα : IRn −→ IR
x 7−→ Fα(x) = F (x, α) (1.5.17)

Portanto F pode ser vista como uma famı́lia {Fα}α∈IR de funções, parametrizada por α.

Suponhamos ainda que, para cada α ∈ IR, 0 é valor regular de Fα, de tal forma que:

Mα = F−1
α (0) ⊂ IRn

é uma hipersuperf́ıcie regular em IRn (para n = 2, uma curva, para n = 3, uma superf́ıcie, etc...).

É fácil ver que 0 é também valor regular de F , de tal forma que M = F−1(0) ⊂ IRn+1 é uma
hipersuperf́ıcie regular em IRn+1. Para n = 2, M = F−1(0) ⊂ IR3 é uma superf́ıcie em IR3, constitúıda
pela reunião das curvas Mα × {α}:

M = ∪α Mα × {α}
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Recorde que T(x,α)M = ker dF(x,α). Este espaço tangente será vertical, isto é, será paralelo ao eixo dos
α′s, exactamente quando (0, · · · , 0, 1) ∈ ker dF(x,α), isto é, quando ∂F

∂α (x, α) = 0. Para n = 2, a curva
em IR3 definida pelas equações: {

F (x, y, α) = 0
∂F
∂α (x, y, α) = 0

(1.5.18)

onde pusemos x = (x, y), é a chamada dobra de M - é a curva de M ao longo da qual a superf́ıcie,
quando vista na direcção do eixo dos α′s, parece dobrar-se. A projecção da dobra de M no plano (x, y)
é a chamada envolvente da famı́lia F = {Fα}. Em geral temos a seguinte:

♣ Definição 1.13 ... A envolvente ou o discriminante da famı́lia F = {Fα} é por definição o
conjunto:

E = EF
def
=

{
x ∈ IRn : tal que

{
F (x, α) = 0
∂F
∂α (x, α) = 0 , para algum α ∈ IR.

}
(1.5.19)

Exemplos ...

• F (x, y, α) = (x − α)2 + y2 − 1. As curvas Mα = F−1
α (0) são circunferências de raio 1, centradas

nos pontos (α, 0) do eixo dos yy. Temos então que:

E =
{
x = (x, y) ∈ IR2 : tal que

{
(x− α)2 + y2 − 1 = 0

−2(x− α) = 0 , para algum α ∈ IR.
}

=
{
(x, y) ∈ IR2 : y = ±1

}

isto é, E é a reunião das rectas y = ±1.

• F (x, y, α) = 2α3 + α(1 − 2y) − x. As curvas Mα = F−1
α (0) são as normais à parábola y = x2.

Temos então que:

E =
{
x = (x, y) ∈ IR2 : tal que

{
2α3 + α(1− 2y)− x = 0

−2(x− α) = 0 , para algum α ∈ IR.
}

=
{
(x, y) ∈ IR2 : 27x2 = 2(2y − 1)3

}

que é a envolvente das normais à parábola y = x2 (ver a figura 1.17).

Figure 1.17: Envolvente das normais à parábola y = x2

♣ Exemplo 1.25 Contorno aparente de superf́ıcies... Em vez de começar, como no exemplo
anterior, com uma superf́ıcie em IR3, M = ∪α Mα × {α}, formada pela reunião das curvas Mα × {α},
podemos começar com uma qualquer superf́ıcie M = F−1(0), onde F : IR3 → IR é C∞ e 0 é valor regular
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de F . Representando de novo por (x, y, α) as coordenadas usuais em IR3, podemos então seccionar M
por planos horizontais α =constante, e projectar sobre o plano xy para obter uma famı́lia de curvas nesse
plano.

Não há qualquer motivo para supôr que estas curvas são todas regulares. De facto 0 não será valor
regular de Fα quando ∂Fα

∂x = ∂F
∂x e ∂Fα

∂y = ∂F
∂y ambas se anulam em (x, y, α), para algum (x, y) ∈ Mα =

F−1
α (0). No entanto, quando isto acontece, certamente que ∂F

∂α não será nula, e portanto o plano tangente
a M em (x, y, α) não será vertical (de facto será horizontal).

Concluindo: os pontos (x, y, α) de M nos quais o plano tangente é vertical são todos pontos regulares
da função Fα, e portanto a curva correspondente Mα = F−1

α (0) é regular. A envolvente desta curvas,
isto é, a envolvente de F restrita ao conjunto dos pontos onde ∂F

∂x e ∂F
∂y não se anulam simultâneamente,

é o chamado contorno aparente de M , na α-direcção.

♣ Exerćıcio 1.39 ... Mostre que a equação da normal à parábola y2 = 4(2 − x), no ponto (2 −
α2,−2α), é F (x, y, α) = α3 + αx + y = 0. Verifique que 0 é valor regular de Fα, ∀α, e que E = {(x, y) ∈
IR2 : 27y2 + 4x3 = 0}.

♣ Exerćıcio 1.40 ... Mostre que a equação da tangente a y = x3, no ponto (α, α3), é F (x, y, α) =
y − 3α2x + 2α3 = 0. Calcule a envolvente de F .

♣ Exerćıcio 1.41 ... Suponha que 0 é valor regular de F : IRn × IR → IR, e que h : IR → IR é um
difeomorfismo (em particular h′ 6= 0). Defina G : IRn× IR → IR através de G(x, α) = F (x, h(α)). Mostre
que 0 é valor regular de cada Gα e que EG = EF .

♣ Exerćıcio 1.42 ... Seja f : I ⊆ IR → IR2 uma curva parametrizada por arco. Para cada valor do
parâmetro α = s, calcule a equação cartesiana F (x, y, s) = 0, da normal à curva no ponto f(s). Mostre
que 0 é valor regular de cada Fs, e calcule a envolvente de F .

• Resolução ... A equação da normal à curva no ponto f(s), é F (x, y, s) = (x− f(s)) · f ′(s) = 0.
0 é valor regular de cada Fs porque nunca se tem simultâneamente F = 0 = ∂F

∂x = 0 = ∂F
∂y . Como:

∂F

∂s
= −f ′ · f ′ + (x− f) · f ′′ = −t · t + (x− f) · kn = −1 + (x− f) · kn

onde t representa a tangente unitária de f e k a curvatura. Portanto:

E =
{
x = (x, y) ∈ IR2 : existe s ∈ IR tal que

{
(x− f(s)) · t(s) = 0

−1 + (x− f(s)) · k(s)n(s) = 0

}

A primeira equação diz que x − f(s) = a(s)n(s) e portanto da segunda equação obtemos: −1 +
an · kn = 0, isto é, a = 1/k (note que a segunda equação implica que k 6= 0). Portanto a equação
da envolvente das normais a f é:

x = f(s) +
1

k(s)
n(s)

que é a chamada evoluta de f (o lugar geométrico dos centros de curvatura da curva f), ¤.

♣ Exerćıcio 1.43 ... Seja f : I ⊆ IR → IR2 uma curva parametrizada por arco. Calcule a envolvente
da famı́lia de circunferências centradas nos pontos de f(I) e de raio fixo igual a r > 0.

♣ Exerćıcio 1.44 ... Seja f : I ⊆ IR → IR3 uma curva parametrizada por arco, com curvatura
k(s) 6= 0, ∀s. Recorde que o plano osculador a f em f(s), é o plano afim que passa em f(s) e que é
gerado pela tangente unitária t e pela normal principal n. Calcule a envolvente destes planos osculadores.
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• Resolução ... A famı́lia dos planos osculadores é dada por:

F (x, s) = (x− f(s)) · b(s) = 0, (x, s) ∈ IR3 × I

onde b = t×n é a binormal. Como ∂F
∂s = −f ′ ·b+(x−f)·b′ = −t·b+(x−f)·(−τn) = −(x−f)·τn,

vem que:

E =
{
x ∈ IR3 : tal que

{
(x− f(s)) · b(s) = 0

(x− f(s)) · τ(s)n(s) = 0 , para algum s ∈ I.
}

onde τ é a torção de f . A primeira equação diz que x−f = at+ bn e portanto da segunda equação
obtemos 0 = (at + bn) · τn = bτ , isto é, τ = 0 ou b = 0. Portanto a envolvente destes planos
osculadores é dada por:

x = f(s) + at(s) + bn(s), onde τ(s) = 0 ou b = 0

e consiste pois dos planos osculadores por inteiro, nos pontos de torção nula, juntamente com todas
as linhas tangentes a f ¤.

♣ Exerćıcio 1.45 ... Suponha de novo que F : IRn × IR −→ IR, (x, α) 7−→ F (x, α) é de classe C∞,
e que 0 é valor regular de F , de tal forma que M = F−1(0) ⊂ IRn+1 é uma hipersuperf́ıcie regular em
IRn+1. Represente por Π : IRn × IR → IRn, (x, α) 7→ x a projecção no primeiro factor, e considere a
restrição π = Π|M : M → IRn.

(i). Mostre que π é um difeomorfismo local em p ∈ M se e só se ∂F
∂α (p) 6= 0 (note que esta é

precisamente a condição para que o espaço tangente TpM não seja vertical).

(ii). Recorde que um ponto cŕıtico de π : M → IRn, é um ponto p ∈ M onde dπp : TpM → IRn

não é um isomorfismo, enquanto que um valor cŕıtico de π, é um ponto x ∈ IRn que é imagem por π
de algum ponto cŕıtico.

O conjunto Σ ⊂ M constitúıdo por todos os pontos cŕıticos de π diz-se o conjunto dobra de F (ou
de M). À projecção E = π(Σ) ⊂ IRn chama-se a envolvente ou o discriminate de F .

Considere agora a aplicação:

G : IRn × IR −→ IR2

(x, α) 7−→ (
F (x, α), ∂F

∂α (x, α)
) (1.5.20)

de tal forma que Σ = G−1(0). Mostre que, se ∂2F
∂α2 (x, α) 6= 0, então G é uma submersão e que portanto

Σ = G−1(0) é, neste caso, uma subvariedade de dimensão n− 1 em M .

(iii). Considere a famı́lia F de circunferências no plano que passam todas no ponto (0, 1/4) e cujos
centros estão sobre a parábola y = x2. Calcule o conjunto dobra Σ de F e a envolvente de F .

♣ Exemplo 1.26 Superf́ıcies regradas e superf́ıcies desenvolv́ıveis...

Uma superf́ıcie regrada M ⊂ IR3 é uma superf́ıcie gerada por uma famı́lia a um parâmetro α = t ∈
I ⊆ IR de rectas: {Dt}t∈I . Estas rectas dizem-se as geratrizes (rectiĺıneas) de M . Como exemplos
simples, temos os cilindros e os cones. Uma parametrização de uma superf́ıcie regrada é do tipo:

Φ(t, λ) = p(t) + λv(t), t ∈ I, λ ∈ IR (1.5.21)

Para cada t fixo, λ 7→ Φ(t, λ) = p(t) + λv(t) é uma parametrização da geratriz Dt, que é portanto uma
recta em IR3 que passa em p(t) e é paralela ao vector v(t) (λ é um parâmetro que seleciona um ponto
sobre essa geratriz). Podemos sempre supôr que ‖v(t)‖ = 1, ∀t. A curva t 7→ p(t) diz-se a directriz de
M .

Exemplo ...
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• Considere a superf́ıcie do hiperbolóide M ⊂ IR3, definido pela equação x2+y2−z2 = 1. A aplicação
Φ :]0, 2π[×IR ⊂ IR2 → IR3, definida por:

Φ(t, λ) = p(t) + λv(t)
= (cos t, sin t, 0) + λ (− sin t, cos t, 1)

é uma parametrização local de M , que exibe M como superf́ıcie regrada, ¤.

O espaço tangente num ponto p = Φ(t, λ) ∈ M , é gerado pelos dois vectores ∂Φ
∂t = p′(t) + λv′(t) e

∂Φ
∂λ = v(t):

TpM = 〈p′(t) + λv′(t), v(t)〉IR, p = Φ(t, λ)

onde ′ = d
dt . Portanto M será regular em p sse estes vectores forem linearmente independentes. Note

que, num ponto regular, o espaço tangente é paralelo à geratriz que passa nesse ponto.

Vejamos sob que condições é que o espaço tangente em dois pontos distintos p1,p2, de uma mesma
geratriz Dt, é o mesmo. Como p1,p2 ∈ Dt, podemos pôr: p1 = Φ(t, λ1) e p2 = Φ(t, λ2) (o mesmo
t em ambos). Os dois espaços tangentes contêm ambos o vector v(t) e, respectivamente, os vectores
p′(t) + λ1 v′(t) e p′(t) + λ2 v′(t). Eles coincidem se e só se os vectores:

{p′(t) + λ1 v′(t), p′(t) + λ2 v′(t), v(t)}

são linearmente dependentes, ou, de forma equivalente, se e só se os vectores {p′(t), v(t), v′(t)} são
linearmente dependentes, ou ainda sse [v(t), v′(t), p′(t)] = v(t) · (v′(t) × p′(t) = 0. Note que esta
condição é independente de λ1 e λ2. Portanto, se ela se verifica, o espaço tangente será sempre o mesmo
em todos os pontos da geratriz Dt. Quando esta condição se verifica para todas as geratrizes de uma
superf́ıcie regrada, diz-se que ela é planificável ou desenvolv́ıvel.

♣ Definição 1.14 ... Uma superf́ıcie regrada M ⊂ IR3, parametrizada por Φ(t, λ) = p(t) + λv(t)
diz-se planificável ou desenvolv́ıvel, se:

[v(t), v′(t), p′(t)] = 0 (1.5.22)

Exemplos ...

• Superf́ıcies cilindricas... neste caso v(t) ≡ v (constante independente de t):

Φ(t, λ) = p(t) + λv

Como v′(t) = 0, a condição (1.5.22) é evidentemente satisfeita.

• Superf́ıcies cónicas... neste caso p(t) ≡ p (constante independente de t), que é o vértice do cone
(deve ser exclúıdo para obter uma superf́ıcie regular):

Φ(t, λ) = p + λv(t)

Como p′(t) = 0, a condição (1.5.22) é evidentemente satisfeita.

Consideremos de novo uma superf́ıcie desenvolv́ıvel M ⊂ IR3, parametrizada por Φ(t, λ) = p(t) + λv(t),
com [v(t), v′(t), p′(t)] = 0. Suponhamos ainda que v(t) e v′(t) são linearmente independentes ∀t.

Vamos mostrar que existe uma curva γ traçada em M , com uma parametrização do tipo:

f : α 7→ f(t) = p(t) + λ(t)v(t) (1.5.23)

que satisfaz a condição seguinte: em todo o ponto f(t) ∈ M , o vector tangente correspondente f ′(t) é
paralelo à direcção v(t) da geratriz Dt, que contem f(t).
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Com efeito, calculemos λ(t), de tal forma a que:

f ′(t) = p′(t) + λ′(t)v(t) + λ(t)v′(t)

seja colinear com v(t), isto é:

f ′(t)× v(t) = 0 = (p′(t) + λ′(t)v(t) + λ(t)v′(t))× v(t)
= p′(t)× v(t) + λ(t)v′(t)× v(t) (1.5.24)

Recorde que suposemos que v(t) e v′(t) são linearmente independentes ∀t (isto é, v(t) × v′(t) 6= 0), e
que {v(t), v′(t), p′(t)} são linearmente dependentes. Logo estes três vectores pertencem ao plano gerado
por v(t) e v′(t), e a relação vectorial (1.5.24) é portanto uma relação de vectores colineares, ambos
perpendiculares a esse plano, que permite pois determinar a função λ(t) pretendida.

A curva que acabamos de construir diz-se a curva de regressão da superf́ıcie desenvolv́ıvel M ⊂ IR3.

♣ Exemplo 1.27 Superf́ıcie desenvolv́ıvel tangente a uma curva em IR3...

Seja t 7→ f(t) uma curva parametrizada regular em IR3, de classe C∞, tal que f ′(t) e f ′′(t) são
linearmente independentes ∀t. Representemos por Dt a recta afim tangente a f em f(t). Esta recta pode
ser representada paramètricamente por:

λ 7→ f(t) + λ f ′(t), λ ∈ IR

e a famı́lia dessas rectas pode ser “reunida” na aplicação:

F (t, λ) = f(t) + λ f ′(t)

que é fácil ver que é uma parametrização de uma superf́ıcie desenvolv́ıvel que se diz a superf́ıcie desen-
volv́ıvel tangente à curva f .

♣ Exemplo 1.28 Superf́ıcie desenvolv́ıvel osculadora...

Suponhamos que S ⊂ IR3 é uma superf́ıcie regular em IR3, e que s 7→ f(s) é uma curva em S,
parametrizada por arco. Consideremos a famı́lia

{
Tf(s)S

}
de espaços tangentes a S, ao longo da curva

f . Se 0 6= h ∈ IR é pequeno, os espaços tangentes Tf(s)S e Tf(s+h)S intersectam-se ao longo de uma
recta, paralela ao vector:

N(s)×N(s + h)
h

e, quando h → 0, esta recta converge para uma posição limite, paralela ao vector:

lim
h→0

N(s)×N(s + h)
h

= lim
h→0

N(s)× N(s + h)−N(s)
h

= N(s)×N ′(s) (1.5.25)

Suponhamos que N ′(s) 6= 0, ∀s, e consideremos a superf́ıcie regrada M , parametrizada por:

Φ(s, λ) = f(s) + λ
N(s)×N ′(s)
‖N ′(s)‖ (1.5.26)

(note que ‖N(s)×N ′(s)‖ = ‖N ′(s)‖). As geratrizes de M são portanto as rectas limite de intersecção de
planos “infinitesimalmente próximos” da famı́lia

{
f(s) + Tf(s)S

}
. M diz-se a superf́ıcie desenvolv́ıvel

osculadora a S, ao longo da curva f .
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Para provar que M é de facto desenvolv́ıvel, vamos ver que é válida a condição (1.5.22), com p = f

e v = N×N ′
‖N ′‖ :

[v,v′, f ′] =

(
N ×N ′

‖N ′‖ ×
(

N ×N ′

‖N ′‖
)′)

· f ′

=
(

N ×N ′

‖N ′‖ × (N ×N ′)′

‖N ′‖
)
· f ′

=
1

‖N ′‖2 (N ×N ′ ·N ′′)N · f ′

= 0 (1.5.27)

Por outro lado:

Φs × Φλ = f ′(s)× N(s)×N ′(s)
‖N ′(s)‖

= (f ′(s) ·N ′(s))
N(s)
‖N ′(s)‖

= −(f ′′(s) ·N(s))
N(s)
‖N ′(s)‖ (1.5.28)

onde aplicamos a fórmula u × (v × w) = (u · w)v − (u · v)w. Portanto se f ′′(s) · N(s) 6= 0 podemos
concluir que M é regular numa vizinhança de λ = 0, e que, além disso, M é tangente a S ao longo de f .

♣ Exerćıcio 1.46 ... Calcular a superf́ıcie desenvolv́ıvel osculadora a uma esfera de raio 1, ao longo
de um paralelo de colatitude constante θ ≡ a.

♣ Exerćıcio 1.47 ... Uma famı́lia diferenciável a um parâmetro de planos {f(t), N(t)} em
IR3, é uma correspondência que associa, a cada t ∈ I ⊆ IR, um ponto f(t) ∈ IR3 juntamente com um
vector unitário N(t) ∈ T(f(t)IR

3 ∼= IR3, de tal forma que f e N são aplicações C∞ em I, tais que
f ′(t) 6= 0, N ′(t) 6= 0 e ainda f ′(t) ·N(t) = 0, ∀t ∈ I.

(i). Mostre que uma famı́lia diferenciável a um parâmetro de planos {f(t), N(t)} em IR3, determina
uma famı́lia diferenciável a um parâmetro de rectas {f(t), N(t)×N ′(t)

‖N ′(t)‖ } em IR3, que por sua vez gera uma
superf́ıcie desenvolv́ıvel M , parametrizada por:

Φ(t, λ) = f(t) + λ
N(t)×N ′(t)
‖N ′(t)‖

Esta superf́ıcie diz-se a envolvente da famı́lia de planos {f(t), N(t)}.
(ii). Mostre que se f ′(t)×(N(t)×N ′(t)) 6= 0, ∀t ∈ I, então a envolvente M é regular numa vizinhança

de λ = 0, e que a normal unitária a M em Φ(t, 0) é N(t).

(iii). Seja s 7→ α(s) uma curva em IR3, parametrizada por arco, cuja curvatura k(s) e torção τ(s)
nunca se anulam. Mostre que a famı́lia de planos osculadores {α(s),b(s)} é uma famı́lia diferenciável a
um parâmetro de planos em IR3, e que a envolvente desta famı́lia é a superf́ıcie desenvolv́ıvel tangente a
α (ver o exemplo 1.27).

1.5.4 Apêndice: Geometria (local) Euclideana de curvas orientadas em IR3

Consideremos uma parametrização natural f : s ∈ S 7→ f(s) ∈ IR3, de uma curva regular em IR3, de
classe Cm (m ≥ 3), de tal forma que ‖f ′(s)‖ ≡ 1. O vector f ′(s), diz-se o vector unitário tangente
em s, à curva (orientada) representada por f , e nota-se por t = t(s) = f ′(s). Notemos que, por mudança
de orientação, o vector tangente muda o seu sentido. Como ‖f ′(s)‖2 = f ′(s) · f ′(s) ≡ 1 ∀s, obtemos por
derivação, que:

f ′′(s) · f ′(s) = f ′′(s) · t(s) = 0 ∀s (1.5.29)
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o que significa que o vector aceleração f ′′(s) = t′(s), é sempre perpendicular ao vector tangente t = f ′.
Definimos então a curvatura de f em s, notada por k(s), como sendo o número (≥ 0):

k(s) ≡ ‖f ′′(s)‖ = ‖t′(s)‖ (1.5.30)

Quando k(s) 6= 0, chama-se raio de curvatura de f em s, ao número

ρ(s) ≡ 1
k(s)

(1.5.31)

Geomètricamente, a curvatura k(s) fornece uma medida de quão ràpidamente a curva f , se afasta da sua
linha tangente em s, numa vizinhança de s.

Assim por exemplo, se f(s) = p+sv (onde p ∈ IR3 e v ∈ IR3 são vectores fixos em IR3, com ‖v‖ = 1)
é uma recta em IR3, então k ≡ 0. Rec̀ıprocamente, se k(s) = ‖f ′′(s)‖ ≡ 0, então por integração deduzimos
que f(s) = p + sv, e portanto f é uma linha recta.

Notemos que f ′′ e a curvatura permanecem invariantes, se mudarmos a orientação da curva f . Nos
pontos em que k(s) 6= 0, podemos definir um vector unitário n(s), na direcção do vector aceleração f ′′(s),
através de:

n(s) ≡ f ′′(s)
k(s)

(1.5.32)

e que é, como já vimos, perpendicular ao vector tangente t(s) = f ′(s). O vector n(s) diz-se por isso,
o vector normal unitário, em s, e o plano que passa em f(s) e é determinado por t(s) e n(s), diz-
se o plano osculador, em s. Este plano consiste portanto dos pontos x ∈ IR3, tais que x − f(s) é
perpendicular a t(s)× n(s), isto é:

x ∈ IR3 : [x− f(s), f ′(s), f ′′(s)] = 0 (1.5.33)

Nos pontos em que k(s) = 0 (que se dizem pontos de inflexão), o vector normal e o plano osculador
não estão definidos.

Para prosseguir a análise local de f , vamos supôr que k(s) 6= 0, ∀s. O vector unitário b(s) =
t(s)×n(s), é perpendicular ao plano osculador, e chama-se o vector binormal, em s. Calculemos b′(s).
Para isso, observemos que, por um lado b′(s) é ortogonal a b(s) (uma vez que ‖b(s)‖2 = b(s) ·b(s) ≡ 1),
e por outro lado (atendendo a que t′(s) = f ′′(s) = k(s)n(s)):

b′(s) = t′(s)× n(s) + t(s)× n′(s)
= k(s)n(s)× n(s) + t(s)× n′(s)
= t(s)× n′(s) (1.5.34)

o que implica que b′(s) é perpendicular também ao vector tangente unitário t(s). Isto significa que b′(s)
deve ser um múltiplo escalar de n(s), i.e., b′(s) = τ(s)n(s), para alguma função τ(s).

Quando f : s ∈ S 7→ f(s) ∈ IR3 é uma parametrização natural de uma curva regular em IR3, de classe
Cm (m ≥ 3), tal que f ′′(s) 6= 0, ∀s, chama-se torção de f em s, e nota-se por τ(s), ao número definido
por:

b′(s) = τ(s)n(s) (1.5.35)

Geomètricamente, |τ(s)| = ‖b′(s)‖ fornece uma medida de quão ràpidamente a curva f , se afasta do
seu plano osculador em s, numa vizinhança de s. Por exemplo, se τ ≡ 0 (e k 6= 0), então b(s) ≡ bo =
constante, e portanto:

d

ds
(f(s) · bo) = f ′(s) · bo = t(s) · bo = 0

isto é, f(s) · bo = constante, o que significa que f(s) está contida num plano perpendicular a bo, e
portanto f é uma curva plana (contida no seu plano osculador). A rećıproca é também válida.

Notemos que, por mudança de orientação, o vector binormal b muda de sinal, uma vez que b = t×n.
Deduzimos por isso que b′, e portanto a torção τ , permanecem invariantes sob mudança de orientação
de f .

Vamos resumir o que fizemos até agora:



1.5. Diferenciais e aplicações tangentes 59

• (i)... A cada valor do parâmetro natural s, associamos um referencial móvel constitúıdo por três
vectores unitários, ortogonais entre si:





t(s) = f ′(s) vector unitário tangente
n(s) = f ′′(s)

k(s) vector unitário normal
b(s) = t(s)× n(s) binormal

(1.5.36)

O referencial:

{f(s); t(s),n(s),b(s)} =





f(s); [E1 E2 E3 ] ·



x′ x′′/k (y′z′′ − z′y′′)/k
y′ y′′/k (z′x′′ − x′z′′)/k
z′ z′′/k (x′y′′ − y′x′′)/k




︸ ︷︷ ︸
R(s)





(1.5.37)

diz-se o triedro de Frenet de f em s.

• (ii)... Em seguida, exprimimos as derivadas t′(s) e b′(s), de t(s) e b(s), na base {t(s),n(s),b(s)}:
t′(s) = k(s)n(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

obtendo deste modo, certas entidades geométricas (a curvatura k(s), e a torção τ(s)), que dão
informação sobre o comportamento de f , numa vizinhança de s.

• (iii)... Calculemos finalmente a derivada n′(s), exprimindo-a na base {t(s),n(s),b(s)}. Como
n = b× t, tem-se que:

n′(s) = b′(s)× t(s) + b(s)× t′(s)
= τ(s)n(s)× t(s) + b(s)× k(s)n(s)
= −τ(s)b(s)− k(s) t(s) (1.5.38)

e obtemos de novo a curvatura e a torção.

As equações acima obtidas:




t′(s) = k(s)n(s)
n′(s) = −k(s) t(s) −τ(s)b(s)
b′(s) = τ(s)n(s)

ou em forma matricial:
[

t′ n′ b′
]

=
[

t n b
] ·




0 −k 0
k 0 τ
0 −τ 0


 (1.5.39)

dizem-se as equações de Frenet da curva f . Por (1.5.37), vem que:
[

t n b
]

= E ·R(s) ⇒ E =
[

t n b
] ·R(s)−1

onde E =
[

E1 E2 E3

]
é a base canónica de IR3, e derivando em ordem s obtemos:

[
t′ n′ b′

]
= E ·R′
=

[
t n b

] ·R−1R′ (1.5.40)

isto é:

R−1R′ =




0 −k 0
k 0 τ
0 −τ 0


 ∈ so(3) (1.5.41)

Finalmente, o plano que passa em f(s) e é determinado pelo par {t(s),b(s)}, diz-se o plano rec-
tificante em s, e o plano que passa em f(s) e é determinado pelo par {n(s),b(s)}, diz-se o plano
normal em s. A seguinte proposição, mostra que a curvatura e a torção descrevem completamente o
comportamento local da curva, a menos de um movimento ŕıgido em IR3:
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♣ Teorema 1.7 (Teorema fundamental da teoria local das curvas em IR3) ... Dadas funções
diferenciáveis k(s) > 0 e τ(s), s ∈ I, existe uma curva parametrizada regular f : I → IR3, tal que s é o
parâmetro comprimento de arco, k(s) é a curvatura e τ(s) a torção de f .

Além disso, qualquer outra curva f̄ , que satisfaz as mesmas condições, difere de f por um movimento
ŕıgido em IR3, isto é, existe uma transformação ortogonal R : IR3 → IR3 (com determinante positivo), e
um vector c ∈ IR3, tais que f̄ = c + R ◦ f .

1.6 Métricas Riemannianas. Comprimento de arco. Isometrias.

1.6.1 Métricas Riemannianas

Comecemos por recordar que um “produto interno” (Euclideano) num espaço vectorial real
V, é uma aplicação:

g : V × V → IR (1.6.1)

que verifica as condições seguintes:

• g é simétrica:
g(v,w) = g(w,v) ∀v,w ∈ V (1.6.2)

• g é bilinear:

g(u + v,w) = g(u,w) + g(v,w) (1.6.3)
g(u,v + w) = g(u,v) + g(u,w) (1.6.4)

g(λu,v) = λ g(u,v) = g(u, λv) (1.6.5)

• g é não degenerada e definida positiva:

g(u,u) ≥ 0 e g(u,u) = 0 ⇔ u = 0 (1.6.6)

∀u,v,w ∈ V, ∀λ ∈ IR. A “norma” (associada a g) de um vector v ∈ V, define-se então por

‖v‖ def= g(v,v)

♣ Definição 1.15 ... Seja M uma variedade em IRn. Uma “métrica Riemanniana”
em M , é uma aplicação g, que a cada ponto p ∈ M , associa um produto interno gp no espaço
tangente TpM , e que varia diferenciàvelmente, no sentido seguinte:

• Se Φ : U ⊂ IRk → IRn é uma parametrização local de M , em torno de p ∈ M , consideremos
para cada q = Φ(u) ∈ Φ(U), a base de TqM , associada à parametrização Φ:

∂

∂ui

∣∣∣∣
q

def
=

∂Φ
∂ui

(u) i = 1, · · · , k

onde Φ(u) = Φ(u1, · · · , uk) = q ∈ M .

• Definamos então as funções gij : U ⊂ IRk → IR, através de:

gij(u1, · · · , uk)
def
= gq

(
∂

∂ui

∣∣
q
, ∂

∂uj

∣∣
q

)
(1.6.7)
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Exige-se então que estas funções sejam de classe C∞.

As funções definidas por (1.6.7), dizem-se os “coeficientes da métrica g”, na parametri-
zaçãoΦ, ou nas coordenadas locais associadas u1, · · · , uk.

A g dá-se por vezes o nome de “tensor métrico” ou ainda “primeira forma funda-
mental”. É usual utilizar a notação seguinte (cujo significado analisaremos em breve), para a
expressão local de g, nas coordenadas locais u1, · · · , uk:

ds2 def= g(u1, · · · , uk) =
∑k

i,j=1 gij(u1, · · · , uk) dui duj (1.6.8)

onde as funções gij são dadas por (1.6.7).

Uma situação particularmente importante, é a seguinte. Seja M uma variedade de dimensão
k em IRn. Como sabemos, o espaço tangente TpM , em cada ponto p ∈ M , é um subespaço
vectorial de IRn. Definamos então um produto interno em cada TpM , restringindo a TpM o
produto interno usual em IRn, isto é:

gp(Up,Vp)
def= Up ·Vp ∀Up,Vp ∈ TpM ⊆ IRn (1.6.9)

Quando M é uma superf́ıcie em IR3, e:

Φ : U ⊂ IR2
(u,v) → IR3

é uma parametrização local de M , os coeficientes da métrica definida por (1.6.9), são em geral
escritos na forma:

E(u, v) def= g11(u, v) =
∂Φ
∂u

(u, v) · ∂Φ
∂u

(u, v)

F (u, v) def= g12(u, v) =
∂Φ
∂u

(u, v) · ∂Φ
∂v

(u, v)

G(u, v) def= g22(u, v) =
∂Φ
∂v

(u, v) · ∂Φ
∂v

(u, v) (1.6.10)

e são funções diferenciáveis em U , com E > 0, G > 0 e ainda EG− F 2 > 0. É usual escrever a
expressão local da métrica g, nas coordenadas locais (u, v), com a seguinte notação:

g = ds2 = E du2 + 2 F du dv + Gdv2 (1.6.11)

1.6.2 Exemplos

♣ Exemplo 1.29 ... A expressão local (1.6.8), para a métrica euclideana usual em IR2, em coorde-
nadas polares, tem o aspecto seguinte:

ds2 def
= g(r, θ) = dr2 + r2 dθ2 (1.6.12)

♣ Exemplo 1.30 ... A expressão local (1.6.8), para a métrica euclideana usual em IR3, em coorde-
nadas esféricas, tem o aspecto seguinte:

ds2 def
= g(r, θ, ϕ) = dr2 + r2 dθ2 + r2 sin2 θ dϕ2 (1.6.13)
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♣ Exemplo 1.31 ... A expressão local (1.6.8), para a métrica euclideana usual em IR3, em coorde-
nadas cilindricas, tem o aspecto seguinte:

ds2 def
= g(r, θ, z) = dr2 + r2 dθ2 + dz2 (1.6.14)

Note que nestes exemplos gij = 0 para i 6= j, isto é, os vectores das base para os espaços tangentes
considerados, são ortogonais entre si. Neste caso diz-se que as coordenadas locais são ortogonais.

♣ Exemplo 1.32 ... Consideremos a esfera de raio 1, S2 ⊂ IR3, e a parametrização local em
coordenadas geográficas:

Φ(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

Como vimos antes, a base para o espaço tangente TpS2, num ponto p = Φ(θ, ϕ) ∈ S2, associada à
parametrização local Φ, é constitúıda pelos dois vectores seguintes:

∂

∂θ

def
=

∂Φ
∂θ

(θ, ϕ) = (cos θ cosϕ, cos θ sin ϕ,− sin θ)

∂

∂ϕ

def
=

∂Φ
∂ϕ

(θ, ϕ) = (− cos θ sin ϕ, sin θ cos ϕ, 0) (1.6.15)

e portanto, os coeficientes da métrica usual em S2, nestas coordenadas esféricas, são:

E(θ, ϕ) =
∂

∂θ
· ∂

∂θ
= cos2 θ cos2 ϕ + cos2 θ sin2 ϕ + sin2 θ = 1

F (θ, ϕ) =
∂

∂θ
· ∂

∂ϕ
= 0

G(θ, ϕ) =
∂

∂ϕ
· ∂

∂ϕ
= sin2 ϕ (1.6.16)

e a expressão local da métrica g nas coordenadas locais (θ, ϕ), é:

g = ds2 = E dθ2 + 2 F dθ dϕ + Gdϕ2

= dθ2 + sin2 θ dϕ2 (1.6.17)

Portanto, se Vp é um vector tangente à esfera, num ponto p = Φ(θ, ϕ), cujas coordenadas na base

{ ∂
∂θ

∣∣
p
, ∂

∂ϕ

∣∣∣
p
} de TpS2, são:

Vp = a
∂

∂θ

∣∣∣∣
p

+ b
∂

∂ϕ

∣∣∣∣
p

então o quadrado do comprimento de Vp é igual a:

‖Vp‖2 = E(θ, ϕ) a2 + 2F (θ, ϕ) ab + G(θ, ϕ) b2

= a2 + b2 sin2 θ (1.6.18)

1.6.3 Comprimento de Arco

Consideremos de novo uma variedade M de dimensão k em IRn, e uma curva α : [a, b] → IRn de
classe C1 por pedaços.

Suponhamos que α(t) ∈ M, ∀t ∈ [a, b], e que M está munida de uma métrica riemanniana
g. Nestas condições define-se o “comprimento de α”, através de:

`(α) def=
∫ b
a

√
gα(t)

(
α′(t), α′(t)

)
dt (1.6.19)
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Suponhamos que Φ : U ⊂ IRk → IRn é uma parametrização local de M , tal que α([a, b]) ⊂
Φ(U), e que:

α(t) = Φ(β(t)) = Φ(u1(t), · · · , uk(t)) (1.6.20)

isto é, β(t) = Φ−1(α(t)) = (u1(t), · · · , uk(t)) é a expressão local da curva α, nas coordenadas
locais u1, · · · , uk.

Temos então que (pela regra da cadeia):

α′(t) =
k∑

i=1

dui

dt

∂Φ
∂ui

(α(t))

=
k∑

i=1

dui

dt

∂

∂ui

∣∣∣∣
α(t)

∈ Tα(t)M (1.6.21)

e portanto:

gα(t)

(
α′(t), α′(t)

)
= gα(t)

(
k∑

i=1

dui

dt

∂

∂ui

∣∣∣∣
α(t)

,
k∑

i=1

dui

dt

∂

∂ui

∣∣∣∣
α(t)

)

=
k∑

i,j=1

dui

dt

duj

dt
gα(t)

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
α(t)

,
∂

∂uj

∣∣∣∣
α(t)

)

=
k∑

i,j=1

gij(u1(t), · · · , uk(t))
dui

dt

duj

dt
(1.6.22)

Para uma curva α nas condições indicadas, define-se a função “comprimento de arco”,
s : [a, b] → IR, através de:

s(t) def=
∫ t
a

√
gα(t)

(
α′(t), α′(t)

)
dt (1.6.23)

Em coordenadas locais é dada por (atendendo a (1.6.22):

s(t) def=
∫ t
a

[∑k
i,j=1 gij(u1(t), · · · , uk(t)) dui

dt
duj

dt

]1/2
dt (1.6.24)

Esta última expressão conduz à notação frequentemente utilizada para o tensor métrico g, e que
já antes foi referida:

ds2 =
k∑

i,j=1

gij(u1, · · · , uk) dui duj

1.6.4 Isometrias

Sejam M e N duas variedades e F : M → N um difeomorfismo local (de tal forma que F∗p :
TpM → TF (p)N é um isomorfismo ∀p ∈ M).

Suponhamos que N está munida de uma métrica Riemanniana h. Podemos então definir
uma métrica Riemanniana em M , chamada o “pull-back” de h por F , e notada por F ∗h,
através de:

(F ∗h)p(Vp,Wp)
def= hF (p)

(
F∗p(Vp), F∗p(Wp)

)
, ∀p ∈ M, , ∀Vp,Wp ∈ TpM

(1.6.25)
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Suponhamos que Φ : U ⊆ IRk
u → M é uma parametrização local em torno de p ∈ M , e que

Ψ : V ⊆ IRk
v → N é uma parametrização local em torno de F (p) ∈ M . Nestas coordenadas

locais a representação local de F é dada por:

Ψ−1 ◦ F ◦ Φ : (u1, · · · , uk) 7−→ (v1(u1, · · · , uk), · · · , vk(u1, · · · , uk))

e a matriz Jacobiana de dFp = F∗p é: [
∂vj

∂ui

]

É fácil ver que:

F∗p

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
p

)
=

k∑

j=1

∂vj

∂ui

∂

∂vj

∣∣∣∣
F (p)

e portanto:

(F ∗h)ij(u1, · · · , uk) = (F ∗h)p

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
p

,
∂

∂uj

∣∣∣∣
p

)

= hF (p)

(
F∗p

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
p

)
, F∗p

(
∂

∂uj

∣∣∣∣
p

))

= hF (p)

(
∂vm

∂ui

∂

∂vm

∣∣∣∣
F (p)

,
∂v`

∂uj

∂

∂v`

∣∣∣∣
F (p)

)

=
∂vm

∂ui

∂v`

∂uj
hF (p)

(
∂

∂vm

∣∣∣∣
F (p)

,
∂

∂v`

∣∣∣∣
F (p)

)

=
∂vm

∂ui

∂v`

∂uj
hm`(v1, · · · , vk)

isto é:

(F ∗h)ij(u1, · · · , uk) =
∑

m,`
∂vm

∂ui
∂v`

∂uj hm`(v1, · · · , vk) (1.6.26)

♣ Definição 1.16 ... Sejam M e N duas variedades munidas de métricas Riemannianas
g e h, respectivamente. Um difeomorfismo F : M → N diz-se uma “isometria” entre (M, g) e
(N, h) se g = F ∗h, isto é se:

gp(Vp,Wp) = (F ∗h)p(Vp,Wp) = hF (p)

(
F∗p(Vp), F∗p(Wp)

)
, ∀p ∈ M, , ∀Vp,Wp ∈ TpM

(1.6.27)

♣ Definição 1.17 ... Sejam M e N duas variedades em IRn munidas de métricas Rie-
mannianas g e h, respectivamente, e F : M → N uma aplicação diferenciável. F diz-se uma
“isometria local” se para cada ponto p ∈ M existe uma vizinhança U de p em M e uma
vizinhança V de F (p) em N tal que F : U → V é uma isometria.

M e N dizem-se “localmente isométricas” se existir uma isometria local de M em N e
uma isometria local de N em M .



1.6. Métricas Riemannianas. Comprimento de arco. Isometrias. 65

É evidente que se F : M → N é um difeomorfismo e uma isometria local então F é uma
isometria global. No entanto pode acontecer que duas variedades sejam localmente isométricas
sem o serem globalmente.

Em particular, se (M, g) é uma variedade munida de uma métrica Riemanniana g, uma
isometria (local) de M é um difeomorfismo (local) F : M → M tal que g = F ∗g. Em termos de
coordenadas locais, atendendo a (1.6.26), esta condição escreve-se na forma:

gij(u1, · · · , uk) =
∑

m,`
∂vm

∂ui
∂v`

∂uj gm`(v1, · · · , vk) (1.6.28)

onde (u1, · · · , uk) 7−→ (v1(u1, · · · , uk), · · · , vk(u1, · · · , uk)) é a representação local de F , nessas
coordenadas locais.

1.6.5 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exemplo 1.33 ... Seja M = IR2 com a métrica usual e N = {(x, y, z) ∈ IR3 : x2 + y2 = 1} o
cilindro em IR3 munido da métrica induzida. M e N não são difeomorfos (nem homeomorfos), mas são
localmente isométricos.

Se Φ : U → V é a aplicação Φ(u, v) = (cos u, sin u, v) definida no aberto U =]0, 2π[×IR ⊂ IR2, então
Φ é uma isometria. De facto a expressão local da métrica gN na parametrização Φ é:

ds2 = du2 + dv2

como é fácil ver.

♣ Exerćıcio 1.48 ... Consideremos a curva α na esfera S2, cuja expressão local em coordenadas
geográficas é:

β : t → (θ(t) =
π

2
− t, ϕ(t) = log cot(

π

4
− t

2
))

com t ∈ [0, π
2 ]. Calcule o seu comprimento (supondo S2 munida da métrica riemanniana usual). Mostre

que a curva α, intersecta os paralelos θ ≡ c (constante), segundo um ângulo constante (α diz-se uma
curva loxodrómica).

• Resolução ... Atendendo a que a expressão local da métrica usual g, nas coordenadas locais
(θ, ϕ), é:

ds2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2

e como:
dθ

dt
= −1

e ainda:
dϕ

dt
=

cosec2(π
4 − t

2 )
2 cot(π

4 − t
2 )

=
1

sin(π
2 − t)

vem que:

`(α) ≡
∫ b

a




k∑

i,j=1

gij(u1(t), · · · , uk(t))
dui

dt

duj

dt




1/2

dt

=
∫ π

2

0

(
E(θ(t), ϕ(t))

(dθ

dt

)2 + 2F (θ(t), ϕ(t))
dθ

dt

dϕ

dt
+ G(θ(t), ϕ(t))

(dϕ

dt

)2
)1/2

dt

=
∫ π

2

0

(
1 +

sin2 θ(t)
sin2(π

2 − t)

)1/2

dt

=
∫ π

2

0

√
2 dt =

π√
2
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Mostremos agora que a curva α intersecta os paralelos θ ≡ c (constante), segundo um ângulo
constante. De facto, designando esse ângulo por φ, temos que:

cos φ =

(
dθ
dt

∂
∂θ + dϕ

dt
∂

∂ϕ

)
· ∂

∂ϕ

‖dθ
dt

∂
∂θ + dϕ

dt
∂

∂ϕ‖‖ ∂
∂ϕ‖

=
dθ
dt F + dθ

dt G

‖α′‖√G

=
1

sin( π
2−t) sin2(π

2 − t)
√

2 sin(π
2 − t)

=
1√
2

♣ Exerćıcio 1.49 Métrica esférica em IR2 ... Considere a esfera S2 ⊂ IR3 munida da métrica
Riemanniana usual h. Consideremos o plano equatorial IR2 ∼= IR2×{0} ⊂ IR3, e seja F : IR2 → S2−{N}
a inversa da projecção estereográfica de S2−{N} sobre o plano equatorial IR2, a partir do pólo norte N .
Note que F é um difeomorfismo.

(i). Construa uma métrica Riemanniana g em IR2 de tal forma que F seja uma isometria, isto é,
construa g = F ∗h.

(ii). Considere a curva em IR2:

α : [0, +∞[→ IR2, α(t) = (x(t), y(t)) = (t, 0)

Calcule seu comprimento quando em IR2 se considera a métrica esférica contrúıda em (i).

• Resolução ... (i). A métrica g que se pretende é definida pela condição:

gp(V,W) = F∗p(V) · F∗p(W)

∀p ∈ IR2, ∀V,W ∈ TpIR2. Vamos calcular uma fórmula expĺıcita para g. Seja p ∈ IR2. A recta
que une (p, 0) ∈ IR2 × {0} ⊂ IR3 a N = (0, 1) ∈ IR2 × IR = IR3 tem por equação:

γ(t) = (tp, 1− t), t ∈ IR

Esta recta intersecta S2 − {N}, quando t = 2
1+‖p‖2 e portanto F é dada por:

F (p) =
(

2p

1 + ‖p‖2 ,
‖p‖2 − 1
1 + ‖p‖2

)
∈ IR2 × IR = IR3

Seja agora V ∈ TpIR2 e α(t) = p+ tV, t ∈ I uma curva tal que α(0) = p e α′(0) = V. Temos então
que:

F∗p(V) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

F (p + tV)

=
(

2(‖p‖2 + 1)V − 4(p ·V)p
(‖p‖2 + 1)2

,
4(p ·V)

(‖p‖2 + 1)2

)

e portanto:

gp(V,W) = F∗p(V) · F∗p(W)

=
4

(‖p‖2 + 1)2
V ·W, ∀V,W ∈ TpIR2 (1.6.29)

A “métrica esférica” g em IR2 é portanto dada por (nas coordenadas usuais x, y de IR2):

ds2 = 1
(1+x2+y2)2 (dx2 + dy2) (1.6.30)
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Por vezes é útil usar notações complexas. Assim se z = x + iy ∈ C ∼= IR2, e pondo:

dz = dx + i dy, dz = dx− i dy, dzdz = dx2 + dy2 (1.6.31)

podemos escrever (1.6.30) na forma:

ds2 = dzdz
[1+|z|2]2 (1.6.32)

(ii). Considere a curva em IR2 munido da métrica esférica (1.6.30):

α : [0,+∞[→ IR2, α(t) = (x(t), y(t)) = (t, 0)

O seu comprimento é dado por:

`(α) =
∫ ∞

0

( 4
(1 + x(t)2 + y(t)2)2

[(dx

dt

)2

+
(dy

dt

)2])1/2

dt

=
∫ ∞

0

2
1 + x(t)2 + y(t)2

√(dx

dt

)2

+
(dy

dt

)2

dt

=
∫ ∞

0

2 dt

1 + t2

= 2 arctg t|∞0 = π

♣ Exerćıcio 1.50 “Semiplano de Poincaré. Métrica Hiperbólica” ... Considere o semi-plano
superior H+:

H+ def
= {(x, y) ∈ IR2 : y > 0}

e a “métrica hiperbólica de Poincaré”:

ds2 = 1
y2 (dx2 + dy2) (1.6.33)

H+ munido desta métrica diz-se o “semiplano de Poincaré”. Considere agora a curva em H+ dada
por:

α : [0, 1[→ H+, α(t) = (x(t), y(t)) = (0, 1− t)

Calcule `(α).

• Resolução ... O comprimento de α é:

`(α) =
∫ 1

0

( 1
y(t)

[(dx

dt

)2

+
(dy

dt

)2])1/2

dt

=
∫ 1

0

[ 1
(1− t]2

(0 + (−1)2)
]1/2

dt

=
∫ 1

0

dt

1− t
= +∞

♣ Exerćıcio 1.51 ... Mostre que o cone de uma folha (sem o vértice):

z = +k
√

x2 + y2 (x, y) 6= (0, 0)

(onde k é uma constante > 0) munido da métrica induzida, é localmente isométrico ao plano IR2 com a
métrica usual.
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Figure 1.18: Isometria local

• Resolução ... Com efeito, suponhamos que 2α ∈]0, π[ é o ângulo no vértice do cone, i.e.,
cotgα = k (ver a figura 1.18).

Consideremos a aplicação F definida no aberto U ⊂ IR2
(ρ,θ), U = {(ρ, θ) : 0 < ρ < +∞, 0 < θ <

2π sin α}, através de:

F (ρ, θ) =
(

ρ sin α cos
(

θ

sin α

)
, ρ sin α sin

(
θ

sin α

)
, ρ cos α

)

É claro que F é um difeomorfismo de U sobre o cone menos uma geratriz. A métrica do cone nas
coordenadas locais (ρ, θ) associadas à parametrização Φ é dada por:

ds2 = dρ2 + ρ2 θ2

que é a expressão da métrica usual de IR2 em coordenadas polares.

♣ Exerćıcio 1.52 ... Considere o semi-plano de Poincaré H+ = {z = x + iy ∈ C : Imz > 0},
munido da métrica hiperbólica de Poincaré:

ds2 =
dx2 + dy2

y2
=
−4dzdz

(z − z)2

(onde usamos as notações complexas (1.6.31)). Considere ainda o grupo SL(2, IR) constitúıdo por todas
as matrizes reais 2× 2, de determinante 1:

SL(2, IR) =
{

g =
[

a b
c d

]
: det g = 1

}

(i). Define-se uma acção de SL(2, IR) em H+, através de:

(g, z) 7→ g · z =
az + b

cz + d
(1.6.34)

Mostre (gh) · z = g · (h · z) e que 1 · z = z, ∀g, h ∈ SL(2, IR), ∀z ∈ H+.

(ii). Mostre que cada aplicação φg : H+ → H+, definida por:

φg(z) = g · z =
az + b

cz + d
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é uma isometria de H+.

(iii). Mostre que a acção (1.6.34) é transitiva, isto é, que dados dois pontos quaisquer z, w ∈ H+,
existe sempre g ∈ SL(2, IR) tal φg(z) = g · z = w.

(iv). Mostre que o subgrupo de isotropia de um qualquer ponto de H+ é isomorfo a SO(2).

• Resolução ...
(i). Cálculo directo.
(ii). É extremamente conveniente utilizar notações complexas, quando trabalhamos com métricas
definidas num aberto de C ∼= IR2, cuja representação nas coordenadas usuais x, y de IR2 tem a
forma:

ds2 = g(x, y) = F (x, y)
(
dx2 + dy2

)

onde F é uma função real estritamente positiva de classe C∞. Estas métricas dizem-se “métricas
conformes” à métrica usual de IR2 (ver o exerćıcio 1.56) (2). Em notações complexas, estas
métricas têm a forma:

ds2 = g(z) = λ2(z, z) dzdz (1.6.35)

onde λ2(z, z) = F
(

z+z
2 , z−z

2i

)
. A norma de um vector tangente ξ ∈ TzIR2 ∼= IR2 ∼= C, relativamente

à métrica g, é igual à norma Euclideana de ξ, |ξ|, multiplicada pelo “factor de escala” λ(z, z).
Suponhamos agora que:

z 7→ w = φ(z)

é uma função holomorfa definida num aberto U de C e tal que φ′(z) 6= 0, ∀z ∈ U . Então φ é uma
aplicação localmente conforme, isto é, φ preserva os ângulos usuais de IR2 (ver o exerćıcio 1.56).
Quando é que φ é uma isometria local? Se ξ ∈ TzIR2 ∼= IR2 ∼= C, é um vector tangente a C
em z, a sua norma, relativamente à métrica g, é igual a λ(z, z)|ξ|. Este vector é transformado
pela diferencial de φ, no vector φ′(z)ξ ∈ Tφ(z)C, cuja norma, relativamente à métrica g, é igual a
λ(φ(z), φ(z))|φ′(z)ξ|. Portanto φ será isometria em z sse a diferencial de φ preserva normas, isto
é, sse:

λ(z, z) = λ(φ(z), φ(z)) · |φ′(z)| (1.6.36)

No nosso caso ds2 = dx2+dy2

y2 = 1
(Imz)2 dzdz e o factor de escala é λ(z) = 1

Imz , z ∈ H+. Por outro

lado φ′g(z) = a(cz+d)−(az+b)c
(cz+d)2 = 1

(cz+d)2 e portanto:

λ(φg(z)) · |φ′g(z)| =
1

Im
(

az+b
cz+d

)
∣∣∣∣

1
(cz + d)2

∣∣∣∣

=
4i

az+b
cz+d − az+b

cz+d

· 1
(cz + d)(cz + d)

=
1

Imz
= λ(z)

o que mostra que φg é uma isometria global, já que φg é bijectiva e φ′g(z) 6= 0, ∀z ∈ H+.

(iii). Note que φg(i) = ai+b
ci+d = bd+ac

c2+d2 + i 1
c2+d2 . Por outro lado, dado u + iv com v > 0, existe

sempre φg : z 7→ az+b
cz+d tal que φg(i) = u + iv. Basta pôr a = u√

v
, b = −√v, c = 1√

v
, d = 0.

(iv). O grupo de isotropia de z = i é por definição constitúıdo por todos os g ∈ SL(2, IR) tais que
φg(i) = i, i.e.:

ai + b

ci + d
= i ⇔ a = d e b = −c

2É um facto, conhecido sob o nome de teorema de Beltrami, que toda a métrica anaĺıtica real definida num
aberto de C ∼= IR2, é localmente conforme à métrica usual de IR2 (ver [DNF], vol.1).
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o que juntamente com a condição de que det g = ad − bc = a2 + b2 = 1, mostra que esse grupo
de isotropia é SO(2). Por outro lado, por (iii). a acção é transitiva e portanto todos os grupos de
isotropia são conjugados entre si e portanto todos isomorfos a SO(2).

♣ Exerćıcio 1.53 ... Considere o plano IR2 munido da métrica esférica dada por (1.6.30):

ds2 =
1

(1 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2) =

dzdz

[1 + |z|2]2

Considere o grupo SU(2):

SU(2) =
{

g =
[

α −β
β α

]
: α, β ∈ C e det g = |α|2 + |β|2 = 1

}

(i). Define-se uma acção de SU(2) em IR2, através de:

(g, z) 7→ g · z =
αz − β

βz + α
(1.6.37)

Mostre (gh) · z = g · (h · z) e que 1 · z = z, ∀g, h ∈ SL(2, IR), ∀z ∈ H+.

(ii). Mostre que cada aplicação φg : IR2 → IR2, definida por:

φg(z) = g · z =
αz − β

βz + α

é uma isometria do plano IR2 munido da métrica esférica.

(iii). Mostre que a acção (1.6.37) é transitiva.

(iv). Calcule o subgrupo de isotropia de z = 0.

♣ Exerćıcio 1.54 ... Considere o disco unitário D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} ⊂ IR2, munido da
métrica:

ds2 =
4

[1− x2 − y2]2
(dx2 + dy2) =

4 dzdz

[1− |z|2]2

(i). Calcule o comprimento do ćırculo α(t) = 1
2 (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π].

(ii). Mostre que cada aplicação φg : D → D, definida por:

φg(z) =
αz + β

βz + α
, onde |α|2 − |β|2 = 1

é uma isometria de (D, ds2).

♣ Exerćıcio 1.55 ... Mostre que a aplicação F : H+ → D, definida por:

F (z) =
z − i

z + i
, onde z ∈ H+

é uma isometria entre
(
H+, ds2 = −4dzdz

(z−z)2

)
e

(
D, ds2 = 4 dzdz

[1−|z|2]2
)
.

♣ Exerćıcio 1.56 “Aplicações conformes”... Sejam M e N duas variedades munidas de métricas
Riemannianas g e h, respectivamente. Um difeomorfismo F : M → N diz-se uma “aplicação con-
forme” entre (M, g) e (N,h) se g = λ2 F ∗h, isto é:

gp(Vp,Wp) = λ(p)2 (F ∗h)p(Vp,Wp) = λ(p)2 hF (p)

(
F∗p(Vp), F∗p(Wp)

)
, ∀p ∈ M, ,∀Vp,Wp ∈ TpM
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onde λ ∈ C∞(M)t.

Sejam M e N duas variedades em IRn munidas de métricas Riemannianas g e h, respectivamente,
e F : M → N uma aplicação diferenciável. F diz-se uma “aplicação conforme local” se para cada
ponto p ∈ M existe uma vizinhança U de p em M e uma vizinhança V de F (p) em N tal que F : U → V
é uma aplicação conforme.

M e N dizem-se “(localmente) conformes” se existir uma aplicação conforme (local) de M em
N .

(i). Mostre que a esfera S2 munida da métrica usual, é localmente conforme ao plano IR2, com a
métrica usual.

(ii). Mostre que F : M → N é uma aplicação conforme (local) se e só se F preserva ângulos (não
orientados).

♣ Exerćıcio 1.57 “Projecção de Mercator”... Considere a parametrização local da esfera (ver
exerćıcio 1.13): S2 = {x ∈ IR3 : ‖x‖2 = 1} em coordenadas geográficas (θ, ϕ).

Φ(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

definida no aberto U = {(θ, ϕ) : 0 < θ < π 0 < ϕ < 2π} ⊂ IR2
(θ,ϕ).

(i). Considere a aplicação F : U ⊂ IR2
(θ,ϕ) → IR2

(u,v), definida por:

F (θ, ϕ) =
(

u = ϕ, v = log tg
θ

2

)

e mostre que uma nova parametrização de Φ(U) = V ⊂ S2 pode ser dada por:

Ψ(u, v) = ( sechu cos v, sechu sin v, tghu)

(ii). Mostre que Ψ−1 : V ⊂ S2 → IR2 é uma aplicação conforme.

(iii). Mostre que que Ψ−1 transforma os meridianos ϕ = const em linhas rectas paralelas ao eixo
dos uu, e as loxodrómicas da esfera (ver exerćıcio 1.48), Cϕ = log tg θ

2 + c, c = const , em linhas rectas
de equação v + Cu = c, onde C = cot 1.

Estas propriedades esplicam porque é que a projecção de Mercator é tão usada no desenho de mapas
da superf́ıcie terrestre, e em particular em navegação maŕıtima.

1.7 Campos de Vectores

1.7.1 Definição. Parêntisis de Lie

♣ Definição 1.18 ... Seja M uma variedade em IRn. Um “campo de vectores” em M
é uma aplicação X que associa um vector tangente Xp ∈ TpM , a cada ponto p ∈ M :

X : p 7→ Xp = X(p) ∈ TpM

Dada uma parametrização local Φ : U ⊆ IRk
u → M de M , para cada ponto p = Φ(u), u ∈ U

temos uma base para TpM associada à parametrização Φ:

∂

∂u1

∣∣∣∣
p

· · · ,
∂

∂uk

∣∣∣∣
p
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Portanto o vector X(p) = Xp pode escrever-se como combinação linear dos elementos dessa
base:

X(p) = X1(u)
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

+ · · ·+ Xk(u)
∂

∂uk

∣∣∣∣
p

(1.7.1)

ficando assim definidas k funções reais Xi : U → IR, i = 1, · · · , k, no aberto U ⊆ IRk. A
expressão (1.7.1) diz-se a “expressão local” do campo X nas coordenadas locais ui (asso-
ciadas à parametrização local Φ). O campo X diz-se de classe C∞ em p ∈ M se existir
uma parametrização local em torno de p na qual as funções reais Xi da expressão local de
X (1.7.1) são de classe C∞. Esta definição não depende da parametrização local Φ. Com efeito
se Ψ : V ⊆ IRk

v → M é uma outra parametrização local em torno de p ∈ M , e se:

X(p) = Y 1(v)
∂

∂v1

∣∣∣∣
p

+ · · ·+ Y k(v)
∂

∂vk

∣∣∣∣
p

é a expressão local do campo X nas coordenadas locais vi (associadas à parametrização local
Ψ), deduzimos de (1.4.14) que:

Y i(v) =
∑k

j=1
∂vi

∂uj (u) Xj(u) (1.7.2)

onde:
∂vi

∂uj
(u) =

∂(Ψ−1 ◦ Φ)i

∂uj
(u)

é a matriz Jacobiana da aplicação de mudança das u-coordenadas para as v-coordenadas.

O campo X diz-se de classe C∞ no aberto V ⊆ M se o fôr em todo o ponto p ∈ V .
Representaremos por X(V ) o conjunto de todos os campos de vectores de classe C∞ no aberto
V ⊆ M .

Um campo de vectores X ∈ X(M) define uma derivação da álgebra C∞(M), i.e., uma
aplicação IR-linear:

X : C∞(M) → C∞(M)

definida por:

(Xf)(p) def= Xp(f) = dfp(Xp), p ∈ M (1.7.3)

que verifica a regra de Leibniz seguinte:

X(fg) = fX(g) + gX(f), ∀f, g ∈ C∞(M) (1.7.4)

Se X,Y ∈ X(M) são vistos como derivações em C∞(M), então:

[X,Y ] def= XY − Y X (parêntisis de Lie de X e Y ) (1.7.5)

é ainda uma derivação de C∞(M) que define um único campo de vectores em X(M), que se
chama o parêntisis de Lie de X e Y . Com efeito é válida a seguinte:

♣ Proposição 1.4 ... Sejam X,Y ∈ X(M) dois campos de vectores C∞ em M . Então
existe um único campo de vectores Z ∈ X(M) tal que:

Zf = (XY − Y X)f, ∀f ∈ C∞(M)

Z nota-se por [X,Y ] e diz-se o “parêntisis de Lie de X e Y ”.



1.7. Campos de Vectores 73

• Dem.: Em primeiro lugar, se Z existe é único. Com efeito, seja Φ : U ⊆ IRk
u → M uma

parametrização local de M , e:

X =
∑

i

Xi(u)
∂

∂ui
, Y =

∑

i

Y i(u)
∂

∂ui

as expressões locais de X e Y , respectivamente, nas coordenadas locais ui (associadas à parametrização
local Φ). Então:

XY f = X


∑

j

Y j(u)
∂f

∂uj


 =

∑

i,j

Xi ∂Y j

∂ui

∂f

∂uj
+

∑

i,j

XiY j ∂2f

∂ui∂uj

Y Xf = Y

(∑

i

Xi(u)
∂f

∂ui

)
=

∑

i,j

Y j ∂Xi

∂uj

∂f

∂ui
+

∑

i,j

XiY j ∂2f

∂ui∂uj

donde:

(XY − Y X)f =
∑

j

(∑

i

(
Xi ∂Y j

∂ui
− Y i ∂Xj

∂ui

)
∂

∂uj

)
f

isto é:

[X, Y ] =
∑

j

(∑
i

(
Xi ∂Y j

∂ui − Y i ∂Xj

∂ui

))
∂

∂uj (1.7.6)

Portanto se existir Z com as propriedades referidas, Z deverá ser expresso em coordenadas locais
pela expressão anterior, e por isso é único.
Para provar a existência, defina-se Z localmente pela expressão (1.7.6). Por unicidade as definições
deverão coincidir nas intersecções de duas quiasquer vizinhanças coordenadas, o que permite definir
Z = [X,Y ] globalmente em todo o M ,

.

♣ Proposição 1.5 ... O parêntisis de Lie define uma aplicação IR-bilinear, X(M)×X(M) →
X(M), que verifica as seguintes propriedades:

[X, Y ] = −[Y,X]
[aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z], a, b ∈ IR
[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 “identidade Jacobi” (1.7.7)

e que portanto mune X(M) de estrutura de álgebra de Lie. Além disso:

[fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X (1.7.8)

onde, se f ∈ C∞(M), fX ∈ X(M) designa o campo (fX)p = f(p)Xp.

1.7.2 Pontos Cŕıticos. Funções de Morse. Lema de Morse

Nesta secção vamos por simplicidade de exposição, restringirmo-nos a funções definidas em su-
perf́ıcies (variedades de dimensão 2). A generalização a dimensões superiores utiliza argumentos
análogos e não apresenta dificuldades adicionais.

Seja f : M → IR uma função de classe C∞ definida numa superf́ıcie M . Como já vimos
um ponto cŕıtico de f é um ponto p ∈ M onde a diferencial dfp : TpM → IR é nula: dfp = 0.
Suponhamos que Φ : U ⊂ IR2

(u,v) → M é uma parametrização local em torno de p, definida
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num aberto U ⊆ IR2
(u,v), e tal que Φ(0, 0) = p. Podemos então considerar o desenvolvimento de

Taylor de ordem 2, centrado no ponto (0, 0), da função f ◦ Φ:

(f ◦ Φ)((0, 0) + (h, k)) = (f ◦ Φ)(0, 0) +
∂(f ◦ Φ)

∂u
(0, 0)h +

∂(f ◦ Φ)
∂v

(0, 0) k +

+
∂2(f ◦ Φ)

∂u2
(0, 0) h2 + 2

∂2(f ◦ Φ)
∂u∂v

(0, 0) h k +
∂2(f ◦ Φ)

∂v2
(0, 0) k2

+ termos de ordem > 2 em h e k (1.7.9)

Como estamos a supôr que p é ponto cŕıtico de f , então (0, 0) é ponto cŕıtico de f ◦Φ e portanto
a parte linear de (1.7.9) anula-se já que:

∂(f ◦ Φ)
∂v

(0, 0) =
∂(f ◦ Φ)

∂v
(0, 0) = 0

Em geral num ponto p não cŕıtico a forma quadrática definida em TpM por:

h
∂

∂u

∣∣∣∣
p

+ k
∂

∂v

∣∣∣∣
p

7−→ ∂2(f ◦ Φ)
∂u2

(0, 0)h2 + 2
∂2(f ◦ Φ)

∂u∂v
(0, 0)h k +

∂2(f ◦ Φ)
∂v2

(0, 0) k2

depende da parametrização local Φ. No entanto quando p é ponto cŕıtico de f essa forma
quadrática está bem definida (não depende de Φ).

♣ Proposição 1.6 ... Seja p é ponto cŕıtico de f : M → IR. Define-se então uma forma
bilinear Hessf(p) : TpM × TpM → IR através de:

Hessf(p)(Xp, Yp)
def
= Xp(Y f) (1.7.10)

onde Xp, Yp ∈ TpM e Y ∈ X(M) é um qualquer campo de vectores tal que Y (p) = Yp. Esta
definição não depende do campo Y escolhido, e Hessf(p) é uma forma bilinear simétrica em
TpM .

• Dem.: Se X ∈ X(M) é um campo de vectores tal que X(p) = Xp, então:

Xp(Y f) = X(Y f)(p)
=

(
Y (Xf) + [X, Y ]f

)
(p)

= Yp(Xf) + [X, Y ]pf
= Yp(Xf) + dfp([X,Y ]p)
= Yp(Xf) (porque p é ponto cŕıtico de f)

Como Yp(Xf) apenas depende de Yp e não de Y ∈ X(M) tal que Y (p) = Yp, o mesmo acontece
a Xp(Y f). Por outro lado a igualdade anterior Xp(Y f) = Yp(Xf) mostra que Hessf(p) é bilinear
simétrica.

.

À forma bilinear simétrica definida na proposição anterior (ou à forma quadrática associada
Xp 7→ Hessf(p)(Xp, Xp), chama-se o “Hessiano de f no ponto critico p”. Se Φ : U ⊂
IR2 → M é uma parametrização local em torno de p, definida num aberto U ⊆ IR2

(u,v), e tal que
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Φ(0, 0) = p, então:

Hessf(p)

(
∂

∂u

∣∣∣∣
p

,
∂

∂u

∣∣∣∣
p

)
=

∂2(f ◦ Φ)
∂u2

(0, 0)

Hessf(p)

(
∂

∂u

∣∣∣∣
p

,
∂

∂v

∣∣∣∣
p

)
=

∂2(f ◦ Φ)
∂u∂v

(0, 0)

Hessf(p)

(
∂

∂v

∣∣∣∣
p

,
∂

∂v

∣∣∣∣
p

)
=

∂2(f ◦ Φ)
∂v2

(0, 0)

o que mostra que o Hessiano é de facto a parte quadrática do desenvolvimento de Taylor (1.7.9).
No entanto a fórmula (1.7.10) mostra que a definição do Hessiano é intŕınsica (não depende das
coordenadas locais em torno de p).

♣ Definição 1.19 ...

• Um ponto cŕıtico p de f diz-se “não degenerado” se o Hessiano Hessf(p) é uma forma
bilinear não degenerada.

• O “́ındice indf (p)” de um ponto cŕıtico não degenerado p, é o ı́ndice da forma bilinear
não degenerada Hessf(p), i.e., o número de sinais (−) quando decompômos a forma
quadrática Hessf(p) numa soma ou diferença de quadrados.

• Uma função f : M → IR de classe C∞ diz-se uma “função de Morse” se todos os seus
pontos cŕıticos são não degenerados.

O Lema seguinte cuja demonstração omitimos, dá uma forma local de uma função de Morse
na vizinhança de um ponto cŕıtico p (não degenerado).

♣ Teorema 1.8 “Lema de Morse” ... Seja p um ponto cŕıtico não degenerado de
f : M → IR. Então existe uma parametrização local em torno de p, definida num aberto
U ⊆ IR2

(u,v), tal que Φ(0, 0) = p, e dois números εp = ±1 e ε′p = ±1 tais que:

(f ◦ Φ)(u, v) = (f ◦ Φ)(0, 0) + εp u2 + ε′p v2 ∀(u, v) ∈ U (1.7.11)

1.7.3 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exemplo 1.34 ... Vamos estudar a posição de uma superf́ıcie M ⊂ IR3 relativamente ao seu
plano afim tangente.

Localmente M pode ser sempre dada como o gráfico de uma função z = f(x, y). Seja p = (a, b, f(a, b)) ∈
M . O plano afim tangente p + TpM tem por equação:

(x− a)
∂f

∂x
(a, b) + (y − b)

∂f

∂y
(a, b) + (z − f(a, b))(−1) = 0

O nosso objectivo é estudar o sinal da função (ver a figura 1.19):

h(x, y) = f(x, y)− f(a, b)− (x− a)
∂f

∂x
(a, b)− (y − b)

∂f

∂y
(a, b)
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Figure 1.19: Posição de M relativamente ao seu plano afim tangente.

Suponhamos que:

∆ =
∂2f

∂x2
(a, b)

∂2f

∂y2
(a, b)−

(
∂2f

∂x∂y
(a, b)

)2

6= 0

Como h e f têm as mesmas segundas derivadas e como:

h(a, b) =
∂h

∂x
(a, b) =

∂h

∂x
(a, b) = 0

o Lema de Morse permite concluir que existe um aberto U ⊆ IR2 que contem (a, b) e coordenadas locais
(u, v) tais que, nestas novas coordenadas:

h |U= ±u2 ± v2

Portanto:

• Se ind(a,b)h = 0, então h |U= u2+v2, e localmente M fica por cima do plano afim tangente, apenas
intersectando-o em p.

• Se ind(a,b)h = 2, então h |U= −u2 − v2, e localmente M fica por baixo do plano afim tangente,
apenas intersectando-o em p.

• Se ind(a,b)h = 1, então h |U= u2 − v2, por exemplo, e localmente M intersecta o plano afim
tangente ao longo das curvas u = v e u = −v (ver a figura 1.20).

Figure 1.20: Posição de M relativamente ao seu plano afim tangente.
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♣ Exemplo 1.35 ... Note que quando p é ponto cŕıtico degenerado, nada pode ser dito quanto
à posição relativa de M e de p + TpM . De facto, os gráficos das funções seguintes IR2 → IR mostram
diferentes comportamentos relativamente ao plano xy (ver a figura 1.21):

f1(x, y) = x2

f2(x, y) = x2y2

f3(x, y) = x(x2 − 3y2)

f4(x, y) = e
− 1

x2+y2 sin
1

x2 + y2

Figure 1.21: Posição de M relativamente ao seu plano afim tangente.

♣ Exerćıcio 1.58 ... Demonstrar a proposição 1.5.

♣ Exerćıcio 1.59 ... Em IR3
x,y,z considere os campos de vectores X = x ∂

∂x−x2z ∂
∂z e Y = y ∂

∂x+yz ∂
∂y ,

e as funções f(x, yz) = x2yz e g(x, y, z) = x + y3. Calcule:

[X,Y ], Xf, Y g, [fX, gY ]

♣ Exerćıcio 1.60 ... Considere o toro T2 ⊂ IR3 descrito no exerćıcio 1.14, com a = 2 e r = 1, e a
função f : T2 → IR definida por:

f(p) = distância de p ao plano y = 3, p ∈ T2

Calcule os pontos cŕıticos de f , verifique quais são não degenerados e calcule os seus ı́ndices.

♣ Exerćıcio 1.61 ... Seja M uma variedade diferenciável munida de uma métrica Riemanniana
g = 〈 , 〉, e seja f ∈ C∞(M). Define-se o “campo gradiente de f”, como sendo o campo de vectores
∇f ∈ X(M) tal que:

〈(∇f)p,Vp〉 = dfp(Vp), ∀p ∈ M, ∀Vp ∈ TpM (1.7.12)

(i). Calcule as componentes de ∇f em função das componentes gij de g em coordenadas locais, e
prove que ∇f é um campo C∞.

(ii). Mostre que (∇f)p = 0 se e só se p é ponto cŕıtico de f .

(iii). Mostre que f é estritamente crescente ao longo de cada curva integral não singular de ∇f , e
deduza que ∇f não possui órbitas fechadas.

(iv). Mostre que as curvas integrais de ∇f são ortogonais às hipersuperf́ıcies de ńıvel de f em M .

(v). Fixemos p ∈ M , tal que ∇f 6= 0 e consideremos a esfera unitária S = {Vp ∈ TpM : ‖Vp‖ =
1} ⊂ TpM . Mostre que a função Vp ∈ S 7→ dfp(Vp) atinge um máximo em Vp = (∇f)p

‖(∇f)p‖ , e que portanto
(∇f)p dá a direcção de máxima variação de f em p.
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1.8 Campos de Vectores e Fluxos

♣ Definição 1.20 ... Um fluxo numa variedade (diferenciável) M , é uma aplicação (di-
ferenciável):

Fl : IR×M −→ M (1.8.1)

que verifica:

Fl(0, x) = x

Fl(t,Fl(s, x)) = Fl(t + s, x) (1.8.2)

∀t, s ∈ IR, ∀x ∈ M .

Alternativamente um fluxo Fl em M , pode ser visto como um grupo a um parâmetro de
difeomorfismos de M , isto é, como um homomorfismo do grupo aditivo (IR, +) no grupo
Diff(M) dos difeomorfismos de M :

Fl : IR −→ Diff(M) t 7→ Flt

que portanto verifica:

Fl0 = IdM Flt ◦ Fls = Flt+s Fl−t = Fl−1
t (1.8.3)

Para cada x ∈ M , a curva:

αx : IR −→ M t 7→ αx(t) = Flt(x) (1.8.4)

diz-se a linha de fluxo ou curva integral que passa em x. A imagem αx(IR) ⊂ M diz-se a
órbita de x.

Por cada x ∈ M passa uma única órbita. Por outro lado, uma linha de fluxo apenas pode
ser de um e um só dos seguintes tipos (prova?):

• uma imersão injectiva.

• uma imersão periódica, i.e., αx : IR → M é imersão e existe algum s > 0 tal que
αx(t + s) = αx(t), ∀t ∈ IR.

• constante. Neste caso αx(t) ≡ x diz-se um ponto fixo.

♣ Definição 1.21 ... Um fluxo local numa variedade (diferenciável) M , é uma aplicação
diferenciável:

Fl : O ⊆ IR×M −→ M (1.8.5)

definida num aberto O ⊆ IR×M , que verifica as condições seguintes:

• O contem {0} × M e para cada x ∈ M , a intersecção Ix
def
= O ∩ (IR × {x}) é um

intervalo aberto de IR que contem 0 ∈ IR.

• Fl satisfaz:

Fl(0, x) = x ∀x ∈ M

Fl(t, Fl(s, x)) = Fl(t + s, x) (1.8.6)

∀t, s, x para os quais ambos os membros estão definidos.
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Claramente que um fluxo local para o qual O = IR×M é um fluxo (global). Note que para
um fluxo local não podemos em geral falar do difeomorfismo Flt uma vez que para um t 6= 0
fixo x 7→ Flt(x) pode não estar definido em todo o M . A linha de fluxo αx : t 7→ αx(t) = Flt(x)
que passa em x, agora está definida num intervalo aberto Ix = O∩ (IR×{x}) de IR que contem
0. No entanto podemos falar do difeomorfismo local Flt : U → Fl(U) definido num certo aberto
U , com U e t suficientemente pequenos.

♣ Definição 1.22 ... Dado um fluxo (local ou global) em M , ao campo de vectores:

X : x 7→ Xx
def
= α′x(0) ∈ TxM (1.8.7)

chama-se o campo de velocidades ou o gerador infinitesimal de Fl.

♣ Teorema 1.9 ... Todo o campo de vectores X ∈ X(M) é gerador infinitesimal de um
único fluxo local maximal FlX em M . Quando X tem suporte compacto, FlX é um fluxo global.
Em particular, numa varieade compacta, todo o campo de vectores X ∈ X(M) é gerador in-
finitesimal de um único fluxo global FlX em M .

• Dem.: (esboço)

• O teorema de existência e unicidade de soluções de equações diferenciais ordinárias implica que,
para cada x ∈ M existe um intervalo aberto maximal Ix ⊂ IR, que contem 0, e uma única curva
integral αx : Ix → M de X, tal que αx(0) = x. Definimos então:

FlXt (x) = FlX(t, x) def= αx(t) (1.8.8)

onde αx é a única curva integral αx : Ix → M de X, acima referida. FlX(t, x) é uma função de
classe C∞, atendendo ao teorema da dependência diferenciável das soluções de equações diferenciais
ordinárias, relativamente às condições iniciais. Além disso, se FlX está definida em (t, x) também
está definida para (s, y) próximo.
As condições FlX(0, x) = x e FlX(t,FlX(s, x)) = FlX(t + s, x) deduzem-se do facto de que, para
cada y ∈ M , FlX |Iy×{y} é uma curva integral de X. Com efeito, por (1.8.8) vem que FlX(0, x) =
αx(0) = x. Por outro lado:

t 7→ FlX(t + s, x) e t 7→ FlX(t,FlX(s, x))

(para todo o t para o qual estão definidas) são duas curvas integrais maximais de X, que no instante
t = 0 passam ambas em FlX(s, x), e por unicidade coincidem portanto.
Resta mostrar que:

O def=
⋃

x∈M

Ix × {x}

é um aberto que contem {0} ×M (claro!), e que FlX é diferenciável. A demonstração completa
destes factos pode ser vista em [Sp], vol.1, por exemplo.

• Suponhamos finalmente que K = supp(X) é compacto. Então o compacto {0} ×K tem distância
positiva relativamente ao conjunto fechado disjunto (IR×M)−O (se este fôr não vazio!). Portanto
[−ε, ε] × K ⊂ O, para algum ε > 0. Se x 6∈ K então Xx = 0, e por isso FlX(t, x) = x, ∀t e
IR×{x} ⊂ O. Portanto [−ε, ε]×M ⊂ O. Como FlX(t+ ε, x) = FlX(t, FlX(ε, x)) existe para |t| ≤ ε
(porque o segundo membro existe ∀t : |t| ≤ ε), temos que [−2ε, 2ε] × M ⊂ O, e repetindo este
argumento obtemos finalmente que IR×M = O.

.
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Aproveitamos ainda esta secção para introduzir algumas derivadas de Lie ao longo de um
campo de vectores X ∈ X(M). Nomeadamente para cada X ∈ X(M), define-se:

• Derivada de Lie de uma função :

LXf(x) def= d
dt |t=0 f(FlXt (x)) = Xxf f ∈ C∞(M) (1.8.9)

• Derivada de Lie de um campo de vectores :

LXY
def= d

dt |t=0 (FlXt )∗Y = d
dt |t=0

(
T (FlX−t) ◦ Y ◦ FlXt

) ∀Y ∈ X(M) (1.8.10)

♣ Exerćıcio 1.62 ... Mostre que:
LXY = [X, Y ]

∀X,Y ∈ X(M).

♣ Exerćıcio 1.63 ... Sejam X,Y ∈ X(M) dois campos de vectores C∞ numa variedade M , e x ∈ M
um ponto onde X e Y não se anulam. Defina-se para t suficientemente pequeno, a curva σ:

σ(t) def= FlY−tFlX−tFlYt FlXt (x)

Mostre que:
[X, Y ]x = lim

t→0
σ′(
√

t)

♣ Teorema 1.10 ... Seja X ∈ X(M) e Y ∈ X(N) dois campos φ-relacionados, onde
φ : M → N é uma aplicação diferenciável. Então:

φ ◦ FlXt = FlYt ◦ φ (1.8.11)

sempre que ambos os membros estiverem definidos. Em particular, se φ é um difeomorfismo,
tem-se que:

Flφ
∗Y

t = φ−1 ◦ FlYt ◦ φ (1.8.12)

e ainda:
Flφ∗Xt = φ ◦ FlXt ◦ φ−1 (1.8.13)

• Dem.: Com efeito:

d

dt
(φ ◦ FlXt ) = Tφ ◦ d

dt
FlXt = Tφ ◦X ◦ FlXt = Y ◦ φ ◦ FlXt

e como φ(FlX(0, x)) = φ(x), conclúımos que t 7→ φ(FlX(t, x)) é uma curva integral do campo de
vectores Y em N , que no instante t = 0 passa em φ(x). Portanto:

φ(FlX(t, x)) = FlY (t, φ(x)) ⇒ φ ◦ FlXt = FlYt ◦ φ

.

♣ Exerćıcio 1.64 ... Mostre que, se X, Y ∈ X(M), então as condições seguintes são equivalentes:

• LXY = [X, Y ] = 0

• (FlXt )∗Y = Y , sempre que definidos.
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• FlXt ◦ FlYs = FlYs ◦ FlXt , sempre que definidos.

Para finalizar esta secção vamos ainda demonstrar o seguinte resultado que será utilizado na
secção seguinte:

♣ Teorema 1.11 Teorema da rectificação local para campos de vectores ...

(i). Seja X um campo de vectores C∞, definido numa vizinhança de um ponto x ∈ M , e
tal Xx 6= 0. Então existe uma carta local (U ; x1, · · · , xn) em torno de x, tal que:

X =
∂

∂x1
em U

Mais geralmente:

(ii). Sejam X1, · · · , Xk campos de vectores C∞, definidos e linearmente independentes numa
vizinhança de um ponto x ∈ M . Então se:

[Xi, Xj ] = 0 ∀i, j = 1, · · · , k (1.8.14)

existe uma carta local (U ; x1, · · · , xn) em torno de x, tal que:

Xi =
∂

∂xi
em U i = 1, · · · , k

• Dem.:

• (i). O resultado é local, e por isso podemos supôr que M = IRn (munido das coordenadas usuais
r1, · · · , rn), que x = 0, e ainda que X(0) = ∂

∂r1 |0. A ideia da prova é utilizar o facto de que
por cada ponto (0, r2, · · · , rn), numa vizinhança de 0, passa (no instante t = 0) uma única curva
integral de X. Se p pertence à curva integral que passa em (0, r2, · · · , rn) (no instante t = 0), então
p = FlXt (0, r2, · · · , rn) para um único t, e atribúımos a p as novas coordenadas (t, r2, · · · , rn).

Mais detalhadamente, consideremos a aplicação:

Φ(r1, · · · , rn) def= FlXr1(0, r2, · · · , rn)

que está definida e é diferenciável numa certa vizinhança de 0 ∈ IRn. Podemos então calcular que,
para i = 2, · · · , n:

dΦ(
∂

∂ri
|0)(f) =

∂

∂ri
|0(f ◦ Φ)

= lim
t→0

f(Φ(0, · · · , t, · · · , 0))− f(0)
t

= lim
t→0

f(0, · · · , t, · · · , 0)− f(0)
t

=
∂

∂ri
|0(f)
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Por outro lado, para a = (a1, · · · , an):

dΦ(
∂

∂r1
|a)(f) =

∂

∂r1
|a(f ◦ Φ)

= lim
t→0

f(Φ(a1 + t, a2, · · · , an))− f(Φ(a))
t

= lim
t→0

f
(
FlXa1+t(0, a2, · · · , an)

)− f(Φ(a))
t

= lim
t→0

f
(
(FlXt ◦ FlXa1)(0, a2, · · · , an)

)− f(Φ(a))
t

= lim
t→0

f
(
FlXt (Φ(a)

)− f(Φ(a))
t

= XΦ(a)(f) (1.8.15)

Em particular dΦ( ∂
∂r1 |0)(f) = XΦ(0)(f) = X0(f) = ∂

∂r1 |0(f), já que suposemos por hipótese que
X0 = ∂

∂r1 |0. Fica assim demonstrado que a diferencial dΦ0 é a identidade, e portanto, pelo teorema
da inversão local, Φ−1 existe e é diferenciável numa certa vizinhança de 0. Podemos então usar
ϕ = Φ−1 como uma nova carta local numa vizinhança de x = 0. Se xi são as correspondentes
coordenadas locais, então (1.8.15) diz que dΦ( ∂

∂r1 ) = X ◦ Φ, e isto implica que X = ∂
∂x1 .

• (ii). Como antes, podemos supôr que M = IRn, que x = 0, e ainda que:

Xi(0) =
∂

∂ri
|0 i = 1, · · · , k

(se necessário fazemos uma mudança linear de coordenadas). Suponhamos agora que FlXi
t é o fluxo

local de cada campo Xi, e consideremos a aplicação:

Φ(r1, · · · , rn) def=
(
FlX1

r1 ◦ FlX2
r2 ◦ · · · ◦ FlXk

rk

)
(0, · · · , 0, rk+1, · · · , rn)

que está definida e é diferenciável numa certa vizinhança de 0 ∈ IRn. Calculando de forma análoga
à parte (i), obtemos:

dΦ(
∂

∂ri
|0) =

{
Xi(0) = ∂

∂ri |0 i = 1, · · · , k
∂

∂ri |0 i = k + 1, · · · , n

o que significa que a diferencial dΦ0 é a identidade e portanto, pelo teorema da inversão local, Φ−1

existe e é diferenciável numa certa vizinhança de 0. Podemos então usar ϕ = Φ−1 como uma nova
carta local numa vizinhança de x = 0. Se xi são as correspondentes coordenadas locais, então:

X1 =
∂

∂x1

tal como em (i). Note que até aqui, não foi usada a hipótese (1.8.14). Mas pelo exerćıcio 1.64, a
hipótese (1.8.14) é equivalente à comutação dos fluxos FlXi

t , (i = 1, · · · , k), e em particular vemos
que, para cada i = 1, · · · , k, Φ pode também ser escrita na forma:

Φ(r1, · · · , rn) def=
(
FlXi

ri ◦ FlX1
r1 ◦ · · · ◦ FlXk

rk

)
(0, · · · , 0, rk+1, · · · , rn)

e o argumento anterior mostra que:

Xi =
∂

∂xi
i = 1, · · · , k

.
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1.9 Variedades orientáveis

1.9.1 Orientação

Nesta secção vamos discutir em que sentido e quando é que é posśıvel orientar uma variedade
em IRn. Consideremos por exemplo o caso das superf́ıcies em IR3. Intuitivamente, uma vez que
para cada ponto p ∈ M temos um espaço tangente TpM , a escolha de uma orientação em TpM
induz uma orientação numa certa vizinhança de p, isto é, uma noção de movimento positivo
em torno de curvas suficientemente pequenas que envolvem cada ponto nessa vizinhança (ver a
figura 1.22).

Figure 1.22: Variedade orientável

Se fôr posśıvel efectuar essa escolha para cada ponto p ∈ M de forma coerente, isto é, de
tal forma que na intersecção de duas quaisquer vizinhanças as orientações coincidam, então M
diz-se orientável. Caso contrário diz-se não orientável. O caso mais simples de uma superf́ıcie
não orientável é a chamada tira de Moebius (ver a figura 1.25).

Antes de precisar estas ideias intuitivas, precisamos de alguns preliminares. Assim supon-
hamos que M é uma variedade de dimensão k em IRn. Duas parametrizações locais de M ,
Φ : Uα ⊂ IRk

u → M e Ψ : V ⊂ IRk
v → M dizem-se “coerentes” se U ∩V = ∅ ou se U ∩V 6= ∅ e a

matriz Jacobiana da aplicação de mudança de coordenadas Ψ−1 ◦Φ, tiver determinante positivo
em todos os pontos u ∈ Φ−1(U ∩ V ):

detJac
(
Ψ−1 ◦ Φ

)
(u) > 0, ∀u ∈ Φ−1(U ∩ V ) (1.9.1)

Suponhamos que p = Φ(u) = Ψ(v) ∈ U ∩V . Em TpM temos duas bases
{

∂
∂uj

∣∣
p

}
e

{
∂

∂vj

∣∣
p

}
,

associadas respectivamente a Φ e a Ψ. Por (1.4.9), temos que:

∂

∂uj

∣∣∣∣
p

=
k∑

i=1

∂vi

∂uj
(p)

∂

∂vi

∣∣∣∣
p

onde
[

∂vi

∂uj (p)

]
é a matriz Jacobiana da aplicação de mudança das u-coordenadas para as v-

coordenadas.
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Figure 1.23: Parametrizações locais coerentes

Portanto a condição de coerência de duas parametrizações locais Φ : U ⊂ IRk
u → M e

Ψ : V ⊂ IRk
v → M , com U ∩ V 6= ∅, é que:

det
[

∂vi

∂uj
(p)

]
> 0, ∀p ∈ Φ(U) ∩Ψ(V )

o que significa que as bases
{

∂
∂uj

∣∣
p

}
e

{
∂

∂vj

∣∣
p

}
pertencem à mesma classe de orientação de TpM ,

como veremos em breve (ver exerćıcio 1.68).

♣ Definição 1.23 ... Uma variedade M diz-se “orientável” se existir uma colecção de
parametrizações locais {Φα : Uα → Vα ⊂ M}α de M , tais que M = ∪αVα e duas quaisquer
dessas parametrizações forem coerentes.

Uma tal colecção {Φα}α (se existir) diz-se uma “orientação” para M . M diz-se não ori-
entável quando não existe qualquer orientação. Finalmente M diz-se “orientada” se M fôr
orientável e se foi feita uma escolha de orientação {Φα}α.

Dada uma variedade orientada (M, {Φα}α), uma parametrização Φ : U → V ⊂ M diz-se
“positiva” se Φ é coerente com todas as parametrizações Φα.

Uma maneira alternativa de caracterizar orientações é através de campos de vectores normais
(ver a figura 1.24).

♣ Definição 1.24 ... Seja M uma variedade de dimensão k em IRn. O espaço normal”
a M em p ∈ M é definido por:

TpM
⊥ def

= {v ∈ IRn : v ·Vp = 0 ∀Vp ∈ TpM} (1.9.2)

Um “campo de vectores normais” a M , é uma aplicação N que associa um vector normal
N(p) = Np ∈ TpM

⊥ a cada ponto p ∈ M :

N : p 7→ N(p) = Np ∈ TpM
⊥ ⊂ IRn

N diz-se de classe C` (` ≥ 0) se a aplicação N : M → IRn fôr de classe C`.

É claro que dimensãoTpM
⊥ = n − k = à codimensão de M em IRn. Por exemplo, se

F : O ⊂ IRn → IRm é C∞ e se c ∈ IRm é valor regular de F , então M = F−1(c) é uma variedade
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Figure 1.24: Campo de vectores normais a M

de codimensão m em IRn e o espaço normal a M em p é o subespaço vectorial de IRn gerado
pelos m vectores linearmente independentes:

∇F 1(p), · · · ,∇Fm(p)

♣ Teorema 1.12 ... Se uma variedade de dimensão k em IRn admite n − k campos de
vectores normais cont́ınuos N1, · · · , Nn−k, linearmente independentes em cada ponto p ∈ M ,
então M é orientável.

• Dem.: Seja A a colecção de todas as parametrizações locais de M , do tipo Φ : U ⊂ IRk → M ,
onde U é aberto conexo em IRk e tais que ∀u = (u1, · · · , uk) ∈ U , com p = Φ(u), a matriz n× n:

MΦ(u) =

[
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

, · · · ,
∂

∂uk

∣∣∣∣
p

, N1(p), · · · , Nn−k(p)

]

cujas colunas são as componentes dos vectores indicados, na base canónica de IRn, tem determinante
positivo.

Para cada u ∈ U , MΦ(u) é inverśıvel e como MΦ depende cont̀ınuamente de u o seu determinante
não muda de sinal no aberto conexo U . Se para uma certa parametrização Ψ : V ⊂ IRk → M ,
com V conexo, tivermos detMΨ < 0 podemos trocar o sinal de Ψ (por exemplo compondo Ψ com
a reflexão (u1, u2, · · · , uk) 7→ (−u1, u2, · · · , uk)), e obter uma parametrização em A com a mesma
imagem de Ψ. Desta forma obtemos uma cobertura de M por imagens de parametrizações em A.
Resta então provar que A é uma orientação para M , isto é, que duas quaisquer parametrizações
em A são coerentes.

Suponhamos então que Φ : U → M e Ψ : V → M são duas parametrizações em A e que p ∈
Φ(U) ∩Ψ(V ). Como:

∂

∂uj

∣∣∣∣
p

=
n∑

i=1

Aj
i (p)

∂

∂vi

∣∣∣∣
p

onde:

A = Ai
j(p) =

∂vi

∂uj
(p) =

∂(Ψ−1 ◦ Φ)i

∂uj
(u)

é a matriz Jacobiana da aplicação de mudança de coordenadas Ψ−1 ◦ Φ, temos que:

MΦ(u) = MΨ(v) Ã

onde:

Ã =
[

A 0
0 1

]
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Finalmente, como detMΦ(u) > 0 e detMΨ(v) > 0 resulta que:

0 < det Ã = det A

.

1.9.2 Exemplos e Exerćıcios

♣ Exerćıcio 1.65 ... Mostre que se M está definida como imagem inversa de um valor regular,
então M é orientável.

♣ Exerćıcio 1.66 “Tira de Moebius”... Considere um ćırculo S de equação x2 + y2 = 4, z = 0,
no plano xy de IR3, e um segmento aberto AB no plano yz, dado por y = 2, |z| < 1. Move-se o centro c
de AB ao longo do ćırculo S, rodando ao mesmo tempo AB em torno de c, no plano cz, de tal forma que
quando c rodou um ângulo u, AB rodou um ângulo u/2. Portanto, quando c completa uma volta inteira,
AB regressa à sua posição inicial embora com as suas extremidades invertidas (ver a figura 1.25).

Figure 1.25: Tira de Moebius

(i). Construa parametrizações para a superf́ıcie M obtida pelo processo acima descrito, e mostre que
M é variedade diferenciável.

(ii). Mostre que M não é orientável.

(iii). Será posśıvel exibir a Tira de Moebius com imagem inversa de um valor regular?

• Resolução ... Uma parametrização para a Tira de Moebius, é dada por:

Φ(u, v) =
((

2− v sin
u

2

)
sin u,

(
2− v sin

u

2

)
cos u, v cos

u

2

)

definida em U = {(u, v) : 0 < u < 2π, −1 < v < 1}. Φ(U) omite os pontos do intervalo aberto
Φ(0, v). Tomando agora novas coordenadas (ũ, ṽ) onde ũ mede o ângulo relativamente ao eixo dos
xx, obtemos uma outra parametrização :

Ψ(ũ, ṽ) =
((

2− ṽ sin
ũ

2
+

π

4

)
cos ũ,−

(
2− ṽ sin

ũ

2
+

π

4

)
sin ũ, ṽ cos

ũ

2
+

π

4

)

definida em Ũ = {(ũ, ṽ) : 0 < ũ < 2π, −1 < ṽ < 1} e que agora omite o intervalo aberto Φ(π/2, v).
Observemos agora que U ∩ Ũ tem duas componentes conexas:

W1 =
{

Φ(u, v) :
π

2
< u < 2π

}

W2 =
{

Φ(u, v) : 0 < u <
π

2

}
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As mudanças de coordenadas são dadas por:

(u, v) 7−→
(
ũ = u− π

2
, ṽ = v

)
em W1

(u, v) 7−→
(

ũ = u +
3π

2
, ṽ = −v

)
em W2

cujo determinante Jacobiano é igual a 1 > 0 em W1 e a −1 < 0 em W2.

Para provar que a Tira de Moebius M não é orientável, vamos supôr que é posśıvel definir uma
campo diferenciável de vectores unitários normais a M , N : M → IR3. Permutando u e v se
necessário, podemos supôr que:

N(p) =
∂

∂u × ∂
∂v

‖ ∂
∂u × ∂

∂v‖
∀p ∈ Φ(U). Anàlogamente, podemos supôr que:

N(p) =
∂

∂ũ × ∂
∂ṽ

‖ ∂
∂ũ × ∂

∂ṽ‖

∀p ∈ Ψ(Ũ). No entanto, o determinante Jacobiano da mudança de coordenadas deverá ser igual
a −1 ou em W1 ou em W2. Se p é um ponto nessa componente, então N(p) = −N(p), o que é
absurdo.

♣ Exerćıcio 1.67 ... Seja M uma hipersuperf́ıcie em IRn+1. Mostre que M é orientável se e só se
existe um campo de vectores normais cont́ınuo N em M , tal que N(p) 6= 0, ∀p ∈ M .

• Resolução ... Suponhamos que M é orientável. Definimos então um campo cont́ınuo N de
vectores normais unitários (de norma 1), e portanto não nulos, da seguinte forma: para cada
p ∈ M existem dois vectores unitários normais a M em p, e escolhemos o que satisfaz a condição
seguinte (e que designamos por N(p)) - a matriz:

MΦ(u) =

[
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

, · · · ,
∂

∂uk

∣∣∣∣
p

, N(p)

]

tem determinante positivo, onde Φ : U → M é uma parametrização positiva com p = Φ(u). É fácil
mostrar que esta condição não depende da parametrização positiva escolhida.

Resta provar que N é cont́ınuo. Para isso observamos que M é localmente a imagem inversa F−1(c)
de um valor regular e portanto M pode ser coberta por vizinhanças conexas em cada uma das quais
está definido um campo cont́ınuo de vectores normais unitários Ñ dado por:

Ñ(p) =
∇F (p)
‖∇F (p)‖

Dada uma parametrização positiva Φ : U → V ou:

detMΦ(u) = det

[
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

, · · · ,
∂

∂uk

∣∣∣∣
p

, Ñ(p)

]
> 0

∀u ∈ U , ou esse determinante é negativo em todo o ponto de U . No primeiro caso, Ñ(p) = N(p)
e no segundo caso Ñ(p) = −N(p). Em qualquer dos casos N é cont́ınuo em U e como essas
vizinhanças cobrem M . N é cont́ınuo em M .

O rećıproco resulta do teorema anterior.
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♣ Exerćıcio 1.68 “Orientação de um espaço vectorial”... Seja V um espaço vectorial real de
dimensão k e seja B o conjunto de todas as suas bases ordenadas. Dadas duas bases e = {e1 · · · , ek} e
f = {f1 · · · , fk} em B, existe como sabemos uma única matriz não singular A = (Ai

j), tal que:

fj =
∑

i

Ai
j ei, j = 1, · · · , k (1.9.3)

Diz-se que duas bases e, f ∈ B estão “igualmente orientadas” quando a matriz A definida por (1.9.3)
tem determinante positivo. Nesse caso escrevemos e ∼ f .

(i). Mostre que ∼ é uma relação de equivalência em B, e que existem exactamente duas classes de
equivalência para essa relação.

Cada uma dessas classes de equivalência diz-se uma “orientação” para V . Orientar V é escolher
uma dessas orientações O+, que então se declara como “orientação positiva”. A outra será portanto
a orientação negativa (ou oposta) O−. As bases de B que pertencem a O+ dizem-se “bases positivas”
e as restantes bases negativas.

Se V e W são dois espaços vectoriais orientados da mesma dimensão, um isomorfismo T : V → W
diz-se que “preserva orientação” (ou que é “positivo”), se T envia bases positivas de V em bases
positivas de W. Caso contrário diz-se que T “inverte orientação” (ou que é negativo).

O espaço IRn será sempre orientado exigindo que a base canónica seja positiva. Em particular um
isomorfismo T : IRn → IRn será positivo se detT > 0.

(ii). Consideremos agora uma variedade orientada M de dimensão k em IRn. Em cada ponto p ∈ M
defimos uma orientação O+

p para o espaço tangente TpM , exigindo que a base associada a uma parame-
trização positiva Φ : U → M , com Φ(u) = p, pertença a O+

p :
{ ∂

∂u1
|p, · · · ,

∂

∂uk
|p

}
∈ O+

p

Mostre que O+
p não depende da parametrização positiva escolhida.

(iii). Rec̀ıprocamente, dada uma variedade M de dimensão k em IRn, suponhamos que é posśıvel
fazer uma escolha de uma orientação O+

p para cada TpM, p ∈ M , de tal forma que todo o ponto de M
pertence à imagem de uma parametrização Φ : U → M tal que (pondo p = Φ(u)):

Φ∗p : IRn → (TpM,O+
p )

preserva orientação, ∀u ∈ U . Mostre que que então M é orientável.

♣ Exerćıcio 1.69 ... Se M e N são duas variedades orientadas e se F : M → N é um difeomorfismo
local, diz-se que F preserva orientação se F∗p : TpM → TF (p)N preserva orientação, ∀p ∈ M . Caso
contrário diz-se que F inverte orientação.

Seja Sn = {x ∈ IRn+1 : ‖x‖2 = 1} a n-esfera em IRn+1, e A : Sn → Sn a aplicação ant́ıpoda:

A(p) = −p p ∈ Sn

(i). Mostre que Sn é orientável.

(ii). Mostre que se n é ı́mpar, A preserva orientação, e que se n é par, A inverte orientação.

• Resolução ... Note que TpSn ∼= T−pSn já que ambos são o hiperplano de IRn+1 perpendicular
a p ∈ Sn. Sn é orientável e orientamos Sn escolhendo o campo de normais unitário “exterior”
N(p) = p. Com esta orientação uma base {V1, · · · ,Vn} de TpSn ∼= T−pSn será positiva sse
det [V1, · · · ,Vn, N(p)] > 0. Conclúımos portanto que, embora os espaços tangentes TpSn e T−pSn

sejam o mesmo, as suas orientações são opostas: O−p = −Op.
Mas A∗p é multiplicação por −1 e por isso det A∗p = (−1)n. Resulta então que em relação às
orientações Op de TpSn e O−p = −Op de T−pSn, A∗p é isomorfismo positivo se n é ı́mpar (e
neste caso, A preserva orientação), e é isomorfismo negativo se n é par (e neste caso, A inverte
orientação).
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♣ Exerćıcio 1.70 ... Mostre que o fibrado tangente TM de uma variedade M (ver o exerćıcio 1.33),
é sempre orientável.

♣ Exerćıcio 1.71 ... Seja M uma variedade que pode ser coberta pelas imagens V1, V2 de duas
parametrizações, tais que V1 ∩ V2 é conexa. Mostre que M é orientável.

♣ Exerćıcio 1.72 ... Mostre que a esfera Sn ⊂ IRn+1 é orientável.



Caṕıtulo 2

Formas diferenciais

2.1 Formas exteriores

2.1.1 Definição e exemplos

Seja V um espaço vectorial real de dimensão finita n.

♣ Definição 2.1 ... Uma “k-forma exterior” ω em V é uma aplicação multilinear (linear
em cada variável):

ω : V k = V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
k factores

→ IR

que é alternada ou anti-simétrica, i.e.:

ω(v1, · · · ,vi, · · · ,vj , · · · ,vk) = −ω(v1, · · · ,vj , · · · ,vi, · · · ,vk)

Representamos por:
Ak(V )

o espaço vectorial das k-formas exteriores em V . Para k = 0 define-se A0(V ) = IR. Note que
A1(V ) = V ∗ é o dual de V .

Se ω ∈ Ak(V ) é uma k-forma exterior em V e se v1, · · · ,vk ∈ V são linearmente dependentes,
então ω(v1, · · · ,vk) = 0. Com efeito, um dos vectores será combinação linear dos restantes,
digamos v1 = λ2v2 + · · ·+ λkvk, e portanto:

ω(v1, · · · ,vk) =
k∑

i=2

λiω(vi,v2, · · · ,vk) = 0

já que ω é alternada. Daqui se conclui que:

Ak(V ) = {0} se k > dimensãoV

90
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♣ Exemplo 2.1 ... A aplicação ω que a cada paraleliṕıpedo n-dimensional em IRn de arestas
v1, · · · ,vn, associa o respectivo volume orientado:

vol(v1, · · · ,vn)
def
= det [v1 · · · vn] (2.1.1)

é uma n-forma exterior em IRn. Quando as arestas vi são linearmente independentes, vol(v1, · · · ,vn)
terá sinal + ou −, conforme {v1, · · · ,vn} pertença ou não à orientação usual de IRn definida pela sua
base canónica.

♣ Exemplo 2.2 “Forma Volume”... Consideremos um espaço vectorial real V de dimensão n,
orientado e munido de um produto interno euclideano, que notamos por · . Vamos definir uma n-forma
vol ∈ An(V ), chamada “forma volume” (associada ao produto interno · e à orientação em V ), da
seguinte maneira: seja {e1, · · · , en} uma base ortonormada positiva de V . Pômos então:

vol(v1, · · · ,vn)
def
= det A (2.1.2)

onde A = (Ai
j) é a matriz definida por vj =

∑
i Ai

jei. De facto esta definição não depende da escolha da
base ortonormada positiva {ei}. Com efeito, consideremos a chamada matriz de Gramm:

G
def
= [vi · vj ]

Como:
vi · vj =

∑

k

vi · (Ak
j ek) =

∑

k

Ak
j (vi · ek) =

∑

k

Ak
j Ak

i

conclúımos que:
G = AtA

e portanto:
detG = (det A)2

Em particular, detG ≥ 0 e det G = 0 se e só se detA = 0, isto é, se e só se os vectores v1, · · · ,vn são
linearmente dependentes. Conclúımos finalmente que:

vol(v1, · · · ,vn) = ±√
det (vi · vj) (2.1.3)

onde + ou − é o sinal de detA. Assim vol(v1, · · · ,vn) > 0 se a base ordenada {v1, · · · ,vn} fôr positiva,
e vol(v1, · · · ,vn) < 0, caso contrário. Claro que (2.1.3) mostra que vol não depende da escolha da base
{ei}. Note ainda que:

vol(v1, · · · ,vn) = 1 para toda a base ortonormada positiva {v1, · · · ,vn} de V

♣ Exemplo 2.3 ... Sejam α, β ∈ A1(V ) duas 1-formas em V . À custa destas duas 1-formas vamos
definir uma 2-forma em V , que notamos por α∧ β ∈ A2(V ), a que chamamos produto exterior de α com
β, e que definimos por:

α ∧ β(u,v)
def
= det

[
α(u) β(u)
α(v) β(v)

]
u,v ∈ V

Portanto α ∧ β(u,v) é igual à área orientada do paralelogramo em IR2 de arestas U = (α(u), β(u)) e
V = (α(v), β(v)).

Mais geralmente, se α1, · · · , αk ∈ A1(V ) são k 1-formas em V , definimos o “produto exterior”
α1 ∧ · · · ∧ αk ∈ Ak(V ) como sendo a k-forma em V dada por:

α1 ∧ · · · ∧ αk(v1, · · · ,vk) = det[αi(vj)] (2.1.4)

que representa portanto o volume orientado do paralelipipedo k-dimensional em IRk, cujas arestas são
V1 = (αi(v1)), · · · ,Vk = (αi(vk)).
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♣ Exemplo 2.4 ... Seja V = IR3, munido de uma base qualquer B = {e1, e2, e3}, e da orientação
definida por essa base. Consideremos a base de IR3∗, {e1, e2, e3}, dual à base B, isto é:

ei(ej) = δi
j =

{
1 se i = j
0 se i 6= j

Os produtos exteriores não nulos das 1-formas ei são:

e1 ∧ e2 = −e2 ∧ e1, e1 ∧ e3 = −e3 ∧ e1, e2 ∧ e3 = −e3 ∧ e2

e é fácil verificar que as 2-formas:
e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3

são linearmente independentes em A2(IR3). Além disso elas geram A2(IR3). Com efeito dada uma
qualquer 2-forma ω ∈ A2(IR3), podemos escrever:

ω = ω12 e1 ∧ e2 + ω13 e1 ∧ e3 + ω23 e2 ∧ e3

onde ω12 = ω(e1, e2), ω13 = ω(e1, e3) e ω23 = ω(e2, e3). Portanto {e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3} é uma base
de A2(IR3) e dimensãoA2(IR3) = 3.

De forma análoga se prova que dimensãoA3(IR3) = 1 e que uma base para A3(IR3) é dada pela
3-forma e1 ∧ e2 ∧ e3.

.

Este último exemplo admite a seguinte generalização:

♣ Teorema 2.1 ... Seja V um espaço vectorial real de dimensão n, e Ak(V ) o espaço
vectorial das k-formas exteriores em V . Então, se {e1, · · · , en} é uma base para V ∗:

{ei1 ∧ · · · ∧ eik : 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

é uma base para Ak(V ). De facto, toda a k-forma ω ∈ Ak(V ) escreve-se na maneira única:

ω =
∑

1≤i1<···<ik≤n ωi1···ik ei1 ∧ · · · ∧ eik

com ωi1···ik = ω(ei1 , · · · , eik), onde {e1, · · · , en} é a base de V dual á base {e1, · · · , en}. Em
particular:

dimensãoIR(Ak(V )) =
(

n
k

)

• Dem.: Seja {e1, · · · , en} a base de V dual á base {e1, · · · , en}, isto é, ei(ej) = δi
j . Para uma

k-forma exterior ω ∈ Ak(V ), consideremos os números ωi1···ik
= ω(ei1 , · · · , eik

), onde 1 ≤ i1 <
· · · < ik ≤ n. Temos então que:

ω(ej1 , · · · , ejk
) =

∑

i1<···<ik

ωi1···ik
ei1 ∧ · · · ∧ eik(ej1 , · · · , ejk

)

para todos os 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n, uma vez que por (2.1.4) ei1 ∧ · · · ∧ eik(ej1 , · · · , ejk
) =

det [ei`(ejm)] é igual a 1 quando cada i` = j`, e igual a 0 nos outros casos. Portanto as duas
formas são iguais, o que implica que as formas ei1 ∧ · · · ∧ eik geram Ak(V ). Por outro lado, se a
soma anterior é zero (i.e., se ω = 0), então cada um dos coeficientes ωi1···ik

é nulo, e as formas são
linearmente independentes.

.
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Em particular dimensãoAn(V ) = 1 se n = dimensãoV e portanto todas as n-formas em
V são múltiplos de uma n-forma não nula. Uma vez que a função det é exemplo de uma tal
n-forma não nula, não é surpreendente encontrá-lo no teorema seguinte:

♣ Teorema 2.2 ... Seja V um espaço vectorial real de dimensão n, {v1, · · · ,vn} uma
base de V , e ω ∈ An(V ) uma n-forma. Se w1, · · · ,wn são n vectores quaisquer em V , com
wj =

∑
i A

i
jvi, j = 1, · · · , n, então:

ω(w1, · · · ,wn) = det(A) ω(v1, · · · ,vn) (2.1.5)

• Dem.: Representemos as colunas da matriz A por a1, · · · ,an, que são vectores em IRn, e definamos
µ ∈ An(IRn) através de:

µ(a1, · · · ,an) def= ω(Aj
1vj , · · · , Aj

nvj) = ω(w1, · · · ,wn) (2.1.6)

Então µ ∈ An(IRn) e portanto µ = λ · det para algum λ ∈ IR, uma vez que dimensãoAn(IRn) = 1
e det ∈ An(IRn)− {0}. Mas, se {e1, · · · , en} é a base canónica de IRn:

λ · det (e1, · · · , en) = λ = µ(e1, · · · , en) = ω(v1, · · · ,vn)

isto é, λ = ω(v1, · · · ,vn) e finalmente, como µ = λ · det e por (2.1.6), vem que:

ω(w1, · · · ,wn) = µ(a1, · · · ,an) = ω(v1, · · · ,vn)det (a1, · · · ,an) = det (A)ω(v1, · · · ,vn)

.

Este teorema permite uma caracterização alternativa do conceito de orientação de um espaço
vectorial (ver o exerćıcio 1.68). Com efeito o referido teorema mostra que uma n-forma não nula
ω ∈ An(V ), num espaço vectorial real V de dimensão n, separa o conjunto de todas as bases
(ordenadas) de V , em dois grupos disjuntos: aquelas para as quais ω(v1, · · · ,vn) > 0 e aquelas
para as quais ω(v1, · · · ,vn) < 0. Se {v1, · · · ,vn} e {w1, · · · ,wn} são duas bases de V , e se A é a
matriz definida por wj =

∑
i A

i
jvi, então essas duas bases estão no mesmo grupo sse detA > 0.

Este último critério é independente de ω ∈ An(V ) − {0} e pode ser utilizado para dividir as
bases de V em dois grupos distintos. Cada um destes grupos diz-se uma “orientação” para V .
Orientar V é escolher um desses grupos, cujas bases se declaram “positivas”.

2.1.2 A álgebra exterior A(V ). Produto exterior.

A álgebra exterior (ou de Grassmann) das formas exteriores em V , é por definição a
IR-álgebra graduada:

A(V ) def= ⊕n
k=0Ak(V )

munida do chamado produto exterior de formas, ∧ : Ak(V )×A`(V ) → Ak+`(V ), definido
por:

ω ∧ η(v1, · · · ,vk+`)
def=

∑′
σ sgn(σ) ω(vσ(1), · · · ,vσ(k)) η(vσ(k+1), · · · ,vσ(k+`)) (2.1.7)

onde ω ∈ Ak(V ), η ∈ A`(V ) e a soma
∑′

σ é feita sobre todas as permutações σ de {1, · · · , k+`},
tais que σ(1) < · · · < σ(k) e σ(k + 1) < · · · < σ(k + `). Note que isto é o mesmo que:

ω ∧ η(v1, · · · ,vk+`) =
1

k!`!

∑
σ

sgnσ ω(vσ(1), · · · ,vσ(k)) η(vσ(k+1), · · · ,vσ(k+`))
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onde agora a soma é feita sobre todas as permutações.

Assim por exemplo, se ω, η ∈ A1(V ) = V ∗ são 1-formas:

ω ∧ η(v1,v2) = ω(v1)η(v2)− ω(v2)η(v1)

e se ω ∈ A1(V ) e η ∈ A2(V ):

ω ∧ η(v1,v2,v3) = ω(v1)η(v2,v3)− ω(v2)η(v1,v3) + ω(v3)η(v1,v2)

É fácil ver que o produto exterior é bilinear e associativo. Por outro lado, deduzimos do teorema
2.1 que:

ω ∧ η = (−1)k`η ∧ ω, ω ∈ Ak(V ), η ∈ A`(V ) (2.1.8)

De facto, ambos os membros são bilineares, e coincidem quando ω e η são elementos da base
referida no teorema 2.1. Portanto coincidem ∀ω, η. Em particular:

ω ∧ ω = 0 se ω é uma forma de grau ı́mpar

♣ Exemplo 2.5 ... Se α = α1 e1 + α2 e2 + α3 e3 e β = β1 e1 + β2 e2 + β3 e3 são duas 1-formas em
IR3 então:

α ∧ β = (α1β2 − α2β1) e1 ∧ e2 + (α1β3 − α3β1) e1 ∧ e3 + (α2β3 − α3β2) e2 ∧ e3

♣ Exemplo 2.6 ... Se ω = ω12 e1 ∧ e2 + ω34 e3 ∧ e4 ∈ A2(IR4) então:

ω ∧ ω = 2ω12ω34 e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4

2.1.3 Pull-back de formas

Vamos agora definir uma operação muito importante em formas exteriores - o chamado pull-
back de formas.

Consideremos dois espaços vectoriais reais de dimensão finita V e W e uma aplicação linear:

A : V −→ W

Se V ∗ e W ∗ representam os respectivos espaços duais, podemos definir uma aplicação linear
naturalmente associada a A:

A∗ : W ∗ −→ V ∗

a que chamamos a transposta de A, através de:

〈A∗θ,v〉 def= 〈θ, Av〉 ∀v ∈ V, ∀θ ∈ W ∗ (2.1.9)

onde 〈 , 〉 representa a forma de dualidade usual entre V ∗ e V (isto é, para α ∈ V ∗ e v ∈ V ,

〈α,v〉 def= α(v) ∈ IR). Assim se θ é uma 1-forma em V , A∗θ é uma 1-forma em V , que se diz
o pull-back da forma θ pela aplicação linear A.

Esta situação generaliza-se fàcilmente para k-formas. Assim se ω ∈ Ak(W ) é uma k-forma
em W , define-se A∗ω ∈ Ak(V ) através de:

(A∗ω)(v1, · · · ,vk)
def= ω(Av1, · · · , Avk) ∀v1, · · · ,vk ∈ V (2.1.10)
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É fácil ver que de facto A∗ω ∈ Ak(V ). Uma propriedade importante do pull-back de formas é
que ele preserva o produto exterior de formas:

A∗(ω ∧ η) = (A∗ω) ∧ (A∗η) ∀ω, η ∈ A(W ) (2.1.11)

e por isso, para o cálculo prático do pull-back, basta considerar o pull-back de 1-formas.

Assim suponhamos que {e1, · · · , en} é uma base para V , {f1, · · · , fm} uma base para W , e
sejam {e1, · · · , en} e {f1, · · · , fm} as bases duais para V ∗ e para W ∗, respectivamente. Então:

Aei = Aj
i fj i = 1, · · · , n (2.1.12)

enquanto que:
A∗fk = (A∗)k

je
j k = 1, · · · ,m (2.1.13)

Mas:
〈A∗fk, ei〉 = 〈fk, Aei〉 = 〈fk, Aj

i fj〉 = Aj
i 〈fk, fj〉 = Aj

i δ
k
j = Ak

i

enquanto que:

〈A∗fk, ei〉 = 〈(A∗)k
je

j , ei〉 = (A∗)k
j 〈ej , ei〉 = (A∗)k

j δ
j
i = (A∗)k

i

Portanto:
(A∗)k

i = Ak
i

♣ Exemplo 2.7 ... Designemos as bases canónicas de IR2 e IR3 respectivamente por {e1, e2} e por
{f1, f2, f3}. Se A : IR2 → IR3 é dada por A(x, y) = (−x + y, 3x− y, 5x + 2y), então Ae1 = −f1 + 3f2 + 5f3
e Ae2 = f1 − f2 + 2f3, e se ω = 4f1 ∧ f2 − 7f2 ∧ f3, então como:

[Ai
j ] =



−1 1

3 −1
5 2




vem que:

A∗ω = A∗(4f1 ∧ f2 − 7f2 ∧ f3)
= 4(A∗f1) ∧ (A∗f2)− 7(A∗f2) ∧ (A∗f3)
= 4(A1

1e
1 + A1

2e
2) ∧ (A2

1e
1 + A2

2e
2)− 7(A2

1e
1 + A2

2e
2) ∧ (A3

1e
1 + A3

2e
2)

= (−4e1 + 4e2) ∧ (3e1 − e2)− (21e1 − 7e2) ∧ (5e1 + 2e2)
= −76 e1 ∧ e2

2.2 Formas Diferenciais

2.2.1 Definição e exemplos

♣ Definição 2.2 ... Seja M uma variedade diferenciável de dimensão k em IRn. Uma
forma diferencial ω de grau ` em M , é uma aplicação diferenciável que a cada p ∈ M associa
uma `-forma exterior em TpM :

ω : p 7→ ωp ∈ A`(TpM)
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Nesta definição ω é uma aplicação diferenciável no sentido seguinte: numa parametrização local
de M , Φ : U ⊂ IRk → M , com coordenadas locais ui, T ∗p M tem uma base du1|p, · · · , duk|p dual à

base de vectores coordenados ∂
∂ui

∣∣
p
, isto é dui|p

(
∂

∂uj

∣∣
p

)
= δi

j . Portanto ωp escreve-se na forma:

ωp =
∑

i1<···<i`

ωi1···i`(u) dui1 |p ∧ · · · ∧ dui` |p

isto é, localmente em U , a `-forma diferencial ω admite a representação local ωU , dada por:

ωU =
∑

i1<···<i`
ωi1···i` dui1 ∧ · · · ∧ dui` (2.2.1)

onde as funções ωi1···i` ∈ C∞(U). Se U ⊆ M é um aberto de M , representamos por:

Ω`(U)

o espaço das `-formas diferenciais de classe C∞ em U . Se ` = 0 põe-se:

Ω0(M) = C∞(M)

isto é, uma 0-forma diferencial é uma função C∞ em M . Se ` > dimensãoM então Ω`(M) = {0}.
É claro que é posśıvel definir várias operações de maneira natural sobre formas diferenciais em
M . Assim:

• Se α, β ∈ Ω`(M) são formas do mesmo grau, define-se a soma α + β através de:

(α + β)p
def= αp + βp ∀p ∈ M

• Se f ∈ C∞ e ω ∈ Ω`(M) define-se a `-forma fω ∈ Ω`(M) através de:

(fω)p
def= f(p)ωp ∀p ∈ M

• Se α ∈ Ωr(M) e β ∈ Ωs(M) define-se o produto exterior α ∧ β ∈ Ωr+s(M) através de:

(α ∧ β)p
def= αp ∧ βp ∀p ∈ M

♣ Exemplo 2.8 ... Se f : M → IR é uma função C∞ a sua diferencial df é uma 1-forma diferencial:
df ∈ Ω1(M). Como já vimos dfp define-se por:

dfp(Vp) = (f ◦ α)′(0)

onde α : I → M é uma curva C∞ tal que α(0) = p e α′(0) = Vp ∈ TpM . Numa parametrização local
Φ : U → M , df tem a expressão local (ver (1.5.8)):

df =
k∑

i=1

∂f

∂ui
dui

onde se Φ(u) = p (ver (1.5.9)):
∂f

∂ui
(p)

def
=

∂

∂ui
(f ◦ Φ)(u)
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♣ Exemplo 2.9 ... Num aberto M de IR3, munido das coordenadas cartesianas usuais x, y, z, temos
a base para TpM : {

∂

∂x

∣∣∣∣
p

,
∂

∂y

∣∣∣∣
p

,
∂

∂z

∣∣∣∣
p

}

A correspondente base dual para T ∗p M é notada por:

{
dx|p, dy|p, dz|p

}

As formas diferenciais em M são:

• as funções C∞ f : M → IR (formas de grau 0).

• as formas de grau 1:

θ = a dx + b dy + c dz, a, b, c ∈ C∞(M)

• as formas de grau 2:

ω = a dx ∧ dy + b dx ∧ dz + c dy ∧ dz, a, b, c ∈ C∞(M)

• as formas de grau 3:
ω = a dx ∧ dy ∧ dz a ∈ C∞(M)

♣ Exemplo 2.10 “Forma Volume” ... Seja M uma variedade de dimensão k em IRn, orientada
e munida de uma métrica riemanniana g.

Então para cada p ∈ M , TpM é um espaço vectorial orientado munido de um produto interno eu-
clideano gp, e podemos portanto definir a respectiva forma volume volp ∈ Ak(TpM) através de (2.1.3):

volp(V1, · · · ,Vk) = ±
√

det[gp(Vi,Vj)] Vi ∈ TpM

isto é, volp(V1, · · · ,Vk) é igual ao volume orientado do paraleliṕıpedo em TpM gerado por {Vi}i=1,··· ,k.

Definimos agora a k-forma µg ∈ Ωk(M), chamada a “forma volume” associada à métrica g e à
orientação de M , através de

(µg)p = (dV )p
def
= volp

Numa parametrização local positiva Φ : U → M , com coordenadas locais ui, (isto é,
{

∂
∂ui

∣∣
p

}
é uma

base positiva de TpM , para todo o ponto p ∈ Φ(U) ⊆ M), temos que:

µg = dV
def
=

√
det (gij(u)) du1 ∧ · · · ∧ duk, u = (u1, · · · , uk) ∈ U (2.2.2)

onde:

gij(u)
def
= gp

(
∂

∂ui

∣∣∣∣
p

,
∂

∂uj

∣∣∣∣
p

)

são os coeficientes da métrica g nas coordenadas locais ui.

Assim por exemplo:

• a forma volume (área, neste caso) da esfera, com a métrica usual, dada em coordenadas geográficas
(θ, ϕ) por ds2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2 (ver (1.6.17)), é:

dA = sin θ dθdϕ (2.2.3)
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• a forma de área do plano IR2 com a métrica esférica ds2 = 1
(1+x2+y2)2 (dx2 + dy2) = 1

(1+|z|2)2 dzdz

(ver (1.6.30)), é:

dA =
1

1 + x2 + y2
dxdy (2.2.4)

• a forma de área do semi-plano de Poincaré H+ com a métrica esférica ds2 = 1
y2 (dx2 + dy2) =

1

(Im z)2
dzdz (ver (1.6.33)), é:

dA =
1
y

dxdy (2.2.5)

♣ Exemplo 2.11 ... Seja M uma superf́ıcie orientada mergulhada em IR3, e N um campo C∞

de vectores unitários normais a M tal que {V1,V2} é uma base positiva de TpM, p ∈ M se e só se
det[N(p),V1,V2] > 0.

Se W1,W2 ∈ TpM , então como N(p) tem norma 1 e é perpendicular a TpM , o volume do paralelo-
gramo gerado por W1 e W2, é igual a:

|det[N(p),W1,W2]|
Se µg = vol é a forma volume de M , relativamente à métrica induzida em M pelo produto interno
euclideano usual em IR3, então pelo exemplo anterior:

volp(W1,W2) = det[N(p),W1,W2]

já que o sinal do determinante é o mesmo do da definição de µg = vol.

Se N(p) = (n1(p), n2(p), n3(p)), W1 = (a, b, c) e W2 = (d, e, f), então desenvolvendo o determinante
segundo a primeira coluna, obtemos:

volp(W1,W2) = det[N(p),W1,W2]

= det




n1(p) a d
n2(p) b e
n3(p) c f




= n1(p) det
[

b e
c f

]
− n2(p) det

[
a d
c f

]
+ n3(p) det

[
a d
b e

]

Por outro lado:

dy ∧ dz(W1,W2) = det
[

b e
c f

]
, dx∧ dz(W1,W2) = det

[
a d
c f

]
, dx∧ dy(W1,W2) = det

[
a d
b e

]

e portanto:

µg = dA
def
= n1 dy ∧ dz + n2 dz ∧ dx + n3 dx ∧ dy (2.2.6)

Por exemplo:

• se M = S2 = {x =∈ IR3 : ‖x− a‖ = r} é a esfera de centro a e raio r > 0, podemos tomar, para
cada x ∈ S2:

n(x) =
x− a

r
e portanto:

dA = x−a
r dy ∧ dz + y−b

r dz ∧ dx + z−c
r dx ∧ dy

• se M = F−1(c) é uma superf́ıcie dada como imagem inversa do valor regular c ∈ IR, de uma função
diferenciável F : IR3 → IR, o elemento de área é dado por dA = ω|M onde:

ω = 1
‖∇F‖

[
∂F
dx dy ∧ dz + ∂F

dy dz ∧ dx + ∂F
dz dx ∧ dy

]
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• se M = gr f é uma superf́ıcie dada como o gráfico de uma aplicação diferenciável f : IR2 → IR, o
elemento de área é dado por dA = ω|M onde:

ω = 1
a

[
∂f
dx dy ∧ dz + ∂f

dy dz ∧ dx− dx ∧ dy
]

onde a =

√(
∂f
dx

)2

+
(

∂f
dy

)2

+ 1.

2.2.2 Pull-back e derivada exterior de formas diferenciais

Vamos agora definir o “pull-back” de formas diferenciais. Suponhamos que M e N são duas
variedades e F : M → N é uma aplicação diferenciável. Dada uma `-forma ω ∈ Ω`(N) em N ,
definimos uma `-forma F ∗ω ∈ Ω`(M) em M , através de:

(F ∗ω)p
def= (dF p)∗ωF (p) ∀p ∈ M (2.2.7)

ou mais expl̀ıcitamente:

(F ∗ω)p(V1, · · · ,V`)
def= ωF (p)(dF p(V1), · · · , dF p(V`)) (2.2.8)

∀p ∈ M e ∀V1, · · · ,V` ∈ TpM . É fácil verificar as seguintes propriedades do pull-back de
formas:

• F ∗(g) = g ◦ F, ∀g ∈ C∞(N).

• F ∗(aω + η) = aF ∗ω + f∗η, ∀ω, η ∈ Ω(N), ∀a ∈ IR

• F ∗(ω ∧ η) = (F ∗ω) ∧ (F ∗η), ∀ω, η ∈ Ω(N).

• F ∗(gω) = (g ◦ F )F ∗ω, ∀ω ∈ Ω(N), ∀g ∈ C∞(N).

• Se F : M → N e G : N → P são diferenciáveis e se ω ∈ Ω(P ) então:

(G ◦ F )∗ω = F ∗G∗ω

Passamos agora à definição do operador “derivada exterior”, que a cada forma ω ∈ Ω`(M)
de grau ` em M , associa uma forma dω ∈ Ω`+1(M) de grau `+1 em M . Começamos com formas
definidas em abertos de IRk.

♣ Definição 2.3 ... Seja ω ∈ Ω`(U) uma forma de grau ` definida num aberto de IRk, que
nas coordenadas cartesianas usuais (u1, · · · , uk) de IRk, é dada pela expressão:

ω =
∑

i1<···<i`

ωi1···i` dui1 ∧ · · · ∧ dui`

onde as funções ωi1···i` ∈ C∞(U). A “derivada exterior” de ω é a ` + 1 forma em U dada
por:

ω =
∑

i1<···<i`

dωi1···i` ∧ dui1 ∧ · · · ∧ dui`

=
∑

j,i1<···<i`

∂ωi1···i`
∂uj

duj ∧ dui1 ∧ · · · ∧ dui` (2.2.9)
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♣ Exemplo 2.12 ... Se ω = a dx + b dy ∈ Ω1(U) definida no aberto U ⊆ IR2, com a, b ∈ C∞(U),
então:

dω = (da ∧ dx) + (db ∧ dy)

=
(∂a

∂x
dx +

∂a

∂y
dy

)
∧ dx +

( ∂b

∂x
dx +

∂b

∂y
dy

)
∧ dy

=
( ∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
dx ∧ dy

♣ Exemplo 2.13 ... Se ω = a dx + b dy + c dz ∈ Ω1(U) definida no aberto U ⊆ IR3, com a, b, c ∈
C∞(U), então:

dω = (da ∧ dx) + (db ∧ dy) + (dc ∧ dz)

=
(∂a

∂x
dx +

∂a

∂y
dy +

∂a

∂z
dz

)
∧ dx +

( ∂b

∂x
dx +

∂b

∂y
dy +

∂b

∂z
dz

)
∧ dy +

+
( ∂c

∂x
dx +

∂c

∂y
dy +

∂c

∂z
dz

)
∧ dz

=
( ∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
dx ∧ dy +

( ∂c

∂y
− ∂b

∂z

)
dy ∧ dz +

( ∂c

∂x
− ∂a

∂z

)
dx ∧ dz

♣ Exemplo 2.14 ... Se ω = a dy ∧ dz + b dz ∧ dx + c dx ∧ dy ∈ Ω2(U) definida no aberto U ⊆ IR3,
com a, b, c ∈ C∞(U), então:

dω = (da ∧ dy ∧ dz) + (db ∧ dz ∧ dx) + (dc ∧ dx ∧ dy)

=
(∂a

∂x
dx +

∂a

∂y
dy +

∂a

∂z
dz

)
∧ dy ∧ dz +

( ∂b

∂x
dx +

∂b

∂y
dy +

∂b

∂z
dz

)
∧ dz ∧ dx +

+
( ∂c

∂x
dx +

∂c

∂y
dy +

∂c

∂z
dz

)
∧ dx ∧ dy

=
(∂a

∂x
+

∂b

∂y
+

∂c

∂z

)
dx ∧ dy ∧ dz

¤

♣ Teorema 2.3 ... A derivada exterior definida por (2.2.9), verifica as propriedades
seguintes:

(i). Se f : U → IR é uma função de classe C∞ (uma 0-forma), então df ∈ Ω1(U) é a
diferencial usual de f .

(ii).
d(ω + η) = dω + dη (2.2.10)

(iii).
ddω = 0 ou mais sucintamente d2 = 0 (2.2.11)

(iv).

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)deg ωω ∧ dη (2.2.12)

(v).
d(F ∗ω) = F ∗(dω) (2.2.13)
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• Dem.:

• (i). e (ii). são óbvias. Em virtude de (ii)., basta demonstrar as três propriedades seguintes no caso
especial em que ω e η são monómios do tipo:

ω = a dui1 ∧ · · · ∧ dui`
def= a duI

η = b duj1 ∧ · · · ∧ dujm
def= b duJ

onde usamos a notação simplificada indicada. Demonstremos então as três últimas propriedades:

• (iii).

ω = a duI ⇒ dω =
∑

j

∂a

duj
duj ∧ duI

⇒ ddω =
( ∑

k,j

∂2a

dukduj
duk ∧ duj

)
∧ duI

⇒ ddω =
( ∑

j<k

( ∂2a

dujduk
− ∂2a

dukduj

)
duj ∧ duk

)
∧ duI = 0

em virtude de a ∈ C∞(U) e do Teorema de Schwarz.

• (iv).

d(ω ∧ η) = d(a duI ∧ b duj)
= d(ab duI ∧ duJ )
= (bda + adb) ∧ duI ∧ duJ

= b da ∧ duI ∧ duJ + a db ∧ duI ∧ duJ

= (da ∧ duI) ∧ b duJ + (−1)deg ωa duI ∧ (db ∧ duJ)
= dω ∧ η + (−1)deg ωω ∧ dη

• (v). Suponhamos que F : U ⊂ IRk → V ⊂ IRm é de classe C∞ e que ω ∈ Ω(V ). Comecemos com o
caso em que ω = g : V → IR é uma 0-forma. Pela regra da cadeia temos então que ∀u ∈ U ⊆ IRk:

d(g ◦ F )u(V) = dgF (u)(F∗u(V)) ∀V ∈ TuU = IRk

enquanto que por definição:
F ∗(dg)u(V) = dgF (u)(F∗u(V))

Portanto:
F ∗(dg) = d(g ◦ F ) = d(F ∗g)

Consideremos agora uma forma do tipo ω = a dvi1 ∧ · · · ∧ dvi`
def= a dvI de grau ` em V .

Observemos para já que resulta das propriedades 4. e 3. e uma indução óbvia que se a, g1, · · · , g` :
V → IR são C∞, então:

d(a dg1 ∧ · · · ∧ dg`) = da ∧ dg1 ∧ · · · ∧ dg`

Recordando que F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β, obtemos:

F ∗ω = F ∗(a dvi1 ∧ · · · ∧ dvi`)
= (F ∗a)F ∗(dvi1) ∧ · · · ∧ F ∗(dvi`)
= (F ∗a) dF ∗(vi1) ∧ · · · ∧ dF ∗(vi`)
= (F ∗a) d(vi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(vi` ◦ F )
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donde:

dF ∗ω = d[(F ∗a) d(vi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(vi` ◦ F )]
= d(F ∗a) ∧ d(vi1 ◦ F ) ∧ · · · ∧ d(vi` ◦ F )
= F ∗(da) ∧ F ∗dui1 ∧ · · · ∧ F ∗dui`

= F ∗(da ∧ dui1 ∧ · · · ∧ dui`)
= F ∗(dω)

.

As propriedades do pull-back juntamente com as propriedades da derivada exterior d, per-
mitem um cálculo rápido do pull-back de formas. Em vez de deduzir uma fórmula geral, vamos
ilustrar o cálculo com alguns exemplos.

♣ Exemplo 2.15 ... Se F : IR2
uv → IR3

xyz é C∞ e se ω = a dx + b dy + c dz ∈ Ω1(IR3), então:

F ∗ω = F ∗(a dx + b dy + c dz)
= F ∗(a dx) + F ∗(b dy) + F ∗(c dz)
= (a ◦ F )F ∗dx + (b ◦ F )F ∗dy + (c ◦ F )F ∗dz

= (a ◦ F )d(F ∗x) + (b ◦ F )d(F ∗y) + (c ◦ F )d(F ∗z)
= (a ◦ F )d(F ∗x) + (b ◦ F )d(F ∗y) + (c ◦ F )d(F ∗z)
= (a ◦ F )d(x ◦ F ) + (b ◦ F )d(y ◦ F ) + (c ◦ F )d(z ◦ F )
= (a ◦ F )d(F 1) + (b ◦ F )d(F 2) + (c ◦ F )d(F 3) pondo F 1 = x ◦ F, F 2 = y ◦ F, F 3 = z ◦ F

= (a ◦ F )
[∂F 1

∂u
du +

∂F 1

∂v
dv

]
+ (b ◦ F )

[∂F 2

∂u
du +

∂F 2

∂v
dv

]
+

+(c ◦ F )
[∂F 3

∂u
du +

∂F 3

∂v
dv

]

=
[
(a ◦ F )

∂F 1

∂u
+ (b ◦ F )

∂F 2

∂u
+ (c ◦ F )

∂F 3

∂u

]
du +

+
[
(a ◦ F )

∂F 1

∂v
+ (b ◦ F )

∂F 2

∂v
+ (c ◦ F )

∂F 3

∂v

]
dv

Por exemplo se F (u, v) = (u + v, u − v, uv) e se ω = x dx − y dy + xz2 dz e α = x dy ∧ dz + y dx ∧ dz,
então:

F ∗ω = (u + v)d(u + v)− (u− v)d(u− v) + (u + v)(uv)2d(uv)
= (u + v)(du + dv)− (u− v)(du− dv) + (u2v + uv2)(v du + u dv)
= (2v + u2v2 + uv3)du + (2u + u3v + u2v2)dv

enquanto que:

F ∗α = (u + v)[(du− dv) ∧ (vdu + udv)] + (u− v)[(du + dv) ∧ (v du + u dv)]
= 2(u2 + v2)du ∧ dv

É claro que se β é uma 3-forma em IR3, F ∗β = 0.

♣ Exemplo 2.16 ... Seja γ : I ⊆ IRt → IR3
xyz um caminho de classe C∞ dado por:

γ(t) = (x ◦ γ(t), y ◦ γ(t), z ◦ γ(t))
def
= (x(t), y(t), z(t))

Então se ω = a dx + b dy + c dz ∈ Ω1(IR3):

γ∗ω = (a ◦ γ)d(x ◦ γ) + (b ◦ γ)d(y ◦ γ) + (c ◦ γ)d(z ◦ γ)
= [a(x(t), y(t), z(t))x′(t) + b(x(t), y(t), z(t))y′(t) + c(x(t), y(t), z(t))z′(t)]dt
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♣ Exemplo 2.17 ... Se ω é a 1-forma em IR2
xy − {0}, definida por ω = −y dx+x dy

x2+y2 , e se γ(t) =
(cos t, sin t) então:

γ∗ω =
− sin t d(cos t) + cos t d(sin t)

cos2 t + sin2 t
= − sin t(− sin t dt) + cos t(cos t dt) = dt

¤
Vamos agora definir a derivada exterior de uma forma diferencial ω ∈ Ω`(M), definida numa

variedade M em IRn.

Para cada parametrização local Φ : U ⊆ IRk → M de M , existe uma única forma:

dΦω

de grau ` + 1 em Φ(U) ⊂ M , tal que:

Φ∗(dΦω) = d(Φ∗ω) (2.2.14)

uma vez que o pull-back ω 7→ Φ∗ω é uma bijecção do conjunto das formas em Φ(U) ⊂ M sobre
o conjunto das formas em U ⊂ IRk. Vamos provar que se Ψ : V ⊆ IRk → M é uma outra
parametrização tal que Φ(U) ∩Ψ(V ) 6= ∅, então:

dΦω = dΨω

em Φ(U) ∩ Ψ(V ). Com efeito Φ = Ψ ◦ F onde F = Ψ−1 ◦ Φ é a aplicação de mudança de
coordenadas. Portanto Φ∗ = F ∗ ◦Ψ∗ e dáı que:

Φ∗(dΨω) = F ∗ ◦Ψ∗(dΨω)
= F ∗d(Ψ∗ω) por (2.2.14)
= d(F ∗Ψ∗ω)
= dΦ∗ω
= Φ∗(dΦω) novamente por (2.2.14)

donde se conclui que de facto dΦω = dΨω em Φ(U) ∩ Ψ(V ). Por isso a definição seguinte é
consistente:

♣ Definição 2.4 ... Dada uma `-forma ω ∈ Ω`(M), a “derivada exterior” dω de ω é a
(` + 1)-forma dω ∈ Ω`+1(M), cujo valor em cada ponto p ∈ M é dado por:

(dω)p
def
= (dΦω)p

onde Φ é uma qualquer parametrização em torno de p.

As propriedades enunciadas no teorema 2.3, continuam válidas já que todas elas são locais.

Terminámos esta secção com uma fórmula que será útil no próximo caṕıtulo, e cuja demons-
tração propomos como exerćıcio.

É a seguinte:
dθ(X, Y ) = X θ(Y )− Y θ(X)− θ([X, Y ]) (2.2.15)

onde θ ∈ Ω1(M) e X,Y ∈ X(M).
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2.2.3 Exerćıcios

♣ Exerćıcio 2.1 ... (i). Considere as seguintes formas em IR3: α = x dx − y dy; β = z dx ∧ dy +
x dy ∧ dz; θ = z dy. Calcule α ∧ β; θ ∧ α ∧ β; dα; dβ; dθ.

(ii). Seja ω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 + · · ·+ dx2n−1 ∧ dx2n ∈ Ω2(IR2n). Calcule ωn = ω ∧ · · · ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n

.

♣ Exerćıcio 2.2 ... Em IR3
x,y,z considere os campos de vectores X = xy ∂

∂x−x2z ∂
∂z , Y = x2 ∂

∂x +yz ∂
∂y

e as formas diferenciais α = x3z2 dx+x dy + dz, β = xy3 dx−zy dy +xz dz, ω = xy dx∧ dy−x2 dy∧dz.
Calcule:

(i). [X,Y ], α ∧ β, d(α ∧ ω), dω.

(ii). α(X), Y β(X), dα(X, Y ).

(iii). Se F : IR2
u,v → IR3

x,y,z, (u, v) 7→ (u− v2, 2, uv3 + u), calcule F ∗(α) e F ∗(dω).

♣ Exerćıcio 2.3 ... Em IR3
x,y,z considere os campos de vectores X = x ∂

∂x − x2z ∂
∂z , Y = y ∂

∂x + yz ∂
∂y

e as formas diferenciais α = z3 dx + xy2 dy + dz, β = xy dx − dy + y3 dz, ω = xy dx ∧ dy − x2 dy ∧ dz.
Calcule:

(i). [X,Y ], α ∧ β, d(α ∧ ω), dω.

(ii). α(X), Y β(X), dα(X, Y ).

(iii). Se F : IR2
u,v → IR3

x,y,z, (u, v) 7→ (u + v, 2, uv), calcule F ∗(α) e F ∗(dω).

♣ Exerćıcio 2.4 “Operador estrela de Hodge”... Dada uma k-forma diferencial ω ∈ Ωk(IRn),
define-se uma (n− k)−forma ∗ω pondo:

∗(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = (−1)σ(dxj1 ∧ · · · ∧ dxjn−k)

e prolongando por C∞(IRn)-linearidade, onde i1 < · · · < ik, j1 < · · · < jn−k, (i1, · · · , ik, j1, · · · ,
jn−k) é uma permutação de (1, 2, · · · , n) e σ é 0 ou 1 conforme essa permutação é par ou ı́mpar, respec-
tivamente. Mostrar que:

(i). Se ω = a12dx1 ∧ dx2 + a13dx1 ∧ dx3 + a23dx2 ∧ dx3 ∈ Ω2(IR3), então:

∗ω = a12dx3 − a13dx2 + a23dx1

(ii). Se α = a1dx1 + a2dx2 ∈ Ω1(IR2) então ∗α = a1dx2 − a2dx1.

(iii). ∗ ∗ ω = (−1)n(n−k)ω.

♣ Exerćıcio 2.5 “Rotacional”... Seja X ∈ X(IRn) um campo de vectores C∞. O rotacional de X
é por definição a (n− 2)−forma rotX ∈ Ωn−2(IRn) definida por:

X 7→ X[ 7→ dX[ 7→ ∗(dX[)
def
= rotX

onde X 7→ X[ é o isomorfismo entre campos e 1-formas induzido pela produto interno usual em IRn.

(i). Mostre que rot grad f = 0.

(ii). Qundo n = 3, a 1-forma rotX corresponde a um campo de vectores que notamos ainda por
rotX. Mostre que:

rot (ai ∂

∂xi
) =

(∂a3

∂x2
− ∂a2

∂x3

) ∂

∂x1
+

(∂a1

∂x3
− ∂a3

∂x1

) ∂

∂x2

+
(∂a2

∂x1
− ∂a1

∂x2

) ∂

∂x3
(2.2.16)
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♣ Exerćıcio 2.6 ... Uma função f ∈ C∞(IR3) diz-se homogénea de grau k se g(tx, ty, tz) = tkg(x, y, z),
∀t > 0, ∀(x, y, z) ∈ IR3. Mostre que:

(i). Se f ∈ C∞(IR3) é homogénea de grau k então:

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z
= k f

(ii). Se a forma diferencial ω = a dx + b dy + c dz é fechada (i.e., dω = 0) e se a, b, c ∈ C∞(IR3) são
homogéneas de grau k, então ω = df onde:

f =
ax + by + cz

k + 1

♣ Exerćıcio 2.7 ... Um campo de planos num aberto U ⊆ IR3 é uma aplicação P que a cada ponto
p ∈ U associa um plano P (p) ⊂ TpU . O campo diz-se C∞ se os coeficientes da equação de P (p) são
funções C∞ de p. Uma superf́ıcie integral de P é uma superf́ıcie S ⊂ IR3 tal que TqS = P (q), ∀q ∈ S.
Seja ω ∈ Ω1(U) tal que ω(q) 6= 0, ∀q ∈ U . Mostre que:

(i). ω determina um campo de planos C∞ através de P (p) = kerω(p).

(ii). Se S é uma superf́ıcie integral de P = kerω, então i∗(ω) = 0, onde i : S ↪→ M representa a
inclusão.

(iii). Se existe uma superf́ıcie integral S de P = ker ω, então existe uma 1-forma σ na vizinhança de
cada ponto p ∈ S, tal que dω = ω ∧ σ.

(iv). Se existe uma superf́ıcie integral S de P = kerω, e se ω = a dx + b dy + c dz, então:
( ∂c

∂y
− ∂b

∂z

)
a +

(∂a

∂z
− ∂c

∂x

)
b +

( ∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
c = 0

(v). Suponha que ω = x dx + y dy + z dz e P = kerω em IR3 − {0}. Mostre que a superf́ıcie integral
de P que passa em p é a esfera centrada na origem e que passa em p.

(vi). Se ω = z dx + x dy + y dz, então P = ker ω não admite superf́ıcies integrais.

♣ Exerćıcio 2.8 ... Demonstre a fórmula (2.2.15):

dθ(X, Y ) = X θ(Y )− Y θ(X)− θ([X, Y ])

onde θ ∈ Ω1(M) e X, Y ∈ X(M).

♣ Exerćıcio 2.9 ... Em IR3
x,y,z considere os campos de vectores X = x2 ∂

∂x −y2z ∂
∂z , Y = y ∂

∂x +yx ∂
∂y

e a forma diferencial θ = z3 dx + xy2 dy + dz ∈ Ω1(IR3). Calcule dθ(X, Y ) utilizando a fórmula (2.2.15).

2.3 Cálculo de Cartan

Existe uma definição alternativa de forma diferencial que é imprescind́ıvel para os nossos objec-
tivos. Seja X(M) o módulo sobre o anel C∞(M), dos campos de vectores C∞ numa variedade
M .

♣ Definição 2.5 ... Uma k-forma diferencial em M é um campo tensorial covariante
ω de tipo (0, k) alternado ou anti-simétrico, i.e.:

ω : X(M)k = X(M)× · · · × X(M)︸ ︷︷ ︸
k factores

→ C∞(M)

é C∞(M)-linear em cada variável, e ω é anti-simétrica:

ω(X1, · · · , Xi, · · · , Xj , · · · , Xk) = −ω(X1, · · · , Xj , · · · , Xi, · · · , Xk)
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Representamos por:
Ωk(M)

o espaço das k-formas diferenciais em M . A álgebra exterior (ou de Grassmann) das formas
diferenciais em M , é por definição a IR-álgebra graduada:

Ω(M) def= ⊕n
k=0 Ωk(M)

munida do chamado produto exterior de formas, definido por:

ω ∧ η(X1, · · · , Xk+`)
def=

∑′
σ sgnσ ω(Xσ(1), · · · , Xσ(k)) η(Xσ(k+1), · · · , Xσ(k+`)) (2.3.1)

onde ω ∈ Ωk(M), η ∈ Ω`(M) e a soma
∑′

σ é feita sobre todas as permutações σ de {1, · · · , k+`},
tais que σ(1) < · · · < σ(k) e σ(k + 1) < · · · < σ(k + `).

Note que Ω0(M) = C∞(M). Pondo f ∧ ω = fω, munimos Ω(M) de estrutura de C∞(M)-
módulo. Se (U ; x1, · · · , xn) é uma carta local as n 1-formas dxi, definidas por dxi( ∂

∂xj ) = δi
j ,

constituem uma base local para o C∞(U)-módulo Ω1(U). Cada forma ω ∈ Ωk(M) admite a
representação local:

ωU =
∑

i1<···<ik

ωi1···ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (2.3.2)

onde ωi1···ik ∈ C∞(U).

Mais geralmente se {θ1, · · · , θk} são 1-formas linearmente independentes em U (um co-
referencial móvel), ω pode ser representado localmente:

ωU =
∑

i1<···<ik

fi1···ik θi1 ∧ · · · ∧ θik (2.3.3)

onde fi1···ik ∈ C∞(U).

Portanto a álgebra Ω(M) é localmente gerada pelos seus elementos de grau 0 e 1. Daqui
resulta que duas derivações ou anti-derivações locais da álgebra graduada Ω(M), que coincidam
em Ω0(M) = C∞(M) e Ω1(M), são idênticas. Para isso é necessário e suficiente que elas
coincidam em funções e diferenciais. Este facto será utilizado várias vezes de seguida.

Dada um k-forma diferencial ω em M , de acordo com a primeira definição, i.e., ω : x 7→
Ak(TxM), então ω dá origem a uma k-forma diferencial ω̃ : X(M)k → C∞(M), definida por:

ω̃(X1, · · · , Xk)(x) def= ωx(X1x, · · · , Xkx) x ∈ M

e é claro que ω̃ é C∞ se ω o é. Rec̀ıprocamente, temos o seguinte:

♣ Teorema 2.4 (Prinćıpio fundamental de localização) ... Seja ω ∈ Ωk(M) e x ∈
M . Suponhamos que X1, · · · , Xk e X1, · · · , Xk são campos de vectores tais que Xj(x) = Xj(x)
(1 ≤ j ≤ k). Então:

ω(X1 · · · , Xk)(x) = ω(X1 · · · , Xk)(x)

• Dem.: É suficiente demonstrar o teorema para 1-formas ω ∈ Ω1(M). Por outro lado, basta provar
que se X ∈ X(M) é um campo de vectores que se anula em x ∈ M , então ω(X)(x) = 0. Para
isso consideremos uma carta local (U ; xi) em torno de x, e uma função “bump” f ∈ C∞(M), com
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suporte em U e tal que f ≡ 1 numa certa vizinhança de x. Então X = ai ∂
∂xi onde ai = X(xi) ∈

C∞(U), e ai(x) = 0. Temos portanto que:

f2ω(X) = ω(f2X) = ω(faif
∂

∂xi
) = fai ω(f

∂

∂xi
)

e avaliando esta fórmula em x:

ω(X)(x) = f2(x)ω(X)(x) = 0

uma vez que ai(x) = 0 e f(x) = 1.
.

Portanto uma k-forma diferencial ω : X(M)k → C∞(M), tem um valor bem determinado
ωx num ponto x ∈ M , nomeadamente a k-forma exterior ωx ∈ Ak(TxM) definida da seguinte
maneira: se v1, · · · ,vk ∈ TxM pômos:

ωx(v1, · · · ,vk)
def= ω(X1 · · · , Xk)(x)

onde X1, · · · , Xk são quaisquer campos de vectores tais que Xj(x) = vj (1 ≤ j ≤ k).

Passemos agora à definição e cálculo com diversas operações fundamentais sobre formas
diferenciais.

♣ Definição 2.6 (Pull-back de formas) ... Uma aplicação C∞, φ : M → N induz uma
transformação φ∗ : Ω(N) → Ω(M), dita o pull-back de formas, definida por:

(φ∗ω)x(v1, · · · ,vk) = ωφ(x)(dφx(v1), · · · , dφx(vk)) (2.3.4)

∀ω ∈ Ωk(N), ∀v1, · · · ,vk ∈ TxM , e que é compat́ıvel com o produto exterior, isto é:

φ∗(ω ∧ η) = φ∗(ω) ∧ φ∗(η) (2.3.5)

∀ω, η ∈ Ω(M). Em funções define-se φ∗(f) = f ◦ φ, ∀f ∈ C∞(N).

• Representação local... Vejamos a expressão do pull-back em coordenadas locais.
Suponhamos que:

Φ : (x1, · · · , xn) 7→ (φ1(x1, · · · , xn), · · · , φm(x1, · · · , xn))

é a representação local de φ relativamente a cartas locais (U ; xi) ∈ FM e (V, yj) ∈ FN , e
suponhamos que ω ∈ Ωk(N) tem a expressão local:

ωV =
∑

j1<···<∗jk

ωj1···jk
dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk

onde ωj1···jk
∈ C∞(V ). Então φ∗ω induz uma k-forma em U , cuja expressão local é do tipo:

(φ∗ω)U =
∑

i1<···<ik

fi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

expressão que é obtida a partir da expressão para ωV substituindo:

yj = φj(x1, · · · , xn) e dyj =
∑

i

∂φj

∂xi
dxi
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De facto basta aplicar a propriedade (2.3.5) juntamente com o facto seguinte:

φ∗(dyj) =
∑

i

∂φj

∂xi
dxi

♣ Exemplo 2.18 ... Seja ω = −ydx+xdy
x2+y2 uma 1-forma em IR2 − {0}, e φ : IR → IR2

dada por φ(t) = (cos t, sin t). Então φ∗ω = a(t)dt é obtida substituindo x = cos t, y = sin t, e
dx = −(sin t)dt, dy = (cos t)dt em ω:

φ∗ω = a(t)dt =
−(sin t)(−(sin t)dt) + (cos t)((cos t)dt)

(cos t)2 + (sin t)2
= dt

♣ Exerćıcio 2.10 ... Se φ : IR3 → IR2 é dada por φ(x, y, z) = (x+z, xy), e ω = evdu+udv ∈
Ω1(IR2), η = udu ∧ dv ∈ Ω2(IR2), calcule ω ∧ η, φ∗ω, φ∗η e φ∗ω ∧ φ∗η.

♣ Teorema 2.5 (Produto Interior iX) ... Dado um campo de vectores X ∈ X(M), ex-
iste uma única aplicação IR-linear iX : Ω(M) → Ω(M), dita produto interior por X, que a
cada ω ∈ Ωk(M) associa a (k − 1)-forma iX(ω) definida por:

iX(ω)(X2, · · · , Xk)
def
= ω(X,X2, · · · , Xk) (2.3.6)

e que verifica as propriedades seguintes:

• i(X|U )(ω|U ) = (ixω)|U (2.3.7)
• iX(f) = 0 ∀f ∈ C∞(M) (2.3.8)
• iX(θ) = θ(X) ∀θ ∈ Ω1(M) (2.3.9)
• iX : Ωk(M) → Ωk−1(M)
• iX(ω ∧ η) = iX(ω) ∧ η + (−1)deg ω ω ∧ iX(η) (2.3.10)

isto é, iX é uma anti-derivação local de grau −1, em Ω(M).

• Dem.: A unicidade decorre do facto de que iX é uma anti-derivação local, que está definida
nos geradores de Ω(M) através de (2.3.8) e (2.3.9). Vejamos agora que iX , definida pela fórmula
(2.3.6), satisfaz as propriedades acima referidas. Todas são evidentes com a excepção de (2.3.10).
Demonstremos esta última, utilizando a definição de produto exterior (fórmula (2.3.1)). Vem então
que, se ω ∈ Ωk(M) e η ∈ Ω`(M):

(iX(ω ∧ η))(X2, · · · , Xk+`) = (ω ∧ η)(X, X2, · · · , Xk+`)

=
′∑
σ

sgnσ ω(X,Xσ(2), · · · , Xσ(k)) η(Xσ(k+1), · · · , Xσ(k+`)) +

+(−1)k
′∑
σ

sgnσ ω(Xσ(2), · · · , Xσ(k+1)) η(X, Xσ(k+2), · · · , Xσ(k+`))

=
′∑
σ

sgnσ iXω(Xσ(2), · · · , Xσ(k)) η(Xσ(k+1), · · · , Xσ(k+`)) +

+(−1)k
′∑
σ

sgnσ ω(Xσ(2), · · · , Xσ(k+1)) iXη(Xσ(k+2), · · · , Xσ(k+`))
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• Isto é:

(iX(ω ∧ η))(X2, · · · , Xk+`) =
(iXω ∧ η)(X2, · · · , Xk+`) + (−1)deg ω(ω ∧ iXη)(X2, · · · , Xk+`)

• Representação local... Se no aberto U ⊆ M , ω tem a representação local:

ωU =
∑

i1<···<ik

ωi1···ik θi1 ∧ · · · ∧ θik (2.3.11)

onde {θ1, · · · , θk} são 1-formas linearmente independentes em U (um co-referencial móvel), e
ωi1···ik ∈ C∞(U), e se X = Xiei, onde {ei} é o referencial dual a {θi}, e Xi ∈ C∞(U), então
iXω tem a seguinte representação local:

(iXω)U =
∑

i1 < · · · < ik
1 ≤ ` ≤ k

Xi`ωi1···i`···ik θi1 ∧ · · · ∧ θ̂i` ∧ · · · ∧ θik

Note ainda que, ∀X,Y ∈ X(M) e ∀f ∈ C∞(M):

iX+Y = iX + iY

if X = f iX

(iX)2 = iXiX = 0 (2.3.12)

♣ Teorema 2.6 (Derivada de Lie LX) ... Dado um campo de vectores X ∈ X(M), seja
Φt = FlXt o respectivo fluxo local. Então existe uma única aplicação IR-linear LX : Ω(M) →
Ω(M), dita derivada de Lie segundo X, que a cada ω ∈ Ωk(M) associa a k-forma LX(ω)
definida por:

(LXω)(x)
def
= limt→0

(Φ∗t ω)x−ωx

t (2.3.13)

e que verifica as propriedades seguintes:

• LX|U (ωU ) = (LXω)|U (2.3.14)
• LX(f) = Xf ∀f ∈ C∞(M) (2.3.15)
• LX(df) = d(Xf) ∀f ∈ C∞(M) (2.3.16)
• LX : Ωk(M) → Ωk(M)
• LX(ω ∧ η) = LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η) (2.3.17)

isto é, LX é uma derivação local de grau 0, em Ω(M).

• Dem.: A unicidade decorre do facto de que LX é uma derivação local, que está definida nos
geradores de Ω(M) através de (2.3.15) e (2.3.16). Vejamos agora que LX , definida pela fórmula
(2.3.13), satisfaz as propriedades acima referidas. Todas resultam directamente da definição (2.3.13),
e das propriedades do pull-back de formas, com a excepção de (2.3.16). Demonstremos esta última:

(LXdf)(x) = lim
t→0

(Φ∗t df)x − (df)x

t

= lim
t→0

(dΦ∗t f)x − (df)x

t

= d
(

lim
t→0

(Φ∗t f)x − f(x)
t

)

= dLXf

= d(Xf)
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♣ Proposição 2.1 ...

• [LX ,LY ]ω = L[X,Y ] ω ∀X, Y ∈ X(M) ∀ω ∈ Ω(M) (2.3.18)
• i[X,Y ] = [LX , iY ] (2.3.19)
• (LXω)(X1, · · · , Xk) =

= X ω(X1, · · · , Xk)−
k∑

i=1

ω(X1, · · · , [X,Xi], · · · , Xk) (2.3.20)

• Dem.: Para provar (2.3.18), notamos que [LX ,LY ] é uma derivação local, já que LX e LY o são.
Também L[X,Y ] é uma derivação local. Portanto para verificar que são iguais basta demonstrar
que coincidem em funções f e diferenciais df , já que estas geram Ω(M).

Para provar (2.3.19), notamos que i[X,Y ] é uma anti-derivação local, LX é uma derivação local, iY
é uma anti-derivação local, e portanto [LX , iY ] é uma anti-derivação local. Vamos demonstrar que
i[X,Y ] e [LX , iY ] coincidem em funções f e diferenciais df . Se f ∈ C∞(M), i[X,Y ]f = 0 e:

[LX , iY ]f = LX iY f − iY LXf = −iY LXf = −iY (Xf) = 0

Se df ∈ Ω1(M):
i[X,Y ]df = [X, Y ]f

e:

[LX , iY ]df = LX iY df − iY LXdf

= LX(Y f)− iY d(Xf)
= (XY − Y X)f = [X,Y ]f

Finalmente para provar (2.3.20), temos em virtude de (2.3.18):

iX1LXω = LX iX1ω − i[X, Y ]ω

Multiplicando à esquerda sucessivamente por iX2 , · · · , iXk
e iterando, obtemos:

iXk
· · · iX1LXω = LX iXk

· · · iX1ω −
k∑

i=1

iXk
· · · i[X,Xi] · · · iX1ω

que é equivalente a (2.3.20).

• Representação local... Se numa carta local (U ; xi), a expressão local de ω é:

ωU =
∑

i1<···<ik

ωi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik

e se X = X` ∂
∂x` , então a expressão local de LXω é dada por (aplicando (2.3.20)):

(LXω)U =
∑

i1 < · · · < ik
1 ≤ ` ≤ n

X` ∂ωi1···ik
∂x`

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik +

−
∑

i1 < · · · < ik
1 ≤ s ≤ k

ωi1···ik dxi1 ∧ · · · ∧ dXis ∧ · · · ∧ dxik (2.3.21)
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♣ Teorema 2.7 (Derivada Exterior) ... Para cada k = 0, 1, 2, · · · , n − 1, existe uma
única aplicação IR-linear d = dk : Ωk(M) → Ωk+1(M), chamada derivação exterior de formas,
tal que:

LX ω = (d iX + iX d) ω “Fórmula de Cartan” (2.3.22)

∀ω ∈ Ω(M), ∀X ∈ X(M).

Dem.:

• Unicidade... Se d′ é um outro operador que satisfaz as condições do enunciado, então, ∀ω ∈ Ω(M):

iX(d′ − d)ω = (d− d′)iXω

Para k = 0, iXf = 0 e iX(d′ − d)f = 0, e como isto se verifica ∀X ∈ X(M), deduzimos que d = d′

em C∞(M). Suponhamos agora que d = d′ em todas as formas de grau ≤ k − 1. A igualdade
anterior mostra que também iX(d′− d)ω = 0, para todas as formas de grau k. Portanto d = d′ em
Ωk(M).

• Existência... A Fórmula de Cartan (2.3.22), mostra que se d existe, então terá que ser dada por:

(dω)(X0, X1, · · · , Xk) = (LX0ω)(X1, · · · , Xk)− (diX0ω)(X1, · · · , Xk) (2.3.23)

Vamos mostrar, usando indução no grau k = deg ω, que (2.3.23) define de facto uma forma difer-
encial dω. Para k = 0 isto é verdade, uma vez que se ω = f ∈ C∞(M), então:

(df)(X) = LXf = Xf

Suponhamos agora que dω, dada por (2.3.23), é uma forma diferencial, ∀ω de grau ≤ k − 1, e
demonstremos que o mesmo acontece quando ω tem grau k. Segundo a hipótese de indução, diX0ω
é C∞(M)-multilinear alternada relativamente a (X1, · · · , Xk), já que iX0ω tem grau k − 1. LX0ω
é também C∞(M)-multilinear alternada relativamente a (X1, · · · , Xk). Portanto dω é também
C∞(M)-multilinear alternada relativamente a (X1, · · · , Xk). Resta provar que dω é C∞(M)-linear
em X0 e alternada em X0, X1. Mas, usando (2.3.19):

(LX0ω)(X1, · · · , Xk) = (iX1LX0ω)(X2, · · · , Xk)
= (LX0iX1ω)(X2, · · · , Xk)− (i[X0,X1]ω)(X2, · · · , Xk)

e substituindo no segundo membro LX0 por diX0 + iX0d, vem que:

(LX0ω)(X1, · · · , Xk) = (diX0iX1ω)(X2, · · · , Xk) +
(diX1ω)(X0, X2, · · · , Xk)− (i[X0,X1]ω)(X2, · · · , Xk)

Para X0 = X1, vem que (LX1ω)(X1, · · · , Xk) = (diX1ω)(X1, X2, · · · , Xk), e substituindo em
(2.3.23), vemos que (dω)(X1, X1, · · · , Xk) = 0, isto é, dω é alternada em X0 e X1. A linearidade
em X0 resulta da linearidade em X1.

É importante notar que na definição da derivação exterior intervem apenas a estrutura
diferenciável de M . A derivação exterior é, como veremos em breve, invariante sob aplicações.
Estas propriedades justificam a importância deste operador em muitas aplicações em F́ısica e
Geometria.

♣ Proposição 2.2 ... Se ω ∈ Ωk(M) é uma forma de grau k, então dω ∈ Ωk+1(M) é uma
forma de grau k + 1, definida por:

(dω)(X1, · · · , Xk+1) =
k+1∑

i=1

(−1)i+1 Xi ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1) +

−
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+j ω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xk+1)

(2.3.24)
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∀ω ∈ Ωk(M). Em particular se θ ∈ Ω1(M) é uma 1-forma, então:

dθ(X, Y ) = X θ(Y )− Y θ(X)− θ([X, Y ]) ∀X, Y ∈ X(M) (2.3.25)

• Dem.: Utilizar indução, a fórmula de Cartan e ainda (2.3.20).

♣ Teorema 2.8 Existe uma única aplicação IR-linear d : Ω(M) → Ω(M), tal que:

• dU (ω|U ) = (dω)|U (2.3.26)
• d(ω + η) = dω + dη e d(λω) = λ d(ω) (2.3.27)
• d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)deg ω ω ∧ dη (2.3.28)
• df(X) = Xf, ∀f ∈ C∞(M) (2.3.29)
• d2ω = 0 ∀ω ∈ Ω(M) (2.3.30)

isto é, d é uma anti-derivação local de grau +1, em Ω(M).

• Dem.: A unicidade demonstra-se da maneira usual. Demonstremos agora que d existe e que é
dada pela derivada exterior de formas. Basta provar que a derivada exterior definida através da
fórmula de Cartan (2.3.22), verifica as propriedades referidas no teorema. Para mostrar (2.3.28),
vamos usar indução, supondo que essa igualdade é válida para ω ∈ Ωr(M) e η ∈ Ωs(M), com
r + s = k− 1, e provando que que ela continua válida para r + s = k. Se ω ∈ Ωr(M) e η ∈ Ωs(M),
então:

(d(ω ∧ η))(X1, · · · , Xr+s+1 = (iX1d(ω ∧ η))(X2, · · · , Xr+s+1

Mas:

iX1d(ω ∧ η) = LX1(ω ∧ η)− diX1(ω ∧ η)
= LX1ω ∧ η + ω ∧ LX1η − d(iX1ω ∧ η + (−1)rω ∧ iX1η)
= LX1ω ∧ η + ω ∧ LX1η − diX1ω ∧ η − (−1)r−1iX1ω ∧ dη −

−(−1)rdω ∧ iX1η − (−1)r2
ω ∧ diX1η

em virtude da hipótese de indução. Atendendo agora à fórmula de Cartan (2.3.22), vem que:

iX1d(ω ∧ η) = iX1dω ∧ η + (−1)r+1dω ∧ iX1η + (−1)r
(
iX1ω ∧ dη + (−1)rω ∧ iX1dη

)

= iX1(dω ∧ η) + (−1)riX1(ω ∧ dη)
= iX1

(
dω ∧ η) + (−1)rω ∧ dη

)

Esta fórmula é válida para r + s = 0, 1. Deduzimos assim, do que foi feito, que ela válida ∀r, s e
∀X ∈ X(M). Portanto:

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)deg ω ω ∧ dη

Para demonstrar (2.3.30), é suficiente verificar para ω = f ∈ C∞(M), devido ao carácter local de
d. De (2.3.22), vem que:

iXd2f = LXdf − diXdf = LXdf − dLXf = 0

porque LX e d comutam sobre as funções diferenciáveis.
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♣ Proposição 2.3 ...

• [LX , d] = LX d− dLX = 0 (2.3.31)
• ϕ∗dω = dϕ∗ω, para toda a aplicação diferenciável ϕ : M → N e ∀ω ∈ Ω(N)

(2.3.32)

• Representação local... Se ω ∈ Ωk(M) admite a representação local:

ωU =
∑

i1<···<ik

ai1···ik dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

então:
(dω)U =

∑
i1<···<ik

dai1···ik ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

♣ Exerćıcio 2.11 ... Seja ω = y2 dx ∧ dz + sin(xy) dx ∧ dy + ex dy ∧ dz ∈ Ω(IR3), e X = 3 ∂
∂x +

cos z ∂
∂y − x2 ∂

∂z ∈ X(IR3). Calcule dω e iXω.

♣ Exerćıcio 2.12 ... Seja M uma variedade orientável de dimensão n, e µ ∈ Ωn(M) uma forma
volume para M (isto é, uma n-forma µ que nunca se anula e que portanto define uma orientação para M).
Se X ∈ X(M) então LXµ ∈ Ωn(M) e portanto existe uma única função, notada por div µ(X) ∈ C∞(M),
tal que:

LXµ = div µ(X)µ

div µ(X) diz-se a “divergência de X relativamente a µ”.

(i). Mostre que div µ(X) = 0 se e só se (FlXt )∗µ = µ. (Neste caso diz-se que o campo de vectores X
preserva volume ou que é incompresśıvel).

(ii). Prove as seguintes igualdades:

• div fµ(X) = div µ(X) + Xf
f ∀f ∈ C∞(M), f(x) 6= 0, ∀x ∈ M .

• div µ(gX) = gdiv µ(X) + Xg ∀g ∈ C∞(M).

• div µ([X, Y ]) = X(div µ(Y ))− Y (div µ(X))
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FORMULÁRIO

• iX(ω)(X2, · · · , Xk) def= ω(X, X2, · · · , Xk)

• iX(f) = 0 ∀f ∈ C∞(M)

• iX(θ) = θ(X) ∀θ ∈ Ω1(M)

• iX(ω ∧ η) = iX(ω) ∧ η + (−1)deg ω ω ∧ iX(η)

• LX(f) = Xf ∀f ∈ C∞(M)

• LX(df) = d(Xf) ∀f ∈ C∞(M)

• LX(ω ∧ η) = LX(ω) ∧ η + ω ∧ LX(η)

• LfXω = fLXω + df ∧ iXω

• [LX ,LY ] ω = L[X,Y ] ω

• i[X,Y ] = [LX , iY ]

• LX iXω = iXLXω

• (LXω)(X1, · · · , Xk) = X ω(X1, · · · , Xk)−∑k
i=1 ω(X1, · · · , [X, Xi], · · · , Xk)

• LX ω = (d iX + iX d) ω “Fórmula de Cartan”

•

(dω)(X1, · · · , Xk+1) =
k+1∑

i=1

(−1)i+1 Xi ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1) +

−
∑

1≤i<j≤k+1

(−1)i+j ω([Xi, Xj ], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j , · · · , Xk+1)

• dθ(X, Y ) = X θ(Y )− Y θ(X)− θ([X,Y ]) ∀X, Y ∈ X(M), ∀θ ∈ Ω1(M)

• d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)deg ω ω ∧ dη

• df(X) = Xf

• d2ω = 0

• [LX , d] = LX d− dLX = 0

• ϕ∗dω = dϕ∗ω

• ϕ∗(iXω) = iϕ∗X(ϕ∗ω) onde ϕ é um difeomorfismo

• ϕ∗(LXω) = Lϕ∗X(ϕ∗ω) onde ϕ é um difeomorfismo
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2.4 Integração das Formas. Fórmula de Stokes

O tipo de integração que vamos considerar em variedades, e que é suficiente para os nossos
objectivos, envolve integração de `-formas diferenciais (cont́ınuas) sobre `-cadeias singulares
(diferenciáveis) numa variedade M de dimensão k em IRn. Vejamos qual o significado destes
objectos.

2.4.1 Preliminares geométricos

Designemos por:

I` = [0, 1]` def= {(a1, · · · , a`) ∈ IR` : 0 ≤ ai ≤ 1}
o “`-cubo standard em IR`”. Para ` = 0 pômos I0 = {0}. Consideremos ainda a injecção
canónica:

I` : I` ↪→ IR`, I`(p) = p

Figure 2.1: `-cubo standard em R`

Em geral referir-nos-emos ao `-cubo singular como sendo o conjunto I = [0, 1]` ou a aplicação
I`, sem qualquer risco de confusão.

♣ Definição 2.7 ... Seja M uma variedade de dimensão k em IRn. Um “`-cubo singu-
lar” (diferenciável) em M”, é uma aplicação:

c : I` → M

diferenciável (C∞) em algum aberto U de IR` que contem I = [0, 1]`.

A palavra singular surge porque não exigimos que c seja injectiva. O “suporte” do `-cubo:

|c| def= c([0, 1]`)

não é portanto necessàriamente uma variedade regular em M . Pode apresentar “pontos duplos”,
“cantos” e até degenerar num único ponto.
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Figure 2.2: `-cubo singular

♣ Definição 2.8 ... Uma “`-cadeia singular em M”, é uma combinação linear finita
(formal) com coeficientes inteiros:

C =
∑

i ai ci, ai ∈ Z (2.4.1)

onde os ci são `-cubos singulares em M .

O “suporte” da `-cadeia C =
∑

i ai ci define-se por:

|C| def=
⋃

i

|ci|

O grupo das `-cadeias singulares em M , com coeficientes inteiros, notado por:

C`(M,Z)

é o grupo abeliano livre gerado pelos `-cubos singulares em M . A soma de duas `-cadeias
C =

∑
ai ci e C ′ =

∑
a′j c′j é portanto dada por:

C + C ′ =
∑

ai ci + a′j c′j

Vamos agora definir o “bordo” de uma k-cadeia singular em M . Consideremos em primeiro
lugar o `-cubo standard I` : [0, 1]` → IR`. Como conjunto, o seu bordo ∂I` é a reunião das
suas 2` faces de dimensão (` − 1), isto é, pelos os pontos (a1, · · · , a`) ∈ I` para os quais uma
das coordenadas ai ou é 0 ou 1. No entanto, para efeitos de teoria de integração (e não só
...) precisamos de considerar cada uma dessas faces munida de uma certa orientação. Por isso
definimos:

♣ Definição 2.9 ... Se I` : [0, 1]` → IRl é o `-cubo standard em IR` então para cada
i = 1, · · · , `, define-se a:

• “(i, 0)-face de I`” através de:

(F(i,0)I
`)(a1, · · · , a`−1)

def
= I`(a1, · · · , ai−1, 0, ai, · · · , a`−1) (2.4.2)

e a:
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• “(i, 1)-face de I`” através de:

(F(i,1)I
`)(a1, · · · , a`−1)

def
= I`(a1, · · · , ai−1, 1, ai, · · · , a`−1) (2.4.3)

Estas aplicações servem para induzir uma orientação em cada uma das faces do `-cubo, conforme
se ilustra nos exemplos seguintes.

Exemplos...

(i). Faces do 2-cubo I2:

(F(1,0)I
2)(a1) = (0, a1) (F(1,1)I

2)(a1) = (1, a1)
(F(2,0)I

2)(a1) = (a1, 0) (F(2,1)I
2)(a1) = (a1, 1)

Figure 2.3: Faces do 2-cubo I2

(i). Faces do 3-cubo I3:

(F(1,0)I
3)(a1, a2) = (0, a1, a2) (F(1,1)I

3)(a1, a2) = (1, a1, a2)
(F(2,0)I

3)(a1, a2) = (a1, 0, a2) (F(2,1)I
3)(a1, a2) = (a1, 1, a2)

(F(3,0)I
3)(a1, a2) = (a1, a2, 0) (F(3,1)I

3)(a1, a2) = (a1, a2, 1)

Figure 2.4: Faces do 3-cubo I3
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♣ Definição 2.10 ... O “bordo do `-cubo singular I`” é por definição a (`− 1)-cadeia
∂I`:

∂I` def
=

∑`
i=1 (−1)i

[
F(i,0)I

` − F(i,1)I
`
]

(2.4.4)

Por convenção põe-se ∂I0 = ∂{0} = 1 ∈ Z.

♣ Exemplos 2.1 ... Representemos por F(i,ε)I
` = F(i,ε) a (i, ε)-face de I`. Então:

(i). ∂I1 = −1{0}+ 1{1}
(ii). ∂I2 = −F(1,0) + F(1,1) + F(2,0) − F(2,1)

(iii). ∂I3 = −F(1,0) + F(1,1) + F(2,0) − F(2,1) − F(3,0) + F(3,1)

Consideremos agora um `-cubo singular numa variedade M , c : I` → M . Para cada i =
1, · · · , ` definimos:

• “(i, 0)-face de c” através de:

(F(i,0)c)(a
1, · · · , a`−1) def= c(a1, · · · , ai−1, 0, ai, · · · , a`−1) (2.4.5)

e a:

• “(i, 1)-face de I`” através de:

(F(i,1)c)(a
1, · · · , a`−1) def= c(a1, · · · , ai−1, 1, ai, · · · , a`−1) (2.4.6)

Note que estas faces são (`− 1)-cubos singulares em M , isto é:

F(i,0)c, F(i,0)c : I`−1 −→ M

Por outro lado, estas aplicações F(i,0) e F(i,1) verificam as propriedades seguintes:

F(i,0)F(j,0)c = F(j−1,0)F(i,0)c

F(i,1)F(j,1)c = F(j−1,1)F(i,1)c

F(i,0)F(j,1)c = F(j−1,1)F(i,0)c

F(i,1)F(j,0)c = F(j−1,0)F(i,1)c (2.4.7)

para todo o `-cubo singular c (` > 1) e 1 ≤ i, j ≤ `. O bordo do `-cubo singular c, define-se
através de:

∂c
def=

∑`
i=1 (−1)i

[
F(i,0)c− F(i,1)c

]
(2.4.8)

e finalmente, o “bordo de uma `-cadeia singular em M” C =
∑

i ai ci, define-se através
de:

∂C =
∑

i ai ∂ci (2.4.9)

A propriedade mais importante do operador bordo ∂ : C`(M,Z) → C`−1(M,Z), que se demonstra
utilizando as igualdades (2.4.7), é a seguinte (ver Spivak):

♣ Proposição 2.4 ... Se C é uma cadeia em M , então:

∂∂C = 0, ∀C ∈ C(M,Z) (2.4.10)

.
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2.4.2 Integração de k-formas em Rk

Se representamos por y1, · · · , yk as coordenadas usuais cartesianas em IRk, então:

dy1 ∧ · · · ∧ dyk

representa a forma volume de IRk associada à métrica Euclideana e à orientação usual de IRk.

Portanto se ω ∈ Ωk(U) é uma k-forma diferencial, definida e cont́ınua num aberto U ⊆ IRk
yj ,

existe uma única função cont́ınua f : U → IR, tal que:

ω = f dy1 ∧ · · · ∧ dyn

em U . Se A ⊂ U é um domı́nio de integração, põe-se por definição:
∫

A
ω

def=
∫

A
f

=
∫

A
f dy1 · · · dyk (2.4.11)

Recordemos do curso de Análise a fórmula da mudança de variáveis em integrais múltiplos:

“Seja A ⊂ IRk
xi um domı́nio de integração contido num aberto U de IRk, φ : U → φ(U) um

difeomorfismo sobre um aberto φ(U) ⊆ IRk
yj , e f : φ(A) → IR uma função cont́ınua. Então φ(A)

é um domı́nio de integração e:
∫
φ(A) f dy1 · · · dyk =

∫
A (f ◦ φ) |detJacφ| dx1 · · · dxk (2.4.12)

Figure 2.5: Fórmula da mudança de variáveis em integrais múltiplos

Esta fórmula pode ser reformulada em termos de formas diferenciais. Vejamos para já uma
proposição preliminar:

♣ Proposição 2.5 ... Seja φ : U → φ(U) um difeomorfismo do aberto U ⊆ IRk
xi sobre o

aberto φ(U) ⊆ IRk
yj . Então, se ω = f dy1 ∧ · · · ∧ dyk é uma k-forma diferencial cont́ınua no

aberto φ(U) ⊆ IRk
yj :

φ∗(ω) = φ∗(f dy1 ∧ · · · ∧ dyk)
= (f ◦ φ)(detJacφ) dx1 ∧ · · · ∧ dxk (2.4.13)
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Dem.: Como φ∗(f dy1 ∧ · · · ∧ dyk) = (f ◦ φ)φ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyk), basta provar que:

φ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyk) = (detJacφ) dx1 ∧ · · · ∧ dxk

Vem então que:

φ∗(dy1 ∧ · · · ∧ dyk)
(

∂

∂x1
, · · · ,

∂

∂xk

)
= dy1 ∧ · · · ∧ dyk

(
dφp

( ∂

∂x1

)
, · · · , dφp

( ∂

∂xk

))

= dy1 ∧ · · · ∧ dyk
( ∂φi

∂x1

∂

∂yi
, · · · ,

∂φi

∂xk

∂

∂yi

)

= det
(

∂φi

∂xj

)
(dy1 ∧ · · · ∧ dyk)(

∂

∂y1
, · · · ,

∂

∂yk
)

= detJacφ

em virtude do teorema (2.2), CQD.

Portanto, se ω é uma k-forma diferencial cont́ınua no aberto φ(U) ⊆ IRk, e A ⊂ U um
domı́nio de integração contido em U , então a definição 2.4.11 e a fórmula (2.4.13) permitem
reescrever a fórmula da mudança de variáveis (2.4.12), na forma:

∫

φ(A)
ω =

∫

φ(A)
f dy1 · · · dyk

=
∫

A
(f ◦ φ) |detJacφ| dx1 · · · dxk

= ±
∫

A
φ∗ω

ou, mais sucintamente: ∫
φ(A) ω = ± ∫

A φ∗ω (2.4.14)

onde o sinal + ocorre quando φ preserva orientação (detJacφ > 0), e o sinal − ocorre quando
φ inverte a orientação (detJacφ < 0).

2.4.3 Integração de formas diferenciais em cadeias

Seja M uma variedade de dimensão k em IRn, e C uma `-cadeia singular em M . O nosso
objectivo é definir o integral

∫
C ω onde ω é uma `-forma diferencial (cont́ınua) definida em M .

Consideremos primeiro o caso em que C é um `-cubo singular em M , c : I` → M .

♣ Definição 2.11 ... Seja c : I` → M um `-cubo singular em M , e ω uma `-forma difer-
encial (cont́ınua) em M . Então:

• Se ` = 0, o 0-cubo c reduz-se ao ponto c(0) ∈ M , e a 0-forma ω é apenas uma função
cont́ınua em M . Pômos então por definição:

∫

c
ω

def
= ω(c(0)) (2.4.15)

• Se ` ≥ 1, então c prolonga-se a uma aplicação C∞, definida num aberto U ⊆ IR`, contendo
I` = [0, 1]`, e portanto podemos definir o pull-back c∗ω que é uma `-forma diferencial
cont́ınua em U . Pômos então por definição:

∫
c ω

def
=

∫
[0,1]` c∗ω (2.4.16)

onde o segundo membro se define como em (2.4.11).
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• Finalmente, se C =
∑

i ai ci é uma `-cadeia singular em M , pômos por definição:

∫
C ω

def
=

∑
i ai

∫
ci

ω (2.4.17)

Suponhamos que c◦φ é uma reparametrização do `-cubo singular c, isto é, φ : [0, 1]` → [0, 1]`

é uma aplicação bijectiva C∞ com detJacφ 6= 0 em todo o ponto.

Figure 2.6:

Vejamos qual o efeito desta reparametrização sobre o integral da `-forma ω, tal como o
acabamos de definir em (2.4.16):

∫

c◦φ
ω

def=
∫

[0,1]`
(c ◦ φ)∗ω

=
∫

[0,1]`
φ∗c∗ω

= ±
∫

φ([0,1]`)
c∗ω pela fórmula da mudança de variáveis (2.4.14)

= ±
∫

[0,1]`
c∗ω porque φ([0, 1]`) = [0, 1]`

def= ±
∫

c
ω (2.4.18)

onde o sinal + ocorre quando φ preserva orientação (detJacφ > 0), e o sinal − ocorre quando
φ inverte a orientação (detJacφ < 0). Portanto o integral é invariante sob reparametrizações
que preservem a orientação (detJacφ > 0).

Um dos teoremas mais importantes em integração de formas é o chamado teorema de Stokes,
que constitui uma generalização importante do teorema fundamental do cálculo:

♣ Teorema 2.9 “Teorema de Stokes” ... Seja C uma `-cadeia singular em M (com
` ≥ 1), e ω uma (`− 1)-forma diferencial de classe C∞ em M . Então:

∫
C dω =

∫
∂C ω (2.4.19)
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Dem.: Durante a prova usamos a notação seguinte para a (j, ε)−face do `-cubo:

ιj,ε
def= F(j,ε)I

` : I`−1 → IR`

para cada j = 1, · · · , ` e ε = 0, 1 (ver (2.4.2) e (2.4.3)):

ιj,ε(x1, · · · , x`−1) = (x1, · · · , xj−1, ε, xj+1, · · · , x`−1)

A prova faz-se em 3 etapas:

(1). ω é uma (`− 1)-forma em IR`
yj , e C = I` é o `-cubo standard em IR`

xi .

Neste caso ω é uma soma de (`− 1)-formas do tipo seguinte:

f dy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dy`

e por isso basta provar o teorema para uma dessas formas. Para isso, observamos primeiro que:
∫

[0,1]`−1
ι∗j,ε(f dy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dy`) =

{
0 se j 6= i∫
[0,1]`

f(x1, · · · , ε, · · · , x`−1)dx1 · · · dx` se j = i

De facto, se j 6= i, ι∗j,εdyj = d(yj ◦ ιj,ε) = dε = 0, e se j = i, apenas se junta uma integração extra
trivial na variável j = i, relativamente à qual f é constante e igual a ε = 0 ou 1.
Portanto para C = I`, um termo t́ıpico é:

∫

∂C

=
∫

∂I`

f dy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dy`

=
∑̀

j=1

∑
ε=0,1

(−1)j+ε

∫

[0,1]`−1
ι∗j,ε(f dy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dy`)

= (−1)i+1

∫

[0,1]`
f(x1, · · · , 1, · · · , x`)dx1 · · · dx` +

+(−1)i

∫

[0,1]`
f(x1, · · · , 0, · · · , x`)dx1 · · · dx`

(2.4.20)

Por outro lado:
∫

C

dω =
∫

[0,1]`
(I`)∗d(f dy1 ∧ · · · ∧ d̂yi ∧ · · · ∧ dy`)

=
∫

[0,1]`

∂f

∂xj
dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dx`

= (−1)i−1

∫

[0,1]`

∂f

∂xi
dx1 · · · dx` (2.4.21)

onde na segunda igualdade, se usou o facto de que todos os outros termos são nulos (os que contêm
termos do tipo dxj ∧ dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dx`, com j 6= i). Usamos agora o teorema de Fubini
sobre o cubo, para escrever o integral múltiplo (2.4.21), como um integral iterado e integramos
relativamente à coordenada xi para obter:

(2.4.21) = (−1)i−1

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

( ∫ 1

0

∂f

∂xi
dxi

)
dx1 · · · d̂xi · · · dx`

= (−1)i−1

∫ 1

0

· · ·
∫ 1

0

[
f(x1, · · · , 1, · · · , x`)− f(x1, · · · , 0, · · · , x`)

]
dx1 · · · d̂xi · · · dx`

(2.4.22)
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onde usámos o teorema fundamental do cálculo. Escrevemos agora o integral iterado como um
integral múltiplo e adicionamos uma integração extra trivial relativamente à variável xi, para
obter:

(2.4.22) = (−1)i+1

∫

[0,1]`
f(x1, · · · , 1, · · · , x`)dx1 · · · dx` +

+(−1)i

∫

[0,1]`
f(x1, · · · , 0, · · · , x`)dx1 · · · dx`

=
∫

∂C

ω comparando com (2.4.20)

o que termina a prova no caso em que C = I` é o `-cubo standard em IR`.

(2). C é um `-cubo singular c : I` → M , em M , e ω é uma (`− 1)-forma em M

Primeiro provamos fàcilmente que
∫

∂c
ω =

∫
∂I` c∗ω, usando as definições. Vem então que:

∫

c

dω =
∫

I`

c∗dω =
∫

I`

d(c∗ω) =
∫

∂I`

c∗ω =
∫

∂c

ω

onde na terceira igualdade se usou a parte 1. da prova.

(2). C =
∑

i aici é uma `-cadeia singular em M , e ω é uma (`− 1)-forma em M

∫

C

dω =
∑

i

ai

∫

ci

dω =
∑

i

ai

∫

∂ci

ω =
∫

∂C

ω

.

2.4.4 Integração em variedades

Seja M uma variedade de dimensão k em IRn, orientável e orientada. Recorde que Ik = [0, 1]k ⊂
IRk.

♣ Definição 2.12 ... Uma k-célula orientada em M é um k-cubo (singular) da forma
σ = Φ|Ik onde Φ : U → M é uma parametrização local positiva definida num aberto U ⊆ IRk

que contem Ik.
σ = Φ|Ik : Ik −→ M

Como antes referir-nos-emos indistintamente à k-célula orientada como sendo quer a aplicação
σ = Φ|Ik quer a sua imagem (ou suporte) |σ| = Φ|Ik(Ik).

Dada um k-forma em M definimos o integral de ω sobre a k-célula orientada σ através de
(2.4.16), isto é: ∫

σ
ω

def=
∫

Ik

Φ∗ω (2.4.23)

A discussão que precede a definição 2.11 mostra que esta definição não depende da parametrização
local positiva tal que |σ| = Φ|Ik(Ik).
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Figure 2.7: k-célula orientada em M

♣ Definição 2.13 ... Seja M uma variedade de dimensão k em IRn, orientável e orientada.
Uma k-cadeia fundamental orientada em M é uma cadeia do tipo:

C = σ1 + · · ·+ σr

onde cada σi é uma k-célula orientada em M , tal que para todos os i, j = 1, · · · , r a intersecção
|σi| ∩ |σj | ou é vazia ou é a reunião de uma ou mais faces comuns a σi e σj.

Uma região fundamental R em M é o suporte de alguma cadeia fundamental C =
∑

σi:

R =
⋃

i

|σi|

Note que uma região fundamental R em M é sempre um conjunto compacto em M .

Figure 2.8: Região fundamental R em M

Dada uma região fundamental R numa variedade orientada M de dimensão k em IRn, e uma
k-forma diferencial ω cont́ınua em R, define-se o integral

∫
R ω através de:

∫
R ω

def=
∑r

i=1

∫
σi

ω (2.4.24)

onde C =
∑

σi é uma cadeia fundamental tal que R =
⋃

i |σi|.
Note que esta definição não depende da cadeia fundamental C. De facto seja C ′ =

∑
σ′j

uma outra cadeia fundamental tal que R =
⋃

j |σ′j |. Pondo Aij = |σi|∩ |σ′j |, seja Bij = σ−1
i (Aij)
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e B′
ij = σ′j

−1(Aij), de tal forma que σ′j
−1 ◦ σi é um difeomorfismo de Bij sobre B′

ij . Vem então
que:

∫

B′ij
σ′j
∗
ω =

∫

Bij

(σ′j
−1 ◦ σi)∗σ′j

∗
ω

=
∫

Bij

σ∗i (σ
′
j
−1)∗σ′j

∗
ω

=
∫

Bij

σ∗i ω

e portanto: ∫

R
ω =

∑

i

∫

σi

ω =
∑

i,j

∫

Bij

σ∗i ω =
∑

i,j

∫

B′ij
σ′j
∗
ω =

∑

j

∫

σ′j
ω

como se tinha afirmado.

2.4.5 Variedades com bordo

Considere o semi-espaço fechado superior Hk em IRk:

Hk def= {(x1, · · · , xk) ∈ IRk : xk ≥ 0}

É claro que Hk não é uma subvariedade de IRk. No entanto, quer IntHk quer ∂Hk são
subvariedades de IRk de dimensões k e k − 1, respectivamente.

O interior de Hk é:
IntHk = {(x1, · · · , xk) ∈ IRk : xk > 0}

e o seu bordo é:
∂Hk = Hk − IntHk = {(x1, · · · , xk) ∈ IRk : xk = 0}

Os abertos de Hk são subconjuntos A ⊆ Hk que são da forma A = U ∩Hk onde U é um
aberto de IRk. Dado um aberto A ⊆ Hk definimos o seu interior:

IntA = A ∩ IntHk

e o seu bordo:
∂A = A ∩ ∂Hk

Note que o bordo de A não é a fronteira de A (por exemplo, A =]0, 1[×[0, 1[⊂ H2). No entanto,
quer IntA quer ∂A são subvariedades de dimensões k e k − 1, como abertos de IntHk e ∂Hk,
respectivamente.

Uma função f : A → IR diz-se suave se é a restrição de uma função suave g : U → IR definida
num aberto U de IRk, que contem A. A diferencial dfp : IRk → IRk está bem definida em todo o
ponto p ∈ A (provar como exerćıcio).

Se A e B são dois abertos de Hk e f : A → B é um difeomorfismo suave, então f(∂A) = ∂B

e ∂f
def= f |∂A é um difeomorfismo suave de ∂A sobre ∂B (provar como exerćıcio).

♣ Definição 2.14 ... Uma parametrização k-dimensional de um subconjunto V ⊂ IRk é
uma aplcação suave φ : A → V , definida num aberto A ⊆ Hk tal que:
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• φ é um homeomorfismo de A sobre V

• dfa : IRk → IRn é injectiva para todo o ponto A ∈ A

♣ Definição 2.15 ... Uma variedade com bordo (real) M de dimensão k em IRn, é um
subconjunto M ⊂ IRn em que cada um do seus pontos p pertence a um aberto V ⊂ M que é
imagem de uma parametrização , suave φ : A → V , definida num aberto A ⊂ Hk.

As aplicações de mudança de coordenadas continuam a ser difeomorfismos (provar como
exerćıcio).

♣ Definição 2.16 ... Seja M uma variedade, com bordo, de dimensão k em IRn. O bordo
de M é o conjunto ∂M constitúıdo pelos pontos p ∈ M que são da forma p = φ(u) com u ∈ ∂A,
para alguma parametrização , suave φ : A → V , definida num aberto A ⊂ Hk.

Esta definição não depende da parametrização φ (provar como exerćıcio). Se M é uma
variedade com bordo, o seu interior define-se por IntM = M − ∂M . IntM é uma subvariedade
(sem bordo) de dimensão k em M e ∂M é também uma subvariedade (sem bordo) de dimensão
k−1 em M . A inclusão ι : ∂M ↪→ M é um mergulho suave (provar estes factos como exerćıcio).

♣ Proposição 2.6 ... Seja M uma variedade sem bordo, de dimensão k em IRn e f : M →
IR uma função suave tal que 0 é valor regular de f . Então:

N = {p ∈ M : f(p) ≤ 0} ⊆ M

é uma subvariedade de dimensão k em M , com bordo ∂N = f−1(0).

Dem.:
Ver [GP].

.

♣ Proposição 2.7 ... Seja M uma variedade de dimensão m, com bordo ∂M , N uma
variedade de dimensão n, sem bordo, e f : M → N uma aplicação suave.

Suponhamos que q ∈ N é valor regular de f e também de ∂f = F |∂M . Então f−1(q) é uma
variedade de dimensão m− n, com bordo dado por:

∂(f−1(q)) = f−1(q) ∩ ∂M

Dem.:
Ver [GP].

.

Seja M uma variedade, com bordo, de dimensão k em IRn. Para cada p ∈ M (mesmo quando
p ∈ ∂M) define-se o espaço tangente TpM através de:

TpM = dfu(IRk)

onde φ : A → V é uma parametrização , suave de M , definida num aberto A ⊂ Hk, com
p = φ(u). Como ∂Hk = IRk−1 × {0} ∼= IRk−1, é claro que:

Tp(∂M) = dφu(IRk−1) ⊂ TpM

Esta definições não dependem da parametrização φ (provar como exerćıcio).
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♣ Proposição 2.8 ... Seja M é uma variedade orientável com bordo. Então ∂M é ori-
entável.

• Dem.: Observe que um difeomorfismo:

F = (F 1, · · · , F k) : IRk −→ IRk

tal que F (Hk) ⊆ Hk e F (IRk−1 × {0}) ⊆ IRk−1 × {0}, isto é:

F k(x1, · · · , xk) ≥ 0, sempre que xk ≥ 0

e:
F k(x1, · · · , xk−1, 0) = 0

satisfaz, ∀j : 1 ≤ j ≤ k − 1:
∂F k

∂xj
(x1, · · · , xk−1, 0) = 0

e:
∂F k

∂xk
(x1, · · · , xk−1, 0) > 0

∀(x1, · · · , xk−1) ∈ IRk−1.

Portanto o determinante da matriz Jacobiana de F e o determinante da matriz Jacobiana da
restrição de F a IRk−1×{0} (ambos não nulos), têm o mesmo sinal em todo o ponto de IRk−1×{0}.
Conclúımos então que, se todas as aplicações de mudança de coordenadas para M têm determi-
nantes Jacobianos sempre positivos, o mesmo acontece para aplicações de mudança de coordenadas
induzidas em ∂M .

Uma orientação para M induz naturalmente uma orientção em ∂M . Com efeito, ∀p ∈ M
sabemos que Tp(∂M) tem codimensão 1 em TpM . Portanto existem existem exactamente dois
vectores unitários em TpM ortogonais a Tp(∂M) - um deles, −np aponta para o interior de M
e o outro np para o exterior. Mais precisamente, se φ : A → M é uma parametrização suave
com p = φ(u) então (dfu)−1 : TpM → TuIRn envia um desses vectores em Hn (o que aponta
”para dentro” de M) e o outro em −Hn (o que aponta ”para fora” de M). Mais uma vez estas
definições não dependem da parametrização φ (provar como exerćıcio).

A orientação induzida em ∂M define-se da seguinte forma - uma base ordenada {v1,v2, · · · ,vk−1}
de Tp(∂M) diz-se positiva sse a base ordenada {np,v1,v2, · · · ,vk−1} de TpM é positiva.

Figure 2.9:
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Vamos definir o integral
∫
M ω de uma k-forma cont́ınua ω sobre M . A definição é análoga

ao caso em que ∂M = ∅.

♣ Definição 2.17 ... Um conjunto C ⊂ M diz-se uma k-célula orientada em M , se C
é imagem do cubo Ik sob uma parametrização local positiva φ : A → M definida num aberto
A ⊂ Hn.

Quando a célula C está contida em IntM , C diz-se uma célula interior. Neste caso A é
um aberto e IRn que contem Ik. Mas quando o aberto A é aberto de Hn que contem Ik, então,
designando por:

c = φ|Ik

o k-cubo associado, exigimos explicitamnte que:

C ∩ ∂M = c(n,0)(I
k)

isto é, a célula C interesecta o bordo de M exactamente na sua (n, 0)-face.

Figure 2.10:

Em qualquer dos casos continuamos a definir:
∫

C
=

∫

Ik

φ∗ω

Para definir o integral de ω sobre M podemos seguir duas vias:

• usar uma partição celular orientada de M

• usar partições da unidade

Usamos a primeira via, por ser mais intuitiva e prestar-se mais rapidamente a cálculos
concretos, remetendo a segunda via para um apêndice.

♣ Definição 2.18 ... Seja M uma variedade suave compacta orientada com bordo. Uma
partição celular orientada de M é uma colecção C = {C1, C2, · · · , Cr} de k-células orientadas
tais que:

• M = ∪r
i=1Ci
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• Se i 6= j então Ci ∩ Cj ou é vazia ou consiste de uma única face comum Fij a Ci e a Cj,
sobre a qual Ci e Cj induzem orientações opostas.

• Se F é uma face de Ci e não existe qualuer outra célula que admite F como face, então
F ⊂ ∂M e F é a (k, 0)-face de Ci. Além disso, o bordo de M é reunião de faxces deste
tipo.

Figure 2.11:

É posśıvel provar que toda a variedade compacta orientada admite uma partição deste tipo.
No entanto a demonstração ultrapassa o ńıvel deste curso pelo que, do ponto de vista técnico,
é prefeŕıvel usar partições da unidade para ”partir” a forma ω.

O integral de uma k-forma define-se através de:

∫

M
ω =

r∑

i=1

∫

Ci

ω (2.4.25)

Resta mostrar que esta definição não depende da partição celular orientada, C, de M .

Consideremos agora uma variedade suave M compacta orientável e orientada, de dimensão
k, com bordo ∂M , munido da orientação induzida, e uma (k − 1)-forma diferencial

ω ∈ Ωk−1(M)

• Calculemos dω ∈ Ωk(M), e integremos sobre M , obtendo:
∫

M
dω

• Munindo ∂M com a orientação induzida, calculemos i∗ω ∈ Ωk−1(∂M), onde ι : ∂M ↪→ M
é a inclusão canónica, e integremos sobre ∂M , para obter:

∫

∂M
ι∗ω =

∫

∂M
ω

O facto essencial é que estes dois integrais coincidem!
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Para calcular o integral
∫
∂M ω sobre a variedade compacta sem bordo ∂M , munida da

orientação induzida, como sempre, devemos usar uma partição celular orientada de ∂M .

Suponhamos que C = {C1, · · · , Cr} é uma partição celular orientada de M . Como antes,
designamos por:

ci = φi|Ik

os k-cubos associados a cada uma das células Ci, onde φi são parametrizações positivas de M .

Supômos ainda que ∂M é reunião das (k, 0)-faces:

ci
(k,0) : Ik−1 → M

dos primeiros p, com p < r, k-cubos ci. Pondo:

Fi = ci
(k,0)(I

k−1)

vemos que {F1, · · · , Fp} constituem uma partição celular de ∂M . No entanto, esta partição
não é necessariamente orientada, já que ci

(k,0) não preserva necessariamnte a orientação (quando
Ik−1 ⊂ IRk−1 tem a orientção usual e ∂M a orientação induzida).

Com efeito, recorde como foi definida a orientação induzida no bordo. Se aplicarmos essa
definição no caso particular em que M = Hk, com a orientação usual, vemos que a orientação
induzida no ∂Hk = IRk−1×{0}, é igual a (−1)k vezes a orientação usual de IRk−1×{0} ∼= IRk−1.

Portanto ci
(k,0) : Ik−1 → Fi ⊂ ∂M (com a orientação induzida), preserva a orientação quando

k é par e inverte-a quando k é ı́mpar. Conclúımos portanto que:
∫

Fi

ω = (−1)k

∫

ci
(k,0)

ω (2.4.26)

Mas ci
(k,0) aparece com coeficiente (−1)k na cadeia bordo de ci, ∂ci (ver a definição de bordo).

Por outro lado, se C = C1 + · · ·+ Cr designa a cadeia associada à partição celular orientada
C de M é imediato reconhecer atendendo, à segunda condição da definição 2.18, e à definição
anterior, que:

∂C = (−1)k
p∑

i=1

ci
(k,0) (2.4.27)

e portanto: ∫

∂C
ω = (−1)k

p∑

i=1

∫

ci
(k,0)

ω = (−1)k(−1)k
p∑

i=1

∫

Fi

ω =
p∑

i=1

∫

Fi

ω

e como ∂C e uma cadeia associada (compat́ıvel com a orientação) a uma partição celular orien-
tada de ∂M , vem que: ∫

∂M
ω =

∫

∂C
ω =

p∑

i=1

∫

Fi

ω

Finalmente, aplicando o teorema de Stokes 2.9, obtemos:

♣ Teorema 2.10 Teorema de Stokes... Nas condições atrás referidas tem-se que:

∫
M dω =

∫
∂M ω (2.4.28)
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Note que quando ∂M = ∅, o teorema de Stokes afirma que:

∫
M dω = 0, ∀ω ∈ Ωn−1

c (M) ∂M = ∅

♣ Teorema 2.11 Teorema de Gauss... Seja M uma variedade diferenciável, de di-
mensão n, orientável com bordo ∂M , e X ∈ Xc(M) um campo de vectores em M com suporte
compacto. Seja µ ∈ Ωk(M) uma forma volume em M . Então:

∫
M (divX) µ =

∫
∂M iXµ (2.4.29)

Dem.:

• Aplique a fórmula de Cartan e a definição de div X:

(div X)µ = LXµ = diXµ + iXdµ = diXµ

e agora o Teorema de Stokes.

♣ Exemplo 2.19 ... Se (M, g = 〈 , 〉) é uma variedade Riemanniana orientada, recorde que defini-
mos a respectiva forma volume dV = µg através de:

(µg)p = (dV )p
def= volp

onde para cada p ∈ M :

volp(V1, · · · ,Vk) = ±
√

det [gp(Vi,Vj)] Vi ∈ TpM

isto é, volp(V1, · · · ,Vk) é igual ao volume orientado do paraleliṕıpedo em TpM gerado por {Vi}i=1,··· ,k.

Numa parametrização local positiva Φ : U → M , com coordenadas locais ui, (isto é, { ∂
∂ui |p} é uma

base positiva de TpM , para todo o ponto p ∈ Φ(U) ⊆ M), temos que:

µg = dV
def=

√
det (gij(u)) du1 ∧ · · · ∧ duk, u = (u1, · · · , uk) ∈ U (2.4.30)

onde:

gij(u) def= gp

( ∂

∂ui
|p, ∂

∂uj
|p

)

são os coeficientes da métrica g nas coordenadas locais ui.

Dada uma função cont́ınua f : M → IR de suporte compacto, define-se o integral de f em M , através
de: ∫

M

f
def=

∫

M

fµg =
∫

M

f dV (2.4.31)

Quando M é compacta e f ≡ 1, ao integral
∫

M
dV chama-se o volume de M :

vol(M) def=
∫

M

dV (2.4.32)

Por exemplo, consideremos a esfera M = S2, munida da orientação e métrica usuais, e a parametrização:

Φ : (ϕ, θ) 7→ (cos θ cosϕ, cos θ sin ϕ, sin θ)
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definida em U = {(ϕ, θ) : 0 < ϕ < 2π, −π/2 < θ < π/2} ⊂ IR2
(ϕ,θ). Φ é uma parametrização positiva, e

S2 − Φ(U) é um semi-meridiano da esfera, portanto um conjunto de medida nula. Temos então que:

vol(S2) = área de S2

=
∫

S2
dV

=
∫

U

Φ∗(dV )

=
∫

U

cos θ dϕdθ

=
∫ 2π

0

dϕ

∫ π/2

−π/2

cos θdθ = 4π

♣ Exemplo 2.20 ... Considere o “Toro plano” T que é a imagem em IR4 da aplicação Φ : [0, 2π]2 →
IR4 definida por:

Φ(θ, ϕ) = (cos θ, sin θ, cosϕ, sin ϕ)

Note que Φ|]0,2π[2 é um mergulho e que T − Φ|]0,2π[2 é um conjunto de medida nula. Por outro lado:

gθθ =
∂

∂θ
· ∂

∂θ
= 1, gθϕ =

∂

∂θ
· ∂

∂ϕ
= 0, gθθ =

∂

∂ϕ
· ∂

∂ϕ
= 1,

e a métrica induzida em T ↪→ IR4 é, nas coordenadas (θ, ϕ):

g = ds2 = dθ2 + dϕ2

Portanto dV = µg = dθ ∧ dϕ e:

vol(T ) =
∫

T

dV =
∫

]0,2π[2
dθdϕ = 4π2

♣ Exemplo 2.21 (Teorema de Green) ... Seja M ⊂ IR2 uma superf́ıcie compacta orientada com
bordo. ∂M é reunião de curvas Ci regulares simples fechadas orientadas.

Figure 2.12:

Se ω é uma 1-forma, que em coordenadas cartesianas usuais se escreve:

ω = adx + bdy, a, b ∈ C∞(IR2)
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então:

dω =
(

∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
dx ∧ dy

e o teorema de Stokes neste caso traduz-se na seguinte fórmula de Green:

∫

M

(
∂b

∂x
− ∂a

∂y

)
dx ∧ dy =

∫

∂M

adx + bdy =
r∑

i=1

∫

Ci

adx + bdy

♣ Exemplo 2.22 (Teorema da divergência clássico) ... Seja M uma variedade em IR3, com-
pacta orientada de dimensão 3 com bordo, com as orientações usuais.

O bordo, com a orientação induzida, é uma superf́ıcie compacta sem bordo. Dado um campo de
vectores X, definido num aberto que contem M , define-se o fluxo de X através de ∂M por:

∫

∂M

ω2
X (2.4.33)

Mas dω2
X = (div X)dV e o teorema de Stokes neste caso traduz-se no seguinte teorema da divergência

clássico: ∫

∂M

ω2
X =

∫

M

dω2
X =

∫

M

(div X)dV

♣ Exemplo 2.23 (Teorema de Stokes clássico) ... Seja M uma superf́ıcie em IR3, compacta
orientada de dimensão 2 com bordo, com as orientações usuais. Dado um campo de vectores X, definido
num aberto que contem M , vimos que:

ω2
rotX

= dω1
X

O teorema de Stokes neste caso traduz-se no seguinte teorema de Stokes clássico:
∫

M

ω2
rotX

=
∫

M

dω1
X =

∫

∂M

ω1
X

♣ Exemplo 2.24 ... Considere a 1-forma:

ω =
−y

x2 + y2
dx +

x

x2 + y2
dy

em IR2 − {(0, 0)}
Esta forma é fechada: dω = 0 (verificar). Mas não é exacta. Com efeito se ω = df , para alguma

função suave f : IR2 − {(0, 0)} → IR, então integrando ω no 1-cubo: c : [0, 1] → IR2 − {(0, 0)}, definido
por:

c(t) = (cos(2πt), sin(2πt))

viria que:

1 =
∫

c

ω =
∫

c

df =
∫

∂c

f = 0

o que é absurdo.

Por outro lado, também se pode mostrar que este 1−cubo não é bordo de 2-cadeia C em IR2−{(0, 0)}.
De facto, se c = ∂C, viria que (uma vez que dω = 0):

0 =
∫

C

dω =
∫

∂C

ω =
∫

c

ω = 1

o que é absurdo.
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2.4.6 Apêndice: integração de formas em variedades (uso das partições da
unidade)

Seja ω uma n-forma diferencial numa variedade orientada M de dimensão n. Suponhamos que
(U,ϕ) é uma carta local de M e que suppω ⊂ U . Então podemos considerar a n-forma ω|U , que
tem o mesmo suporte, e ainda (ϕ−1)∗(ω|U ) que tem suporte compacto em ϕ(U) ⊂ IRn.

♣ Definição 2.19 ... Seja M uma variedade orientada de dimensão n e ω ∈ Ωn(M) uma
n-forma com suporte compacto suppω ⊂ U , onde (U,ϕ) é uma carta local de M positivamente
orientada. Definimos então: ∫

(ϕ)
ω

def
=

∫
(ϕ−1)∗(ω|U ) (2.4.34)

♣ Proposição 2.9 ... Seja M uma variedade orientada de dimensão n e ω ∈ Ωn(M) uma
n-forma com suporte compacto suppω ⊂ U ∩ V , onde (U,ϕ), (V, ψ) são cartas locais de M
positivamente orientadas. Então: ∫

(ϕ)
ω =

∫

(ψ)
ω (2.4.35)

• Dem.: Pela fórmula da mudança de variáveis (2.4.14), vem que:
∫

(ϕ)

ω =
∫

(ϕ−1)∗(ω|U ) =
∫

(ϕ ◦ ψ−1)∗(ϕ−1)∗(ω|U ) =
∫

(ψ−1)∗(ω|U ) =
∫

(ψ)

ω

Podemos portanto definir
∫

ω =
∫
(ϕ) ω, quando (U,ϕ) é uma carta local de M positivamente

orientada contendo o suporte de ω (se uma tal carta existir).

Mais geralmente, podemos definir
∫

ω quando ω tem suporte compacto. Antes porém
recordemos o conceito de partição da unidade.

Recorde que uma variedade diferenciável M tem uma base numerável de abertos e portanto
M é paracompacta o que implica a existência de partições da unidade:

♣ Definição 2.20 ... Uma partição C∞ da unidade numa variedade diferenciável M , é
uma colecção P = {fa}a∈A de funções em C∞(M) tais que:

• 0 ≤ fa ≤ 1, ∀a ∈ A.

• A colecção dos suportes das funções fa:

S = {supp fa}a∈A

é localmente finita (cada ponto p ∈ M admite uma vizinhança que intersecta apenas um
número finito de membros de S).

• ∑
a∈A fa = 1

A partição P = {fa}a∈A diz-se “subordinada” a uma cobertura aberta C de M , se cada suporte
supp fa está contido em algum membro de C.
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Recorde que o suporte de uma função f : M → IR se define por:

supp f
def= {p ∈ M : f(p) 6= 0}

Note ainda que a soma
∑

a∈A fa está bem definida quando a colecção dos suportes S =
{supp fa}a∈A é localmente finita, já que em alguma vizinhança de cada ponto de M , todas
as funções fa são nulas com a posśıvel excepção de um número finito delas.

Partições C∞ da unidade são um instrumento indispensável para definir globalmente objectos
que têm à partida apenas uma definição local (ou para decompôr um objecto global numa “soma”
de objectos locais). O resultado principal é o seguinte:

♣ Teorema 2.12 ... Seja M uma variedade diferenciável e C uma qualquer cobertura aberta
de M . Então existe uma partição C∞ da unidade P = {fa}a∈A subordinada à cobertura C.

Podemos agora definir
∫

ω quando ω tem suporte compacto.

♣ Definição 2.21 ... Seja M uma variedade orientada de dimensão n e A = {Uα, ϕα}
um atlas de cartas locais de M positivamente orientadas. Seja P = {fa}a∈A uma partição da
unidade subordinada a A. Então faω tem suporte compacto contido em algum Uα. Definimos
então:

∫
(P ) ω

def
=

∑
a

∫
(faω) (2.4.36)

♣ Proposição 2.10 ... (i). A soma (2.4.36) contem apenas um número finito de termos
não nulos, e portanto

∫
(P ) ω ∈ IR.

(ii). Dado um qualquer outro atlas de cartas locais de M positivamente orientadas e uma
correspondente partição Q da unidade subordinada, tem-se que

∫
(Q) ω =

∫
(P ) ω.

Este valor comum nota-se por
∫

ω, e chama-se o integral de ω ∈ Ωn
c (M).

• Dem.: (i). Dado um qualquer x ∈ M , existe uma vizinhança U de x em M , tal que apenas um
número finito de fa são não nulos em U . Como supp ω é compacto, podemos cobrir suppω por
um número finito de tais vizinhanças. Portanto apenas um número finito de fa são não nulos na
reunião dessas vizinhanças U .

• (ii). Sejam A = {Uα, ϕα} e B = {Vβ , ψβ} dois atlas pertencentes à estrutura diferenciável de M ,
com cartas positivamente orientadas, e {fa}a∈A, {gb}b∈B partições da unidade subordinadas a A e
B, respectivamente. Então {Uα∩Vβ} constitui uma cobertura aberta de M , e {fagb} uma partição
da unidade subordinada. As funções {fagb} satisfazem fagb(x) = 0 excepto para um número finito
de ı́ndices (a, b), e

∑
a

∑
b fagb(x) = 1, ∀x ∈ M . Como

∑
b gb = 1, obtemos:

∫

(P )

ω =
∑

a

∫
faω

=
∑

b

∑
a

∫
gbfaω

=
∑

a

∑

b

∫
fagbω

=
∫

(Q)

ω
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♣ Teorema 2.13 Teorema de Stokes... Nas condições atrás referidas tem-se que:

∫
M dω =

∫
∂M ω (2.4.37)

Dem.:

• Como os integrais foram definidos através de partições da unidade subordinadas a um atlas, e
como ambos os membros de (2.4.37) são lineares em ω, podemos supôr, sem qualquer perda de
generalidade, que M = U ⊆ Hk é um aberto de Hk, e que ω ∈ Ωn−1

c (U).

• Neste caso ∂U = U ∩ IRn−1 × {0}, e a inclusão i : ∂U ↪→ U é dada por:

i(y1, · · · , yn−1) = (x1, · · · , xn−1, 0)

de tal forma que:

i∗(dxk) = dyk, k = 1, · · · , n− 1
i∗(dxk) = 0

Portanto, dada uma (n− 1)-forma ω de suporte compacto em M = U ⊆ Hk:

ω =
k∑

k=1

fk dx1 ∧ · · · ∧ d̂xk ∧ · · · ∧ dxk ∈ Ωn−1
c (Hk)

tem-se que:
i∗(ω) = gn dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1 ∈ Ωn−1

c (∂Hk)

onde gn = i∗fn é a função gn : IRn−1 → IR dada por:

gn(y1, · · · , yn−1) = fn(y1, · · · , yn−1, 0)

e ainda:

dω =
( k∑

k=1

(−1)k+1 ∂fk

∂xk

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxk ∈ Ωn

c (U)

• O primeiro membro de (2.4.37) é então igual a:

∫

M

dω =
k∑

k=1

(−1)k+1

∫

IRk

∂fk

∂xk
dx1 · · · dxk (2.4.38)

Temos agora dois casos para considerar: ∂U = ∅ ou ∂U 6= ∅.
– Se ∂U = ∅, então

∫
∂U

i∗ω = 0. Por outro lado, integrando o k-termo da soma que ocorre no
segundo membro de (2.4.38), obtemos:

∫

IRn−1

(∫

IR

∂fk

∂xk
dxk

)
dx1 · · · d̂xk · · · dxk

e
∫ +∞
−∞

∂fk

∂xk dxk = 0 já que fk tem suporte compacto. Portanto
∫

U
dω = 0 e o teorema está

provado neste caso.

– Se ∂U 6= ∅ podemos proceder como anteriormente para cada termo da soma que ocorre no
segundo membro de (2.4.38) com excepção do último, que, em virtude do teorema fundamental
do cálculo, é igual a:

∫

IRn−1

(∫ +∞

0

∂fn

∂xk
dxk

)
dx1 · · · dxn−1 = −

∫

IRn−1
fn(x1, · · · , xn−1, 0) dx1 · · · dxn−1
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já que fn tem suporte compacto. Portanto:
∫

U

dω = (−1)n

∫

IRn−1
fn(x1, · · · , xn−1, 0) dx1 · · · dxn−1

Por outro lado:
∫

∂U

i∗ω =
∫

∂Hk

i∗ω =
∫

∂Hk

fn(y1, · · · , yn−1, 0)dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

Como a orientação induzida no bordo é definida por (−1)n dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1, vem finalmente
que:

∫

∂U

i∗ω =
∫

∂Hk

i∗ω =
∫

∂Hk

fn(y1, · · · , yn−1, 0)dy1 ∧ · · · ∧ dyn−1

= (−1)k

∫

IRn−1
fn(y1, · · · , yn−1, 0)dy1 · · · dyn−1

2.5 Lema de Poincaré

Seja M uma variedade e:
ιt : M −→ [0, 1]×M

p 7−→ ιt(p) = (t, p)

Definamos uma aplicação H : Ωk([0, 1] ×M) → Ωk−1(M), chamada operador de homo-
topia, através de:

(Hω)(X1, · · · , Xk)
def=

∫ 1
0 (ι∗t i∂/∂tω)(X1, · · · , Xk) dt (2.5.1)

É posśıvel mostrar que:
d ◦H + H ◦ d = ι∗1 − ι∗0 (2.5.2)

Dem.: Em coordenadas locais (x, t) = (t, x1, · · · , xn) para [0, 1]×M toda a k-forma ω em [0, 1]×M
pode ser escrita como soma de termos dos dois tipos seguintes:

f(t, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik e g(t, x)dt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

Aplicando ι∗1 − ι∗0 a cad um destes termos obtem-se:

(ι∗1 − ι∗0)(f(t, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)
= f(1, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik − f(0, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

enquanto que:
(ι∗1 − ι∗0)(g(t, x)dt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1) = 0

Definamos agora o operador H através de:

H((g(t, x)dt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1) =
(∫ 1

0

g(t, x)dt

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1

e:
H((f(t, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) = 0
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e prolongando por linearidade.

Aplicando agora d ◦H + H ◦ d a cada termo de ω, vem que:

(d ◦H + H ◦ d)((f(t, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)
= (H ◦ d)((f(t, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)

= H


∑

j

∂f

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)




+H


∑

j

∂f

∂t
dt ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik)




= f(1, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik − f(0, x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik (2.5.3)

enquanto que:

(d ◦H + H ◦ d)((g(t, x)dt ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1)

= H


−

∑

j

∂g

∂xj
(x, t)dt ∧ dxj ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1)




+d

(∫ 1

0

g(x, t)dt

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1)

= −
∑

j

(
∂g

∂xj
(x, t)dt

)
dxj ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1)

+
∑

j

(
∂g

∂xj
(x, t)dt

)
dxj ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk−1)

= 0 (2.5.4)

Suponhamos agora que f, g : M → N são duas aplicações suavemente homotópicas e que
F : [0, 1]×M → N é uma homotopia suave, de tal forma que F (0, ·) = f e F (1, ·) = g.

Neste caso tem-se que:

g∗ω − f∗ω ∈ Ωk(M) é exacta ∀ω ∈ Ωk(N) fechada (2.5.5)

De facto, G = H ◦ F ∗, onde H é o operador de homotopia definido por (2.5.1), satisfaz:

d ◦G + G ◦ d = g∗ − f∗

Portanto se ω ∈ Ωk(N) é fechada, dω = 0 e:

g∗ω − f∗ω = d ◦Gω + G ◦ dω = d(Gω)

Podemos agora deduzir o chamado Lema de Poincaré:

♣ Teorema 2.14 Lema de Poincaré... Se M é contráctil então toda a forma fechada é
exacta.
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• Dem.: A aplicação Id em M é homotópica a uma aplicação constante c : M → M que envia M
num ponto, c(x) = p0. Logo por (2.5.5), se ω ∈ Ωk(N) é fechada, Id∗ω − c∗ω = ω é exacta.

♣ Proposição 2.11 ... Sejam M e N duas variedades orientadas de dimensão N e ω ∈
Ωn

c (N) uma n-forma em N com suporte compacto. Se f, g : M → N são duas aplicações
próprias C∞-homotópicas, então: ∫

M
f∗ω =

∫

M
g∗ω (2.5.6)

• Dem.: Como g∗ω− f∗ω ∈ Ωn(M) é exacta, g∗ω− f∗ω = dη para alguma η ∈ ωn−1(M), que tem
também suporte compacto já que f e g são próprias. Portanto, pelo Teorema de Stokes:

∫

M

f∗ω −
∫

M

g∗ω =
∫

M

dη = 0

♣ Proposição 2.12 ... Todo o campo de vectores X ∈ X(S2n), de classe C∞ numa esfera
de dimensão par, tem pelo menos um zero.

• Dem.: Supondo que X nunca se anula podemos definir uma aplicação:

φ : S2n ⊂ IR2n+1 −→ S2n ⊂ IR2n+1

x 7−→ φ(x) = X(x)
‖X(x)‖

A aplicação:
F : [0, 1]× S2n −→ S2n

(t,x) 7−→ F (t,x) = (cos πt) x + (sin πt) φ(x)

é uma homotopia entre a identidade Id e a aplicação ant́ıpoda A : S2n → S2n, x 7→ A(x) = −x.
Com efeito F (0,x) = x e F (1,x) = −x, ∀x ∈ S2n. Portanto, pela proposição anterior:

∫

S2n

ω =
∫

S2n

A∗ω ∀ω ∈ Ω2n(S2n)

No entanto o Jacobiano de A é −1, já que a esfera tem dimensão par por hipótese, e portanto∫
S2n A∗ω = − ∫

S2n ω, isto é,
∫
S2n ω = 0, ∀ω ∈ Ω2n(S2n), o que é absurdo.

♣ Proposição 2.13 ... Teorema do ponto fixo de Brouwer... Todo a aplicação C∞

da bola fechada Bn ⊂ IRn em si própria tem pelo menos um ponto fixo.

• Dem.: Se f : Bn → Bn não tem pontos fixos, f(x) 6= x, ∀x ∈ Bn, e podemos definir g(x) ∈
Sn−1 = ∂Bn, como sendo igual à intersecção da recta que une os pontos x e f(x), com Sn−1 = ∂Bn.
Temos então que g : Bn → Sn−1 é C∞ e g(x) = x, ∀x ∈ Sn−1. Se n = 1, teŕıamos uma aplicação
g : [−1, 1] → {−1, 1}, com g(−1) = −1 e g(1) = 1, o que é absurdo. Se n ≥ 2, definamos uma
homotopia:

F : [0, 1]× Sn−1 −→ Sn−1

(t,x) 7−→ F (t,x) = g(tx)

Portanto F é uma homotopia entre a aplicação constante c : Sn−1 → Sn−1, c(x) = g(0), e aplicação
identidade Id em Sn−1. Mas é claro que c∗ω = 0, ∀ω ∈ Ωn−1(Sn−1), e portanto:

∫

Sn−1
ω =

∫

Sn−1
c∗ω = 0, ∀ω ∈ Ωn−1(Sn−1)

o que é absurdo.



Caṕıtulo 3

Teoria do Grau

3.1 Transversalidade

♣ Definição 3.1 ... Sejam:
f : M → N uma aplicação suave
S uma subvariedade de N .

Diz-se que f é transversal a S num ponto p ∈ f−1(S) ⊆ M , e nota-se por f tp S, quando
é válida a seguinte igualdade:

dfp(TpM) + Tf(p)S = Tf(p)N (3.1.1)

Diz-se que f é transversal a S, e nota-se por f t S, quando f é transversal a S em todo
o ponto p ∈ f−1(S) ⊆ M .

Figure 3.1:

Por exemplo, quando S se reduz a um ponto q ∈ N , S = {q}, f é transversal a q sse q é
valor regular de f . Quando f(M) ∩ S = ∅ então f é automaticamente transversal a S.

Se f(M) ∩ S 6= ∅ e f é transversal a S, então m + s ≥ n, isto é, m = dimensãoM ≥
codimensãoS. Portanto, quando dimensãoM < codimensãoS, f só pode ser transversal a S
quando f(M)∩S = ∅. Intuitivamente, f é transversal a S quando f(M) intersecta S o ”mı́nimo
posśıvel”.

Uma situação muito importante é aquela em M e S são ambas subvariedades de N e f = ι :
M ↪→ N é a inclusão natural. Neste caso, diz-se que M e S intersectam-se transversalmente

140
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ou que estão em posição geral, quando ι t S. Notamos esse facto por M t S, em N . Mais
explicitamente:

M t S, em N ⇔ TpM + TpS = TpN, ∀p ∈ M ∩ S

♣ Teorema 3.1 ... Sejam:
f : M → N uma aplicação suave
S uma subvariedade de N
f t S

Então f−1(S) é uma subvariedade de M e codim f−1(S) = codimS.

Figure 3.2:

Dem.: Usando coordenadas locais, podemos supôr que f : IRm → IRn, e que S é uma sub-
variedade de IRn de dimensão s. Seja p ∈ f−1(S). Sabemos que existem coordenadas locais
y1, · · · , ys, ys+1, · · · , yn, em torno de f(p) ∈ S, tais que S é dada localmente pelos pontos de
coordenadas (y1, · · · , ys, 0, · · · , 0) ∈ IRs × 0.
Seja π : IRn → IRn−s a projecção:

π(y1, · · · , yn) = (ys+1, · · · , yn)

Note que π transforma S em 0 ∈ IRn−s e a sua diferencial:

dπf(p) : Tf(p)IR
n −→ T0IRn−s

anula-se precisamente em Tf(p)S = ker dπf(p).

Consideremos agora a aplicação, g = π ◦ f : f−1(S) → IRn−s, e mostremos que 0 ∈ IRn−s é valor
regular de g. Pela regra da cadeia dgp = (dπ)f(p) ◦ dfp. Mas:

dgp(TpIRm) = (dπ)f(p) (dfp(TpIRm))

= (dπ)f(p)

(
dfp(TpIRm) + Tf(p)S

)
, porque os vectores que juntamos,

em Tf(p)S = ker dπf(p), não alteram a imagem de (dπ)f(p)

= (dπ)f(p)

(
Tf(p)IR

n
)
, pela condição de transversalidade (3.1.1)

= T0IRn−s (3.1.2)

o que mostra que g é submersão em todo o ponto p ∈ f−1(S). Portanto f−1(S) é subvariedade de
M , com codimensão n− s = codimensãoS.

.
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Suponhamos que M e S são ambas subvariedades de N que se intersectam transversalmente
(ou estão em posição geral) em N , isto é M t S, em N . Como vimos, isto ocorre sse:

TpM + TpS = TpN, ∀p ∈ M ∩ S (3.1.3)

Note que M t S, em N , sempre que M ∩ S = ∅.

♣ Corolário 3.1 ... A intersecção M ∩ S 6= ∅ de duas subvariedades de N , em posição
geral, é uma subvariedade de N , com:

codim(M ∩ S) = codim(M) + codim(S) (3.1.4)

.

♣ Exemplo 3.1 ... Seja N = IR2, M = gr f , onde f(x) = x3−a, e S = {eixo dos xx em IR2}. Então
M t S sse a 6= 0.

.

Figure 3.3:

3.2 Estabilidade

A medição real de quantidades f́ısicas pode ser feita apenas com alguma margem de erro. Por-
tanto, apenas as propriedades geométricas que persistem sob pequenas deformações, são consi-
deradas relevantes. Essas propriedades dizem-se estáveis.

A maneira mais simples de perturbar uma aplicação é através de homotopia.

♣ Definição 3.2 ... Duas aplicações suaves f, g : M → N dizem-se (suavemente) ho-
motópicas se existir uma aplicação diferenciável F : M × I → N tal que:

F (p, 0) = f(p)
F (p, 1) = g(p) (3.2.1)

∀p ∈ M .
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Figure 3.4:

Homotopia suave é uma relação de equivalência. A única propriedade não trivial é a transi-
tividade (ver [GP]).

♣ Definição 3.3 ... Uma propriedade de uma aplicação suave f : M → N diz-se estável
quando para toda a homotopia suave F de f , existir um ε > 0 tal que Ft = F (·, t) também tem
essa propriedade, para todo o t : 0 ≤ t ≤ ε.

♣ Teorema 3.2 ... A propriedade de uma aplicação suave f : M → N ser uma imersão
(resp., submersão, mergulho, difeomorfismo) de uma variedade compacta M numa variedade N
é uma propriedade estável.

Dem.: Suponhamos que f é uma imersão, isto é, que (df)p : TpM → Tf(p)N é injectiva ∀p ∈ M .
Isto significa que o Jacobiano de f em p, relativamente a algum sistema de coordenadas locais, tem
caracteŕıstica = dimensãoM . Existe portanto um certo menor m×m, A(p), com detA(p) 6= 0.
Se F é uma homotopia de f , as entradas de (dFt)p variam continuamente com p e com t. Para p′

perto de p, seja At(p′) a submatriz do Jacobiano (dFt)p cujas entradas ocupam as mesmas posições
das entradas de A(p).
Para cada p ∈ M , existe εp > 0 e uma vizinhança Vp de p em M tal que det At(p′) 6= 0, ∀p′ ∈
Vp, ∀t : 0 ≤ t ≤ εp.
Como M é compacta, segue-se que Ft é uma imersão ∀t : 0 ≤ t ≤ ε, desde que ε seja suficientemente
pequeno.
A prova para submersões é análoga.
Como mergulhos de uma variedade compacta são imersões injectivas, resta mostrar que a pro-
priedade de ser imersão injectiva é estável.
Suponha o contrário. Então f = F0 é uma imersão injectiva e existe uma sucessão tn → 0 e duas
outras pn, qn ∈ M , com pn 6= qn tais que:

Ftn(pn) = Ftn(qn), ∀n ≥ 0

Como M × [0, 1] é compacto, tomando se necessário subsucessões convergentes de (pn, tn) e de
(qn, tn) podemos supôr que pn → p e que qn → q. Definamos G : M × [0, 1] → M × [0, 1] através
de:

G(x, t) = (F (x, t), t)

A matriz jacobiana de (df)p, relativamente a algum sistema de coordendas locais, tem caracteŕıstica
m = dimensãoM , e portanto a matriz:

(dG)(p,0) =
(

((df)p ∗
0 1

)



3.2. Estabilidade 144

contem uma submatriz m×m com determinante não nulo. Isto implica que G é uma imersão em
torno de (p, 0). Por continuidade de G, tem-se que:

G(pn, tn) → (f(p), 0), G(qn, tn) → (f(q), 0)

Como f(p) = f(q) e f é um mergulho, segue-se que p = q e portanto as duas sucessões pn, qn ∈ M
convergem para um mesmo ponto p. Como G é uma imersão em torno de (p, 0) é injectiva em
alguma vizinhança de (p, 0). Podemos sempre tomar (pn, tn) e (qn, tn) arbitrariamente próximas
de (p, 0) escolhendo n suficientemente grande. Portanto pn = qn para n suficientemente grande o
que é absurdo.

.

♣ Teorema 3.3 ... A propriedade de uma aplicação suave f : M → N , de uma variedade
compacta M numa variedade N , ser transversal a uma subvariedade S ⊆ N é uma propriedade
estável.

Dem.: Pela demonstração do teorema 3.1, a condição de transversalidade traduz-se na condição
de que uma certa aplicação seja submersiva...

.

Vamos agora mostrar que se S é uma subvariedade de N então ”quase toda” a aplicação
f : M → N é transversal a S.

♣ Teorema 3.4 ... Sejam:
M , N e Λ variedades suaves
F : M × Λ → N uma aplicação suave
F t S onde S é uma subvariedade de N

Então o conjunto de todos os λ ∈ Λ tais que Fλ = F (·, λ) : M → N é transversal a S é
residual (e portanto denso) em Λ.

Dem.: Sabemos que F−1(S) é uma subvariedade de M × Λ. Seja π : F−1(S) ⊂ M × Λ → Λ a
projecção no segundo factor, restrita a F−1(S).
Vamos mostrar que:

se λ é valor regular de π então Fλ t S

Seja p ∈ M tal que Fλ(p) = q ∈ S. Como F (p, λ) = q ∈ S e F t(p,λ) S temos que:

(dF )(p,λ)

(
T(p,λ)(M × Λ)

)
+ TqS = TqN (3.2.2)

Como estamos a supôr que λ é valor regular de π, (dπ)(p,λ)

(
T(p,λ)(F−1(S))

)
= TλΛ.

Precisamos agora de um lema de álgebra linear:

Lema ... Suponhamos que L : V → W é uma aplicação linear e que U ≤ V é um subespaço de V
tal que L(U) = L(V ). Então V = ker L + U .

Prova do lema ... para todo o v ∈ V podemos encontrar um u ∈ U tal que L(u) = L(v). Portanto
v − u ∈ kerL e a equação v = (v − u) + u mostra que v ∈ kerL + U .

.
Apliquemos este lema a (dπ)(p,λ) : T(p,λ) (M × Λ) → TλΛ, com U = T(p,λ)(F−1(S)). Vem então
que:

T(p,λ) (M × Λ) = TpM × TλΛ = T(p,λ) (M × {λ}) + T(p,λ)(F−1(S)) (3.2.3)
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Substituindo esta equação em (3.2.2), vem que:

(dF )(p,λ)

(
T(p,λ) (M × {λ}))︸ ︷︷ ︸

w(dFλ)p(TpM)

+(dF )(p,λ)

(
T(p,λ)(F−1(S))

)
︸ ︷︷ ︸

⊆TqS

+TqS = TqN (3.2.4)

o que implica que:
(dFλ)p(TpM) + TqS = TqN (3.2.5)

isto é, Fλ t S, como se tinha afirmado.

Como Fλ t S sempre que λ é valor regular para π, o conjunto destes λ é pelo menos tão grande
como o conjunto dos valores regulares de π. Mas este último é residual em Λ, pelo teorema de
Sard.

.

Podemos usar este teorema para mostrar que qualquer aplicação f : M → N pode ser
ligeiramente perturbada para produzir uma aplicação transversal a S. Consideramos apenas o
caso em que N = IRn.

Seja ε > 0 e Λ = Bn(0, ε) a bola aberta de raio ε em IRn. Definamos F : M × Λ → N ,
através de F (p, λ) = f(p) + λ. Como:

(dF )(p,λ) =
(

(df)p Idn

)

vemos que F é uma submersão e portanto F t S. Pelo teorema anterior, existe λ ∈ Bn(0, ε) tal
que a perturbação f(p) + λ, que está afastada quando muito ε de f(p), é transversal a S.

3.3 Grau de uma aplicação

Sejam:
M e N duas variedades orientadas, com a mesma dimensão
f : M → N uma aplicação própria suave
q ∈ N um valor regular de f

A imagem inversa, f−1(q) ⊂ M , é uma variedade de dimensão 0 em M . Como f é própria,
f−1(q) consiste de um número finito de pontos:

f−1(q) = {p1, · · · , pr} ⊂ M

Em cada ponto pi ∈ f−1(q) a diferencial:

dfpi : TpiM −→ TqN

é um isomorfismo linear entre dois espaços vectoriais orientados. Diz-se que que o ponto pi

é positivo quando dfpi preserva as orientações, e que é negativo quando as inverte. Pômos
então:

sgnp =





+1 se p é positivo
0 se p /∈ f−1(q)

−1 se p é negativo
(3.3.1)
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♣ Definição 3.4 ... Define-se o grau de f no valor regular q ∈ N através de:

degq(f)
def
=

∑

pi∈f−1(q)

sgn pi (3.3.2)

Por outras palavras, degq(f) = número de pontos positivos menos o número de pontos negativos
em f−1(q).

♣ Proposição 3.1 (stack of records) ... Todo o valor regular q ∈ N possui uma vizi-
nhança aberta V , em N , tal que:

f−1(V ) = U1 ∪ · · · ∪ Ur

é reunião de abertos Ui ⊂ M , disjuntos dois a dois, cada um dos quais é transformado difeo-
morficamente sobre V .

Figure 3.5:

Dem.: De facto, pelo teorema da função inversa, para cada i = 1, · · · , r, existem vizinhanças
Wi 3 pi, abertas em M , que podemos supôr conexas e disjuntas duas a duas, tais que cada
restrição fi = f |Wi

é um difeomorfismo de Wi sobre a vizinhança Vi = f(Wi) do ponto q ∈ N .

O conjunto K = M −⋃r
i=1 Wi é fechado em M . A sua imagem é portanto fechada em N , porque

f é própria e, como nenhum pi está em K, conclúımos que q /∈ f(K). Podemos pois encontrar
um aberto V , em N , que contem q, e tal que V ∩ f(K) = ∅. Substituindo, se necessário, V por
V ∩ (

⋂r
i=1 Vi), podemos supôr que V ⊆ V1 ∩ · · · ∩ Vr. A condição V ∩ f(K) = ∅ significa que

f−1(V ) ⊂ W1 ∪ · · · ∪Wr.
Para cada i, definamos agora Ui = f−1(V ) ∩ Wi = f−1

i (V ). Como cada fi = f |Wi
é um difeo-

morfismo de Wi sobre a vizinhança Vi = f(Wi) e V ⊂ Vi, resulta que f transforma cada Ui

difeomorficamente sobre V . Finalmente, f−1(V ) = f−1(V ) ∩ [W1 ∪ · · · ∪Wr] =
[
f−1(V ) ∩W1

] ∪
· · · ∪ [

f−1(V ) ∩Wr

]
= U1 ∪ · · · ∪ Ur.

.

É claro que podemos supôr que, para cada i fixo, todos os pontos de Ui têm o mesmo sinal
do ponto pi ∈ Ui. Por outro lado, como para cada valor regular q′ ∈ V ⊂ N , f−1(q′) tem
exactamente r pontos, mostrámos que degq(f) ≡ degq′(f), ∀q′ ∈ V .

Por outras palavras, deg(f, ·) é localmente constante, como função do valor regular q de f .



3.3. Grau de uma aplicação 147

♣ Teorema 3.5 ... Sejam:
M e N duas variedades orientadas, com a mesma dimensão
N conexa
f : M → N uma aplicação própria suave

Então o grau degq(f) não depende do valor regular q ∈ N .

.

♣ Exemplo 3.2 ... fn : S1 → S1, definida por fn(z) = zn, ou fn(eit) = eint.

Suponhamos que n 6= 0. É claro que todo o q ∈ S1 é valor regular de fn, uma vez que na coordenada
angular θ a aplicação fn escreve-se na forma θ 7→ nθ, cuja derivada é n 6= 0.

Para cada q ∈ S1, f−1
n (q) contem exactamente |n| pontos, todos positivos se n > 0 e todos negativos

se n < 0. Portanto degq(fn) = n, ∀q.
Se n = 0, f0 é constante. Os valores regulares são os pontos q 6= 1 e degq(f0) = 0, ∀q 6= 1.

♣ Exemplo 3.3 ... Seja f : Sk → Sk a reflexão relativamente ao plano xk+1 = 0, isto é:

f(x1, · · · , xk, xk+1) = (x1, · · · , xk,−xk+1)

Seja s = (0, · · · , 0,−1) ∈ Sk o pólo sul da esfera. Então f−1(q) = n = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sk é o pólo
norte.

Os espaços tangentes TsSk e TnSk coincidem como subespaços vectoriais de IRk+1 - são constitúıdos
pelos vectores v ∈ IRk+1 da forma v = (v1, · · · , vk, 0).

Num ponto p ∈ Sk o vector
−→
Op que continuamos a notar por p, é normal exterior. Uma base

{e1, · · · , ek} para TpSk é positiva quando {e1, · · · , ek, p} fôr uma base positiva para IRk+1. Assim, por
exemplo, se e1 = (1, 0, · · · , 0), . . . , ek = (0, 0, · · · , 1, 0) a base {e1, · · · , ek} é positiva para o espaço
tangente Tn já que determina a base positiva {e1, · · · , ek, n} para IRk+1.

Por outro lado, a mesma base, agora considerada como base de TsSk, é negativa porque determina a
base negativa {e1, · · · , ek, s} para IRk+1.

Mas para dfn : TnSk → TsSk tem-se que dfn(e1) = e1, ..., dfn(ek) = ek, e, portanto, dfn inverte as
orientações. Isto é, o ponto n é negativo e portanto degs(f) = −1.

O nosso objectivo é definir o grau de uma aplicação como um invarinate global de homotopia
dessa aplicação. Precisamos de alguns resultados prévios.

♣ Lema 3.1 (Lema da extensão) ... Sejam:

M uma variedade de dimensão m + 1, compacta, conexa, orientada, com bordo ∂M

N uma variedade de dimensão m, conexa, orientada
f : ∂M → N uma aplicação suave
q um valor regular para f

Se f puder ser prolongada a uma aplicação F : M → N , então degq(f) = 0. .

Dem.:

• Suponha primeiro que q é valor regular para ambas as aplicações F e f = F |∂M .
Neste caso a imagem inversa f−1(q) consiste de um número finito de pontos em ∂M e a imagem
inversa F−1(q) é uma subvariedade compacta de dimensão 1 em M . Consiste pois de um número
finito de componentes conexas, cada uma das quais difeomorfa a um intervalo fechado ou a um
ćırculo.
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Estes ćırculos não podem ter pontos no bordo de M . Caso contrário, q não podia ser valor regular
para f . Por outro lado, as extremidades dos segmentos (difeomorfos a um intervalo fechado) têm
que estar no bordo ∂M , porque, caso contrário, q não podia ser valor regular para F .

Conclúımos pois que o número finito de pontos na imagem inversa f−1(q) ⊂ ∂M ocorrem aos
pares, cada par constitúıdo pelas duas extremidades α(0), α(1) de uma curva suave α : [0, 1] → M
que está em F−1(q).

Figure 3.6:

Vamos agora mostrar que, para cada um desses pares:

sgn(α(0)) + sgn(α(1)) = 0 (3.3.3)

Para isso, consideremos ainda uma famı́lia de campos de vectores suaves V1(t), · · · , Vm(t), ao longo
de α, dependendo suavemente de t, tais que, todos os Vi(0) (resp., Vi(1)), sejam tangentes a ∂M
em α(0) (resp., em α(1)), e {α̇(t), V1(t), · · · , Vm(t)} constituam uma base para Tα(t)M, ∀t ∈ [0, 1].

Figure 3.7:

Como F t {q}, os vectores {dF (α̇(t)), dF (V1(t)), · · · , dF (Vm(t))} devem gerar TqN, ∀t. Mas
dF (α̇(t)) = 0 e TqN é m−dimensional. Logo isto só é posśıvel sse {dF (V1(t)), · · · , dF (Vm(t))} é
uma base de TqN, ∀t. Portanto as bases {dF (V1(0)), · · · , dF (Vm(0))} e {dF (V1(1)), · · · , dF (Vm(1))}
têm o mesmo sinal.

Por outro lado, as bases {V1(0), · · · , Vm(0)} de Tα(0)(∂M) e {V1(1), · · · , Vm(1)} de Tα(1)(∂M) têm
que ter orientações opostas em ∂M uma vez que um dos vectores α̇(0) e α̇(1) aponta para dentro
de M e outro para fora. Isto justifica (3.3.3), e somando sobre todos os segmentos em F−1(q)
conclúımos que degq(f) = 0.
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• Suponha agora que q é valor regular apenas para f = F |∂M .
Existe uma vizinhança U de q em N , cujos pontos são todos valores regulares para f . Pelo Teorema
de Sard, os valores regulares para F formam um aberto denso em N . Existe pois um ponto q′ ∈ U
que é simultâneamente valor regular de f e F . Pelo caso anterior, degq′(f) = 0. Como o grau é
uma função localmente constante dos valores regulares, obtemos que degq(f) = 0

.

♣ Teorema 3.6 ... Sejam:

M e N variedades orientadas conexas
M compacta
f, g : M → N duas aplicações suaves
q um valor regular para f e para g

Se f e g são suavemente homotópicas então degq(f) = degq(g).

Figure 3.8:

Dem.: Seja F : M × I → N uma homotopia suave entre f e g. A orientação em M × [0, 1] induz
uma orientação no bordo de tal forma que:

∂(M × [0, 1]) = M × {1} −M × {0}

Para todo o valor regular q de F |∂(M×[0,1]) temos que:

degq(F |∂(M×[0,1])) = degq(F (·, 1))− degq(F (·, 0))
= degq(g)− degq(f)

Como F |∂(M×[0,1]) não é mais do que a restrição de F , o lema anterior dá que degq(F |∂(M×[0,1])) = 0
e portanto degq(g) = degq(f).

.

Define-se agora degq(f), quando q não é necessariamente valor regular para f , através de
degq(g) onde g é uma aplicação homotópica a f tal que q seja valor regular para g. A proposição
anterior mostra que esta definição é independente da escolha da aplicação homotópica g.

♣ Teorema 3.7 ... Se f : M → N está nas mesmas condições do teorema anterior, então
degq(f) não depende de q ∈ N .

Dem.:
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3.4 Índice orientado de intersecção

Sejam:

M e S duas subvariedades compactas de N
dimensãoM + dimensãoS = dimensãoN
M, S e N são orientadas
M t S em N

Neste caso M ∩S é uma subvariedade de dimensão 0 em M e portanto é constitúıda por um
número finito de pontos:

M ∩ S = {p1, · · · , pr}

Figure 3.9:

Como M e S estão em posição geral e como dimensãoM + dimensãoS = dimensãoN , temos
que:

TpiM ⊕ TpiS = TpiN (3.4.1)

para cada i = 1, · · · , r.

Dizemos que pi é positivo quando uma base positiva {e1, · · · , em} para TpiM , seguida de
uma base positiva {f1, · · · , fs} para TpiS, dá origem a uma base positiva {e1, · · · , em, f1, · · · , fs}
para TpiN . Caso contrário, pi diz-se negativo. Atenção que a ordem - M e a seguir S - é
importante!

♣ Definição 3.5 ... O número ou ı́ndice de intersecção M~S define-se como o número
de pontos positivos menos o número de pontos negativos em M ∩ S.

É fácil ver que:
M ~ S = (−1)msS ~ M (3.4.2)

O facto principal acerca do número de intersecção M ~ S é que ele permanece invariante
quando uma das subvariedades M ou S (ou ambas) se deformam suavemente em N .

♣ Teorema 3.8 ... Se duas subvariedades M0 e M1, em N , são homotópicas, isto é, se
são imagens de dois mergulhos homotópicos ι0, ι1 : M ↪→ N , então, se M0 t S e M1 t S:

M0 ~ S = M1 ~ S (3.4.3)
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Figure 3.10:

Dem.:
Seja F : M × I → N uma homotopia suave tal que F (M × 0) = M0 e F (M × 1) = M1. Como
M0 e M1 intersectam transversalmente S, podemos supôr que F é transversal a S. Portanto a
imagem inversa F−1(S) ⊂ M × I é uma subvariedade de dimensão ! no cilindro M × I, cujo bordo
é o conjunto finito (M0 ∩ S) ∪ (M1 ∪ S), onde M0 ∩ S está contido na base M × 0 e M1 ∩ S está
contido no topo M × 1. Além disso, os segmentos de curva que constituem F−1(S) intersectam
transversalmnte a base e o topo do cilindro M × I. A conclusão segue agora por um argumento
em tudo análogo ao usado na prova do teorema 3.1.

♣ Corolário 3.2 ... O ı́ndice de intersecção de duas subvariedades fechadas M e S, em
posição geral num espaço euclideano IRn, é nulo.

Dem.: Transladando M segundo um vector v ∈ IRn, de comprimento suficientemente grande,
obtemos uma variedae homotópica M1 = M + v, que não interesecta S. É claro que isto é possivel
devido à compacidade de M e de S. Portanto 0 = M1 ~ S = M ~ S.

3.5 Grau como um integral

Sejam:
M e N duas variedades fechadas conexas orientadas
M e N têm a mesma dimensão m
f : M → N aplicação suave

Suponhamos ainda que ω ∈ Ωm(N) é uma m-forma (m = dimensãoM = dimensãoN), de
grau máximo em N . Nestas condições é válido o teorema seguinte:

♣ Teorema 3.9 ... Se M = ∂X e se f : M → N admite um prolongamento suave a todo
o X, então: ∫

M
f∗ω = 0, ∀ω ∈ Ωm(N)

Dem.: Seja F : X → N um prolongamento suave de f a todo o X. Como F = f em M = ∂X,
vem que: ∫

M

f∗ω =
∫

∂X

F ∗ω =
∫

X

d(F ∗ω) =
∫

X

F ∗dω = 0
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porque dω = 0.

Com as mesmas hipóteses anteriores é ainda válido o seguinte:

♣ Corolário 3.3 ... Se f0, f1 : M → N são suavemente homotópicas então:
∫

M
f∗0 ω =

∫

M
f∗1 ω, ∀ω ∈ Ωm(N)

Dem.: Seja F : M × I → N uma homotopia. Como:

∂(M × I) = M1 −M0

vem, pelo teorem anterior, que:

0 =
∫

∂(M×I)

(∂f)∗ω =
∫

M1

(∂f)∗ω −
∫

M0

(∂f)∗ω

Mas quando identificamos M0 e M1 com M , ∂f não é mais do que f0 e f1 respectivamente.

♣ Teorema 3.10 ... ∫

M
f∗ω = (deg f) ·

∫

N
ω (3.5.1)

Dem.: Se q ∈ N é um valor regular para f , existe uma vizinhança V de q em N , que contem
apenas valores regulares para f .

Pela proposição 3.1, q ∈ N possui uma vizinhança aberta V , em N , tal que:

f−1(V ) = U1 ∪ · · · ∪ Ur

é reunião de abertos Ui, disjuntos dois a dois, cada um dos quais é transformado difeomorficamente
sobre V .

Atendendo à fórmula da mudança de variáveis, temos que
∫

Ui
f∗ω = ± ∫

V
ω, onde o sinal depende

de quando f |Ui preserva ou não a orientação. Atendendo à aditividade dos integrais sobre regiões
disjuntas, temos então que:

∫

f−1(V )

f∗ω =
r∑

i=1

∫

Ui

f∗ω =
r∑

i=1

sgn(det df)|Ui

∫

V

ω = deg(f)
∫

V

ω (3.5.2)

Como, pelo teorema de Sard, o conjunto dos valores cŕıticos par f tem medida nula em N , a sua
contribuição para o integral

∫
N

ω é nula. Por outro lado, nas pré-imagens desses valores, isto é,
nos pontos cŕıticos de f , a forma f∗ω é nula já que det df anula-se neles pontos. Portanto, a
contribuição dos pontos cŕıticos de f para o integral

∫
M

f∗ω é nula. O teorema segue então de
(3.5.2) e da aditividade dos integrais. (note que o conjunto dos valores regulares para f é um
aberto, denso de N).

♣ Teorema 3.11 (Teorema fundamental da álgebra) ... Todo o polinómio não con-
stante com coeficientes complexos tem pelo menos um zero em C.
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Dem.: Usando projecção estereográfica podemos prolongar o polinómio a uma aplicação suave
f : S2 → S2. Um ponto p ∈ S2 é cŕıtico quando f ′(p) = 0.
Como o polinómio é não constante existe um valor regular q ∈ S2 com f−1(q) não vazio. Se
f = f1 + if2 as equações de Cauchy-Riemann dizem que:

∂f1

∂x
=

∂f2

∂y
e

∂f1

∂y
= −∂f2

∂x

o que implica que o determinante Jacobiano de f ′(p) é:

det

(
∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

)
=

(
∂f1

∂x

)2

+
(

∂f2

∂x

)2

> 0

Como isto é válido para todo o p ∈ f−1(q) isto implica que deg(f, q) 6= 0, isto é f é sobrejectiva e
portanto a equação f(p) = 0 tem pelo menos uma solução.

♣ Teorema 3.12 (Hairy ball theorem) ... Numa esfera de dimensão par Sn todo o
campo de vectores cont́ınuo anula-se em pelo menos um ponto.

Dem.: Suponhamos que existe um campo de vectores cont́ınuo X que nunca se anula. Sub-
stituindo X(p) por X(p)/‖X(p)‖, se necessário, podemos supôr que X é um campo de vectores
unitários, isto é:

X(p) ·X(p) = 1, e p ·X(p) = 0, ∀p ∈ Sn ⊂ IRn+1

Consideremos a homotopia F : Sn × [0, 1] → Sn definida por:

F (p, t) = p cos(πt)−X(p) sin(πt) (3.5.3)

É fácil ver que F (p, t) ∈ Sn. Além disso, F (p, 0) = p e F (p, 1) = −p, o que significa que a aplicação
ant́ıpoda é homotótica à identidade.
No entanto, o grau da identidade é +1, enquanto que o grau da ant́ıpoda é (−1)n−1. Mas os graus
de aplicações homotópicas têm que ser iguais. Portanto em Sn pode ser definido um campo que
nunca se anula apenas quando n é ı́mpar.

.

♣ Teorema 3.13 (Teorema do ponto fixo de Brouwer) ... Todo a aplicação suave da
bola fechada Bn ⊂ IRn em si própria tem pelo menos um ponto fixo.

Dem.: Se f : Bn → Bn não tem pontos fixos, f(x) 6= x, ∀x ∈ Bn, e podemos definir g(x) ∈
Sn−1 = ∂Bn, como sendo igual à intersecção da recta que une os pontos x e f(x), com Sn−1 = ∂Bn.
Temos então que g : Bn → Sn−1 é suave e g(x) = x, ∀x ∈ Sn−1. Se n = 1, teŕıamos uma aplicação
g : [−1, 1] → {−1, 1}, com g(−1) = −1 e g(1) = 1, o que é absurdo. Se n ≥ 2, definamos uma
homotopia:

F : [0, 1]× Sn−1 −→ Sn−1

(t, x) 7−→ F (t, x) = g(tx)

Portanto F é uma homotopia entre a aplicação constante c : Sn−1 → Sn−1, c(x) = g(0), e aplicação
identidade Id em Sn−1. Mas é claro que c∗ω = 0, ∀ω ∈ Ωn−1(Sn−1), e portanto:

∫

Sn−1
ω =

∫

Sn−1
c∗ω = 0, ∀ω ∈ Ωn−1(Sn−1)

o que é absurdo.
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3.6 O grau de um campo de vectores numa hipersuperf́ıcie fechada
de IRn+1

Seja M uma hipersuperf́ıcie fechada (compacta, conexa, sem bordo) suave em IRn+1 e X ∈ X(M)
um campo de vectores suave que nunca se anula. Define-se a aplicação (esférica) de Gauss
de X, G = GX : M → Sn, através de:

G(x) =
X(x)
‖X(x‖ , x ∈ M (3.6.1)

Ao grau desta aplicação chama-se o grau do campo de vectores X, na hipersuperf́ıcie
M . Nota-se por degM (X).

Consideremos a seguinte n−forma Ω em Sn (ou, se preferir, em IRn+1 − {0}:

Ω =
1
γn

∑n+1
i=1 xi dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1

[(x1)2 + · · ·+ (xn+1)2]n/2
(3.6.2)

A constante γn é uma constante de normalização escolhida para que
∫
Sn Ω = 1. Aliás γnΩ não

é mais do que a forma volume em Sn (veja o exempo 2.11).

♣ Exemplos 3.1 ...

• Em S1, ou em em IR2 − {0}, com coordenadas cartesianas x, y, tem-se:

Ω =
1
2π

xdy − ydx

x2 + y2
(3.6.3)

e, em coordenadas polares r, θ:

Ω =
dθ

2π
(3.6.4)

• Em S2, ou em em IR3 − {0}, com coordenadas cartesianas x, y, z, tem-se:

Ω =
1
4π

x dy ∧ dz − y dx ∧ dz + z dy ∧ dx

[x2 + y2 + z2]3/2
(3.6.5)

e, em coordenadas esféricas r, θ, ϕ:

Ω =
| sin θ| dθ ∧ dϕ

4π
(3.6.6)

♣ Proposição 3.2 ... O grau do campo de vectores X, que nunca se anula numa hipersu-
perf́ıcie fechada de IRn+1, é dado por:

degM (X) =
∫

M
G∗

XΩ (3.6.7)

Portanto se M é dado localmente por uma parametrização:

xa = xa(u1, · · · , un)), a = 1, 2, · · · , n + 1

então:

degM (X) =
1
γn

∫

M

1
‖X(u)‖n+1

det




X1 · · · Xn+1

∂X1

∂u1 · · · ∂Xn+1

∂u1

· · · · · · · · ·
∂X1

∂un · · · ∂Xn+1

∂un


 du1 ∧ · · · ∧ dun (3.6.8)
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Dem.: Basta usar o teorema 3.10 e o pull-back de Ω pela aplicação:

GX(x) =
1

‖X(u)‖ (X1(x), · · · , Xn+1(x))

♣ Exemplo 3.4 ...

• Quando n = 2 a fórmula (3.6.8) escreve-se:

degM (X) =
1
2π

∮
1

‖X‖2
(

X1 dX2

dt
−X2 dX1

dt

)
dt (3.6.9)

onde t é um parâmetro na curva sobre a qual se calcula o integral e X(t) = (X1(t), X2(t)) é uma
campo que nunca se anula sobre essa curva.

• Quando n = 3 a fórmula (3.6.8) escreve-se:

degM (X) =
1
4π

∫ ∫

M

dudv

‖X‖3 det




X1 X2 X3

∂X1

∂u
∂X2

∂u
∂X3

∂u
∂X1

∂v
∂X2

∂v
∂X3

∂v




=
1
4π

∫ ∫

M

dudv

‖X‖3
〈

X,

[
∂X

∂u
,
∂X

∂v

]〉
(3.6.10)

onde [ , ] é o produto vectorial em IR3.

3.7 Curvatura de Gauss de uma hipersuperf́ıcie fechada em IRn+1

Um caso particularmente importante é quando X é um campo de vectores unitários que, em
cada ponto de M , tem a direcção da normal exterior a M .

Seja então Mn ⊂ IRn+1 uma hipersuperf́ıcie fechada em IRn+1. Fixemos uma orientação
em M . Isto equivale, como se sabe, a definir uma campo de vectores unitários normais a M ,
X : x ∈ M 7→ X(x) ∈ TxM⊥, que pode ser vista como uma aplicação:

G = GX : M −→ Sn (3.7.1)

a que se chama a aplicação normal de Gauss de M .

O facto mais importante relacionado com G é que os espaços tangentes TxM e TG(x)Sn

coincidem como subespaços vectoriais de IRn+1. Portanto a diferencial (dG)x pode ser vista
como um endomorfismo de TpM :

(dG)x : TxM −→ TxM (3.7.2)

♣ Definição 3.6 ... A curvatura de Gauss da variedade M é a função K : M → IR
definida por:

K(x) = det(dG)x (3.7.3)

♣ Teorema 3.14 ... A aplicação linear (dG)p : TxM −→ TxM é auto-adjunta ∀x ∈ M ,
isto é:

(dG)x(V ) ·W = V · (dG)x(W ), ∀V, W ∈ TxM (3.7.4)
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Dem.: Basta mostrar (3.7.4) para todos os vectores de uma base fixa de TxM . Consideremos
então uma parametrização local de p:

φ : U ⊂ IRn → M ⊂ IRn+1

Como sabemos os vectores ∂
∂ui = ∂φ

∂ui (u) formam uma base de TxM , onde x = φ(u). Temos então
que:

G(φ(u)) · ∂φ

∂ui
(u) = 0, ∀u ∈ U

Derivando esta equação em ordem a uj obtemos:

(dG)x

(
∂φ

∂uj

)
· ∂φ

∂ui
+ G(φ(u)) · ∂2φ

∂uj∂ui
= 0

Como ∂2φ
∂uj∂ui = ∂2φ

∂ui∂uj vemos que:

(dG)p

(
∂φ

∂ui

)
· ∂φ

∂uj
= (dG)p

(
∂φ

∂uj

)
· ∂φ

∂ui
=

∂φ

∂ui
· (dG)p

(
∂φ

∂uj

)

.

Pelo teorema espectral para operadores auto-adjuntos sabemos que (dG)x é diagonalizável e
tem n valores próprios reais (não necessariamente todos distintos):

k1(x) ≥ k2(x) ≥ · · · ≥ kn(x)

a que chamamos as curvaturas principais em x. Em particular:

K(x) = k1(x) · k2(x) · · · kn(x) (3.7.5)

Seja ω a forma volume de M e Ω a forma volume de Sn. Representemos por:

γn = volume da esfera Sn =
∫

Sn

Ω

Além disso sabemos que:

deg(G) =
1
γn

∫

M
G∗Ω (3.7.6)

De seguida vamos exprimir estea grau como função da curvatura de Gauss de M .

Definamos a curvatura integral de M através do integral:
∫

M
K(x) ω (3.7.7)

Em coordenadas locais para M , temos que:

γn(G∗Ω) = K dV = K
√

g du1 ∧ · · · ∧ dun (3.7.8)

onde K é a curvatura de Gauss de M e dV = K
√

g du1 ∧ · · · ∧ dun é a forma volume usual de
M , determinada pela métrica Euclideana de IRn+1 (veja o exemplo 2.2).

Por exemplo, quando:
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• n = 2, dV = ds é o elemento de arco M e K = k é a curvatura da curva M ⊂ IR2.

• n = 3, dV = dA =
√

EG− F 2 du ∧ dv é o elemento de área e K = k é a curvatura de
Gauss usual da superf́ıcie M ⊂ IR3.

Combinando a fórmula (3.7.8) com a proposição 3.2, obtemos o seguinte teorema:

♣ Teorema 3.15 ... O integral da curvatura de Gauss sobre uma hipersuperf́ıcie fechada
em IRn+1 é igual ao grau da aplicação da sua aplicação de Gauss, multiplicado por γn = volume
usual da esfera unitária Sn.

deg(G) =
1
γn

∫

M
K(x) ω (3.7.9)

Dem.: basta mostrar que:
K(x) ωp = (G∗Ω)x, ∀x ∈ M

Temos sucessivamente que:

(G∗Ω)x(V1, · · · , Vn) = Ωg(x)((dG)xV1, · · · , (dG)xVn)
= vol((dG)xV1, · · · , (dG)xVn)
= det (dG)x · vol(V1, · · · , Vn)
= K(x) · ωx(V1, · · · , Vn) (3.7.10)

.

3.8 Índice de um ponto singular de um campo de vectores

Vamos estudar nesta secção a aplicação de Gauss de um campo de vectores na vizinhança de
um ponto singular isolado.

Seja X = X(x) um campo de vectores definido numa vizinhança de um certo ponto xo em
IRn+1. O ponto xo diz-se um ponto singular de X quando X(xo) = 0.

O ponto singular diz-se não degenerado se:

det JacX(xo) = det

(
∂Xa

∂xb

∣∣∣∣
x=xo

)
6= 0 (3.8.1)

É claro que um ponto singular não degenerado é isolado.

As ráızes de um ponto singular não degenerado xo de X são, por definição, os valores
próprios λ1, λ2, · · · , λn+1 da diferencial dX(xo), isto é, da matriz

(
∂Xa

∂xb

∣∣
x=xo

)
. O ı́ndice de um

ponto singular não degenerado xo é, por definição, o sinal:

sgn det

(
∂Xa

∂xb

∣∣∣∣
x=xo

)
= sgn(λ1λ2 · · ·λn+1) (3.8.2)

Quando o campo X é o gradiente uma função f , isto é, quando Xa = ∂f/∂xa, o ı́ndice de
um ponto singular não degenerado xo coincide com o sinal do determinante do Hessiano:

sgn det

(
∂Xa

∂xb

∣∣∣∣
x=xo

)
= sgn det

(
∂2f

∂xa∂xb

∣∣∣∣
x=xo

)
= (−1)i(xo)
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onde i(xo) = número de sinais negativos que surgem na forma quadrática d2f |x=xo quando é
posta em forma canónica diagonal.

Seja Sε
∼= Sn uma esfera centrada no ponto singular isolado xo, com ε > 0 suficientemente

pequeno para que xo seja a única singularidade de X no interior de Sε.

Consideremos agora a aplicação de Gauss:

Gxo : Sε → Sn (3.8.3)

♣ Definição 3.7 ... O ı́ndice de um ponto singular isolado xo de um campo de vectores
X é, por definição, o grau da aplicação de Gauss Gxo.

♣ Teorema 3.16 ... Quando xo é um ponto singular não degenerado tem-se que:

deg Gxo = sgn det

(
∂Xa

∂xb

∣∣∣∣
x=xo

)
(3.8.4)

Dem.: Em alguma vizinhança de xo, temos, pela fórmula de Taylor, que:

X(x) = L(x) + R(x)

onde:

L(x) = JacX(xo)(x− xo) =

(
∂Xa

∂xb

∣∣∣∣
x=xo

(xb − xb
o)

)
(3.8.5)

é a parte linear de X em xo, e R(x) o resto de ordem 1.
A homotopia H(x, t), definida por:

H(x, t) = L(x) + (1− t)R(x)

satisfaz: H(x, o) = X(x) e H(x, 1) = L(x), e, em alguma vizinhança suficientemente pequena de
xo, e ∀t, 0 ≤ t ≤ 1, H(x, t) anula-se apenas em xo.
Portanto, em alguma vizinhança suficientemente pequena de xo, o campo X é suavemente ho-
motópico à sua parte linear L(x) através de campos que têm sempre xo como única singularidade
isolada.
Seja ε > 0 suficientemente pequeno para que Sε esteja contida nesta vizinhança . No decurso da
deformação de X em L, a parte linear permanece fixa e a aplicação de Gauss Gxo : Sε → Sn sofre
uma homotopia suave. Portanto ambos os membros da equação (3.8.4) permanecem constantes
durante a homotopia e por isso basta verificá-la para a parte linear L(x) e para a respectiva
aplicação de Gauss GL

xo
: Sε → Sn:

GL
xo

(x) =
L(x)
‖L(x)‖

Como L(x) é uma aplicação linear não singular (de uma vizinhança de xo numa vizinhança da
origem em IRn+1) ela é injectiva e portanto GL

xo
é também injectiva e não tem pontos cŕıticos.

Portanto cada ponto yo da esfera Sn é valor regular com exactamnte uma pré-imagem e é calro que
o sinal do determinante de L(x) determina quando a orientação é ou não preservada por GL

xo
.

♣ Exemplo 3.5 ... Para campo no plano os posśıveis pontos singulares não degenerados são:

• centro: ambos os valores próprios são imaginários puros. O seu ı́ndice é +1.

• nodo: valores próprios reais do mesmo sinal. Índice +1.
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• ponto focal: valores próprios complexos conjugados não imaginários puros. Índice +1.

• ponto de sela: valores próprios reais de sinal contrário. Índice −1.

Se o campo é um campo de gardiente de alguma função f as possibilidades são as seguintes:

• fonte: mı́nimo local de f . O seu ı́ndice é +1.

• poço: máximo local de f . O seu ı́ndice é +1.

• ponto de sela: ponto de sela de f . Índice −1.

Figure 3.11:

♣ Teorema 3.17 ... Seja X um campo de vectores em IRn+1 que tem apenas singularidades
isoladas x1, x2, · · · , xm, e seja M uma hipersuperf́ıcie fechada orientada em IRn+1 que evita os
pontos singulares xi, e que é bordo de uma região D em IRn+1. Então o grau do campo de
vectores X na variedade M , isto é, o grau da aplicação de Gauss GX : M → Sn, determinada
por X é igual à soma dos ı́ndices dos pontos singulares xi1 , · · · , xik que estão contidos em D.

Dem.: Para cada j = 1, · · · ,m seja Sjε a esfera de raio ε centrada em xj . O valor de ε deve
ser escolhido suficientemente pequeno para que as bolas fechadas limitadas pelas esferas Sjε não
intersectem a hipersuperf́ıcie M e para que não se intersectem também entre si.

Remova-se agora essas bolas da região D. Obtem-se assim uma região D̃ cujo bordo é evidente-
mente:

∂D̃ = M ∪ Si1ε ∪ · · · ∪ Sikε

Consideremos agora a forma G∗Ω em D̃, onde G : D̃ → Sn é a aplicação de Gauss relativa ao
campo X, e Ω é a forma definida em (3.6.2). Sabemos que dΩ = 0 na esfera Sn e, portanto,
d(G∗Ω) = G∗dΩ = 0 em Sn. Pelo teorema de Stokes, vem agora que:

0 =
∫

D̃

dG∗Ω =
∫

∂D̃

G∗Ω = −
∫

M

G∗Ω +
k∑

q=1

∫

Siqε

G∗Ω

O teorema segue agora da definição 3.7 e da proposição 3.2.
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3.9 O Índice total de um campo de vectores

Seja X um campo suave numa variedade suave fechada M de dimensão n e seja TM o fibrado
tangente de M (com dimensão 2n).

O campo X pode ser visto como uma aplicação FX : M → TM , definida por:

FX(x) = (x,X(x))

que é um mergulho suave. A imagem FX(M), que representamos por M(X) é pois um subvar-
iedade de dimensão n em TM . Quando X = 0 é o campo nulo, a imagem F0(M) = M(0) é a
secção nula de TM que será identificada com M .

♣ Definição 3.8 ... O campo X diz-se que está em posição geral quando as subvariedades
M e M(X) se intersectam transversalmente em TM .

♣ Proposição 3.3 ... Os ponto singulares de um campo X em posição geral, definido numa
variedade M suave fechada e orientada, são não degenerados.

A contribuição de sinal ±1 de cada ponto singular xj (visto como um ponto de intersecção
transversal das subvariedades M e M(X) em TM), para o ı́ndice de intersecção M(0)~M(X),
coincide com o ı́ndice do ponto singular, isto é, com o sinal sgn det(∂Xa/∂xb)xj .

Dem.: exerćıcio.

♣ Teorema 3.18 ... Numa variedade M suave fechada e orientada, a soma dos ı́ndices
dos pontos singulares de um campo X, em posição geral, coincide com o ı́ndice de intersecção
M(0) ~ M(X) em TM , e é o mesmo para todos os campos de vectores em posição
geral.

Dem.: A primeira parte da afirmação decorre da proposição anterior.
Par ver que esse número não depende do campo X em posição geral, obervamos primeiro que
todo o campo de vectores é homotópico ao campo nulo, através da homotopia H(t, x) = tX(x).
Portanto dois campos de vectores quaisquer X, Y ∈ X(M) são homotópicos entre si. Os mergulhos
M ↪→ M(X) ⊂ TM e M ↪→ M(Y ) ⊂ TM determinados por X e Y são pois homotópicos.
Se supômos que estes dois campos estão em posição geral, o resultado segue da invariância por
homotopia do ı́ndice de intersecção.

♣ Corolário 3.4 ... Se n = dimensãoM é ı́mpar, a soma dos ı́ndices dos pontos singulares
de um campo X em posição geral, numa variedade M suave fechada e orientada, é zero.

Dem.: Seja X um campo em posição geral, numa variedade M suave fechada e orientada. Então:

M(0) ~ M(X) = (−1)n2
M(X) ~ M(0) = −M(X) ~ M(0)

porque n é ı́mpar, por hipótese. Por outro lado, como X é homotópico ao campo nulo, sabemos
que M(0) ~ M(X) = M(X) ~ M(0) e portanto M(X) ~ M(0) = 0.

Quando X = ∇f temos o seguinte:
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♣ Corolário 3.5 ... Seja f uma função suave numa variedade M suave fechada e orien-
tada, cujos pontos cŕıticos x1, x2, · · · , xm são todos não degenerados. Então a soma:

m∑

j=1

(−1)i(xj) (3.9.1)

é independente de f e é nulo quando a dimensãoM é ı́mpar.

♣ Definição 3.9 ... O inteiro
∑m

j=1(−1)i(xj), definido no corolário anterior, chama-se a
caracteŕıstica de Euler da variedade M . Nota-se por X (M).

3.10 O coeficiente de enlace

Considere um par de lacetes γ1 e γ2, regulares e orientados, em IR3, que não se intersectam.

Supômos que são parametrizados na forma γi(t) = ri(t), 0 ≤ t ≤ 2π, i = 1, 2, onde r
representa o raio-vector de posição de pontos em IR3.

♣ Definição 3.10 ... O coeficiente de enlace dos dois lacetes γ1, γ2, parametrizados
como antes, define-se através do chamado integral de Gauss seguinte:

{γ1, γ2} def
=

1
4π

∮

γ1

∮

γ2

〈[dr1, dr2], r12

|r12|3 (3.10.1)

onde r12 = r2 − r1.

Intuitivamente, o coeficiente de enlace dá o número de voltas que um lacete dá em torno do
outro.

♣ Teorema 3.19 ... (i). O coeficiente de enlace {γ1, γ2} é um inteiro que permanece
invariante sob deformações cont́ınuas dos dois lacetes, desde que nunca se intersectem.

(ii). Sefa F : D2 → IR3 uma aplicação do disco D2 que coincide com γ1 : t 7→ r1(t), 0 ≤ t ≤
2π, no bordo ∂D2 = S1, e que é transversal ao lacete γ2. Então o ı́ndice de intersecção:

F (D2) ~ γ2

é igual ao coeficiente de enlace {γ1, γ2}.

Dem.: (i). Os dois lacetes γi(t) = ri(t), 0 ≤ t ≤ 2π, i = 1, 2, definem uma superf́ıcie
parametrizada, fechada e orientada, em IR6, através de:

γ1 × γ2 : (t1, t2) 7→ (r1(t1), r2(t2))

Como não se intersectam, a aplicação ϕ : γ1 × γ2 → S2, definida por:

ϕ(t1, t2) =
r1(t1)− r2(t2)
|r1(t1)− r2(t2)|

está bem definida. Da fórmula (3.6.10) deduzimos que o grau da aplicação ϕ é igual ao integral
do segundo membro de (3.10.1) e portanto o coeficiente de enlace é um inteiro. Sob deformações
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Figure 3.12:

cont́ınuas dos dois lacetes, desde que nunca se intersectem, a aplicação ϕ sofre uma homotopia e
portanto o seu grau (=coeficiente de enlace) mantem-se invariante.
(ii). Se os dois lacetes não estiverem entrelaçados, então pode ser verificado directamente que
{γ1, γ2} = deg ϕ = 0. Portanto, aplicando uma homotopia como se indica na figura seguinte,
reduzimos o caso geral ao problema de calcular o o coeficiente de enlace à situação simples da
terceira figura:
O cálculo neste caso pode ser facilitado fazendo o raio de uma das circunferências tender para ∞.
Suponhamos pois que:

r1(t1) = (0, 0, t1), −∞ < t1 < ∞
r2(t2) = (cos t2, sin t2, 0), 0 ≤ t2 ≤ 2π

O coeficiente de enlace, dado pelo integral de Gauss (??3.10.1), é neste caso:

{γ1, γ2} =
1
4π

∫ ∞

−∞

∫ 2π

0

dt1 ∧ dt2
(1 + t21)3/2

=
1
2

∫ ∞

−∞

dt1
(1 + t21)3/2

=
1
2

∫ ∞

−∞

du

cosh2 u

=
1
2

tanh u

∣∣∣∣
∞

−∞
= 1 (3.10.2)



Caṕıtulo 4

Geometria Riemanniana das
Superf́ıcies. Método de Cartan

4.1 Paralelismo. Derivação covariante

Consideremos uma superf́ıcie Riemanniana (M,g = 〈 , 〉) orientada (de dimensão 2), e um
“referencial móvel ortonormado positivo”, de classe C∞, representado por uma matriz-
linha:

e = [E1 E2]

definido num aberto U ⊆ M . A este referencial móvel e, ortonormado positivo (de classe
C∞) chamaremos um “gauge local” em U ⊆ M . Portanto para cada p ∈ U ⊆ M , e(p) =
{E1(p), E2(p)} é uma base ortonormada positiva para TpM .

Se ê = [Ê1 Ê2] é um outro gauge local em U , então:

Ê1 = a E1 + bE2

Ê2 = c E1 + dE2

ou em forma matricial:

[Ê1 Ê2] = [E1 E2]
[

a c
b d

]
(4.1.1)

para certas funções a, b, c, d ∈ C∞(U). Como ambas as bases e(p) e ê(p) de TpM são ortonor-
madas positivas ∀p ∈ U , a matriz que figura no membro direito de (4.1.1) é uma matriz ortogonal
de determinante 1, isto é, é uma matriz em SO(2) - o grupo ortogonal especial de IR2 (com a
estrutura Euclideana usual). Uma matriz em SO(2) é sempre da forma:

[
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]

para algum ϕ ∈ IR. Portanto um novo gauge ê dá origem a uma função C∞ em U :

g : U → SO(2), g(p) =
[

cosϕ(p) − sinϕ(p)
sinϕ(p) cosϕ(p)

]
(4.1.2)

onde para cada p ∈ U , ϕ(p) é o ângulo orientado entre E1(p) e Ê1(p).

163
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Rec̀ıprocamente qualquer função C∞ g : U → SO(2), quando aplicada a um dado gauge
local e, em U , dá origem a um novo gauge local ê, definido por:

[Ê1 Ê2] = [E1 E2]
[

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]
(4.1.3)

Por isso a função g : U → SO(2) diz-se uma “transformação local de gauge”. A fórmula
(4.1.3) será escrita sucintamente na forma:

ê = e · g (4.1.4)

Consideremos agora um campo de vectores X ∈ X(U). Como para cada p ∈ U , e(p) =
{E1(p), E2(p)} é uma base (positiva) para TpM , podemos escrever de maneira única:

X(p) = a1(p) E1(p) + a2(p)E2(p), p ∈ U

para certas funções únicas a1, a2 ∈ C∞(U). De facto, como e(p) é um referencial ortonormado:

a1(p) = 〈X(p), E1(p)〉p e a2(p) = 〈X(p), E2(p)〉p, p ∈ U

Portanto, uma vez fixo o gauge e em U , X pode ser visto como uma aplicação X(e) : U → IR2,
definida por:

X(e) : p ∈ U 7→
[

a1(p)
a2(p)

]
(4.1.5)

É claro que tudo isto depende do referencial e (gauge local) inicialmente escolhido. Se optarmos
por um outro gauge local ê em U , então sabemos que ê = e · g, para uma única transformação
local de gauge g : U → SO(2) do tipo (4.1.2), e portanto o mesmo campo de vectores
X ∈ X(U) é agora descrito, relativamente ao gauge local ê = e ·g, pela aplicação X(ê) = X(e·g) :
U → IR2, definida por:

X(e·g)(p) = g−1(p) ·X(e)(p)

=
[

cosϕ(p) sinϕ(p)
− sinϕ(p) cos ϕ(p)

] [
a1(p)
a2(p)

]
(4.1.6)

Concluindo:
Se e 7→ e · g então X(e) 7→ X(e·g) = g−1 ·X(e) (4.1.7)

Vamos agora discutir a possibilidade de definir uma derivada “direccional” de um campo de
vectores X ∈ X(U), derivada essa que deverá ser “covariante”, isto é, deverá respeitar a regra
de transformação (4.1.7).

Se M = IRn, a definição de derivada direccional é bem conhecida (ver (1.1.14)):

DvX(p) def= lim
t→0

X(p + tv)−X(p)
t

(4.1.8)

se v ∈ TpIRn e X ∈ X(IRn). Note que nesta definição usamos explicitamente a identificação
usual TpIRn ∼= IRn, o que nos permite transportar paralelamente (por equipolência) o vector
X(p+ tv) ∈ Tp+tvIRn para TpIRn, e assim dar sentido ao quociente X(p+tv)−X(p)

t ∈ TpIRn ∼= IRn.
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Além disso, neste caso obtemos a mesma definição se em vez da curva t 7→ p + tv usamos uma
qualquer outra curva C∞ α, tal que α(0) = p e α′(0) = v. Isto é:

DvX(p) = lim
t→0

X(α(t))−X(p)
t

De facto, estamos mais uma vez a usar o paralelismo canónico em IRn, que permite identificar
TpIRn ∼= IRn.

Numa variedade qualquer, não existe paralelismo canónico, e por isso a introdução de
uma “conexão” entre os vários espaços tangentes torna-se imprescind́ıvel à formulação de uma
derivada covariante de um campo de vectores. Além disso, uma “conexão” entre os espaços
tangentes TpM e TqM poderá depender da curva que une p a q.

Estas considerações levam-nos portanto a introduzir uma “estrutura de paralelismo”
numa variedade M , como sendo uma famı́lia de aplicações IP = {IPα;p,q}:

IPα;p,q : TpM → TqM

onde p, q ∈ M e α : I = [0, 1] → M é uma curva C∞ por pedaços tal que α(0) = p e α(1) = q
(ver a figura 4.1).

Figure 4.1: Estrutura de paralelismo

Exigimos além disso que IP satisfaça certas condições “naturais”. Por exemplo, cada IPα;p,q

deverá ser um isomorfismo linear; se M tem uma métrica Riemanniana g e uma orientação é
natural exigir que cada IPα;p,q seja uma isometria linear positiva. Por outro lado devemos impôr
que IPα;p,q não dependa da parametrização de α, que se comporte de forma natural relativamente
à justaposição de curvas e ainda que verifique certas propriedades de diferenciabilidade. Mas
note que não há qualquer motivo para que IPα;p,p = Id, quando α é um lacete baseado em p
(não reduzido a p)!

Antes de dar uma definição rigorosa, vamos supôr que temos definida uma “estrutura de
paralelismo” IP = {IPα;p,q} numa superf́ıcie orientada M munida de uma métrica Riemanniana
g = 〈 , 〉, e que satisfaça as “condições naturais” atrás referidas.

Seja e = [E1 E2] um gauge local (referencial móvel ortonormado positivo), definido num
aberto U ⊆ M . Então em U , cada espaço tangente TpM fica identificado com IR2, através
do isomorfismo ep : IR2 → TpM que envia a base canónica de IR2 na base [E1(p) E2(p)] de
TpM . Portanto o paralelismo IP é descrito, relativamente ao gauge local e em U , através de uma
famı́lia de isometrias lineares positivas {IP(e)

α;p,q}, de IR2, definidas através do diagrama seguinte:

TpM
IPα;p,q−→ TqM

ep ↑ ↑ eq

IR2 IP
(e)
α;p,q−→ IR2
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isto é:
IP(e)

α;p,q = e−1
q IPα;p,q ep : IR2 → IR2 (4.1.9)

Se optarmos por um outro gauge local ê = e ·g, onde g : U −→ SO(2) é uma transformação local
de gauge, o paralelismo IP é descrito, relativamente ao novo gauge local ê = e · g em U , através
de uma outra famı́lia de isometrias lineares positivas de IR2 {IP(ê)

α;p,q}, obtidas como antes. Mas:

IP(ê)
α;p,q = ê−1

q IPα;p,qêp

= (eq g(q))−1 IPα;p,q (ep g(p))
= g(q)−1(e−1

q IPα;p,q ep) g(p)

= g(q)−1 IP(e)
α;p,q g(p)

isto é, em termos matriciais:

IP(e·g)
α;p,q = g(q)−1 · IP(e)

α;p,q · g(p) (4.1.10)

Fixemos agora um ponto qualquer p ∈ U , no aberto U onde está definido um gauge local e.
Consideremos uma curva α, de classe C∞, tal que α(0) = p e α′(0) = v ∈ TpM , e definamos:

IP(e)
α,p(t)

def= IP(e)
α;p,α(t) ∈ SO(2) (4.1.11)

Obtemos desta forma uma curva (que supômos ser diferenciável) t 7→ IP(e)
α,p(t) no “grupo de

gauge” SO(2), tal que IP(e)
α,p(0) = Id. É natural esperar que a respectiva derivada em t = 0,

dependa apenas do vector tangente v ∈ TpM e não da curva α acima indicada, e que portanto
possa ser interpretada como uma 1-forma diferencial em U , com valores na álgebra de Lie so(2)
do grupo de gauge:

A
(e)
p : v ∈ TpM 7→ A

(e)
p (v) def= d

dt

∣∣
t=0

IP(e)
α,p(t) ∈ so(2) (4.1.12)

A esta 1-forma diferencial A(e), em U , com valores na álgebra de Lie so(2), chama-se a “forma
local de conexão” (relativamente ao gauge local e) (ou ainda “potencial local de gauge”
ou “campo local de gauge”), associado ao paralelismo IP.

Estamos agora aptos a definir a “derivada covariante” de um campo de vectores X ∈
X(U). Para isso, consideremos de novo um aberto U ⊆ M onde está definido um gauge local e,
e a função X(e) : U → IR2 associada a X. Definimos então a “derivada covariante” (DvX)(e),
no gauge e, através de (ver a figura 4.2):

(DvX)(e)(p) def= d
dt

∣∣
t=0

[
IP(e)

α;p(t)
]−1

·X(e)(α(t)) (4.1.13)

Derivando em ordem a t a expressão (4.1.13), e atendendo à definição (4.1.12), obtemos em
t = 0:

(DvX)(e)(p) = −A(e)
p (v) ·X(e)(p) + dX(e)

p (v)

ou mais sucintamente:

(DX)(e) def= (d−A(e)) ·X(e) (4.1.14)
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Figure 4.2: Derivada covariante

Vejamos qual o efeito nestas fórmulas de uma transformação local de gauge e 7→ e · g com
g : U → SO(2). Para isso utilizemos a definição (4.1.11) e a fórmula (4.1.10), com q = α(t):

ÎP
(e·g)

α;p (t) = g(α(t))−1 · IP(e)
α;p(t) · g(p)

Derivando em ordem a t, obtemos em t = 0:

A(e·g)
p (v) = dg−1

p (v) · g(p) + g−1(p) ·A(e)
p (v) · g(p)

ou mais sucintamente, e atendendendo a que dg−1 = −g−1(dg)g−1:

A(e·g) = g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg (4.1.15)

Portanto:

(DX)(e·g) = dX(e·g) −A(e·g) ·X(e·g)

= d(g−1 ·X(e))− (g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg)(g−1 ·X(e))
= g−1 · dX(e) + (dg−1) ·X(e) − g−1 ·A(e) ·X(e) + g−1 · (dg) · g−1 ·X(e)

= g−1 · dX(e) + (dg−1) ·X(e) − g−1 ·A(e) ·X(e) − (dg−1) ·X(e)

= g−1 · dX(e) − g−1 ·A(e) ·X(e)

= g−1 · (dX(e) −A(e) ·X(e)
)

= g−1 · (DX)(e)

isto é:
e 7→ e · g ⇒ (DX)(e·g) = g−1 · (DX)(e) (4.1.16)

que quando comparado com (4.1.7), corresponde exactamente ao carácter covariante da derivada
D, como se pretendia.

Após esta discussão podemos finalmente dar a seguinte definição formal de paralelismo e
derivada covariante, usando as notações já introduzidas:

♣ Definição 4.1 ... Seja M uma superf́ıcie orientada munida de uma métrica Riemanni-
ana g = 〈 , 〉. “Uma estrutura de paralelismo Riemanniano” em M , é uma famı́lia de
aplicações IP = {IPα;p,q}:

IPα;p,q : TpM → TqM
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definidas para todos os pontos p, q ∈ M e curvas C∞ por pedaços α : I = [0, 1] → M tais que
α(0) = p e α(1) = q, e que satisfazem as condições seguintes:

• IPα;p,q não depende da parametrização de α.

• IPα;p,q : TpM → TqM é uma isometria linear positiva.

• IPβ;q,r ◦ IPα;p,q = IPα·β;p,r.

• IPα;p,p = Id se α(t) ≡ p, ∀t.

• Se U é um aberto onde está definido um gauge local e, p ∈ U e α é uma curva C∞ tal que
α(0) = p e α′(0) = v ∈ TpM , então a derivada:

d

dt

∣∣∣∣
t=0

IP(e)
α,p(t)

existe e define uma 1-forma diferencial em U , com valores na álgebra de Lie so(2):

A
(e)
p : v ∈ TpM 7→ A

(e)
p (v)

def
= d

dt

∣∣
t=0

IP(e)
α,p(t) ∈ so(2) (4.1.17)

chamada a “forma local de conexão Riemanniana” (relativamente ao gauge local e)
associada ao paralelismo IP.

Dado um campo de vectores X ∈ X(U) define-se a sua “derivada covariante” (no gauge e)
através de:

(DX)(e) def
= (d−A(e)) ·X(e) (4.1.18)

isto é:

(DvX)(e)(p) = dX
(e)
p (v)−A

(e)
p (v) ·X(e)(p) (4.1.19)

Resumindo as regras de transformação sob mudança de gauge e 7→ e · g, temos que:

e 7→ e · g ⇒ X(e) 7→ X(e·g) = g−1 ·X(e) (4.1.20)
e 7→ e · g ⇒ A(e) 7→ A(e·g) = g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg (4.1.21)
e 7→ e · g ⇒ (DX)(e) 7→ (DX)(e·g) = g−1 · (DX)(e) (4.1.22)
e 7→ e · g ⇒ IP(e) 7→ IP(e·g)

α;p,q = g(q)−1 · IP(e)
α;p,q · g(p) (4.1.23)

4.2 Conexão de Levi-Civita

Seja M uma superf́ıcie orientada, com uma métrica riemanniana g = 〈 , 〉, e e = [E1 E2] um
gauge local (i.e., um referencial móvel ortonormado (positivo)), definido num aberto U ⊆ M .

Seja Θ =
[

Θ1

Θ2

]
o correferencial dual, de tal forma que Θa(Eb) = δa

b .
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Se ê = [Ê1 Ê2] é um outro gauge local, então sabemos que ê = e · g, para uma única
transformação local de gauge g : U −→ SO(2):

g(p) =
[

cosϕ(p) − sinϕ(p)
sinϕ(p) cosϕ(p)

]
(4.2.1)

isto é (omitindo a dependência de p):

Ê1 = (cosϕ) E1 + (sinϕ) E2

Ê2 = −(sinϕ) E1 + (cosϕ) E2

onde ϕ(p) é o ângulo orientado entre E1(p) e Ê1(p), em TpM .

Como vimos na secção anterior, se existir uma estrutura de paralelismo em (M,g), a respec-
tiva forma local de conexão Riemanniana é uma 1-forma diferencial com valores na álgebra de
Lie so(2), que, relativamente a um gauge local e definido num aberto U ⊆ M , deverá ser dada
por:

A(e)
p : v ∈ TpM 7→ A(e)

p (v) def=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

IP(e)
α,p(t) ∈ so(2)

Note agora que a álgebra de Lie do grupo SO(2) é:

so(2) = IR
[

0 −1
1 0

]

e portanto uma forma de conexão Riemanniana A(e), num certo gauge e definido num aberto
U ⊆ M , será do tipo:

A(e) =
[

0 −ω(e)

ω(e) 0

]

onde ω(e) é uma 1-forma usual definida no aberto U .

Vamos mostrar que de facto existe uma forma de conexão Riemanniana, que é até única se
imposermos uma certa condição adicional:

♣ Teorema 4.1 “Teorema fundamental da geometria Riemanniana”... Existe uma
única forma de conexão Riemanniana dita “conexão de Levi-Civita”, que tem “torção” nula,
isto é, que satisfaz as chamadas “primeiras equações de estrutura” seguintes:

{
dΘ1 + ω ∧Θ2 = 0
dΘ2 − ω ∧Θ1 = 0

(4.2.2)

• Dem.: De facto aplicando a fórmula dα(X, Y ) = X α(Y )−Y α(X)−α([X, Y ]), ∀X,Y ∈ X(M),∀α ∈
Ω1(M) (ver (2.2.15)), às equações anteriores obtemos:

{
dΘ1(E1, E2) + (ω ∧Θ2)(E1, E2) = 0
dΘ2(E1, E2)− (ω ∧Θ1)(E1, E2) = 0 (4.2.3)

donde deduzimos, atendendo a que Θa(Eb) ≡ δa
b , que:

{ −Θ1([E1, E2]) + ω(E1)Θ2(E2) = 0
−Θ2([E1, E2]) + ω(E2)Θ1(E1) = 0 (4.2.4)

isto é, ω fica completamente determinada no gauge e, pela condição:

ω = ω(e) = ω(E1)Θ1 + ω(E2)Θ2

= Θ1([E1, E2])Θ1 + Θ2([E1, E2])Θ2

.
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Concluindo, a “forma de conexão de Levi-Civita” é dada no gauge e, por:

ω = ω(e) = Θ1([E1, E2])Θ1 + Θ2([E1, E2])Θ2 (4.2.5)

4.2.1 Exemplos e exerćıcios

♣ Exemplo 4.1 ... M = IR2 − {0}, munida da métrica Euclideana usual, que em coordenadas
polares tem o aspecto seguinte:

g = dr2 + r2 dθ2

Gauge local:

e = [E1 =
∂

∂r
E2 =

1
r

∂

∂θ
]

Formas duais:
Θ1 = dr, Θ2 = rdθ

Como:

[E1, E2] =
[ ∂

∂r
,
1
r

∂

∂θ

]
= − 1

r2

∂

∂θ
= −1

r
E2

vem que:

ω = ω(e) = ω(E1)Θ1 + ω(E2)Θ2

= Θ1([E1, E2])Θ1 + Θ2([E1, E2])Θ2

= Θ1
(
− 1

r
E2

)
Θ1 + Θ2

(
− 1

r
E2

)
Θ2

= −1
r
rdθ

= −dθ (4.2.6)

♣ Exemplo 4.2 ... M = S2 com coordenadas esféricas e métrica:

g = dθ2 + sin2 θ dϕ2

Gauge local:

e = [E1 =
∂

∂θ
E2 =

1
sin θ

∂

∂ϕ
]

Formas duais:
Θ1 = dθ, Θ2 = sin θ dϕ

Como:

[E1, E2] =
[ ∂

∂θ
,

1
sin θ

∂

∂ϕ

]
= −cos θ

sin θ
E2

vem que:

ω = ω(e) = ω(E1)Θ1 + ω(E2) Θ2

= Θ1([E1, E2]) Θ1 + Θ2([E1, E2]) Θ2

= Θ1
(
− cos θ

sin θ
E2

)
Θ1 + Θ2

(
− cos θ

sin θ
E2

)
Θ2

= −cos θ

sin θ
sin θ dϕ

= − cos θ dϕ (4.2.7)
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♣ Exemplo 4.3 ... Semiplano de Poincaré H+ = {(x, y) ∈ IR2 : y > 0} com a métrica hiperbólica
de Poincaré:

g =
1
y2

(dx2 + dy2)

Gauge local:

e = [E1 = y
∂

∂x
E2 = y

∂

∂y
]

Formas duais:
Θ1 =

1
y

dx, Θ2 =
1
y

dy

Como:
[E1, E2] =

[
y

∂

∂x
, y

∂

∂y

]
= −y

∂

∂x
= −E1

vem que:

ω = ω(e) = ω(E1)Θ1 + ω(E2) Θ2

= Θ1([E1, E2]) Θ1 + Θ2([E1, E2]) Θ2

= Θ1(−E1)Θ1 + Θ2(−E1)Θ2

= −Θ1

= −1
y

dx (4.2.8)

♣ Exerćıcio 4.1 ... Seja ω(e) a forma de conexão de Levi-Civita, dada no gauge e definido no aberto
U ⊆ M , por (4.2.5). Mostre que se X ∈ X(U) é uma campo de vectores em U , então:

ω(e)(X) = 〈[E1, E2], X〉 (4.2.9)

♣ Exerćıcio 4.2 **... Considere uma superf́ıcie M orientada, munida de uma métrica Riemanniana
g = 〈 , 〉. Consideremos um aberto U ⊆ M onde está definido um gauge local e, e a função X(e) : U → IR2

associada a X.

Dado um outro campo de vectores Y ∈ X(M), define-se a “derivada covariante de X segundo
Y ”, como sendo o campo de vectores ∇Y X ∈ X(M), que no gauge e, é dado pela fórmula (ver (4.1.14)):

(∇Y X)(e)(p) = dX(e)
p (Yp)−A(e)

p (Yp) ·X(e)(p)

Mostre que (X,Y ) 7→ ∇Y X é uma aplicação IR-bilinear que além disso verifica as propriedades seguintes:

∇fY X = f ∇Y X, ∀f ∈ C∞(M)
∇Y (fX) = f ∇Y X + (Y f)X, ∀f ∈ C∞(M)
Y 〈X, Z〉 = 〈∇Y X, Z〉+ 〈X,∇Y Z〉, ∀X,Y, Z ∈ X(M)

(4.2.10)

Além disso se A é a conexão de Levi-Civita, mostre que:

∇XY −∇Y X = [X,Y ] (4.2.11)

4.3 Transporte paralelo. Holonomia

Consideremos de novo uma superf́ıcie Riemanniana (M,g = 〈 , 〉) orientada e munida de uma
conexão Riemanniana A, dada de acordo com a definição 4.1 através de:

A(e)
p (v) def=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

IP(e)
α,p(t) ∈ so(2)
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num certo gauge local e = [E1 E2], definido num aberto U ⊆ M (ver a fórmula (4.1.17)).

Dado um campo de vectores V de classe C∞ ao longo de uma curva α : I → U de classe
C∞, consideremos a função:

V (e) : t 7→ V (e)(t) def= V (e)(α(t)) ∈ IR2

Define-se então a “derivada covariante” de V ao longo de α, no gauge e, através da fórmula
(ver a figura 4.3):

(
DV
dt

)(e) def= d
dt

[
IP(e)

α;p(t)
]−1

· V (e)(α(t)) (4.3.1)

Figure 4.3: Derivada covariante DV
dt

Como na secção 3.1 deste caṕıtulo, deduzimos por argumentos análogos aos que então uti-
lizamos, que:

(
DV
dt

)(e)
= dV (e)

dt −A
(e)
α(t)(α

′(t)) · V (e)(t) (4.3.2)

Um “campo paralelo ao longo de α” é um campo de vectores V de classe C∞ ao longo
de uma curva α : I → U de classe C∞, que satisfaz a condição seguinte:

(
DV
dt

)(e)
= 0, ∀t ∈ I (4.3.3)

Note que esta condição não depende do gauge e, atendendo a (4.1.16), isto é,
(

DV
dt

)(e)
= 0 se e

só se
(

DV
dt

)(e·g)
= 0. A equação (4.3.3) é uma equação diferencial que descreve o “transporte

paralelo” ou “holonomia” ao longo da curva α, e que num gauge e se escreve na forma:

dV (e)

dt = A
(e)
α(t)(α

′(t)) · V (e)(t) (4.3.4)

ou simplificando as notações, omitindo o prefixo (e) e pondo V (e)(α(t)) = V(t) e A
(e)
α(t)(α

′(t)) =
A(t):

dV
dt

= A(t) ·V(t)

que é uma equação diferencial ordinária linear não autónoma para t 7→ V(t) ∈ IR2. O teorema
de existência e unicidade para soluções de equações deste tipo, garante que existe uma e uma
só solução que satisfaz uma dada condição inicial V(0).
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Se:

A(e) =
[

0 −ω(e)

ω(e) 0

]

onde ω(e) é uma 1-forma usual definida no aberto U , e se:

V (e)(t) = v1(t)E1(α(t)) + v2(t)E2(α(t))

isto é:

V (e)(t) =
[

v1(t)
v2(t)

]

então a derivada covariante
(

DV
dt

)(e) é dada por:

(
DV

dt

)(e)

=
d

dt

[
v1(t)
v2(t)

]
−

[
0 −ω(e)(t)

ω(e)(t) 0

] [
v1(t)
v2(t)

]

=
[

(v1)′(t) + ω(e)(t)v2(t)
(v2)′(t)− ω(e)(t)v1(t)

]

ou de forma equivalente:

DV
dt =

[
(v1)′(t) + ω(t)v2(t)

]
E1(α(t)) +

[
(v2)′(t)− ω(t)v1(t)

]
E2(α(t)) (4.3.5)

onde pusemos DV
dt =

(
DV
dt

)(e) e ω(t) = ω
(e)
α(t)(α

′(t). Em particular a equação para a holonomia
ao longo de α é dada por:

[
(v1)′

(v2)′

]
=

[
0 −ω(t)

ω(t) 0

] [
v1

v2

]
(4.3.6)

isto é: {
(v1)′ = −ω(t)v2

(v2)′ = ω(t)v1 (4.3.7)

onde ω(t) = ωα(t)(α′(t)).

♣ Exerćıcio 4.3 ... Calcular a holonomia ao longo do lacete α : t 7→ (θ(t) ≡ θ0, ϕ(t) = t), t ∈ [0, 2π]
e θ0 constante 0 < θ0 < π/2, na esfera S2 munida da conexão de Levi-Civita (ver a figura 4.4).

Figure 4.4: Holonomia
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• Resolução ...

Gauge local: e = [E1 = ∂
∂θ E2 = 1

sin θ
∂

∂ϕ ]

Formas duais: Θ1 = dθ, Θ2 = sin θ dϕ

Conexão de Levi-Civita: ω = − cos θ
sin θ Θ2

Se α(t) = (θ(t), ϕ(t)) então:

α′(t) = θ′
∂

∂θ
+ ϕ′

∂

∂ϕ

= θ′E1(α(t)) + (ϕ′ sin θ)E2(α(t))
= sin θ0 E2(α(t)) porque θ(t) ≡ θ0, ϕ(t) = t (4.3.8)

e portanto, uma vez que:

ω(t) = −cos θ(t)
sin θ(t)

Θ2(sin θ(t) E2) = − cos θ0 ≡ −a

a equação para a holonomia é:
{

(v1)′ = −ω(t)v2

(v2)′ = ω(t)v1 =
{

(v1)′ = a v2

(v2)′ = −a v1

cuja solução com condição inicial
[

v1
0

v2
0

]
é:

[
v1(t)
v2(t)

]
=

[
cos at sin at
− sin at cos at

] [
v1
0

v2
0

]

e no instante t = 2π: [
v1(2π)
v2(2π)

]
=

[
cos 2πa sin 2πa
− sin 2πa cos 2πa

] [
v1
0

v2
0

]

o que significa que qualquer vector tangente em Tα(0)S2 é submetido a uma rotação de ângulo
igual a 2πa = 2π cos θ0, quando é transportado paralelamente ao longo do lacete α, numa volta
completa.

¤
O conceito de transporte paralelo pode ser generalizado para curvas C∞ por pedaços. De

facto, se α : [a, b] → M é uma tal curva em M , e se {t1 < t2 < · · · < tk} ⊂]a, b[ são os pontos
de descontinuidade de α′, então para construir o transporte paralelo de um vector V0 ∈ Tα(a)M
ao longo de α, começamos por resolver a equação (4.3.4) no intervalo [a, t1] com condição inicial
V0. Se V (t) é a solução, resolvemos então a mesma equação no intervalo [t1, t2] com condição
inicial V (t1), e assim sucessivamente.

4.4 Geodésicas

Consideremos de novo uma superf́ıcie Riemanniana (M,g = 〈 , 〉) orientada e munida de uma
conexão Riemanniana A.

♣ Definição 4.2 ... Uma curva α : [a, b] → M de classe C∞ diz-se uma “geodésica” da
conexão Riemanniana A, se V (t) = α′(t) é um campo paralelo ao longo de α:

Dα′

dt
= 0
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Se:
α′(t) = v1(t)E1(α(t)) + v2(t)E2(α(t))

a equação para o campo de velocidades de uma geodésica é portanto:
{

(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)

(4.4.1)

Dado um vector tangente vp ∈ TpM num ponto p ∈ M , existe uma única geodésica maximal α
em M tal que:

α(0) = p e α′(0) = vp

Portanto cada geodésica em M fica uǹıvocamente determinada pela sua posição e velocidade
inicial. M diz-se “geodèsicamente completa” se toda a geodésica maximal está definida em
todo o IR.

4.4.1 Exemplos e exerćıcios

♣ Exerćıcio 4.4 ... Calcule as equações das geodésicas da conexão de Levi-Civitá, da esfera M = S2,
relativamente à métrica dada em coordenadas esféricas por:

g = dθ2 + sin2 θ dϕ2

• Resolução ...

Gauge local: e = [E1 = ∂
∂θ E2 = 1

sin θ
∂

∂ϕ ]

Formas duais: Θ1 = dθ, Θ2 = sin θ dϕ

Conexão de Levi-Civita: ω = − cos θ
sin θ Θ2

Se α(t) = (θ(t), ϕ(t)) então:

α′(t) = θ′
∂

∂θ
+ ϕ′

∂

∂ϕ

= θ′E1(α(t)) + ϕ′ sin θE2(α(t))

e portanto, uma vez que v1 = θ′, v2 = ϕ′ sin θ e ω(t) = −ϕ′ cos θ, a equação para o campo de
velocidades de uma geodésica é:

{
(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)

donde se deduzem as equações seguintes para as geodésicas:
{

θ′′ = (ϕ′ cos θ)(ϕ′ sin θ)
(ϕ′ sin θ)′ = −ϕ′θ′ cos θ

=
{

θ′′ = (ϕ′)2 cos θ sin θ
ϕ′′ sin θ + 2ϕ′θ′ cos θ = 0

Discussão: O ćırculo equatorial θ = π/2 percorrido com velocidade constante ϕ(t) = kt + ϕ0 com
ϕ′ ≡ k (constante), é uma geodésica por ser solução do sistema de equações anterior. Notemos agora que
o grupo SO(3) actua isomètricamente em S2, e que qualquer ćırculo máximo em S2 é imagem do ćırculo
equatorial por alguma isometria em SO(3). Portanto todos esses ćırculos máximos são geodésicas de S2,
quando percorridos com velocidade constante. Como todo o vector tangente a S2 é tangente a um desses
ćırculos máximos para um dado valor da respectiva velocidade, deduzimos que: “as geodésicas de S2,
relativamente à conexão de Levi-Civita da métrica induzida pelo mergulho S2 ↪→ IR3, são exactamente os
ćırculos máximos percorridos com velocidade constante”.
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♣ Exerćıcio 4.5 ... Calcule as equações das geodésicas da conexão de Levi-Civitá, do semiplano de
Poincaré H+ = {(x, y) ∈ IR2 : y > 0} munido da métrica hiperbólica de Poincaré:

g =
1
y2

(dx2 + dy2)

• Resolução ...

Gauge local: e = [E1 = y ∂
∂x E2 = y ∂

∂y ].

Formas duais: Θ1 = 1
y dx, Θ2 = 1

y dy.

Conexão de Levi-Civita: ω = −Θ1.
Se α(t) = (x(t), y(t)) então:

α′(t) = x′(t)
∂

∂x
|α(t) + y′(t)

∂

∂y
|α(t)

=
x′(t)
y(t)

E1(α(t)) +
y′(t)
y(t)

E2(α(t))

e portanto, uma vez que v1 = x′/y, v2 = y′/y e ω(t) = −x′/y, a equação para o campo de
velocidades de uma geodésica é:

{
(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)

donde se deduzem as equações seguintes para as geodésicas:
{

(x′/y)′ = (x′/y)(y′/y)
(y′/y)′ = −(x′/y)(x′/y) =

{
x′′ = 2

y x′y′

y′′ = 1
y ((y′)2 − (x′)2) (4.4.2)

Discussão: observemos em primeiro lugar que as semi-rectas verticais x ≡ c (constante), y > 0 são
geodésicas quando percorridas em função de t por uma solução y(t) da equação diferencial y′′ = (y′)2

y ,
isto é, y(t) = λekt com λ, k constantes. Por outro lado, os semi-ćırculos centrados no eixo dos xx:

{
x(t) = a + b cos θ(t)
y(t) = b sin θ(t) > 0

são soluções do sistema (4.4.2) desde que θ(t) seja solução da equação diferencial θ′′ = (cotg θ)(θ′)2. De
facto, nesse caso teremos que:

x′ = −bθ′ sin θ(t)
y′ = bθ′ cos θ(t)
x′′ = −b(θ′)2 cos θ − bθ′′ sin θ

y′′ = −b(θ′)2 sin θ − bθ′′ cos θ

donde:
2
y
x′y′ = −2b(θ′)2 cos θ = x′′

1
y
((y′)2 − (x′)2) = −b(θ′)2 sin θ + b

cos2 θ

sin θ
(θ′)2 = y′′

Como todo o vector tangente vp ∈ TpH+ é tangente a um tal semi-ćırculo ou semi-recta, conclúımos que:
“as geodésicas da conexão de Levi-Civitá da métrica hiperbólica no semi-plano de Poincaré H+, são as
semi-rectas verticais x ≡ c, y(t) = λekt (c, λ, k constantes) e os semi-ćırculos centrados no eixo dos xx:

{
x(t) = a + b cos θ(t)
y(t) = b sin θ(t) > 0

onde θ(t) = arc cos(tanh(kt + λ)).” (ver a figura 4.5)
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Figure 4.5: Geodésicas em H+

♣ Exerćıcio 4.6 “Parametrizações de Clairaut” ... Seja (M,g = 〈 , 〉) uma superf́ıcie Rieman-
niana. Uma parametrizações de Clairaut em M é uma parametrização local Φ : U ⊆ IR2

(u,v) → M na
qual os coeficientes da métrica satisfazem:

Eu = Gu = F = 0 (4.4.3)

onde Eu = ∂E
∂u e Gu = ∂G

∂u .

(i). Deduza as equações das geodésicas da conexão de Levi-Civitá, numa parametrização de Clairaut.

(ii). Mostre que numa parametrização de Clairaut, as v-curvas coordenadas u = constante, e v = v(s)
parametrizados por arco s, são geodésicas.

(iii). Mostre que numa parametrização de Clairaut, uma u-curva coordenada s 7→ (u(s), v0) (parametrizada
por arco) é uma geodésica sse:

Ev(u(s), v0) = 0, ∀s

(iv). “Relação de Clairaut” ... Seja α uma geodésica cujo traço está contido na imagem de uma
parametrização de Clairaut, e seja θ o ângulo convexo entre α e ∂

∂u . Mostre que:

√
E cos θ = Eu′ é constante ao longo de α (4.4.4)

• Resolução ...

• (i)... Gauge local: e = [E1 = 1√
E

∂
∂u E2 = 1√

G
∂
∂v ]

Formas duais: Θ1 =
√

E du, Θ2 =
√

Gdv

Cálculo de [E1, E2]:

[E1, E2] =
1√
E

∂

∂u

( 1√
G

∂

∂v

)
− 1√

G

∂

∂v

( 1√
E

∂

∂u

= − 1√
G

( ∂

∂v

1√
E

) ∂

∂u

=
Ev

2E3/2
√

G

∂

∂u

=
Ev

2E
√

G
E1

Conexão de Levi-Civita:

ω = Θ1([E1, E2])Θ1 + Θ2([E1, E2])Θ2

= Θ1
( Ev

2E
√

G
E1

)
Θ1

=
Ev

2E
√

G
Θ1
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Se α(t) = (u(t), v(t)) então:

α′(t) = u′
∂

∂u
+ v′

∂

∂v

= u′
√

E E1(α(t)) + v′
√

GE2(α(t))

e portanto, uma vez que v1 = u′
√

E, v2 = v′
√

G e ω(t) = Evu′
√

E

2E
√

G
, a equação para o campo de

velocidades de uma geodésica é:
{

(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)

donde se deduzem as equações seguintes para as geodésicas:
{

(u′
√

E)′ = −Evu′
√

E

2E
√

G
v′
√

G

(v′
√

G)′ = Evu′
√

E

2E
√

G
u′
√

E

=

{
u′′
√

E + u′ Ev

2
√

E
v′ = −Evu′

√
E

2E
√

G
v′
√

G

v′′
√

G + v′ Gv

2
√

G
v′ = Evu′

√
E

2E
√

G
u′
√

E

=
{

u′′ + Ev

E u′v′ = 0
v′′ − Ev

2G (u′)2 + Gv

2G (v′)2 = 0
(4.4.5)

• (ii)... Com efeito a primeira equação de (4.4.5) é trivialmente satisfeita para u = constante,
enquanto que a segunda equação fica:

v′′ +
Gv

2G
(v′)2 = 0

Mas como estamos a supôr que a curva α : s 7→ (u = constante, v = v(s)) está parametrizada por
arco temos que:

1 = ‖α′(s)‖2 = (v′)2G ⇒ (v′)2G = 1

donde se obtem derivando em ordem a s, e atendendo a que Gu = 0:

Gvv′(v′)2 + G2v′v′′ = 0

e uma vez que v′ 6= 0:

v′′ +
Gv

2G
(v′)2 = 0

o que significa que de facto as curvas u = constante, e v = v(s) parametrizados por arco s, também
verificam a segunda equação de (4.4.5) e são portanto geodésicas.

• (iii)... A primeira equação de (4.4.5) dá u′′ = 0 → u′ = a 6= 0, enquanto que a segunda equação de
(4.4.5) dá −Ev

2G (u′)2 = 0 ⇒ Ev = 0.

• (iv)... De facto, como Eu = 0 a primeira equação de (4.4.5) implica que:

(Eu′)′ = Evv′u′ + Eu′′ = 0

donde se deduz que:
Eu′ ≡ c (constante) (4.4.6)

Por outro lado, o ângulo convexo θ, que uma geodésica (parametrizada por arco) faz com uma
u-curva coordenada num ponto de intersecção, é dado por:

cos θ =
〈 ∂

∂u , α′〉
‖ ∂

∂u‖‖α′‖
=
〈 ∂

∂u , u′ ∂
∂u + v′ ∂

∂v 〉
‖ ∂

∂u‖
=
√

Eu′

e portanto: √
E cos θ =

√
E
√

Eu′ = Eu′ = c (constante)
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♣ Exemplo 4.4 ... Como já vimos uma superf́ıcie de revolução M , pode ser obtida rodando em
torno do eixo dos zz a curva plana regular C, no plano xz:

x = f(v) z = g(v) com a < v < b e f(v) > 0

Representando por ϕ o ângulo da rotação em torno do eixo dos zz, obtemos a seguinte parametrização
local de M (ver a figura 1.11):

Φ(ϕ, v) = (f(v) cos ϕ, f(v) sin ϕ, g(v))

definida no aberto U = {(ϕ, v) : 0 < ϕ < π e a < v < b} ⊂ IR2
(ϕ,v).

A métrica induzida em M pelo mergulho M ↪→ IR3 é nesta parametrização:

ds2 = f2(v)dϕ2 + G(v) dv2

onde:
G(v) = f2

v + g2
v , com fv =

df

dv
, gv =

dg

dv

Φ é uma parametrização de Clairaut e podemos aplicar o exposto no exerćıcio anterior (com u = ϕ) para
deduzir as equações seguintes para as geodésicas:

{
ϕ′′ + 2ffv

f2 ϕ′v′ = 0
v′′ − ffv

f2
v+g2

v
(ϕ′)2 + fvfvv+gvgvv

f2
v+g2

v
(v′)2 = 0

(4.4.7)

Os meridianos ϕ = constante, e v = v(s) parametrizados por arco s, são geodésicas. Um paralelo
s 7→ (ϕ(s), v0) parametrizado por arco é uma geodésica sse Ev = 0 = 2fvf , isto é sse fv = 0 (já que
f > 0) ao longo do referido paralelo. Geomètricamente, um paralelo é uma geodésica sse é gerado pela
rotação de um ponto da curva geradora em que a respectiva tangente é paralela ao eixo de rotação. Por
outro lado, o ângulo θ, que uma geodésica (parametrizada por arco) faz com um paralelo num ponto de
intersecção é dado por:

cos θ =
〈 ∂

∂ϕ , ϕ′ ∂
∂ϕ + v′ ∂

∂v 〉
‖ ∂

∂ϕ‖
= fϕ′

Como f = r é o raio do paralelo no ponto de intersecção, obtemos a relação de Clairaut seguinte:

r cos θ ≡ c = constante (4.4.8)

4.5 Curvatura de Gauss. Teorema Egregium

Consideremos de novo uma superf́ıcie Riemanniana (M,g = 〈 , 〉) orientada e munida de uma
conexão Riemanniana A, dada de acordo com a definição 4.1 através de:

A(e)
p (v) def=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

IP(e)
α,p(t) ∈ so(2)

num certo gauge local e = [E1 E2], definido num aberto U ⊆ M (ver a fórmula (4.1.17)). Como
já vimos, a regra de transformação de A, sob mudança de gauge e 7→ e · g, é a seguinte (ver
(4.1.21):

e 7→ e · g ⇒ A(e) 7→ A(e·g) = g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg

Suponhamos agora que, no gauge e, se tem A(e) = 0. Então num qualquer outro gauge e · g,
ter-se-á:

A(e·g) = g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg

= −g−1 · dg (4.5.1)
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e daqui se deduz que:

F
(e·g)
A

def= dA(e·g) −A(e·g) ∧A(e·g)

= −d(g−1 · dg)− g−1 · dg ∧ g−1 · dg

= g−1 · dg · g−1 ∧ dg − g−1 · dg · g−1 ∧ dg

= 0 (4.5.2)

Uma conexão Riemanniana A diz-se “plana”, se, na vizinhança de cada ponto de M , fôr
posśıvel escolher um gauge local e, relativamente ao qual A(e) = 0. O cálculo anterior mostra
portanto que para uma conexão plana A, a expressão F

(e·g)
A , que se diz a “curvatura de A”

(no gauge e · g), deve anular-se.

Vejamos como é a regra de transformação da curvatura, sob mudança de gauge e 7→ e · g.
Como:

F
(e·g)
A

def= dA(e·g) −A(e·g) ∧A(e·g)

= d
(
g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg

)
−

(
g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg

)
∧

(
g−1 ·A(e) · g − g−1 · dg

)

= · · ·
= g−1 ·

(
dA(e) −A(e) ∧A(e)

)
· g

= g−1 · F (e)
A · g (4.5.3)

vemos que:
e 7→ e · g ⇒ F

(e)
A 7→ F

(e·g)
A = g−1 · F (e)

A · g (4.5.4)

Vamos de seguida indicar uma interpretação heuŕıstica da noção de curvatura. Para isso
consideremos um par ordenado (v,w) de vectores tangentes em TpM , e prolonguemos esses
vectores a campos de vectores V, W ∈ X(U), definidos numa vizinhança U de p e que comutam
em U (isso é sempre posśıvel). Consideremos agora o “pequeno” lacete ¤(V,W )

t (de classe C∞

por pedaços), baseado em p, e definido por:

¤(V,W )
t = FlW−tFlV−tFlWt FlVt (p) (4.5.5)

onde FlVt (resp., FlWt ) designa o fluxo local de V (resp., W ).

Dado o paralelismo IP em M , consideremos a holonomia ao longo do lacete ¤t, como uma
função de t com valores no grupo de gauge SO(2):

t 7→ IP¤t;p(t)

Note que IP¤t;p(0) = Id. Com estas notações, definimos a “forma de curvatura da conexão
A”, através de:

FA(p)(v,w) def= limt→0
IP¤t;p

(t)−Id
t2

(4.5.6)

É natural esperar que FA seja uma 2-forma diferencial em M , com valores na álgebra de
Lie do grupo de gauge so(2), e que em particular, o limite acima referido dependa apenas dos
vectores v,w ∈ TpM , e não da escolha das extensões V, W ∈ X (U). De facto assim acontece



4.5. Curvatura de Gauss. Teorema Egregium 181

(1). Se A(e) é a forma de conexão no gauge e, então é posśıvel provar recorrendo a (4.5.7) e às
identidades (4.5.8), que de facto a forma de curvatura FA tem a seguinte expressão no gauge e:

F
(e)
A = dA(e) −A(e) ∧A(e) (4.5.9)

Sob mudança de gauge e → e · g:

e 7→ e · g ⇒ F
(e)
A (p) 7→ F

(e·g)
A (p) = g−1(p) · F (e)

A (p) · g(p) (4.5.10)

como aliás seria de prever atendendo a (4.1.23).

Suponhamos agora que:

A(e) =
[

0 −ω(e)

ω(e) 0

]

Então, aplicando a fórmula de transformação de gauge (4.1.21), isto é:

e 7→ e · g ⇒ A(e) 7→ A(e·g) = g−1A(e)g − g−1 dg

com:

g =
[

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

]

deduzimos que:

e 7→ e · g ⇒ ω(e) 7→ ω(e·g) = ω(e) − dϕ (4.5.11)

Mas:

F
(e)
A =

[
0 −dω(e)

dω(e) 0

]

e como por (4.5.11), e 7→ e · g ⇒ ω(e) 7→ ω(e·g) = ω(e) − dϕ , obtemos neste caso:

dω(e·g) = d(ω(e) − dϕ) = dω(e) (4.5.12)

1Uma posśıvel demonstração deste facto baseia-se em que a solução da equação diferencial dV
dt =

A(t)V(t) que descreve a holonomia, é dada pela chamada exponencial cronológica:

V(t) = P exp
∫ t

0

A(t)dt

def=
∑

r≥0

∫

∆r

A(t1)A(t2) · · ·A(tr) dt1dt2 · · · dtr (4.5.7)

onde ∆r = {(t1, · · · , tr) ∈ IRr : 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tr ≤ 1}, e ainda nas identidades seguintes, que se
demonstram fàcilmente em coordenadas locais:

lim
t→0

∫
¤t

A

t2
= dA(v ∧w)

lim
t→0

∫
¤t

AA

t2
= (A ∧A)(v ∧w)

lim
t→0

1
t2

∫

¤t

A...A︸ ︷︷ ︸
r

= 0 ∀r ≥ 3 (4.5.8)

onde representamos simplesmente por ¤t, o lacete ¤(V,W )
t acima referido.
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o que significa que existe uma 2-forma Ω globalmente definida em M , e que induz a forma
de curvatura dω(e), em cada aberto U onde está definido um gauge e. A Ω chamamos a “forma
de curvatura” da conexão Riemanniana A.

Se, por outro lado,
[

Θ1

Θ2

]
é o co-referencial dual a e = [E1, E2], de tal forma que Θa(Eb) =

δa
b , e anàlogamente, se

[
Θ̂1

Θ̂2

]
é o co-referencial dual a ê = e · g, deduzimos que:

{
Θ̂1 = (cosϕ)Θ1 + (sinϕ)Θ2

Θ̂2 = (− sinϕ)Θ2 + (cosϕ)Θ2

e portanto:
Θ̂1 ∧ Θ̂2 = Θ1 ∧Θ2 (4.5.13)

o que significa que existe uma única 2-forma µg, também globalmente definida em M , e que
induz a forma Θ1∧Θ2 sobre cada aberto U onde está definido um gauge local e. Como sabemos,
µg = dA diz-se a “forma de área” definida pela métrica Riemanniana g, e se M é compacta:

A(M) =
∫

M
µg =

∫

M
dA

diz-se a “área” de M .

Concluindo, temos duas 2−formas globalmente definidas em M : a forma de curvatura
Ω da conexão Riemanniana A, e a a forma de área µg = dA, definida pela métrica Riemanniana
g. Como M tem dimensão dois, deduzimos finalmente o seguinte teorema fundamental:

♣ Teorema 4.2 “Teorema Egregium de Gauss” ... Seja M uma superf́ıcie Rieman-
niana (M,g = 〈 , 〉), orientada e munida de uma conexão Riemanniana A. Então existe uma
única função diferenciável K ∈ C∞(M), tal que:

Ω = K dA (4.5.14)

Além disso, em cada aberto U ⊆ M onde está definido um gauge local e = [E1, E2], com

co-referencial dual
[

Θ1

Θ2

]
, tem-se que:

Ω|U = dω(e) = K Θ1 ∧Θ2 (4.5.15)

K diz-se a “curvatura” (escalar) da conexão Riemanniana A. Quando a conexão Riemanniana
é a conexão de Levi-Civitá, a respectiva curvatura escalar diz-se a “curvatura de Gauss”, e
nota-se por Kg.

♣ Teorema 4.3 ... Seja α um lacete simples baseado em p ∈ U , de classe C∞ por pedaços,
cujo traço está contido num aberto U onde está definido um gauge local e. Seja Ω = dω(e) a
forma de curvatura da conexão ω. Então a holonomia IPα;p,p : TpM → TpM é a rotação em
TpM de ângulo:

θα =
∫
α ω (4.5.16)
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Se além disso α é bordo de uma região D ⊂ M homeomorfa a um disco, então:

θα = ± ∫
D Ω (4.5.17)

onde o sinal ± depende do facto de ∂D ter ou não a orientação de α.

• Dem.: Basta observar que a solução da equação diferencial (4.3.7):
[

(v1)′

(v2)′

]
=

[
0 −ω(t)

ω(t) 0

] [
v1

v2

]

com condição inicial
[

v1(0)
v2(0)

]
=

[
v1
0

v2
0

]
, é dada por:

[
v1(t)
v2(t)

]
=

[
cos(

∫ t

0
ω(t)dt) − sin(

∫ t

0
ω(t)dt)

sin(
∫ t

0
ω(t)dt) cos(

∫ t

0
ω(t)dt)

] [
v1
0

v2
0

]

Para deduzir (4.5.17) resta aplicar o teorema de Stokes,

.

4.5.1 Exemplos e exerćıcios

♣ Exemplo 4.5 ... M = IR2 − {0}, munida da métrica Euclideana usual, que em coordenadas
polares tem o aspecto seguinte:

g = dr2 + r2 dθ2

Conexão de Levi-Civita:
ω = −dθ ⇒ dω = 0

Forma volume:
Θ1 ∧Θ2 = dr ∧ rdθ = r dr ∧ dθ

Curvatura de Gauss:
Kg = 0

♣ Exemplo 4.6 ... M = S2 com coordenadas esféricas e métrica:

g = dθ2 + sin2 θ dϕ2

Conexão de Levi-Civita:
ω = − cos θ dϕ ⇒ dω = sin θ dθ ∧ dϕ

Forma volume:
Θ1 ∧Θ2 = dθ ∧ sin θ dϕ = sin θ dθ ∧ dϕ

Curvatura de Gauss:
Kg ≡ 1

♣ Exemplo 4.7 ... Semiplano de Poincaré H+ = {(x, y) ∈ IR2 : y > 0} com a métrica hiperbólica
de Poincaré:

g =
1
y2

(dx2 + dy2)

Conexão de Levi-Civita:
ω = −1

y
dx ⇒ dω = − 1

y2
dx ∧ dy
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Forma volume:

Θ1 ∧Θ2 =
1
y

dx ∧ 1
y

dy =
1
y2

dx ∧ dy

Curvatura de Gauss:
Kg ≡ −1

♣ Exerćıcio 4.7 ... Uma parametrização local para o toro T2 ⊂ IR3, é por exemplo dada por:

Φ(u, v) =
(
(a + r cos u) cos v, (a + r cosu) sin v, r sin u

)

A métrica induzida pela métrica usual de IR3 é dada por:

g = r2du2 + (a + r cosu)2 dv2

Calcule a curvatura de Gauss e as equações das geodésicas.

• Resolução ...

Gauge local: e=
[
E1 = 1

r
∂

∂u E2 = 1
a+r cos u

∂
∂v

]
.

Formas duais: Θ1 = r du Θ2 = (a + r cosu) dv.

Forma de área: dA = Θ1 ∧Θ2 = r(a + r cosu)du ∧ dv.

Forma de conexão de Levi-Civita: ω = − sin u
a+r cos uΘ2 = sin u dv.

Curvatura de Gauss: Como Ω = dω = cos u du ∧ dv = K dA = K r(a + r cos u)du ∧ dv obtemos:

Kg = cos u
r(a+r cos u)

Se α(t) = (u(t), v(t)) então:

α′(t) = u′(t)
∂

∂u
|α(t) + v′(t)

∂

∂v
|α(t)

= ru′E1(α(t)) + v′(a + r cos u)E2(α(t))

e portanto, uma vez que v1 = ru′, v2 = v′(a + r cos u) e ω(t) = v′ sin u, a equação para o campo
de velocidades de uma geodésica é:

{
(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)

donde se deduzem as equações seguintes para as geodésicas:
{

(ru′)′ = −(v′)2 sin u(a + r cos u)
(v′(a + r cosu))′ = u′v′ sin u

♣ Exerćıcio 4.8 ... Considere no semi-plano de Poincaré H+, munido da métrica g = 1
y2 (dx2+dy2),

o gauge e =
{
E1 = y ∂

∂x , E2 = y ∂
∂y

}
, e a conexão métrica associada à 1-forma ω(e) = −y dx + x dy.

(i). Calcular directamente o transporte paralelo ao longo de um arco de ćırculo de centro na origem.

(ii). Calcular a curvatura da referida conexão.

• Resolução ...
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• (i)... As formas duais au gauge dado são: Θ1 = 1
y dx, Θ2 = 1

y dy.
A forma dada escreve-se:

ω = −y dx + x dy

= −(y)2Θ1 + xyΘ2

Se α(t) = (x(t), y(t)) = (r cos t, r sin t), 0 < t < π é uma parametrização do ćırculo de raio r
centrado na origem, então:

α′(t) = x′(t)
∂

∂x
|α(t) + y′(t)

∂

∂y
|α(t)

=
x′(t)
y(t)

E1(α(t)) +
y′(t)
y(t)

E2(α(t))

=
−r sin t

r sin t
E1(α(t)) +

r cos t

r sin t
E2(α(t))

= −E1 +
cos t

sin t
E2 (4.5.18)

Logo:

ω(t) = ωα(t))(α′(t)

= −(y(t))2Θ1(−E1 +
cos t

sin t
E2) + x(t)y(t)Θ2(−E1 +

cos t

sin t
E2)

= r2 (4.5.19)

e portanto a equação para o transporte paralelo ao longo de α é:
{

(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)

isto é: {
(v1)′(t) = −r2 v2(t)
(v2)′(t) = r2 v1(t)

ou ainda: [
(v1)′

(v2)′

]
=

[
o −r2

r2 0

] [
v1

v2

]

cuja solução é: [
v1(t)
v2(t)

]
=

[
cos(r2 t) − sin(r2 t)
sin(r2 t) cos(r2 t)

] [
v1

o

v2
o

]

• (ii)... dω = d(−y dx+x dy) = 2 dx∧dy, enquanto que Θ1∧Θ2 = 1
y2 dx∧dy. Portanto pelo Teorema

Egregium de Gauss:

dω = KΘ1 ∧Θ2 ⇐⇒ 2 dx ∧ dy = K(x, y)
1
y2

dx ∧ dy

o que implica que:
K(x, y) = 2y2

♣ Exerćıcio 4.9 ... Considere o hiperbolóide M ⊂ IR3 de equação x2 + y2 − z2 = l2 (l > 0), munido
da parametrização:

Φ : (θ, ϕ) 7−→ (x = l cos θ cosh ϕ, y = l sin θ coshϕ, z = l sinh ϕ)

(i). Mostrar que existem funções f, g ∈ C∞(M) tais que E1 = f ∂
∂θ , E2 = g ∂

∂ϕ formam um gauge em
M , relativamente à métrica Riemanniana induzida pela imersão de M em IR3.
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(ii). Define-se um paralelismo IP em M da seguinte forma: dados dois pontos p, q ∈ M e se α :
[0, 1] → M é uma curva C∞ por pedaços em M , que une p a q, põe-se:

IPα;p,q(E1(p)) = E1(q) e IPα;p,q(E2(p)) = E2(q)

Verificar que IP é um paralelismo e calcular a conexão Riemanniana associada. Esta conexão é a conexão
de Levi-Civitá?

(iii). Calcular a forma local da conexão de Levi-Civitá em M . Calcule o transporte paralelo ao longo
da curva ϕ = k θ, a < θ < b (onde k é uma constante fixa).

♣ Exerćıcio 4.10 ... Considere o plano Euclideano munido da conexão definida pela 1-forma ω(e) =
dx, relativamente ao gauge usual e = {E1 = ∂

∂x , E2 = ∂
∂y}. Calcular as equações paramétricas das

geodésicas. Será posśıvel unir sempre dois pontos por uma geodésica? Por várias? Discutir.

♣ Exerćıcio 4.11 ... Considere a superf́ıcie de um cilindro de revolução M ⊂ IR3, de equação
x2 + y2 = 1.

(i). Mostre que M é uma variedade diferenciável em IR3.

(ii). Mostre que Φ :]0, 2π[×IR → IR3, (θ, z) 7→ (cos θ, sin θ, z) é uma parametrização local de M .

(iii). Calcule a expressão local da métrica usual em M , associada à parametrização Φ.

(iv). Calcule a forma de Levi-Civitá de M munida da métrica usual.

(v). Calcule as equações das geodésicas da conexão de Levi-Civitá. Mostre que as geodésicas (quando
parametrizados por arco) intersectam os paralelos do cilindro segundo um ângulo constante.

(vi). Calcule a curvatura de Gauss de M munida da métrica usual.

(vii). Mostre que M é localmente ismétrica ao plano IR2, munido da métrica Euclideana usual. Será
globalmente isométrica ?

♣ Exerćıcio 4.12 ... Considere a superf́ıcie de revolução M ⊂ IR3, obtida rodando a curva de
equação:

z = y2 + 1, y ≥ 0 x = 0

no plano yz, em torno do eixo dos zz.

(i). Mostre que M é uma variedade diferenciável em IR3.

(ii). Mostre que Φ : IR+×]0, 2π[→ IR3, (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ, 1 + r2) é uma parametrização local de
M .

(iii). Calcule a base para TpM , associada à parametrização Φ (dada na aĺınea anterior), onde
p = (

√
2,
√

2, 5) ∈ M .

(iv). Calcule a expressão local da métrica usual em M , associada à parametrização Φ. Calcule ainda
o comprimento da curva r = θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

(v). Calcule a forma de Levi-Civitá de M munida da métrica usual.

(vi). Calcule as equações das geodésicas da conexão de Levi-Civitá. Mostre que os meridianos θ =
constante são geodésicas (quando parametrizados por arco).

(vii). Calcule a curvatura de Gauss de M munida da métrica usual.

♣ Exerćıcio 4.13 ... Considere a superf́ıcie M = {(x, y, z) : x2 + y2 − z = 0} ⊂ IR3.

(i). Mostre que M é uma variedade diferenciável em IR3.

(ii). Mostre que Φ : IR+×]0, 2π[→ IR3, (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ, r2) é uma parametrização local de M .

(iii). Calcule a base para TpM , associada à parametrização Φ (dada na aĺınea anterior), onde
p = (

√
2,
√

2, 4) ∈ M .
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(iv). Calcule a expressão local da métrica usual em M , associada à parametrização Φ. Calcule ainda
o comprimento da curva r = θ, 0 ≤ θ ≤ π.

(v). Calcule a forma de Levi-Civitá de M munida da métrica usual.

(vi). Calcule as equações das geodésicas da conexão de Levi-Civitá. Mostre que os meridianos θ =
constante são geodésicas (quando parametrizados por arco).

(vii). Calcule a curvatura de Gauss de M munida da métrica usual.

♣ Exerćıcio 4.14 ... Considere o disco unitário D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} ⊂ IR2, munido da
métrica ds2 = 4

[1−x2−y2]2 (dx2 + dy2) e da conexão Riemanniana associada à 1-forma ω = −y dx + x dy.

(i). Calcule a curvatura dessa conexão.

(ii). Calcule directamente a holonomia ao longo do lacete α(t) = 1
2 (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π, relativa-

mente à conexão referida.

(iii). Calcule a holonomia ao longo do lacete α(t) = 1
2 (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π, relativamente à

conexão referida, usando o teorema 4.3.

(iv). Calcule a área do disco D1/2 de centro na origem e raio 1/2.

• Resolução ...
(i)... Consideremos o gauge:

E1 =
1− x2 − y2

2
∂

∂x
, E1 =

1− x2 − y2

2
∂

∂y

As respectivas formas duais são:

Θ1 =
2

1− x2 − y2
dx, Θ2 =

2
1− x2 − y2

dy

A forma de conexão dada ω = −y dx + x dy escreve-se:

ω = −y dx + x dy

= −y
1− x2 − y2

2
Θ1 + x

1− x2 − y2

2
Θ2

Se α(t) = 1
2 (cos t, sin t), 0 ≤ t ≤ 2π é o ćırculo de raio 1/2 centrado na origem, então:

α′(t) = x′(t)
∂

∂x
|α(t) + y′(t)

∂

∂y
|α(t)

=
2x′(t)

1− x(t)2 − y(t)2
E1(α(t)) +

2y′(t)
1− x(t)2 − y(t)2

E2(α(t))

= −4
3

sin t E1(α(t)) +
4
3

cos t E2(α(t)) (4.5.20)

Logo:

ω(t) = ωα(t))(α′(t)

= −y(t)
1− x(t)2 − y(t)2

2
Θ1

(
−4

3
sin t E1(α(t)) +

4
3

cos t E2(α(t))
)

+

x(t)
1− x(t)2 − y(t)2

2
Θ2

(
−4

3
sin t E1(α(t)) +

4
3

cos t E2(α(t))
)

=
1
4

(4.5.21)

e portanto a equação para a holonomia ao longo do lacete α é:
{

(v1)′(t) = −ω(t)v2(t)
(v2)′(t) = ω(t)v1(t)
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isto é: {
(v1)′(t) = − 1

4 v2(t)
(v2)′(t) = 1

4 v1(t)
ou ainda: [

(v1)′

(v2)′

]
=

[
0 − 1

4
1
4 0

] [
v1

v2

]

cuja solução é: [
v1(t)
v2(t)

]
=

[
cos( 1

4 t) − sin( 1
4 t)

sin(1
4 t) cos( 1

4 t)

] [
v1

o

v2
o

]

Quando o vector tangente (v1
o , v2

o) ∈ T( 1
2 ,0)D é transportado paralelamente ao longo do lacete α, a

sua posição ao fim de uma volta, para t = 2π, será:[
v1(2π)
v2(2π)

]
=

[
cos(π

2 ) − sin(π
2 )

sin(π
2 ) cos(π

2 )

] [
v1

o

v2
o

]
=

[
0 −1
1 0

] [
v1

o

v2
o

]
=

[ −v2
o

v1
o

]

o que significa que rodou no sentido positivo de um ângulo igual a π
2 .

(ii)... dω = d(−y dx+x dy) = 2 dx∧dy, enquanto que Θ1 ∧Θ2 = 4
[1−x2−y2]2 dx∧dy. Portanto pelo

Teorema Egregium de Gauss:

dω = KΘ1 ∧Θ2 ⇐⇒ 2 dx ∧ dy = K(x, y)
4

[1− x2 − y2]2
dx ∧ dy

o que implica que:

K(x, y) =
[1− x2 − y2]2

2
(iii). Usemos agora o teorema 4.3, para calcular a holonomia ao longo do lacete α(t) = 1

2 (cos t, sin t), 0 ≤
t ≤ 2π, relativamente à conexão referida.
Consideremos o disco D1/2 de centro 0 e raio 1/2, cujo bordo orientado é exactamente o lacete α.
O teorema 4.3 afirma que (ver a fórmula 4.5.17):

θα =
∫

D1/2

Ω

onde Ω = dω = 2 dx ∧ dy. Portanto:

θα =
∫

D1/2

2 dx ∧ dy

=
π

2
confirmando o resultado da aĺınea (i).
(iv). A forma volume (área) é igual a:

dA = Θ1 ∧Θ2

=
4

[1− x2 − y2]2
dx ∧ dy (4.5.22)

e portanto:

área(D1/2) =
∫

D1/2

dA

=
∫

D1/2

4
[1− x2 − y2]2

dx ∧ dy

=
∫ 2π

0

dθ

∫ 1/2

0

dr
4r

[1− r2]2

= 2π

(
2

1− r2

∣∣∣∣
1/2

0

)

=
4π

3



4.6. Curvatura geodésica. Fórmula de Gauss-Bonnet. 189

4.6 Curvatura geodésica. Fórmula de Gauss-Bonnet.

Dada uma curva γ : [a, b] → M , de classe C∞ parametrizada por comprimento de arco s,
define-se a respectiva “curvatura geodésica” kγ(s) através de:

kγ(s) def= 〈Dγ′(s)
ds ,n(s)〉 (4.6.1)

onde n(s) ∈ Tγ(s)M é o vector unitário perpendicular a γ′(s), de tal forma que {γ′(s),n(s)} é
uma base positiva de Tγ(s)M .

Suponhamos que o traço de γ está contido num aberto U ⊆ M onde está definido um gauge
local e = [E1 E2]. Existe então uma função C∞ θ : [a, b] → IR, s 7→ θ(s), definida em [a, b] tal
que:

γ′(s) = cos θ(s) E1(γ(s)) + sin θ(s)E2(γ(s))
n(s) = − sin θ(s) E1(γ(s)) + cos θ(s)E2(γ(s))

A essa função θ chama-se “uma determinação (diferenciável) do ângulo orientado” entre
E1(γ(s)) e γ′(s), ao longo de γ. Uma qualquer outra determinação desse mesmo ângulo, difere
desta por um múltiplo de 2π.

Figure 4.6:

Se ω é a forma de conexão de Levi-Civita no gauge e então, designando por ω(s) =
ωγ(s)(γ′(s)), vem que (ver (4.3.5)):

Dγ′

ds
= (−θ′ sin θ + ω(s) sin θ)E1 + (θ′ cos θ − ω(s) cos θ)E2

e portanto:

kγ(s) def= 〈Dγ′(s)
ds

,n(s)〉
= 〈(−θ′ sin θ + ω(s) sin θ) E1 + (θ′ cos θ − ω(s) cos θ) E2,− sin θ E1 + cos θ E2〉
= θ′(s)− ω(s)

Fica assim provada a seguinte:

♣ Proposição 4.1 ... Consideremos uma curva γ : [a, b] → U ⊆ M de classe C∞, parame-
trizada por arco e definida num aberto U onde está definido um gauge local e = [E1 E2]. Seja
θ : [a, b] → IR uma determinação (diferenciável) do ângulo orientado entre E1(γ(s)) e γ′(s), ao
longo de γ. Então a curvatura geodésica kγ(s) é dada por:

kγ(s) = θ′(s)− ωγ(s)(γ′(s)) (4.6.2)



4.6. Curvatura geodésica. Fórmula de Gauss-Bonnet. 190

Seja (M,g = 〈 , 〉) uma superf́ıcie Riemanniana orientada. Um poĺıgono P em M é uma
região em M da forma Φ(P ) onde Φ : U ⊂ IR2 → M é uma parametrização local de M e P ⊂ U
é um poĺıgono em IR2 (não necessàriamente convexo). Neste caso o bordo de P será uma curva
poligonal em M , que supômos parametrizada por arco através de uma aplicação γ : [a, b] → M
de classe C∞ por pedaços, tal que γ(a) = γ(b) e γ|]a,b] injectiva (ver figura 4.7). Além disso
supômos que a parametrização Êé positiva, i.e., P está “à esquerda” de γ.

Figure 4.7: Poĺıgono P em M

Se a = s0 < s1 < · · · < sk = b é uma subdivisão de [a, b] tal que γ|]si−1,si[ é C∞, aos pontos
γ(si) chamam-se “vértices de P” (são as imagens dos vértices de P sob Φ) e aos segmentos
curvos γ([si−1, si]) chamam-se “arestas ou lados de P” (são as imagens das arestas de P sob
Φ).

Fixemos um vértice pi = γ(si). Define-se então o “ângulo externo em pi” como sendo
o valor do ângulo orientado convexo αi ∈] − π, π[ entre γ′(s−i ) e γ′(s+

i ), isto é, cosαi =
〈γ′(s+

i ), γ′(s−i )〉 e 0 < αi < π ou −π < αi < 0 conforme {γ′(s−i ), γ′(s+
i )} seja uma base positiva

ou negativa de TpM , respectivamente (ver a figura 4.8). O ângulo externo em γ(a) = γ(b) é o
ângulo entre γ′(b) e γ′(a) escolhido no intervalo ]− π, π[. Finalmente, o “ângulo interno em
pi” é βi = π − αi.

0 < αi < π αi = 0 −π < α(p) < 0

Figure 4.8: Ângulos externos

Consideremos agora em Φ(U) um gauge local e = [E1 E2]. Vamos definir uma “deter-
minação cont́ınua por pedaços” θ : [a, b] → IR do ângulo orientado entre E1 e γ′, ao longo
de γ, da seguinte forma. Comecemos com θ(a) ∈] − π, π], e definamos θ(s) para s ∈ [a, a1[
como a única determinação cont́ınua do ângulo orientado entre E1 e γ′ , ao longo de γ|[a,s1[. No
primeiro vértice γ(s1) pômos:

θ(s1) + α1
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onde α1 é o ângulo externo em γ(s1). Prolongamos então θ por continuidade em [s1, s2[, e
procedemos indutivamente até que finalmente:

θ(b) def= lim
s→b

θ(s) + αk

onde αk é o ângulo externo em γ(b) (ver a figura 4.9).

Figure 4.9: Determinação do ângulo orientado entre E1 e γ′

Definimos então o “ângulo de rotação de γ” através de:

Rot(γ) def= θ(b)− θ(a) (4.6.3)

Note que Rot(γ) é um múltiplo inteiro de 2π uma vez que a definição assegura que θ(a) e θ(b)
são ambas determinações do mesmo ângulo entre E1 e γ′(a) e por isso a θ(b)−θ(a) é um múltiplo
inteiro de 2π. Posto isto podemos enunciar o seguinte resultado topológico cuja demonstração
omitimos.

♣ Teorema 4.4 “Teorema da rotação das tangentes (Hopf Umlaufsatz)” ... Se
γ é uma curva poligonal parametrizada por arco e orientada positivamente, então o ângulo de
rotação Rot(γ) é exactamente igual a 2π.

Usando as notações anteriores, estamos finalmente aptos a enunciar e demonstrar o resultado
mais importante desta secção:

♣ Teorema 4.5 “Fórmula de Gauss-Bonnet” ... Seja γ uma curva poligonal parame-
trizada por arco e orientada positivamente como o bordo de um poligono P numa superf́ıcie
Riemanniana orientada (M,g = 〈 , 〉). Então:

∫
P KdA +

∫
γ kγds +

∑k
i=1 αi = 2π (4.6.4)

onde K é a curvatura de Gauss de g e dA a forma volume em (M,g).

• Dem.: Seja a = s0 < s1 < · · · < sk = b uma subdivisão de [a, b] tal que γ|[si−1,si] é C∞. Aplicando
o teorema da rotação das tangentes (Hopf Umlaufsatz) e o teorema fundamental do cálculo, temos
que:

2π =
k∑

i=1

αi +
k∑

i=1

∫ si

si−1

θ′(s)ds (4.6.5)
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Por outro lado, aplicando (4.6.2) a cada pedaço γ|[si−1,si], temos que:
∫

γ|[si−1,si]

kγ ds =
∫ si

si−1

kγ(s)ds =
∫ si

si−1

θ′(s)ds−
∫ si

si−1

ω(s)ds

isto é: ∫ si

si−1

θ′(s)ds =
∫ si

si−1

kγ(s)ds +
∫ si

si−1

ω(s)ds

onde ω(s) = ωγ(s)(γ′(s)). Substituindo isto em (4.6.5) obtemos:

2π =
k∑

i=1

αi +
k∑

i=1

∫ si

si−1

kγ(s)ds +
k∑

i=1

∫ si

si−1

ω(s)ds

=
k∑

i=1

αi +
∫

γ

kγds +
∫

γ

ω

Resta aplicar o teorema de Stokes (ver o teorema 4.3):
∫

γ

ω =
∫

P
Ω =

∫

P
KdA

para concluir.

.

♣ Corolário 4.1 ... Com as hipóteses do teorema anterior, se γ é formada por arcos
geodésicos, então: ∫

R KdA = 2π −∑r
i=1 αi (4.6.6)

♣ Corolário 4.2 “Teorema de Gauss” ... Com as hipóteses do teorema anterior, se
γ é formada por três arcos geodésicos, isto é, se P é um “triângulo geodésico”, e se β1, β2 e
β3 são os ângulos internos nos vértices, então:

∫
R KdA = β1 + β2 + β3 − π (4.6.7)

O número β1 + β2 + β3 − π diz-se o “excesso” do triângulo geodésico P.

Portanto se Σ é igual à soma dos ângulos internos de um triângulo geodésico em M , então
Σ > π se K > 0, Σ = π se K = 0 e Σ < π se K < 0. Exemplos das três situações são dados
pela esfera S2, o plano IR2 e o semi-plano de Poincaré H+, respectivamente.

4.7 Teorema de Gauss-Bonnet

Seja M uma superf́ıcie compacta (de classe C∞). Uma “triângulação suave” de M é uma
colecção finita de triângulos T = {T1, · · · , T`} (poĺıgonos com 3 lados, no sentido da secção
anterior), tal que:

• ⋃`
i=1 Ti = M .
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Figure 4.10: Triângulação suave

• A intersecção de dois quaisquer desses triângulos Ti ∩ Tj , i 6= j ou é vazia, ou consiste de
um vértice comum a ambos os triângulos ou então consiste numa única aresta comum a
ambos (ver a figura 4.10).

Toda a superf́ıcie compacta (de classe C∞) admite uma triângulação suave (a demons-
tração deste facto ultrapassa o âmbito deste curso). Se M é uma superf́ıcie compacta e T
uma triângulação suave de M , define-se a “caracteŕıstica de Euler” de M , relativamente à
triângulação T , através de:

XM
def= Nv −Na + Nf

onde Nv = número de vértices, Na = número de arestas e Nf = número de faces da triângulação
T . Um resultado fundamental de topologia algébrica afirma que a caracteŕıstica de Euler XM é
um invariante topológico de M e não depende da triângulação escolhida.

Figure 4.11: Caracteŕıstica de Euler XM

♣ Teorema 4.6 “Teorema de Gauss-Bonnet ... Seja M uma superf́ıcie compacta ori-
entada, munida de uma métrica Riemanniana e de uma triângulação. Então:

∫
M KdA = 2πXM (4.7.1)
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• Dem.: Sejam {Ti : i = 1, · · · , Nf} as faces da triângulação T , e para cada i sejam {γij : j =
1, 2, 3} as arestas de Ti e {βij : j = 1, 2, 3} os ângulos internos de Ti. Aplicando a fórmula
de Gauss-Bonnet a cada triângulo, e atendendo a que cada ângulo externo é igual a π menos o
correspondente ângulo interno, obtemos:

∫

Ti

KdA +
3∑

j=1

∫

γij

k ds +
3∑

j=1

(π − βij) = 2π

e somando sobre i:

Nf∑

i=1

∫

Ti

KdA +
Nf∑

i=1

3∑

j=1

∫

γij

k ds +
Nf∑

i=1

3∑

j=1

(π − βij) =
Nf∑

i=1

2π (4.7.2)

Notemos agora que cada aresta aparece exactamente duas vezes nos integrais do tipo
∫

γij
k ds, com

orientações opostas e por isso a soma desses integrais dá zero. Portanto (4.7.2) fica na forma:

∫

M

KdA + 3πNf −
Nf∑

i=1

3∑

j=1

βij = 2πNf (4.7.3)

Mas cada ângulo interno βij aparece exactamente uma vez. Em cada vértice, a soma dos ângulos
internos que áı concorrem dá 2π, e portanto o somatório

∑Nf

i=1

∑3
j=1 βij dá exactamente 2πNv.

Figure 4.12: A soma dos ângulos internos num vértice dá 2π

A equação (4.7.3) fica agora na forma:
∫

M

KdA = 2πNv − πNf (4.7.4)

Finalmente, como cada aresta aparece em exactamente dois triângulos, e cada triângulo tem exac-
tamente três arestas, o número total de arestas contadas com multiplicidade é 2Na = 3Nf , onde
contamos cada aresta uma vez por cada triângulo na qual aparece. Portanto Nf = 2Na − 2Nf e a
equação (4.7.4) fica finalmente na forma:

∫

M

KdA = 2πNv − 2πNa + 2πNf = 2πXM

.

O teorema de Gauss-Bonnet mostra que
∫
M KdA = 2π(Nv − Na + Nf ), para toda a

triângulação T de M . Portanto fixando uma tal triângulação, conclúımos que a “curvatura
total”

∫
M KdA é independente da métrica Riemanniana em M . Por outro lado, se agora fixar-

mos a métrica obtemos uma prova de que de facto a caracteŕıstica de Euler XM não depende da
triângulação T de M .
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Todas as superf́ıcies compactas orientáveis podem ser obtidas a partir da esfera S2 por
colagem de g ansas, e a caracteŕıstica de Euler de uma tal superf́ıcie é XM = 2−2g (ver a figura
4.13).

Figure 4.13: Superf́ıcie de género g. XM = 2− 2g.

♣ Exerćıcio 4.15 ... Mostrar que:
∫

M

KdA > 0 se M é homeomorfa a S2

∫

M

KdA = 0 se M é homeomorfa ao toro T 2

∫

M

KdA < 0 se M é homeomorfa a uma superf́ıcie de género g > 2

♣ Exerćıcio 4.16 ... Mostrar que:

• (i). se existir uma métrica numa superf́ıcie compacta orientável M com curvatura de Gauss K > 0
em todo o M , então M deverá ser homemorfa a S2.

• (ii). se existir uma métrica numa superf́ıcie compacta orientável M com curvatura de Gauss K = 0
em todo o M , então M deverá ser homemorfa a um toro T 2 (de facto uma tal métrica “plana”
existe!...). E finalmente:

• (iii). se existir uma métrica numa superf́ıcie compacta orientável M com curvatura de Gauss
K < 0 em todo o M , então M deverá ser homemorfa a uma superf́ıcie de género g > 2.

♣ Exerćıcio 4.17 ... Mostrar, usando o Teorema de Gauss-Bonnet, que XS2 = 2 e que XT2 = 0.

• Resolução ... (i). Para a esfera S2 ⊂ IR3 com a métrica induzida, temos que K ≡ 1 e portanto:

1
2π

∫

S2
KdA =

1
2π

área deS2 =
1
2π

4π2 = 2 = XS2

(iii). Para o toro T2 ⊂ IR3 com a métrica induzida, temos que K = cos u
r(a+r cos u) e dA = r(a +

r cosu)du ∧ dv, e portanto:

1
2π

∫

T2
KdA =

1
2π

∫

T2

cosu

r(a + r cosu)
r(a + r cos u)du ∧ dv =

∫ 2π

0

dv

∫ 2π

0

cosu du = 0 = XT2
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4.8 Teorema do Índice de Hopf

Nesta secção M continua a ser uma superf́ıcie orientada . Seja X ∈ X(M) um campo de vectores
C∞ em M . Um ponto p ∈ M diz-se uma “singularidade” de X, se X(p) = 0.

Se p é uma “singularidade isolada” de X definimos o “́ındice de X em p”, Indp(X) da
seguinte forma: Seja V ⊂ M um aberto que contem p, tal que:

• V = Φ(D(0, ε)) onde Φ é uma parametrização local positiva, definida numa bola aberta
D(0, ε) ⊂ IR2.

• p é a única singularidade de X em V .

Seja αr, 0 < r < ε a imagem da circunferência t ∈ [0, 1] 7→ (cos 2πt, sin 2πt) ∈ IR2, sob Φ.

Figure 4.14:

Seja g = 〈 , 〉 uma qualquer métrica Riemanniana em M , e e = [E1 E2] um gauge local em
V (por exemplo E1 = ∂

∂u/‖ ∂
∂u‖ e E2 perpendicular a E1 de tal forma que {E1, E2} seja uma base

positiva em cada ponto de V ). Consideremos então uma determinação cont́ınua θ : [0, 1] → IR
do ângulo orientado entre E1(αr(t)) e X(αr(t)) ao longo de αr, de tal forma que:

X(αr(t)) = (cos θ(t))E1(αr(t)) + (sin θ(t)) E2(αr(t)), ∀t ∈ [0, 1]

Pômos então:

Indp(X) def= 1
2π [θ(1)− θ(0)] (4.8.1)

É claro que Indp(X) é um inteiro. Intuitivamente Indp(X) é o número de voltas que a extrem-
idade do vector X(αr(t)) dá quando o seu ponto de aplicação αr(t) se desloca ao longo de αr

dando uma volta inteira em torno da singularidade isolada p (ver a figura 4.14). É posśıvel
demonstrar que a definição do ı́ndice não depende das escolhas efectuadas, i.e., da métrica g, do
gauge e, e do circuito αr. De forma grosseira Indp(X) é uma função que depende cont̀ınuamente
de cada uma dessas escolhas e que toma valores em Z. Por isso deve permanecer constante sob
variações cont́ınuas de cada uma dessas escolhas...

♣ Teorema 4.7 “Teorema do ı́ndice de Hopf” ... Seja M uma superf́ıcie orientada
compacta e conexa, na qual está definida uma métrica Riemannina g, e X ∈ X(M) um campo
de vectores C∞ em M cujas singularidades são todas isoladas (e portanto em número finito,
digamos p1, · · · , pk). Então:

∑k
i=1 Indpi(X) = XM (4.8.2)
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X(x, y) = x ∂
∂x + y ∂

∂y , Ind0(X) = +1 X(x, y) = −x ∂
∂x − y ∂

∂y , Ind0(X) = +1

X(x, y) = −y ∂
∂x + x ∂

∂y , Ind0(X) = +1 X(x, y) = x ∂
∂x − y ∂

∂y , Ind0(X) = −1

• Dem.: Para cada i = 1, · · · , k escolhamos um pequeno disco Di contendo uma e uma só
singularidade pi, e de tal forma que os Di sejam disjuntos. Cada Di é difeomorfo ao disco
D(0, 1) = {x ∈ IR2 : ‖x‖ ≤ 1} no plano. Representemos por Di(ε) o conjunto que corresponde

dessa forma a D(0, ε) = {x ∈ IR2 : ‖x‖ ≤ ε}. Seja M(ε) def= M − ⋃
i (interior de Di(ε)). Em

M(ε) o campo X não se anula e podemos definir um gauge local e = [E1 = X
‖X‖ E2]. Se ω é a

forma de conexão de Levi-Civita neste gauge, então pelo teorema Egregium de Gauss (ver (4.5.15)):
∫

M(ε)

KdA =
∫

M(ε)

dω

=
k∑

i=1

∫

∂Di(ε)

ω (pelo teorema de Stokes) (4.8.3)

Consideremos agora um i fixo. Em Di escolhamos um gauge local fixo ê = [Ê1 Ê2], e seja ω̂ a

X(x, y) = x ∂
∂x + y2 ∂

∂y , Ind0(X) = 0 X(x, y) = (x2 − y2) ∂
∂x + 2xy ∂

∂y , Ind0(X) = +2
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IndN (X) = IndS(X) = +1 IndN (X) = IndS(X) = +1 Indp(X) = +2

Indp(X) = +1, se p = 1, 2, 8; Indp(X) = −1, se p = 3, 5, 6, 7;
∑

p Indp(X) = −2

forma de conexão de Levi-Civita nesse gauge. Em Di menos uma linha temos que:

ω̂ = ω − dϕ

onde ϕ é o ângulo orientado entre E1 = X
‖X‖ e Ê1, e portanto:

∫

∂Di(ε)

ω =
∫

∂Di(ε)

dϕ +
∫

∂Di(ε)

ω̂

= Indpi(X) +
∫

∂Di(ε)

ω̂

Deduzimos então que:

lim
ε→0

∫

∂Di(ε)

ω = Indpi(X) + 0

e substituindo isto em (4.8.3) obtemos finalmente:

XM =
∫

M

KdA (pelo teorema de Gauss-Bonnet)

= lim
ε→0

∫

M(ε)

KdA

=
k∑

i=1

Indpi(X)

.

Se olharmos para a fórmula que acabamos de demonstrar
∫
M KdA =

∑k
i=1 Indpi(X) sob uma

outra perspectiva, conclúımos que
∑k

i=1 Indpi(X) é independente do campo X em M (desde que
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X tenha apenas um número finito de singularidades isoladas). Portanto dada uma triângulação
T de M podemos definir um campo particular X que tem exactamente uma singularidade em
cada face, aresta e vértice de T , com ı́ndice 1, −1 e 1 respectivamente. Na figura 4.15 indicamos
como deverá ser esse campo X.

Figure 4.15: Campo associado a uma triângulação

Da figura 4.15 vemos que
∑k

i=1 Indpi(X) = Nv −Na + Nf = XM o que demonstra que XM

é independente de T , e ainda 2πXM = 2π
∑k

i=1 Indpi(X) =
∫
M KdA o que demonstra de novo

o teorema de Gauss-Bonnet.

♣ Corolário 4.3 ... Com as mesmas hipóteses do teorema do ı́ndice de Hopf, se existir um
campo de vectores X ∈ X(M) que nunca se anula, então XM = 0. Em particular em qualquer
superf́ıcie difeomorfa a uma esfera S2 não existe qualquer campo de vectores C∞ que nunca se
anula.

4.9 Teorema de Morse

♣ Teorema 4.8 “Teorema de Morse” ... Seja f : M → IR uma função de Morse
definida numa superf́ıcie compacta orientável M . Então f tem apenas um número finito de
pontos cŕıticos. Se Ci(f) é o número de pontos cŕıticos de ı́ndice i (i = 0, 1, 2), então:

C0(f)− C1(f) + C2(f) = XM (4.9.1)

• Dem.: Pelo Lema de Morse um ponto cŕıtico não degenerado é isolado, e como M é compacta f
pode ter apenas um número finito de pontos cŕıticos.

Consideremos agora em M uma qualquer métrica Riemanniana. Vamos mostrar que:

– O campo gradiente grad f (relativamente a essa métrica), cujas singularidades são exacta-
mente os pontos cŕıticos de f , tem ı́ndice local:

Indp`
(grad f) = (−1)i se p` é um ponto cŕıtico de ı́ndice i (i = 0, 1, 2)

– Em seguida demostraremos que:

∑

`

Indp`
(grad f) =

2∑

i=0

(−1)i Ci(f) (4.9.2)
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Desta forma o teorema de Morse será então uma consequência directa do teorema do ı́ndice de
Hopf. Vejamos então as provas dos dois factos acima referidos.
Fixemo-nos num dos pontos cŕıticos p` e consideremos uma vizinhança coordenada positiva U`

que contem p` e na qual a expressão local de f é:

f |U`
= f(p`) + εu2 + ε′v2 (4.9.3)

Uma tal vizinhança existe pelo lema de Morse. Consideremos em U`−{p`} o campo de vectores X
ortogonal a grad f e tal que {grad f,X} formam um referencial ortogonal positivo em U`−{p`}.
É claro que:

Indp`
(X) = Indp`

(grad f)

Por outro lado X é tangente às linhas de ńıvel da função f , já que:

Xf = df(X) = 〈X,grad f〉 = 0

Atendendo a (4.9.3) temos que df |U`
= 2εu du + 2ε′v dv e portanto X é colinear com:

−ε′v
∂

∂u
+ εu

∂

∂v

com um coeficiente de proporcionalidade sempre diferente de 0, e portanto de sinal constante em
U` − {p`} (estamos a supôr U` conexa).
Dos exemplos vistos na secção anterior podemos concluir que:

Indp`
(−ε′v

∂

∂u
+ εu

∂

∂v
) = εε′ =

{
+1 se i = 0 ou 2
−1 se i = 1

donde se deduz a fórmula pretendida:

Indp`
(X) = Indp`

(X)

= Indp`
(−ε′v

∂

∂u
+ εu

∂

∂v
)

= (−1)i

.

Indmλ
(grad f) = +1, se λ = 1, 5; Indmλ

(grad f) = −1, se λ = 2, 3; Indmλ
(grad f) = 0, se λ = 4

♣ Corolário 4.4 “Desigualdades de Morse” ... Para toda a função de Morse f :
M → IR definida numa superf́ıcie compacta orientável M , são válidas as seguintes desigualdades:

Ci(f) ≥ bi(M), i = 0, 1 ou 2 (4.9.4)
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C0(f) = 1 = C2(f), C1(f) = 0 e 1− 0 + 1 = 2 C0(f) = 1, C1(f) = 2, C2(f) = 3 e 1− 2 + 3 = 2

Em Mg, g ≥ 1 : C0(f) = 1 = C2(f), C1(f) = 2g, e 1− 2g + 1 = 2− 2g = XMg

4.10 Apêndice: interpretação cinemática da conexão de Levi-
Cività

4.10.1 O grupo SE(3). Referenciais móveis ortonormados

Uma bijecção afim φ : IR3 → IR3 diz-se um “movimento ŕıgido” de IR3, se é da forma:

φ : P 7→ c + g(P ), P ∈ IR3 (4.10.1)

onde c ∈ IR3 é um ponto fixo de IR3 (dependente de φ apenas), e onde a aplicação linear homogénea
associada a φ, é uma aplicação ortogonal que preserva a orientação usual de IR3, i.e., g ∈ SO(3, IR).

Os movimentos ŕıgidos de IR3 constituem um grupo SE(3), chamado o “grupo Euclideano es-
pecial” de IR3, que pode ser identificado com o subgrupo de SL(4, IR) constitúıdo pelas matrizes da
forma:

φ =
[

g c
0 1

]
com g ∈ SO(3), c ∈ IR3 (4.10.2)

Uma bijecção afim φ : IR3 → IR3 fica completamente determinada pelo ponto c = φ(O) ∈ IR3 no
qual ela transforma a origem O ∈ IR3, e pelos vectores E1 = g(e1), E2 = g(e2), E3 = g(e3) nos quais a
aplicação linear homogénea g, associada a φ, transforma os vectores e1, e2, e3 da base canónica de IR3.
Usando a notação matricial já conhecida:

[
E1 E2 E3

]
=

[
e1 e2 e3

] · g

Um “referencial móvel ortonormado positivo” em IR3 é uma sequência da forma:

r = {c; E1, E2, E3} ∈ IR3 × (
IR3 × IR3 × IR3

) ∼= IR12 (4.10.3)
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onde c é um ponto de IR3, chamado a origem do referencial r, e {E1, E2, E3} é uma base ortonormada
positiva de IR3.

O conjunto de todos os referenciais móveis ortonormados positivos em IR3 está em correspondência
bijectiva com o grupo Euclideano especial SE(3), e é uma variedade de dimensão 6 em IR12, que notamos
por:

RO+(IR3)

4.10.2 Cinemática dos espaços móveis

Seja I um intervalo aberto de IR, contendo 0 no seu interior, e M e E duas cópias de IR3, a que chamamos
o espaço móvel e o espaço fixo, rspectivamente. Um movimento a um parâmetro t, de M em E , é uma
aplicação de classe C∞:

φ : I ×M −→ E
(t, P ) 7−→ φ(t, P ) (4.10.4)

tal que:

• φ(0, ·) = IdIR3 .

• para cada t ∈ I, a aplicação:

φt : M −→ E
P 7−→ φt(P ) = φ(t, P ) (4.10.5)

é um movimento ŕıgido de IR3:

φt ∈ SE(3) ∼= RO+(IR3), ∀t ∈ I

Portanto para cada instante t ∈ I, φt é da forma:

φt : P 7−→ ct + gt(P ), ct ∈ E ∼= IR3, gt ∈ SO(3), P ∈M ∼= IR3

e pode ser visto como uma matriz:

φt =
[

gt ct

0 1

]

ou ainda como um referencial móvel rt ∈ RO+(IR3) dependente de t ∈ I:

t ∈ I 7−→ rt = (ct = φt(O); E1(t) = gt(e1), E2(t) = gt(e2), E3(t) = gt(e3))

Se designarmos por e = {p; e1, e2, e3} o referencial constante em M, então podemos escrever:

rt = e · gt

Cada “part́ıcula” P ∈M, descreve um movimento em E dado por:

φP : I −→ E
t 7−→ φP (t) = φ(t, P ) (4.10.6)

a que chamamos o movimento da “part́ıcula” P ∈M.

Dado um movimento φ : I ×M→ E , podemos definir um campo de vectores (dependente do tempo)
Xt em E , da seguinte forma. Seja p ∈ E um ponto arbitrário e P = φ−1

t (p) ∈ M, a “part́ıcula” de M
cuja posição no instante t é o ponto p ∈ E . Definimos então:

(Xt)p
def=

d

dτ

∣∣∣∣
τ=t

φP (τ) =
∂

∂τ

∣∣∣∣
τ=t

φ(τ, P )
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Portanto (Xt)p é a velocidade (no instante t) da “part́ıcula” P ∈M, cuja posição no instante t é o ponto
p ∈ E . Pondo:

φt =
[

gt ct

0 1

]
com gt ∈ SO(3), ct = φt(O) ∈ E

vem que:

φ̇tφ
−1
t =

[
ġt ċt

0 0

] [
g−1

t −g−1
t ct

0 1

]

=
[

ġtg
−1
t −ġtg

−1
t ct + ċt

0 0

]
(4.10.7)

Portanto:

(Xt)p =
∂

∂τ

∣∣∣∣
τ=t

φτP

=
∂

∂τ

∣∣∣∣
τ=t

φτφ−1
t p

= φ̇tφ
−1
t p

=
[

ġtg
−1
t −ġtg

−1
t ct + ċt

0 0

] [
p
1

]

= ġtg
−1
t p− ġtg

−1
t ct + ċt

A este campo Xt em E :

p 7→ (Xt)p = ġtg
−1
t [p− ct] + ċt (4.10.8)

chamamos campo de velocidades do movimento, no instante t. Como sabemos (ver o exerćıcio 1.25)
ġtg

−1
t ∈ so(3) e portanto existe um único vector Ωt ∈ E tal que:

p 7→ (Xt)p = Ωt × [p− ct] + ċt (4.10.9)

Ωt ∈ E diz-se a velocidade angular no instante t. Se P é uma “part́ıcula” qualquer em M, a velocidade
do seu movimento em E é dada portanto por:

φ̇t(P ) = Ωt × [φt(P )− φt(O)] + φ̇t(O) (4.10.10)

onde O é a origem de M.

Se Xt = 0 diz-se que temos uma imobilização instantânea no instante t. Se Ωt = 0 (mas Xt 6= 0),
diz-se que temos uma translacção instantânea no instante t (neste caso todos as “part́ıculas” têm a
mesma velocidade, igual a ċt = φ̇t(O), no instante t). Finalmente, se existir um ponto p0 ∈ E tal que:

(Xt)p0 = 0

diz-se que temos uma rotação instantânea , no instante t. Se P0 = φ−1
t p0 ∈ M, é a “part́ıcula”

de M cuja posição no instante t é o ponto p0 ∈ E , então φ̇t(P0) = 0 e p0 diz-se centro de rotação
instantânea.

4.10.3 Rolamento de uma superf́ıcie móvel sobre uma superf́ıcie fixa

Vamos agora definir o que se entende por “rolamento” de uma superf́ıcie móvel M ⊂ M sobre uma
superf́ıcie fixa S ⊂ E . Suponhamos então que temos um movimento φ : I ×M → E tal que, em cada
instante t, a imagem φt(M) ⊂ E é tangente a S num ponto pt ∈ S:

Tpt(φt(M))) = TptS, ∀t ∈ I (4.10.11)
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Vamos supôr que não existem imobilizações instantâneas (Xt 6= 0, ∀t). Se no instante t o movimento
fôr uma translacção instantânea (Ωt = 0), teremos deslizamento no instante t. Suponhamos agora que
no instante t o movimento é uma rotação instantânea de centro pt. Se a velocidade angular Ωt fôr
perpendicular a S em pt, teremos torção. Se a velocidade angular Ωt fôr tangente a S em pt, teremos
rolamento.

Concluindo, o rolamento (sem deslizamento nem torção) de uma superf́ıcie móvel M ⊂M sobre uma
superf́ıcie fixa S ⊂ E , é um movimento φ : I ×M→ E tal que:

• em cada instante t, a imagem Mt = φt(M) ⊂ E é tangente a S num ponto pt ∈ S,

• Ωt 6= 0, ∀t (não há deslizamento),

• (Xt)pt
= 0, isto é, pt é centro de rotação instantânea e a velocidade angular Ωt é tangente a S em

pt (não há torção).

Seja Pt ∈ M a “part́ıcula” de M ⊂ M cuja posição no instante t é o ponto pt ∈ E . Pt é uma curva em
M e a curva de contacto pt = φt(Pt) ∈ S, diz-se o desenvolvimento de Pt em S.

Se V (t) é um campo de vectores tangentes a M ao longo de Pt, então após o rolamento de M em S,
obtemos um campo de vectores tangentes a S ao longo de pt, nomeadamente o campo:

(dφt)Pt
(V (t)) = gtV (t) (4.10.12)

uma vez que (dφt)P = gt, ∀P ∈ M .

4.10.4 Rolamento de uma esfera sobre um plano

Vamos estudar o rolamento de uma esfera M = S2 sobre um plano fixo S, tangente à esfera num dos
seus pontos.

Seja M = S2 ⊂ M a esfera de dimensão 2 em M. Consideremos um referencial ortonormado fixo
{e1, e2, e3} para E , e sejam (x, y, z) as coordenadas relativas a este referencial, de tal forma que S ⊂ E
seja o plano z = −1, que no instante inicial coincide com o plano tangente à esfera no pólo sul P0 ∈ S2

(ver a figura 4.16).

Vamos rolar a esfera sobre o plano S, designando por pt ∈ S o ponto de contacto da esfera S2
t = φt(S2)

com o plano S, em cada instante t. Seja Pt ∈ M a “part́ıcula” de S2 ⊂M cuja posição no instante t é o
ponto pt ∈ S, de tal forma que pt = φt(Pt) ∈ S, é o desenvolvimento de Pt em S.

Estamos a supôr que o referido rolamento é dado pelo movimento:

φt ∈ SE(3) φt =
[

gt ct

0 1

]
com gt ∈ SO(3), ct ∈ E

que satisfaz as três condições da definição de rolamento. Temos então que:

pt = φt(Pt) = gtPt + ct (4.10.13)

Como φt(S2) é tangente a S no ponto de contacto pt = φt(Pt), temos que (ver a figura 4.16):

gtPt = −e3 (4.10.14)

donde:
pt = gtPt + ct = ct − e3

ou:
ct = pt + e3 (4.10.15)

Por definição de rolamento, pt é centro de rotação instantânea, e portanto:

0 = (Xt)pt = Ωt × [pt − ct] + ċt (4.10.16)
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Figure 4.16: Rolamento de uma esfera sobre um plano

Substituindo (4.10.14) e (4.10.15), obtemos:

Ωt × e3 = ṗt (4.10.17)

e como Ωt é tangente a S, por definição de rolamento, conclúımos que Ωt é perpendicular a ṗt e que
{ṗt,Ωt} tem a mesma orientação de {e1, e2} (ver a figura 4.16).

Note ainda que:
gtṖt = ṗt (4.10.18)

Com efeito, derivando pt = gtPt + ct em ordem a t, obtemos:

ṗt = ġtPt + gtṖt + ċt

mas como pt é centro de rotação instantânea, ġtPt+ċt = 0 e finalmente como ṗt = ċt, deduzimos (4.10.18).

Definamos agora dois campos de vectores V1, V2 ao longo da curva Pt em S2, através de:

V1(t) = g−1
t e1 e V2(t) = g−1

t e2

Então:
V1(0) = e1 e V2(0) = e2

e por (4.10.14):

〈V1(t),−Pt〉 = 〈g−1
t e1, g

−1
t e3〉 = 〈e1, e3〉 = 0

〈V2(t),−Pt〉 = 〈g−1
t e2, g

−1
t e3〉 = 〈e2, e3〉 = 0

uma vez que gt preserva o produto interno 〈 , 〉. Conclúımos portanto que V1(t) e V2(t) são ambos
tangentes à esfera S2 em Pt, para todo o t.

Vamos mostrar agora que:

• (i)... V1(t) e V2(t) são paralelos ao longo da curva Pt em S2, relativamente à conexão de Levi-Civitá
de S2.

• (ii)... Se Ṗt = k1(t)V1(t) + k2(t)V2(t), então ṗt = k1(t)e1 + k2(t)e2

Para provar (i), derivamos gtV1(t) = e1 para obter:

V̇1 = −g−1
t ġtV1

= −g−1
t (ġtg

−1
t )(gtV1)

= −g−1
t (ġtg

−1
t )e1

= −g−1
t (ωt × e1)
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Com ωt×e1 tem a direcção de e3, g−1
t (ωt×e1) tem a direcção de Pt, o que significa que V̇1 é perpendicular

à esfera S2 em Pt e portanto DV1
dt = 0, isto é, V1 é paralelo ao longo da curva Pt, relativamente à conexão

de Levi-Civitá de S2. O mesmo acontece com V2.

A outra afirmação (ii). é óbvia uma vez que gt transforma Ṗt, V1(t) e V2(t) respectivamente em ṗt,
e1 e e2.

Conclúımos portanto que um campo de vectores V (t) ao longo de Pt, é paralelo relativamente à
conexão de Levi-Civitá de S2 se e só se a sua imagem por rolamento:

(dφt)Pt
(V (t)) = gtV (t)

é um campo de vectores constante em S ao longo de pt. É esta a interpretação cinemática da conexão
de Levi-Civita em S2.

4.10.5 Rolamento de uma superf́ıcie sobre um plano

Seja M uma superf́ıcie em M, e S = p + TpM ⊂ E o plano afim tangente a M num ponto p ∈ M .

Vamos rolar a superf́ıcie M sobre o plano S, designando por pt ∈ S o ponto de contacto de Mt = φt(M)
com o plano S, em cada instante t. Seja Pt ∈ M a “part́ıcula” de M ⊂M cuja posição no instante t é o
ponto pt ∈ S, de tal forma que pt = φt(Pt) ∈ S, é o desenvolvimento de Pt em S.

Consideremos um referencial ortonormado fixo {e1, e2, e3} para E , com origem em p0 = P0 = 0, e
sejam (x, y, z) as coordenadas relativas a este referencial, de tal forma que S ⊂ E seja o plano z = 0.
Suponhamos ainda que N(t) é o campo de vectores unitários normais a M ao longo de Pt, tal que
N(0) = e3 (ver a figura 4.17).

Figure 4.17: Rolamento de uma superf́ıcie sobre um plano

Mais uma vez supômos que o referido rolamento é dado pelo movimento:

φt ∈ SE(3) φt =
[

gt ct

0 1

]
com gt ∈ SO(3), ct ∈ E

que satisfaz as três condições da definição de rolamento. Tal como na secção anterior temos que:

gt(Ṗt) = ṗt (4.10.19)

e como Mt = φt(M) é tangente a S em pt (ver a figura 4.17):

gt(N(t)) = e3 (4.10.20)

Definamos como antes dois campos de vectores V1, V2, tangentes a M ao longo da curva Pt, através de:

V1(t) = g−1
t e1 e V2(t) = g−1

t e2
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Podemos pôr:
dN

dt
= Ṅ(t) = λ1(t)V1(t) + λ2(t)V2(t) (4.10.21)

Derivando (4.10.20) em ordem a t, obtemos:

ġtN(t) + gtṄ(t) = 0

e portanto:
ġtN(t) = −gt (λ1(t)V1(t) + λ2(t)V2(t)) = −λ1(t)e1 − λ2(t)e2

Usando novamente (4.10.20), obtemos então:

ġtg
−1
t e3 = −λ1(t)e1 − λ2(t)e2 (4.10.22)

ou de forma equivalente:
Ωt × e3 = −λ1(t)e1 − λ2(t)e2 (4.10.23)

Como Ωt 6= 0, λ1(t) e λ2(t) não se anulam simultâneamente. Por outro lado como a velocidade angular
Ωt está em S, vemos que Ωt×e1 e Ωt×e2 estão na direcção de e3. De facto, temos que Ωt = λ2e1−λ1e2.

Mas:
dV1

dt
= −g−1

t (ġtg
−1
t e1) e

dV2

dt
= −g−1

t (ġtg
−1
t e2)

o que significa que dV1
dt e dV2

dt estão ambos segundo a direcção de N(t), isto é, V1 e V2 são paralelos ao
longo de Pt, relativamente à conexão de Levi-Civita de M .

Como na secção anterior, conclúımos ainda que um campo de vectores V (t) ao longo de Pt, é paralelo
relativamente à conexão de Levi-Civitá de M se e só se a sua imagem por rolamento:

(dφt)Pt
(V (t)) = gtV (t)

é um campo de vectores constante em S ao longo de pt. É esta a interpretação cinemática da conexão
de Levi-Civita em M .

4.11 Apêndice: Convenções de álgebra linear

Considere um espaço vectorial V de dimensão r, sobre um corpo K. Seja B(V ) o conjunto de todas as
bases (ou referenciais) em V . Uma base e ∈ B(V ) será representada por uma matriz-linha:

e = [e1 e2 · · · er]

ou simplesmente por e = ea. O grupo linear geral G`(V ) ∼= G`(r,K) actua à direita de B(V ) através de:

e · g = ê onde ê é a base êb
def= ea ga

b (4.11.1)

com g = (ga
b ) ∈ G`(r,K). De facto:

(e · gh)a = eb(gh)b
a = eb gb

ch
c
a = (e · g)ch

c
a = ((e · g) · h)a

isto é e · gh = (e · g) · h, o que mostra que de facto a acção é à direita. Além disso a acção é “transi-
tiva” (qualquer base pode ser transformada numa qualquer outra através de uma matriz conveniente de
G`(r,K)) e “livre” (duas matrizes distintas transformam uma certa base em bases diferentes).

Por vezes é útil encarar um referencial e ∈ B(V ) como um isomorfismo (representado pela mesma
letra):

e : Kr −→ V
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e = ei
a. Neste caso a acção direita de G`(r,K) em B(V ), é dada pela composta e · g = e ◦ g:

Kr g−→ Kr e−→ V

Seja v ∈ V um vector de V , e e, ê ∈ B(V ) duas bases relacionadas por ê = e · g. Representemos por
ξa (resp., ξ̂a), as coordenadas de v na base e (resp., na base ê). Então:

v = ξa ea = ξ̂b êb = ξ̂b ea ga
b

donde se deduz que ξa = ga
b ξ̂b, ou de forma equivalente:

ξ̂b = (g−1)b
a ξa

Portanto:
eb 7→ êb = ea ga

b ⇒ ξb 7→ ξ̂b = (g−1)b
a ξa (4.11.2)

isto é as componentes de um vector v ∈ V transformam-se com “variância” oposta (ou contravariante-
mente) à das bases.

Vejamos agora como reconstruir o espaço vectorial V a partir do conjunto B(V ) de todas as suas
bases. Para isso, notemos que um vector ξ = (ξa) ∈ Kr, e uma base e = ea ∈ B(V ), determinam um
vector v = ξaea em V . No entanto existem muitos pares diferentes (e, ξ) ∈ B(V ) × Kr que dão origem
ao mesmo vector de V . De facto (4.11.2) mostra que todos os pares da forma (e · g, g−1ξ) ∈ B(V )× Kr,
onde g ∈ G`(r,K), definem o mesmo vector v ∈ V .

Por isso, se em B(V )× Kr definimos a seguinte relação de equivalência:

(e, ξ) ∼ (ê, ξ̂) sse existe g ∈ G`(r,K) tal que ê = e · g e ξ̂ = g−1ξ (4.11.3)

vemos que a classe de equivalência de um elemento (e, ξ) ∈ B(V ) × Kr corresponde exactamente a um
único vector de V : [

B(V )× Kr
]
/∼ ∼= V (4.11.4)

Consideremos agora o conjunto B∗(V ), de todos as bases duais para V ∗ (ou co-referenciais em V ∗).
Um co-referencial Θ ∈ B∗(V ) será representado por um vector-coluna:

Θ =




Θ1

Θ2

...
Θn




ou simplesmente por Θ = Θa, onde Θa ∈ V ∗, a = 1, · · · , n. Suponhamos que e, ê ∈ B(V ) são duas bases
para V , relacionadas por ê = e · g, e que Θ, Θ̂ ∈ B∗(V ) são as bases duais a e e ê, respectivamente, de
tal forma que Θa(eb) = δa

b e Θ̂c(êd) = δc
d. Então, como:

Θa(êb) = Θa(ec gc
b) = δa

c gc
b = ga

b

e, por outro lado:
(ga

c Θ̂c)(êb) = ga
c δc

b = ga
b

isto é, ambas as formas tomam o mesmo valor em cada elemento da base ê, vemos que Θa = ga
c Θ̂c, ou

de forma equivalente:
Θ̂b = (g−1)b

c Θc
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Portanto:
eb 7→ êb = ea ga

b ⇒ Θb 7→ Θ̂b = (g−1)b
c Θc (4.11.5)

O grupo linear G`(V ) ∼= G`(r,K) actua à direita de B∗(V ) através de:

Θ · g = Θ̂ onde Θ̂ é o co-referencial Θ̂b def= (g−1)b
c Θc (4.11.6)

Note que de facto esta é uma acção direita, já que:

(Θ · gh)b = ((gh)−1)b
c Θc = (h−1)b

d(g
−1)d

c Θc = (h−1)b
d(Θ · g)d = ((Θ · g) · h)b

Por vezes é também útil encarar um co-referencial Θ ∈ B∗(V ) como um isomorfismo (representado
pela mesma letra):

Θ : V −→ Kr

isto é, como uma 1-forma em V com valores em Kr, Θ = Θa
i . Neste caso a acção direita de G`(r,K) em

B∗(V ), é dada pela composta Θ · g = g−1 ◦Θ:

V
Θ−→ Kr g−1

−→ Kr

Seja α ∈ V ∗ um covector, e Θ, Θ̂ ∈ B∗(V ) dois co-referenciais relacionados como em (4.11.5). Repre-
sentemos por ξa (resp., ξ̂a), as coordenadas de α na base Θ (resp., na base Θ̂). Então por (4.11.6):

α = ξc Θc = ξ̂b Θ̂b = ξ̂b (g−1)b
c Θc

e deduzimos que ξc = ξ̂b (g−1)b
c ou de forma equivalente:

ξ̂a = ξb gb
a

Resumindo:
eb 7→ êb = ea ga

b ⇒ ξb 7→ ξ̂b = ξa ga
b (4.11.7)

isto é as componentes de um covector α ∈ V ∗ transformam-se com a mesma “variância” das bases (ou
covariantemente).

Suponhamos agora que G`(V ) ∼= G`(r,K) actua à esquerda de um espaço Q:

(g, q) ∈ G`(r,K)×Q 7→ g.q ∈ Q (4.11.8)

Em B(V )×Q definimos a seguinte relação de equivalência:

(e, q) ∼ (ê, q̂) sse existe g ∈ G`(r,K) tal que ê = e · g e q̂ = g−1.q (4.11.9)

A classe de equivalência de um elemento (e, q) ∈ B(V )×Q representa-se por [e, q]. Portanto:

[e, q] = {(e · g, g−1.q) : g ∈ G`(r,K)}

é uma órbita da acção direita de G`(r,K) em B(V )×Q, definida pela fórmula (e, q) ·g def= (e ·g, g−1.q).
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Exemplos...

• Q = Kr cujos elementos são representados por vectores-coluna ξ = (ξa), e a acção esquerda de
G`(r,K) em Kr é a multiplicação usual de matrizes (g, ξ) 7→ g.ξ = gξ, isto é, a representação
fundamental de G`(r,K) em Kr. Neste caso a discussão anterior, nomeadamente (4.11.3), mostra
que o conjunto das classes de equivalência identifica-se com V . De facto, ”um vector de V não é
mais do que uma sequência de r números ξa que se transformam (contravariantemente) como um
vector”!!...

• Q é novamente Kr (vectores-coluna ξ = (ξa)), e a acção esquerda de G`(r,K) em Kr é a multiplicação
de matrizes (g, ξ) 7→ g.ξ = (g−1)tξ, isto é, a representação contragradiente de G`(r,K) em Kr.
Neste caso a discussão anterior (nomeadamente a transposta da fórmula (4.11.7), uma vez que
insistimos em considerar a acção em vectores-coluna de Q = Kr), mostra que o conjunto das classes
de equivalência identifica-se com V ∗. De facto, ”um covector em V ∗ não é mais do que uma
sequência de r números ξa que se transformam (covariantemente) como um covector”!!...

• Q = IR e a acção esquerda de G`(r, IR) em IR é dada por:

(g, x) 7→ g.x = |det g|λ x

onde λ é um número real fixo não nulo. Neste caso as classes de equivalência dizem-se “densidades
escalares de peso λ”.

• Q = Kn ⊗ · · · ⊗ Kn

︸ ︷︷ ︸
(r+s) factores

e G`(n,K) actua em Q através de:

g.(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξr ⊗ ξr+1 ⊗ · · · ⊗ ξr+s) = gξ1 ⊗ · · · ⊗ gξr ⊗ (g−1)tξr+1 ⊗ · · · ⊗ (g−1)tξr+s (4.11.10)

O conjunto das classes de equivalência identifica-se com Tr,s(V ), o espaço dos tensores de tipo (r, s)
em V .

Futuramente veremos mais exemplos desta situação.

FIM


